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Téassé tyossd yleistetddn harmonisessa analyysissd usein kiytettivit euklidisen
avaruuden dyadiset kuutiot rakenteeltaan yleisempéiin homogeenisen tyypin ava-
ruuteen, eli tuplaavalla mitalla varustettuun kvasimetriseen avaruuteen. Dyadis-
ten kuutioiden keskeisimpié ominaisuuksia ovat, ettd ne muodostavat puuraken-
teen siten, ettéd kaksi dyadista kuutiota ovat joko pistevieraita tai toinen on toisen
osajoukko, ja ettd kukin kuutiosukupolvi peittds koko avaruuden vihintddnkin
nollamittaista joukkoa vaille. Liséiksi dyadiset kuutiot eiviit poikkea muodoltaan
merkittadvisti palloista siind mielessd, ettd niitd rajoittavat sisi- ja ulkopuolelta sa-
man, sukupolven mééréddman, suuruusluokan pallot. Dyadisten kuutioiden keskei-
simpié sovelluksia ovat harmonisessa analyysissi kiytettivit dyadinen Calderén—
Zygmundin jako sekd dyadinen maksimaalifunktio, jotka eiviit merkittévisti eroa
euklidisen avaruuden vastaavista.
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In this thesis, we generalize the system of Euclidean dyadic cubes used in harmonic
analysis to a space of homogeneous type, i.e. a quasi-metric space with a doubling
measure. The essential properties of the dyadic cubes are that they form a tree
structure such that any two of them are either disjoint or one is contained in
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possible set of measure zero. In addition, dyadic cubes are not too far away from
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1 Johdanto

Euklidisen avaruuden R™ jako koordinaattiakseleiden suuntaisiksi dyadisiksi kuu-
tioiksi
{27%([0,1)"+a): k€ Z,a € Z"}

on usein kéytetty menetelméa harmonisessa analyysissé euklidisissa avaruuksissa. Dy-
adiset kuutiot muodostavat puurakenteen siten, ettd kukin kuutio on jaettavissa 2"
tédsmélleen samanmuotoiseen seuraavan sukupolven kuutioon, ja kunkin kuution sér-
mén pituus riippuu eksponentiaalisesti kuution sukupolvesta. Dyadisten kuutioiden
keskeisimpid ominaisuuksia ovat, etti kaksi dyadista kuutiota ovat joko pistevieraita
tai toinen on toisen osajoukko, ja ettd kunkin sukupolven k kuutiot muodostavat
koko avaruuden osituksen. Lisiiksi kuutiot eivit muodoltaan poikkea merkittévisti
palloista siind mielessé, ettd 2r-sirméinen kuutio sisiltds r-siteisen pallon ja toi-
saalta se siséltyy /nr-siteiseen palloon.

Koska harmoninen analyysi ei rajoitu pelkéstiiin euklidisiin avaruuksiin, on vas-
taavantyyppiselle dyadiselle jaolle kdytt6d myos muunlaisissa avaruuksissa. Tissd
tyOssd esitetdén, kuinka euklidisen avaruuden dyadiset kuutiot keskeisimpine omi-
naisuuksineen ja sovelluksineen saadaan yleistettyi rakenteeltaan yleisempéén ho-
mogeenisen tyypin avaruuteen. Euklidisen avaruuden tapaa maéiéritelld kuutiot ei
voida kéyttdd homogeenisen tyypin avaruudessa, silli jilkimmaisessé ei yleisesti ole
koordinaattiakseleita, eikd kohtisuoria suuntia missdin muussakaan mielessi. Ho-
mogeenisen tyypin avaruuden ainoat luontevasti kisiteltévit joukot ovat sen pallot,
joten dyadisten kuutioiden konstruktio perustuukin homogeenisen tyypin avaruu-
dessa palloihin seké joukko-opin perusominaisuuksiin.

Konstruktion erilaisuudesta huolimatta euklidisen avaruuden dyadisten kuutioi-
den keskeisimmiit ominaisuudet saadaan péépiirteittdin patemain myos homogee-
nisen tyypin avaruuden dyadisille kuutioille. Erityisesti puurakenneominaisuus, etti
kaksi dyadista kuutiota ovat joko pistevieraita tai toinen on toisen osajoukko, pitee
sellaisenaan. Sen sijaan koko avaruuden osituksen téssi tyossi esiteltdvien dyadis-
ten kuutioiden sukupolvet muodostavat vain nollamittaista joukkoa vaille, mutta
my0s aito ositus saavutettaisiin tarvittaessa. Télld erolla ei kuitenkaan yleensé ole
merkitysté, silli harmonisen analyysin integraalioperaattoreissa nollamittaiset jou-
kot eiviit vaikuta. Homogeenisen tyypin avaruuden dyadiset kuutiot lisiksi vastaavat
euklidisen avaruuden kuutioiden tapaan palloja siind mielesss, ettd niité rajoittavat
sisé- ja ulkopuolelta saman, sukupolven méadréamén, suuruusluokan pallot.

Keskeisimpié eroja euklidisen avaruuden dyadisiin kuutioihin nihden on homo-
geenisen tyypin avaruuden dyadisilla kuutioilla se, ettd niiden ei ole pistejoukkoina
muistutettava muodoltaan juurikaan toisiaan, sikéli kuin joukkojen muodosta voi-
daan edes jarkevéssa mielessd puhua. Erityisesti saman sukupolven dyadisten kuu-
tioiden tarvitsee olla keskendén ainoastaan samaa suuruusluokkaa siind mielessi,
ettd niitd rajoittavat seké sisd- ettd ulkopuolelta samansiteiset pallot. Lisiksi dya-
disten kuutioiden lapsien lukumééiri puurakenteessa saattaa vaihdella huomattavas-




ti eri kuutioilla, toisin kuin euklidisen avaruuden tapauksessa. Lapsien lukumééral-
le saadaan kuitenkin kaikille kuutioille yhteinen yldraja. Pienimmilldén dyadisella
kuutiolla saattaa puolestaan olla ainoastaan yksi lapsi, jolloin kuutio ja lapsi ovat
pistejoukkoina samat.

Homogeenisen tyypin avaruuden dyadisten kuutioiden sovelluksina tarkastellaan
dyadista Calderén-Zygmundin jakoa seké dyadista maksimaalifunktiota, jotka eivét
juurikaan poikkea euklidisen avaruuden vastaavista. Dyadinen Calderén—Zygmundin
jako tarjoaa pistevieraan dyadisen kuutioperheen, jonka kuutiot ovat suurimpia mah-
dollisia, joissa annetun funktion integraalikeskiarvo ylittdd halutun suuruisen ta-
son. Calderén-Zygmundin jaon avulla voidaan esimerkiksi harmonisessa analyysissi
jakaa funktio kahteen osaan, joilla yksittdin on kitevid ominaisuuksia. Dyadinen
maksimaalifunktio puolestaan on harmonisessa analyysissé perinteisemmén Hardy-
Littlewoodin maksimaalifunktion tapaan kiytettéivi tyokalu, jossa tarkastellaan in-
tegraalikeskiarvoja pallojen sijasta dyadisten kuutioiden yli. Dyadiselle maksimaa-
lioperaattorille saadaan todistettua ominaisuudet heikko (1,1) ja vahva (p, p), kun
p > 1. Lisiiksi osoittautuu, ettd dyadisen maksimaalifunktion ja Hardy-Littlewoodin
maksimaalifunktion LP-normit ovat samaa suuruusluokkaa.

Motivaationa tille tyolle on ollut kirjoittaa selked ja tésméllinen esitys homo-
geenisen tyypin avaruuden dyadisista kuutioista, joiden konstruktiota ei aiemmas-
sa kirjallisuudessa ole kovin perusteellisesti esitetty. Ainoa tunnettu jossain méaérin
kattava esitys dyadisten kuutioiden konstruktiosta on M. Christin paperi (3], jos-
sa siinéikin on paljon vilivaiheita jitetty perustelematta. Todistusten vilivaiheiden
puuttumisen lisiiksi lihteind kiytetyissé papereissa esiintyy jonkin verran epatasmaél-
lisyyksié, esimerkiksi lauseiden oletuksissa, minké vuoksi erityisesti ndihin kohtiin
on téssd kiinnitetty tarkemmin huomiota.

Tyén dyadisten kuutioiden konstruktiota kisitteleviit osat on tehty M. Chris-
tin paperin [3] pohjalta, jonka notaatiota on myds pdéosin noudatettu. Dyadiseen
Calderén-Zygmundin jakoon seké dyadiseen maksimaalifunktioon liittyviit kohdat
ovat puolestaan suurimmaksi osaksi H. Aimarin, A. Bernardisin ja B. Iaffein pape-
rista [1], jonka lisdné on kiytetty my0s toista heidén paperiaan [2]. Liséksi homo-
geenisen tyypin avaruuteen liittyen on hyddynnetty kirjoja Lectures on Analysis on
Metric Spaces [6] seki A Panorama of Harmonic Analysis [8]. Viitteistd [4], [5] ja
[7] 1oytyy myds titd tyotd sivuavia aiheita, kahdessa ensimmadisessé tosin ranskan
kielella.



2 Homogeenisen tyypin avaruus

Téssé luvussa esitelldin homogeenisen tyypin avaruudeksi kutsuttu abstrakti mate-
maattinen avaruus sekd sen keskeisimpid ominaisuuksia. Homogeenisen tyypin ava-
ruus on muodoltaan varsin yleinen, silli sen pisteisiin liittyvit ainoastaan kvasi-
metriikka ja tuplaava mitta. Esimerkiksi euklidiset avaruudet R" Lebesguen mital-
la varustettuina ovat homogeenisen tyypin avaruuden erikoistapauksia. Aloitetaan
kvasimetriikan mééritelmésta.

Maaéritelmé 2.1 (Kvasimetriikka). Kvasimetriikka joukossa X on funktio
p: X x X —[0,00), joka toteuttaa seuraavat ehdot kaikilla z,y, > € X:

p(z,y) = 0, jos ja vain jos z = y,
p(z,y) = ply, ), :
p(z,2) < Aop(z,y) + Aop(y, 2), (2.4)

missd Ag > 1 on pisteistd x,y, 2 riippumaton vakio.

Tavalliseen metriikkaan nidhden ainoa ero kvasimetriikassa on, ettd tavallisen
kolmioepéyhtlén tilalla on heikennetty kolmioepdyhtilo (2.4). Joka tapauksessa
kvasimetriikka on ajateltavissa etiiisyysfunktiona siind missi metriikkakin. Yhdessi
kvasimetriikka p ja vastaava joukko X muodostavat kvasimetrisen avaruuden (X, p).
Kvasimetriikka méérad avaruuden (X, p) z-keskiset r-siteiset pallot

B(z,r):={ye X:p(z,y) <1}, z€X,r>0.

Myés avaruuden avoimet ja suljetut joukot méiritellddn vastaavasti kuin metrisissi
avaruuksissa. Kvasimetrisen avaruuden pallot eiviit kuitenkaan ole vilttiméatts avoi-
mia joukkoja toisin kuin normaalin metriikan tapauksessa. Yksinkertainen esimerkki
téstd loytyy lahteestd [7].

Muilta osin kvasimetrinen avaruus ei olennaisesti poikkea metrisesti avaruudes-
ta. Etéisyysfunktiona kvasimetriikka p yleistyy luonnollisesti pisteen z € X ja osa-
joukon A C X vilille sekd kahden osajoukon A, B C X viilille:

pla, A) = inf p(z,y), p(A, B) := i (2 y).

Etédisyysfunktiona kvasimetriikka mééris myos osajoukon A C X halkaisijan

diam(A) := sup p(z,y).
z,yeA

Kvasimetriikan lisdksi homogeenisen tyypin avaruuteen tarvitaan kvasimetriikan
kanssa yhteensopiva tuplaava mitta.
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Maééritelma 2.5 (Tuplaava mitta). Tuplaava mitta avaruudessa (X, p) on Borel-
sidinnollinen mitta yu siten, ettd avaruuden (X, p) pallot ovat p-mitallisia joukkoja
ja seuraavat ehdot pitevit kaikilla z € X, r > 0:

0 < u(B(z,r)) < 00, (2.6)
w(B(z,2r)) < Ayu(B(z, 1)), (2.7)

missd A; > 1 on pisteestéd z ja luvusta r riippumaton vakio.

Jatkossa tarkasteltava homogeenisen tyypin avaruus saadaan yhdistamailld kva-
simetriseen avaruuteen tuplaava mitta. Lisiksi tehdiéin tarkastelua helpottava ole-
tus, ettd tdmén kvasimetrisen avaruuden pallot ovat avoimia. Tdmé ei varsinaisesti
rajoita jatkossa tehtdvin tarkastelun yleisyyttd, silld kvasimetriikalle on aina ole-
massa sen kanssa ekvivalentti kvasimetriikka, jonka pallot ovat avoimia. Asiasta on
mainittu hieman tarkemmin ldhteessé [3].

Masritelmi 2.8 (Homogeenisen tyypin avaruus). Homogeenisen tyypin avaruus on
kolmikko (X, p, 1), jossa X on epityhji joukko, p kvasimetriikka joukossa X siten,
etté avaruuden (X, p) pallot ovat avoimia joukkoja, ja u tuplaava mitta avaruudessa

(X, p)-

Homogeenisen tyypin avaruuteen liittyy siis kiinteésti yksi kvasimetriikka ja yk-
si mitta, jotka pysyvit koko ajan samoina. Néihin liittyvid kolmioepéyht&lon (2.4)
vakiota A ja tuplaavuusvakiota A; ehdossa (2.7) kutsutaan yhdessé avaruuden geo-
metrisiksi vakioiksi. Kun jatkossa homogeenisen tyypin avaruudessa (X, p, ) puhu-
taan mitallisista joukoista ja integroituvista funktioista, tarkoitetaan nimenomaan
joukon X p-mitallisia osajoukkoja ja joukossa X maidriteltyjd u-integroituvia funk-
tioita. Vastaavasti puhuttaessa pelkistiéin palloista tai halkaisijoista tarkoitetaan
nimenomaan kvasimetriikan p méérittelemid joukon X palloja ja osajoukkojen hal-
kaisijoita.

Yksi keskeisimmistd homogeenisen tyypin avaruuteen liittyvistd tuloksista on
Lebesguen differentioituvuuslause, joka pitee vastaavanlaisena kuin avaruudessa R".
Lauseen todistusta ei téissi esiteté, vaan sellainen 16ytyy esimerkiksi lihteesté [6].

Lause 2.9 (Lebesguen differentioituvuuslause). Olkoon f lokaalisti integroituva funk-
tio homogeenisen tyypin avaruudessa (X, p,p). Tdlldin

1

iy L B@ ) /B(m fdu=jlo)

melkein kaikilla z € X.
Luvun lopuksi esitetdin vield kaksi homogeenisen tyypin avaruuden ominaisuut-

ta, joita tarvitaan mydhemmissd luvuissa. Niistd ensimméinen kertoo, ettd avaruu-
den mitta on #éretén tdsmélleen silloin, kun avaruus on rajoittamaton.




Lemma 2.10. Homogeenisen tyypin avaruudessa (X, p, i) pitee

u(X) = oo, jos ja vain jos diam(X) = oo.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd diam(X) = oo. Tarkastellaan palloa B(z,r) C X, ja
néytetédén ensimmdiseksi, ettd on olemassa pallo B(y, R) C X, jolle pitee

B(z,r)NB(y,R) =@ ja B(z,r)C B(y,CR), (2.11)

missé vakio C riippuu ainoastaan vakiosta Ay. Koska diam(X) = oo, voidaan valita
piste y € X sekd luku R > r siten, ettd p(y,z) = Ao(r + R). Olkoon z € B(z,r),
jolloin kolmioepéyhtalolld (2.4) arvioimalla

Ao(r+R) =p(y,z) < Aop(y, 2) + Aop(2,z)
< Aop(y, 2) + Aor,

josta p(y,z) > R, eli z € B(y, R). Toisaalta kolmioepéyht#lon (2.4) mukaan pitee
myos

p(y,2) < Aop(y,z)+ Aop(z, 2)
< A()Ao(’f' + R) ~+ AO'I‘
< (242 + Ap)R

CR,

eli z € B(y,CR).

Pallojen B(z,7) ja B(y, R) vilisestd relaatiosta (2.11) seké mitan g monotoni-
suudesta ja tuplaavuudesta (2.7) saadaan

#(B(z,r)) < u(B(y, CR)) < C'u(B(y, R)) < C'u(X \ B(z,r)),

missé C’ on vakiosta C' méérdytyvi tuplaavuuskerroin, eli C' = A¢, jossa vakio d € N
médridytyy ehdosta 2¢ > C. Téméi epiyhtilo pitee kaikille palloille Bz, r) T X,
joten tekemélld alkuperaisestd viitteestd vastaoletus pu(X) < oo seuraa

uX) = lim p(B(z,r))
< C'lim u(X \ B(z,r))
= C'(u(X) - lim p(B(z,1)))
= C'(uX) - u(X)) =0,

eli u(X) = 0. Tama on ristiriidassa mitan ;1 ominaisuuden (2.6) kanssa, joten pii-
tellddn, ettd u(X) = oo.

Toinen suuntaa seuraa suoraviivaisesti: oletetaan, ettd diam(X) < oo, jolloin
X = B(z,r) jollakin pallolla B(z, ) ja niin ollen x(X) < oo mitan y ominaisuuden
(2.6) perusteella. O




Viimeisené esitettivi homogeenisen tyypin avaruuden ominaisuus kertoo, etté
hajanainen pistejoukko ei voi sisiltdd mielivaltaisen paljon pisteitéd pallosta, jon-
ka siide on pistejoukon pisteiden vélimatkojen suuruusluokkaa. Joissain yhteyksissi
titd ominaisuutta kutsutaan avaruuden (X, p) dérelliseksi Assouadin dimensioksi,
josta on kerrottu tarkemmin esimerkiksi léhteessé [1].

Lemma 2.12. Homogeenisen tyypin avaruudessa (X,p,p) jokaisella K > 0 on
olemassa N € N siten, ettd kaikilla x € X ja kaikilla r > 0 jokainen joukko muotoa

A= {z,2,23... : p(zi,2)) 21, kuni# j} C X

sisdltid korkeintaan N pistetti pallosta B(z, KT).

Todistus. Olkoon K > 0, z € X, r > 0 ja A C X viitteen mukainen joukko.
Néytetadn ensin, ettd

B(z,55) N B(w,353-) =2, kunz,we€ A,z # w. (2.13)

Olkoon y € B(z, 35-), jolloin joukon A madrittelyn sekd kolmioepdyhtélon (2.4)
mukaan

i S P(z, ’LU) S AOP(Z, y) =+ AOP(y, 'LU)

S A02—7:A; = Aﬂp(yv 'U)),

ndytetddn, etta

josta p(y,w) > 35, eliy & B(w, 35-)- Merkitéén sitten Z = AN B(z,Kr) ja

B(z,Kr) C B(2,2A0Kr) ja B(2 55) C B(z,A(K +1)r), z€Z (2.14)

Olkoon ensin y € B(z, Kr), jolloin kolmioepéyhtélod (2.4) sekd tietoa 2 € Z C
B(z, Kr) kiyttamalld saadaan

Aop(z, ) + Aop(z,y)
AoKT S AoKT
2AOK7‘,

p(2,9)

A A

eli y € B(2,2A0Kr). Vastaavasti olettamalla y € B(z2, 35-) saadaan

p(z,y) < Agpl(z,2) + Aop(z,y)

r
< ApKr+ Aom

< Ao(K S 1)1",

eli y € B(z, Ao(K + 1)r).
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Mitan f tuplaavuuden (2.7) ja monotonisuuden seki tulosten (2.13) ja (2.14)
avulla saadaan arvioitua

ZN(B(Z,ZAOKT)) < ZC“ (2 355))

2€Z z2€Z

= CU( U B(z’ ﬁ))

z€Z

< Cu(B(z, Ao(K +1)r)),

missd C' on vakioiden 240K ja ﬁ suhteesta madraytyva tuplaavuuskerroin, eli

C = A{, jossa d € N médriytyy ehdosta 2¢-1- > 24,K. Mitan y tuplaavuutta (2.7
1 34,
soveltamalla saadaan niin ik#éin

u(B(z, Ao(K + 1)r)) < C'u(B(z, KT)),

missé C’ on vastaavasti vakioiden Ag(K + 1) ja K suhteesta miériytyvi tuplaa-
vuuskerroin. Nyt inkluusion (2.14), mitan x monotonisuuden seké edelld johdettu-
jen epédyhtéldiden avulla saadaan arvioitua joukon Z pisteiden lukumiiriksi

w(B(z, 2A0Kr)) (B(z, Ao(K + 1)r))
ki Zl Z B(z,Kr)) P u(B(z, Ay(K + 1)r))

=00 €N,

z2eZ zeZ

kun N € N valitaan suuremmaksi tai yhtd suureksi kuin CC”, joka ei riipu pisteesté
z, luvusta r eiki joukosta A. O
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3 Dyadiset kuutiot

Tissi luvussa konstruoidaan dyadiset kuutiot homogeenisen tyypin avaruudessa ja
esitetiiin niiden keskeisimmit ominaisuudet todistuksineen. Koko luvun ajan tarkas-
telun kohteena on Mairitelmén 2.8 mukainen homogeenisen tyypin avaruus (X, p, u)
geometrisilla vakioilla Ag ja A;.

Aloitetaan dyadisten kuutioiden konstruointi kiinnittdmélld yksi referenssipiste
kutakin kuutiota vastaavasta joukosta. Olkoon é € (0, 1) toistaiseksi kiinnittdméton
parametri, ja kiinnitetdéin kullakin £ € Z maksimaalinen joukko Z; C X pisteitd
siten, etta

p(2k, 25) > 6% kaikilla 2§, 2§ € Zk, joilla zg # z5. (3.1)

Maksimaalisella joukolla tarkoitetaan tissé sitd, ettéd joukkoon Zj ei voida liséité
yhtiikdin uutta joukon X pistettd ehdon (3.1) pysyessd voimassa. Maksimaalinen
joukko ei siis ole tissi yksikisitteinen, mutta sellainen on joka tapauksessa olemassa.
Joukko Z, voi olla joko #irellinen tai numeroituvasti #éretén avaruudesta (X, p)

riippuen. Joka tapauksessa Zj on epityhji, koska X # &.

Indeksi k kertoo dyadisen kuution sukupolven, ja piste 2% € Z; voidaan tulkita
keskipisteeksi sité vastaavalle dyadiselle kuutiolle QF, joka médritelldén jéljempén.
Parametri 8 puolestaan miirisa saman sukupolven kuutioiden keskipisteiden mini-
mietiisyyden seki skaalaussuhteen periikkiisten sukupolvien kuutioiden vélilla.

Indeksoidaan joukkojen Zj, k € Z, pisteet indeksijoukoilla I siten, ettd
a € I, jos ja vain jos z¥ € Zj. (3.2)
Joukkojen Z; maksimaalisuudesta johtuen
kaikilla z € X, kaikilla k € Z on olemassa a € Iy siten, etté p(z, 25) < ok, (3.3)
Kun referenssipisteet ovat kiinnitettyjé, saadaan niiden avulla muodostettua osit-
taisjéirjestys niissd esiintyvien indeksiparien médrdamaén joukkoon. Tallaista osit-
taisjirjestysti tullaan tarvitsemaan dyadisten kuutioiden méérittelyssa.
Lemma 3.4. Joukossa {(k,a) : k € Z,a € I} on olemassa osittaisjirjestys =,
joka toteuttaa seuraavat ehdot.
(a) Jos (k,a) = (I, B), niin k > 1.

(b) Jokaiselle (k,a) ja l < k on olemassa yksikdsitteinen 3 € I, siten, ettd
(k@) 2 (1, B)-

(c) Jos (k,a) < (k—1,B), niin p(z%, z57") < 6*71.




iék—l, nun (k,a) X (k—1,0).

ko k—1
(d) Jos p(2q,25 ") < oA

Todistus. Tuloksen (3.3) mukaan jokaisella parilla (k, ) on olemassa ainakin yksi

B € Iy, jolla p(2k, 257") < 6%~1. Naytetdin, ettd vastaavalle parille on toisaalta
olemassa korkeintaan yksi 3 € I;_;, jolla p(z¥, z'g_l) < ﬁdk_l: jos z=1 on toinen

téllainen piste, niin kolmioepéyhtilén (2.4) mukaan

plz5™1 257N < Aop(257h, 2E) + Aop(2K, 1)

R = L
2A06 +A02A0(5

ck—1
0",

< A

miké on ristiriidassa epédyhtélon (3.1) kanssa.

Osittaisjérjestys < konstruoidaan seuraavasti: jokaisella parilla (k, «) katsotaan,
onko olemassa indeksid 8 € Iy, jolla p(2F, z'g‘l) s ﬁék‘l. Mikéli on, asetetaan
(k,a) X (k—=1,8B) ja (k,a) A (k — 1,7) kaikille muille vy € I;_;. Jos ei ole, valitaan
jokin B8 € I_,, jolla p(zf,,zg‘l) < "1, ja asetetaan (k,) < (k —1,5) ja (k,a) £
(k — 1,~) kaikille muille v € I;,_;.

Lopuksi tédydennetdén < refleksiiviseksi, eli asetetaan (k,a) < (k,a) kaikilla
(k, ), seké transitiiviseksi, eli jos (k,a) < (I, 8) ja (I,8) < (m,~), niin asetetaan
(k,a) < (m,~). Télléin siitd saadaan osittaisjérjestys, silli viimeinen vaadittava
ominaisuus, antisymmetrisyys, pitee konstruktion perusteella. Kaikki nelja viitta-
méé (a)-(d) seuraavat suoraan konstruktiosta. O

Lemman 3.4 viittdmé (a) tarkoittaa, ettd osittaisjirjestys < muodostaa luonte-
van sukupolvijirjestyksen. Viittdma (b) puolestaan kertoo, etté jokaisella indeksi-
parilla (k,a) on yksikésitteinen esi-isii sukupolvessa . Yhdessd niistd viittdmisti
seuraa, ettd osittaisjirjestys muodostaa puurakenteen. Viittdméi (c) voidaan tulkita
siten, ettd puurakenteessa vanhempaa ja lasta vastaavat pisteet ovat lahelld toisi-
aan, ja vdittdmé (d) siten, ettd vanhempaa vastaava piste on vain omia lapsiaan
vastaavien pisteiden lahella.

Dyadisten kuutioiden méérittelemistd varten kiinnitetisin Lemman 3.4 ehdot to-
teuttava osittaisjirjestys <. Dyadiset kuutiot muodostetaan palloista, joiden keski-
pisteinéd ovat aina sellaiset referenssipisteet, joiden indeksipari on kuution indeksi-
parin jdlkeldinen osittaisjirjestyksen puurakenteessa.

Maéritelmé 3.5 (Dyadinen kuutio). Sukupolven k € Z indeksin o € I; dyadinen
kuutio on
Qk = U B(25, apd"),
(L,B)=(k,a)

missé ag € (0,1) on toistaiseksi kiinnittdm#tén parametri.
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Dyadisista kuutioista muodostuu sukupolven k dyadisten kuutioiden perhe
Dy = {Qﬁ B gl = Ik}

seké kaikkien dyadisen jaon kuutioiden perhe

D:=J D

keZ

Miiritelmén 3.5 dyadiset kuutiot saadaan toteuttamaan vastaavantyyppiset ominai-
suudet kuin avaruuden R" klassiset dyadiset kuutiot, kunhan niiden maéérittelyssi
kiiytetyt parametrit d ja ao valitaan riittdvin pieniksi.

Lause 3.6 (Dyadisten kuutioiden ominaisuudet). Kuutioperheelle D on olemassa
ainoastaan luvuista Ao, A, riippuvat vakiot 6 € (0,1), ap € (0,1), n > 0, C; < oo,
Cy < o0 ja Ny € N siten, ettd seuraavat vditteet patevat.

(a) Jokainen QX € D on avoin.
(b) Jokainen Q% € D sisiltid pallon B(zk, agd*).

(¢) Jokaiselle Q% € D pitee diam(Q%) < Cy6*.

(d) Jokaiselle QX € D jal < k on olemassa yksikdsitteinen 8 € I, siten, ettd
Q% C Qb

(e) Josl >k jaa € Iy, B € I, niin joko Q% C Q% tai Q5N QY = 2.

(f) Jokaiselle QX € D pitee

#{Q € Dy : Q5T C Q)Y < No.

(g9) Jokaiselle k € Z pitee
wx\ | @b =o.

a€l
(h) Jokaiselle Q% € D pitee
u({z € QX : p(z, X \ QF) < t6*}) < Cot"w(Q)  kaikilla t > 0,

missd QF on kuution QF sulkeuma.
@ o

Lauseen 3.6 viittamit (b) ja (c) kertovat, ettd dyadiset kuutiot sekd sisélté-
viit pallon etté siséltyvit palloon, jonka séide on eksponentiaalisesti verrannollinen
kuution sukupolven indeksiin. Toisin sanoen kuutiota rajoittavat sisé- ja ulkopuo-
lelta saman suuruusluokan pallot. Yhdessé tuplaavan mitan p ominaisuuden (2.6)
kanssa tistd seuraa vilittomaésti, ettd kuutioiden mitta on positiivinen ja dérelli-
nen. Viittamat (d) ja (e) merkitseviit, ettd dyadiset kuutiot muodostavat luontevan
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sukupolvista madrdytyvan puurakenteen. Viittama (f) kertoo, ett# kaikkien dyadis-
ten kuutioiden lapsien lukumé&éralld on téssd sukupuussa sama yldraja. Viittamé
(8) puolestaan tarkoittaa, ettd kunkin sukupolven kuutiot peittiivit koko avaruuden
nollamittaista joukkoa vaille, ja véittdma (h), ettd dyadisten kuutioiden mitta ei ka-
saannu léhelle niiden reunoja. Viimeiselle viittdmille on kiyttos ldhinna ainoastaan
singulaaristen integraalioperaattoreiden yhteydessi.

Parametrien § ja ao arvot vaikuttavat todistuksen kulkuun alusta loppuun as-
ti. Niitd ei siis tulla kiinnittdmé&idn ennen kuin lauseen viimeinenkin viittdmé on
todistettu. Todistuksen edetessd niité kuitenkin jatkuvasti rajoitetaan ylh#sltapain
rajoituksin muotoa § € (0,¢') ja ap € (0, aq), missd & ja af riippuvat ainoastaan
vakioista Ay ja A;. Téllaisia rajoituksia kertyy direllinen mééra, joten lopulliset
ylérajat saadaan minimeiné yksittéiisisti yldrajoista. Suurimmassa osassa todistuk-
sen apuna kiytettdvistd lemmoista pitdéd tulkita, ettd ne pateviit edellyttien, ettd
0 ja ag ovat riittdvén pienid, vaikka sitd ei eksplisiittisesti lemmojen muotoilussa
mainitakaan.

Siirrytéén todistamaan Lauseen 3.6 véittédmid yksi kerrallaan. Viittima (a) seu-
raa suoraan Médritelmésté 3.5: pallot B(z}, agd") ovat homogeenisen tyypin avaruu-
dessa avoimia, joten QX on avointen joukkojen yhdisteend avoin. Samoin viittimi
(b) seuraa suoraan dyadisten kuutioiden méiritelmast, silld osittaisjarjestykselle <
pétee refleksiivisyys (k, a) < (k, a).

Seuraavaa kohtaa varten tarvitaan osittaisjdrjestyksen < ominaisuuden (3.4c)
heikennetty yleistys, joka antaa ylédrajan sille, kuinka kaukana kuution keskipiste voi
olla sen esi-isin keskipisteesti.

Lemma 3.7. Jos (I,3) = (k, ), niin p(z}, 25) < 2A4,6%.

Todistus. Oletetaan (I, 5) < (k,a), jolloin Lemman 3.4 mukaan on olemassa yksi-
késitteinen ketju

(k?a) = (k770) t (k T3 1771) >_- (k+2”72) t e t (k +n1'7n) =T (lvﬁ)
Kolmioepéyhtélon (2.4) ja implikaation (3.4c) avulla arvioiden saadaan

Aop(zh, 25T1) + Aop(2ET1, 24)

Agb* + App(EH1, 24)
Agd* + AJp(25HY, 2512 + AZp(2kr2, 2)
Aod* + AFS*T + Alp(2EH2, )

p(z8, 25)

IAIN N IA

A05k+Ag(5k+1 +Ag(5k:+2+.__+A3—-16k+n—2+Ag—16k+n—1
e Agd*

Ag* Y "(Apd) = o
j=0

24,6",

IA

IA
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kun & on valittu pienemmiiksi kuin 53-. Téllaisella valinnalla myés toiseksi viimeisen
rivin geometrinen sarja on suppeneva. O

Todistetaan Lauseen 3.6 viittama (c). Olkoon z,y € @Q*, jolloin Mééritelmén 3.5
mukaan z € B(2},aod") ja y € B(2, apd™) joillakin (I, B), (m, ) X (k, @). Télléin

Aop(z, 25) + AZp(2h, 2E) + A3p(2E, 2) + A3p(22r, )
Agagd' + AZ2A00% + AJ2A06" + Ajags™

Apld* + AZ2A00"% + A32A06" + AJ16*

(Ao + 3A3 + 2A8)5*

Cyo*.

plz,y)

IAIA IA

Ensimmaisessi epiyhtilossi on kiytetty kolme kertaa kolmioepiyhtiloé (2.4). Toi-
sessa on kiytetty Lemmaa 3.7 seki tietoa, ettd z € B(2},a0d") ja y € B(2]', agd™).
Viimeisessi epiyhtilossi puolestaan ag < 1 ja I,m > k. Ottamalla saadusta epayh-
talostd p(z,y) < C10* puolittain supremum yli joukon {(z,y) : z,y € Qk} péddy-
tdén haluttuun epiyhtiloon diam(QF) < C)6*. Viittémin (3.6¢) vilitén seuraus on
Qg C B(z";,C’lJ").

Seuraavaa viittdméd varten todistetaan ensin aputulos, jonka mukaan saman
sukupolven kuutioista saadaan keskenéén pistevieraita.

Lemma 3.8. Jos Q% N Q% # @, niin a = 3.

Todistus. Olkoon z € Q% N Q. Tillsin Médritelmén 3.5 mukaan on olemassa parit
(m,7) X (k,a) ja (n,0) < (k,p) siten, ettd z € B(2]',a0d™) ja ¢ € B(zy,a0d").
Yleisyytté rajoittamatta voidaan olettaa, ettd m > n. Siten kolmioepayhtélolla (2.4)
arvioituna saadaan

P 2D) < Aupl,2) + Aop(z, )
S Aoaoé”‘ -+ AoaO(S" (39)

Tarkastellaan sitten kahta tapausta. Jos m = n, saadaan edellinen epéyhtilo
(3.9) muotoon p(zf, z;) < 4", kun valitaan ag < ﬁ. Tistd seuraa pisteiston Z,
valinnan (3.1) perusteella, ettd v = o, eli (m,7) = (n, o). Nyt osittaisjérjestyksen <
ominaisuuden (3.4b) mukaan pareilla (m, ) ja (n, o) on sama yksikésitteinen esi-isé

sukupolvessa k, joten a = 3.

Toisaalta, jos m > n, on osittaisjirjestyksen < ominaisuuden (3.4b) mukaan
olemassa yksikisitteinen 2"*! siten, ettd (m,v) =< (n + 1,7). Kolmioepéyhtélon
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(2.4), Lemman 3.7 seké epayhtilon (3.9) avulla saadaan

p(z"?-*-l, Zg) < AOP(Z-?H, z;n) T AOP(Z»Tyn, Z:)
S A02A05n+1 + A02A0a05"
= 24%(5 + ao)d"
1
< ="
24,

jossa on valittu § ja ap pienemmiksi kuin —Ly. Nyt osittaisjirjestyksen < ominai-
sz Ny jirjesty

suudesta (3.4d) seuraa (n+1,7) < (n, o), joten transitiivisuus huomioiden saadaan
ketju
(m,7) 2 (n+1,7) 2 (n,0) < (k, B).

Koska péti myds (m,vy) =< (k,«), paitelldsn tassdkin tapauksessa ominaisuuden
(3.4b) mukaan, ettd o = . O

Todistetaan sitten Lauseen 3.6 viittdmi (e). Olkoon [ > k ja RLNQE #£ 2.
Valitaan 7 osittaisjérjestyksen < ominaisuuden (3.4b) mukaisesti siten, etté (I, 3) <
(k,7). Téllsin Q) C Q% Mééritelmsn 3.5 ja osittaisjérjestyksen < transitiivisuuden
perusteella. Néin ollen pétee myos er NQEL # @, josta seuraa Lemman 3.8 mukaan,
ettd v = a. Siispd Q C Q%. Toisaalta, jos [ > k ja Q% N QL = @, niin ei voi péted
Qfg C Q*, sills Qfg # @. Viittdma (3.6e) on niin ollen todistettu.

Lemma 3.8 sekd juuri todistettu dyadisten kuutioiden ominaisuus (3.6e) yhdis-
tdmaélld saadaan selked yhteys osittaisjirjestyksen < ja kuutioperheen D viilille.

Lemma 3.10. Olkoon | > k ja Q%, Q% € D. Tillin

(1,B) X (k,a), jos ja vain jos Qg C Q@  ja (3.11)
(1,8) £ (k,@), jos ja vain jos Q5N QL = @. (3.12)

Todistus. Todistetaan ensin véittdma (3.11). Oletetaan, etté Qlﬂ C Qk. Osittaisjr-
jestyksen < ominaisuuden (3.4b) mukaan on olemassa yksikésitteinen v € Iy siten,
ettd (I, ) = (k,~). Talloin Méaaritelmésta 3.5 ja osittaisjirjestyksen < transitiivisuu-
desta seuraa, ettd Qf C Q%. Koska nyt Q4 C QX NQ% ja Q4 # @, niin QENQ* +# 2,
joten Lemman 3.8 perusteella pitee a = . Siis ([, 8) < (k, ). Toinen suunta seuraa
suoraan Madritelmésta 3.5 ja osittaisjirjestyksen < transitiivisuudesta.

Jélkimméinen vaittdma (3.12) seuraa suoraviivaisesti edellisestéd; Ottamalla tu-
loksesta (3.11) negaatio saadaan, etté (I, ) £ (k, a), jos ja vain jos Q% ¢ Q. Niista
jalkimméinen pétee dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6e) perusteella tdsmél-
leen, kun Q% N Q% = @, joten viite on niin ollen todistettu. a

Todistetaan sitten lauseen 3.6 viittdma (d). Olkoon QX € D jal < k. Osittaisjir-
Jestyksen X ominaisuus (3.4b) takaa yksikésitteisen indeksin £, jolle (k,a) < (I, B).
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Tillsin Lemman 3.10 kohdan (3.11) mukaan Q% C QY tésmiilleen télld yksikésittei-
selld B € I, miké todistaa viittdmén (3.6d).

Todistetaan lauseen 3.6 viittami (f). Tarkastellaan kuutiota Q¥ € D. Keskipis-
tejoukolle Zy4; C X piitee ominaisuutensa (3.1) mukaan

k+1 _k+1 k+1 k+1 _k+1 k+1 k+1
p(zﬂ s 2y ) 2> d ) kun 23 y € Zk+la 23 76 Ry s

joten Lemman 2.12 perusteella on olemassa vakio Ny € N siten, ettd Zi. siséltad
korkeintaan Nj pistettd pallosta B(2X, (C16~1)0k*+!) = B(zk, C,6%). Tissi Ny riippuu
ainoastaan vakioista Ay ja A;, kunhan myds & riippuu ainoastaan niistd. Koska
dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6c) mukaan Q% C B(zk, C10%), niin Zii,
sisiltéid korkeintaan N, pistettd myos kuutiosta Q. Niin ollen dyadisten kuutioiden
ominaisuus (3.6e) huomioiden pétee

#{Qgﬂ € Diy1: Q§+1 c Q)= #{zgﬂ B 2§+1 eQ} < N,
ja viiittdma (3.6d) on todistettu.

Siirrytéin seuraavaksi todistamaan Lauseen 3.6 viittdma (g). Kiinnitetdén k € Z

ja merkitdédn
G:= U Q%
a€l}

Mills tahansa z € X ja n € Z on pisteistén Z, ominaisuuden (3.3) mukaan ole-
massa 2j € Z, siten, ettd p(z,23) < 6". Kun n 2> k, niin dyadisten kuutioi-
den ominaisuuden (3.6d) mukaan on olemassa a € Ij siten, ettd (n,3) < (k,a),
jolloin Méiritelmén 3.5 perusteella B(z2j,a00") C G. Néytetdén, ettd pitee myds
B(z},a00") C B(z, Ao(1 + a)d"): olkoon y € B(23,a06™), jolloin kolmioepéyht&lon
(2.4) avulla arvioiden

p(z,y) < Aoplz,25) + Aop(25,Y)
< Ao&n + Apagd™
Ao(1 + ap)d™,

Il

eli y € B(z, Ao(1 + ag)o™).
Niytetdin sitten, ettd mitan p osalta pitee myos kiéntéen
u(B(23,a00™)) = cp(B(x, Ao(1 + ag)d™)),

missé ¢ > 0 on luvuista Ay ja A, riippuva vakio. Kéyttdmillé tuplaavuusehtoa (2.7)

d kertaa saadaan
u(B(25, 2%a08™)) < A%u(B(=], aod™).
Valitaan d siten, ettd 2%ag > AZ(1 +ag) + Ao, ja olkoon y € B(z, Ag(1 +ap)d™). Nyt
pisteen zj valintaa hyddyntéen kolmioepéyhtilollda (2.4) arvioimalla saadaan
p(y,z5) < Aoply, )+ Aop(z, 25)
< ApAo(l + ag)d" + Agd"
(A3(1 + ag) + Ao)d"
2da05",

IA
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eliy € B(2j,2%o0™). Niin ollen B(z, Ag(14a,)0") C B(z}3,2%06™). Mitan u tuplaa-
vuuden ja monotonisuuden nojalla saadaan siten

1
H(B(z5,a00")) 2 —gu(B(25,2%0d"))
1

> Ai‘fu(B(z’ Ao(1 + ag)é™))
= cy,(B(.’L‘, Ao(]. + ao)(sn)),

jossa vakio c riippuu ainoastaan luvuista Ay ja A;, kun huomioidaan, etti myo6s luku
ap riippuu ainoastaan niisté.

Merkitéén todistuksen loppuosan ajan Ag(1 + ag)d™ =: r,. Yhdistimills saadut
inkluusiot B(zj,aoé") C G ja B(z},a00") C B(z,r,) seki mitan s monotonisuus
saadaan

,u(B(zg, aod")) < (G N B(z,ry)).

Yhdistdmélld mukaan vield epéyhtals cu(B(z,r,)) < u(B(z53,ad™)) ja huomioimal-
la, ettd luvusta n oletettiin ainoastaan n > k, seuraa
(G N B(z, )
u(B(z, 7))

Ottamalla tdstd puolittain limes inferior, kun n — oo, ja huomioimalla, ettd z € X
oli mielivaltainen, saadaan

>c>0 kaikilla n > k.

lim inf MG Bl v}

> iki X. :
= B 2 c¢>0 kaikilla z € (3.13)

Toisaalta valitsemalla Lebesguen differentioituvuuslauseessa 2.9 funktioksi f joukon
G karakteristinen funktio x¢ paddytéasn yhtiloon

i MG 0 B(a,1)
" u(B(a,1)

= Xg(x) melkein kaikilla z € X. (3.14)

Yhdistdmélld raja-arvotulokset (3.13) ja (3.14) seuraa, ettd melkein kaikilla z € X
pitee xg(z) = 1, eli u(X \ G) = 0. Niin ollen

pX\ @b =0

a€l}

millé tahansa k € Z ja viittdma (3.6g) on todistettu.

Edellé todistetun dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6g) mukaan joukot
Nk = X \ U ng
a€l

ovat nollamittaisia, eli jokaisen sukupolven k kuutioperhe Dj, peittid avaruuden X
nollamittaista joukkoa vaille. Mys p(|Jyey Nk) = 0 mitan g subadditiivisuuden
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perusteella. Kun jatkossa halutaan korostaa, etté témé nollamittainen joukko on
jatetty tarkastelun ulkopuolelle, merkitdan

X=Xx\|JN.
keZ

Avaruudelle X pitee siten erityisesti X C User, QF kaikilla k € Z ja u(X '\ X)=0.

Lauseen 3.6 viittaméin (h) todistamiseksi tarvitaan ensin useita aputuloksia. En-
simméinen niistd on dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6b) hieman vahvennettu
muoto, jonka mukaan dyadiset kuutiot sisdltdvit suuremmankin pallon, tosin nolla-
mittaista joukkoa vaille.

Lemma 3.15. Merkitiin Cs = gj. Tdlloin kaikilla Q" € D piitee

B(zk,C3FY N X c Q~.

Todistus. Olkoon z € B(zk,C36%) N X. Oletetaan, ettd z & Q%, jolloin z € Qf
jollakin muulla 8 € I, koska nollamittainen joukko, jota sukupolven k kuutiot eivit
peité, on leikattu pois. T#lloin on Mééritelmén 3.5 mukaan olemassa (1,7) =< (k, B),
siten, ettd z € B(2},aod"). Osittaisjéirjestyksen < puurakenteesta (3.4a-b) seuraa,
etti | > k ja (I,7) Z (k,a). Jaetaan tarkastelu kahteen tapaukseen. Jos [ = k, niin
kolmioepéyhtélostd (2.4) seké pisteen z sijainnista seuraa

P(zg’ Zf,) < Aop(zf,‘,, z) + App(z, zfr)
S AoCs(sk + Aoaoél
1
i A04_A(2)6k + Aoaoak
S (;11' w3 Aoao)ak
<5

kun ag on valittu pienemmiksi kuin ﬁ. Koska oli | = k, on tdmé ristiriidassa
pisteistén Z; valinnan (3.1) kanssa.

Toisaalta, jos | > k, niin osittaisjirjestyksen < ominaisuuden (3.4b) mukaan on
olemassa o € Ii4; siten, ettd (I,7) < (k+ 1,0). Koska z € B(2},a0d"), niin z €
k+1 Midiritelman 3.5 mukaan. Koska myés 25! € Q5*!, niin dyadisten kuutioiden
ominaisuuden (3.6c) perusteella p(z, 25+1) < C,8¥*+!. Tillsin kolmioepiyhtilod (2.4)
sekii alkuperiisté oletusta z € B(zk, C36*) kiiyttamélld saadaan

Aop(zq, ¥) + Aop(z, 2,*)
AoCsd* + AgCr8*+!

A°Z/1T35k + AgCy+H
1 k
(7 i AyC16)6

&
— 5
< 247"

p(2E, ze*)

IA A
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kun § on valittu pienemmiksi kuin —2— Nyt osittaisjarjestyksen < ominaisuuden

1A2C
(3.4d) mukaan seuraa (k+1,0) < (k, a) Jollom edelleen transitiivisuuden perusteella
(1,7) 2 (k,@). Témé on ristiriita, silld oli pastelty myds (1,7) £ (k, @). O

Siirrytdén seuraavaksi tarkastelemaan Lauseen 3.6 viittamissd (h) esiintyvii

joukkoa, johon kuuluvat kuution reunan lihelld olevat pisteet. Merkitiidn téllaista
joukkoa

Ef(r):={z € Q% : p(z, X \ QF) < 6%} (3.16)
ja kutsutaan sitd kuution Q% € D 7-reunaksi. Néytetdén ensimméiseksi, ettd 7-

reunan mééritelméssé esiintyvi joukko X \ Q" on kontrolloitavissa helpommin ki-
siteltavilld joukolla X \ QX.

Lemma 3.17. Olkoon Q% € D ja z € X. Tdllsin

p(z, X\ Q%) < Aop(z, X \ QF).

Todistus. Jos X \@ = @, niin p(z, X \ @) = 0o ja viite patee. Olkoon siis
X\Q #2jaye X\ Q" Néytetddn ensin, ettd p(y, X \ Q%) = 0. Tehdiin
vastaoletus, ettd p(y, X \ Q%) = r > 0, ja olkoon z € B(y, &), jossa &, > 0 on
toistaiseksi kiinnittdméton luku. Télloin kolmioepéyhtilon (2.4) avulla saadaan

= p(y, X \ QY) < Aop(y,z) + Aop(z, X \ Qh)
< Aper + AOP(ZvX \ Qfx)’

josta voidaan ratkaista

kys T ]
(ZX\Q) 0 61_2AO>07

kun valitaan e, = 2’"70. Niin ollen kokonaisella pallolla B(y, ;) pétee

p(B(ya El)aX \ Qﬁ) >0

Toisaalta, koska y € X \ Q% ja X \ Q% on suljetun joukon komplementtina avoin
Joukko, siséltdd se jonkin pallon B(y,e;). Saadut péitelmit yhdistamélld seuraa,
ettd on olemassa pallo B = B(y, min{e;, e5}) siten, ettd

BCX\QF ja p(B,X\Q%) >0

Tést4 seuraa edelleen B C (X \Qk)\ (X\Q*) c X\ X, joten mitan x ominaisuuden
(2.6) seké monotonisuuden mukaan 0 < p(B) < (X \ X) = 0, miké on ristiriita.
Piiitellidn siis p(y, X \ Q%) = 0, jolloin kolmioepyhtlolla (2.4) arvioimalla saadaan

P(l’,X \ Qﬁ) < Aop(z,y) + Aop(y,X \ Qﬁ) = Aop(z,y).

Viite seuraa ottamalla tésté puolittain infimum yli joukon {y € X \ Qk}. a
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Niytetéin sitten, ettéd dyadisen kuution mielivaltaisen suuren sukupolven jélke-
ldisilla voidaan peittédd riittdvéan pieni kuution 7-reuna.

Lemma 3.18. Jokaisella N € N on olemassa 7' > 0 siten, etti jos T € (0,7') ja
z € EX(1), niin x € QXN jollakin o € Iyyn, jolla (k+ N,0) < (k,a).

Todistus. Kiinnitetdin N € N ja olkoon z € E¥(r), jossa 7 > 0. Télloin Mééri-
telmén 3.5 mukaan = € B(z}, apd") jollakin (I, ) < (k,a). Lemmojen 3.15 ja 3.10

perusteella B(zj, C38') N X Q4 C QF, jossa O3 = 5. Tiisté seuraa

0
X\ Qk c X\ (B(zh,C30) N X) = X \ B(z,Cs"),
joten

p(z5, X\ QF) = inf p(zh,9)
yeX\Qk

> inf  p(zp,9)
yeX\B(z5,C38')

> Csd.

Toisaalta Lemman 3.17, kolmioepdyhtilon (2.4) seké pisteen z méérittelyn perus-
teella

Aop(zfe’ X\ Q_'é)

Agp(2, z) + Agp(z, X \ QF)
Alagd' + Adro*.

p(2h, X\ Q%)

IA IA IA

Nimi epiyhtilot yhdistamilli saadaan (C3 — AZag)d' < A3ré*. Valitsemalla ao
pienemmiiksi kuin ﬁg seuraa C3 — Alag > ﬁg > 0, jolloin &' < 8A3rs*. Nyt kun
luku 7 valitaan pienemméksi kuin ﬁgé’v =: 7/, on padettivi [ > k + N. Valitaan
sitten 0 € I,y siten, etti (I, 8) < (k+ N,o). Koska z € B(z},a¢d"), niin télloin
z € QN Miiiritelmin 3.5 mukaan. Lisiksi, koska z € Q% N Q™| niin dyadisten
kuutioiden ominaisuuden (3.6e) mukaan Q**" C Q¥, joten Lemman 3.10 perusteella
on oltava (k + N, o) < (k, ). Viite on néin ollen todistettu. O

Lemman 3.18 seki dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6d) mukaan riittavéin
pienelld 7 > 0 on kullekin joukon EX(7) pisteelle z olemassa yksikasitteinen ketju
sukupolvesta k sukupolveen k + N siten, ettd z kuuluu kaikkiin ketjun kuutioihin.
Merkit#éin vastaavaa indeksiparien ketjua

c¥ (@)= {0, olz, i)}y, = € E5(7), (3.19)

missé o(z, j) € I; siten, ettd o(z,k) = a, r € er(z’j) ja

(j,O'(l‘,j))j(j—l,O’(x,j—l)), j=k+1,...,k+N.
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Lemma 3.20. Olkoon Q% € D ja N € N. Jos 7 on riittdvin pieni kuutiosta QX
ruppumaton luku, niin on olemassa ainoastaan vakioista Ay ja A, riippuva luku
€1 > 0 siten, ettd kaikilla z € E¥(1)

p(z{;j,zf,i) > 6, kun (4,05),(3,0:) € C,ﬁv(:v) ja j < i.

Todistus. Olkoon 7 € (0,7') toistaiseksi kiinnittdmiton, missd 7/ madrdytyy Lem-
man 3.18 mukaan luvusta N. Tehddén vastaoletus, etté kaikilla e, > 0 pitee

p(zf;j, zh) < e

joillekin = € EX(7) ja (j,0;), (i,0:) € C¥(z), joille j < i. Merkit#én johdonmukai-
suuden vuoksi o} = o(z,k) = a. Télloin Lemman 3.17, kolmioepéyhtélén (2.4),
tehtyjen oletusten sekd dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6c) perusteella

p(25, X\ Q5) < Aop(2l, X\ QE)

A3p(2h,, ) + Afp(z, X \ QF,)

A3p(2],, 25,) + Adp(2h,, =) + Adp(z, X \ QF,)
A8 + ABCL6 + A2rot

(Ade) + AYC16'77 + A2roh—)§7

(A, + A3C16 + A2r6~N)5,

AN IA

IA

joka pitee kaikilla &y > 0 ja Lemman 3.18 mukaan kaikilla 7 € (0,7'). Valitaan
sitten ) siten, ettd Afe; < 3Cs, d siten, ettd A3C16 < 1Cs, sekd 7 siten, ettd
A2r6~N < %Cg, missd C3 = 747}1'5’ kuten Lemmassa 3.15. Tilloin

(23, X\@k) < (%Cg - %Ca + %Cg)(sf = O3,

Edelleen Lemman 3.15 ja ketjun C}(z) méaéritelmén mukaan
B(2,Cs)NX C Q) CQ,
eli X\ Qk C X\B (zﬁj, C367), joten edelliseen epiyhtiloon yhdistamailld saadaan
p(ed,, X\ B(<4,,Cd)) < (e, X\ Q5,) < Cu.
T&maé on ristiriita, silld pallon keskipisteen etéisyys pallon ulkopuolesta ei voi olla

sen siddettd pienempi. Viite on néin ollen todistettu. O

Merkitédn kuution QX 7-reunan (3.16) pisteité vastaavia kuutioiden keskipisteité
ketjun (3.19) sukupolvessa j seuraavasti:

Si(r):= |J {&,:Goy) eCl(x)}, k<j<k+N. (3.21)

z€Ek(T)
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Lemma 3.22. On olemassa 7 > 0 ja vain luvuista Ay ja A, riippuva g5 > 0 siten,

ettd
B(z,696') N B(?,&98°) = @  kaikilla z € Si(1),2' € Sj(7),z# 2.

Todistus. Valitaan 7 Lemman 3.20 mukaiseksi riittdvan pieneksi luvuksi. Kiinnite-
tddn indeksit i ja j siten, ettd k < j < i < k+N, ja keskipisteet z € Si(7), 2’ € S;(7).
Jos z ja 2’ kuuluvat eri ketjuihin CY(-), niin 2 = 2z}, ,,2" = 2], joillakin
z,2' € EX(7), joille (i,0(z,7)) £ (j,0(z, 7). Tallsin Q, ; N Qf,(z,’j) = @ Lemman
3.10 perusteella. Dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6b) mukaan tésté seuraa

joten voidaan valita g5 < ag, jolloin tdmé tapaus on todistettu.

Jos z ja 2’ puolestaan kuuluvat samaan ketjuun C{Y(-), niin on olemassa z € EX(7)
siten, ettd z = 2}, ,, 2 = zf,(w.). Tissd tapauksessa on pidettidvi aito epdyhtéld
j < i, koska oletettiin z # 2/. Lemman 3.20 mukaan téstd seuraa p(z,2') > £,67,
jollakin £; > 0. Toisaalta, jos oletetaan vastoin viitettd, ettd kaikilla £ > 0 on

olemassa y € B(z,£90')NB(2',£267), niin kolmioepéyhtilolli (2.4) arvioiden saadaan

p(z,2) < Aop(2,y) + Aop(y, 2')
< AoEg(Si - AoEz(sj
< 2A0€25j
= €& 1(5j,
jossa on valittu g5 = 2—;#0. Tissé tapauksessa paadyttiin siis ristiriitaan, joten viite
on todistettu. a

Kaikille dyadisille kuutioille saadaan kuution 7-reunan ja itse kuution mittojen
suhde mielivaltaisen pieneksi, kunhan tarkastellaan riittdvén pientd 7-reunaa.

Lemma 3.23. Jokaisella € > 0 on olemassa T > 0 siten, ettd

w(EX (7)) < en(QF)  kaikilla Q% € D.

Todistus. Kiinnitetdin ¢ > 0 ja Q% € D. Olkoon N € N suuri toistaiseksi kiinnitté-
miton luku. Olkoon 5 Lemman 3.22 mukainen riittdvin pieni luku ja 7 luvusta N
riippuva niin pieni luku, ettéd téllainen on olemassa. Néytetddn ensin, etté

Eir)c |J B(z,Cié**Y).
2€Sk4nN(T)
Jos z € E¥(r), niin Lemman 3.18 mukaan z € Q%" jollakin (k + N, o) € C (z).

Tillsin dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6¢) perusteella p(z, zX+V) < C 6,
eli z € B(2KN, C,6**YN). Koska 25tV € Siyn(7), niin edelleen pitee

ze |J B(zCio*Y).

2€Sk4N(T)
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Téll6in mitan # monotonisuuden, subadditiivisuuden ja tuplaavuuden (2.7) perus-
teella

wWEy(r) < u( |J BlzCio*N))

2€Sk4N(T)

< Y u(B(zC8N)) (3.24)

2€Sk+n(T)

< C ) wB(zed)),

2€8k+n(T)

missi C' = A¢ on saatu soveltamalla tuplaavuusehtoa (2.7) d kertaa valitsemalla
d € N siten, ettd 2%, > C}.

Olkoon sitten k < j < k+ N, ja merkitdéin 2 < w tarkoittamaan, ettd (I, 8) <
(m,), kun 2z = zg ja w = 27 ovat kuutioiden keskipisteitd. Koska osittaisjarjestys
= muodostaa puurakenteen ja liséiksi Lemman 3.22 mukaan pallot B(z,e,0**N) ja
B(#,£,0**N) ovat pistevieraita, kun z # 2/, voidaan edellisen epéyhtilon summa,
pilkkoa kahdeksi sisikkiiseksi summaksi:

> u(B(z,e65N)) = > > wB(z,ed*N)). (3.25)

2€8k4N(T) weS;(7) zeSk:N(r)
2=w

Jélkimméiisen summan palloille piitee tiedon €5 < ag, Méiritelmén 3.5 seki dyadis-
ten kuutioiden ominaisuuden (3.6¢c) mukaan

B(z,€20"tN) C B(2,a06"*N) € Q’(w) C B(w, C16%),

missé @ (w) € D; on se kuutio, jonka keskipiste on w. Toisaalta pallot B (2, £90%+N)
ovat Lemman 3.22 mukaan pistevieraita, joten mitan y additiivisuuden ja monoto-
nisuuden perusteella

> w(B(z,e20MN)) < w(B(w, Cy6%)). (3.26)

2€Sk4n(T)
z2=w

Yhdistémilld saadut epéyhtilot (3.24)—(3.26), soveltamalla uudestaan tuplaa-
vuusehtoa kerrointen C) ja e; vililld ja huomioimalla, ettd pallot B(w,e287) ovat
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Lemman 3.22 mukaan pistevieraita, saadaan

w(ELr) < C Y u(B(ze0"M))

2€Sk4n(T)

=0 Y Y Bt

wES,-(r) 2ESk4N(T)
z=w

weS; (1)

g Of Z u(B(w, e28%))

wES]‘(T)
= C%u( U B(w,&287)).
weS;(r)
Merkitédin G := Uzesj(r) B(z,£207), jolloin siis
u(EX(T)) < C°u(G)), k<j<k+N.

Midritelmin 3.5 sekid tiedon £, < ap mukaan joukot G; ovat alkuperiisen kuution
Q" osajoukkoja ja toisaalta Lemman 3.22 mukaan keskendén pistevieraita, joten
mitan x monotonisuuden ja additiivisuuden perusteella

k+N k+N k+N 1 N
w(Q%) > u( UGJ)—Zu >;C2u (Ea(r)) 2 S5H(E5(r)).

Valitsemalla N suuremmaksi kuin %2 seuraa u(Ek(1)) < en(QF), joten viite on
todistettu. O

Merkitdin kullakin Q% € D ja j > 0 kuution reunan ldhelld olevia jélkeldisia
sukupolvessa k + j seuraavasti:

£;(Q%) = {@5" < Q& : (@™, X \ QF) < Cud*¥},

missi Cy on suuri, toistaiseksi kiinnittdméaton vakio. Merkitéén vastaavaa pistejouk-
koa

Ei(Q)={z:z€ Q"’LJ jollakin QZH € &(Q8)}.
Joukko E;(Q) vastaa liheisesti kuution Q% 7-reunaa Ef(7).

Lemma 3.27. Merkitiin Cs = . Kun vakio C, wvalitaan riittdvin suureksi ja
lukujen T ja j vdlilld patee yhteys 6'56’“ < 1 < Csd, niin

EX(r) C E;(Q%) c EX(Cs) kaikilla Q € D,

missi Cg on indeksistd j ja luvusta T riippumaton vakio.
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Todistus. Kiinnitetddn Q¥ € D. Naytetidn ensin viitteen ensimmiinen inkluusio.

Kiinnitetéién « € E5(7), jolloin Lemman 3.18 ja sen todistuksen mukaan z € Qk+J

jollakin o € Ijy; erityisesti, kun 7 < 707 = C567. Dyadisten kuutioiden ominai-
0

suuden (3.6c) mukaan siten p(25t7,z) < C16**, jolloin kolmioepéyhtalslls (2.4)
arvioimalla saadaan

p(QEH, X\ QF) Aop(QEH, 2510) + A3p(2kH7 z) + A2p(z, X \ QF)
0+ A2010%*7 + A2rét
A2C,8%+9 + A2C5006%

A2(Cy + Cs)6*H,

VAN VAN VAN

Valitsemalla luvuksi Cy yllé oleva kerroin A3(Cy + Cs) pitee siten Q57 € &;(Q%),
mistd seuraa myos € F; (Q’“)

Naytetaan sitten viitteen jalkimmé&inen inkluusio. Kiinnitetdéin z € E, (Qk)

jolloin z € Qj "+ jollakin Qkﬂ € &;(Q%). Olkoon y € QB+J’ jolloin kolmioep#yhtilén
(2.4) ja dyadlsten kuutlolden ominaisuuden (3.6¢) mukaan

p(z, X\ QF) < Aop(z,y)+ Aop(y, X \ QF)
< A Cyo*t 4 Aop(y, X\ Q_";)

Ottamalla saadusta epéyhtélostd puolittain infimum yli joukon {lye@ ﬂﬂ } ja kiyt-
tamilld tietoa, ettd Qﬂﬂ € &;(QF) ja C50’t! < 7, saadaan

p(x, X\ QK) < ACrd* + App(Q4H, X \ QF)
A C168H + AyC, 8%+

M 4 04)5-15i+15'°

Ag(Cy + Cy)571 L gk

c
Cerot. °

IAN A

IA I

Koska on liséksi oltava z € Q, pétee siten z € EX(Cp7). O
Todistetaan lopulta Lauseen 3.6 viittaméa (h). Pienten luvun t arvojen tapauk-
sessa tdmén vaittdmén
L(EL(t) < Cot"u(QF)  kaikilla 0 < t < Cs
todistamiseksi riittdéd osoittaa, ettd joillakin vakioilla C ja 7 pétee
H(E;(QY)) < COMu(QY) kaikilla j > 0. (3.28)

Nimittéin, jos oletetaan, ettd (3.28) pétee, niin voidaan valita lukujen j ja ¢ vilille
yhteys C56’*! < ¢ < C5¢7, jolloin joukko {j > 0} vastaa joukkoa {0 < ¢ < Cs}, ja
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Lemman 3.27 sekd mitan p monotonisuuden mukaan
u(EN() < w(E;(Qs))

Co"u(Qs)

C7160+u(Qh)

t
—-n(_“ \" k
Co™(5;) M)
C2tr’/'l‘(Q,(;)1

kun C, on valittu suuremmaksi tai yhtd suureksi kuin Co~"Cy ",

IA Il IA A

IA

Viittamén (3.28) todistamiseksi kiinnitetééin ensin suuri indeksi J € N, jolle
pitee
W(ES(QY)) < 5u(Qk) Kaikilla Q) € D. (329)

Tillainen J on olemassa, silli Lemman 3.23 mukaan on olemassa 7 > 0 siten, ettd
1 s
u(B4(Cor)) < Zu(Q%) kaikilla Q% € D,
ja edelleen Lemman 3.27 perusteella luvusta 7 riippuvalla indeksilld j pétee
W(E;(QL)) < u(EX(Cer)) kaikilla Qf € D.

Muodostetaan sitten kuutioperheiden £;(Q%) avulla uudet kuutioperheet Fa(QF)
rekursiivisesti siten, ettd F1(QX) := £;(Q%) ja

Fria(QF) := U E,(QF™), kunn>1. (3.30)
Qi eFa(Q)

Perhe F,(Q) koostuu siis sukupolven k + nJ kuutioista, ja sen kuutiot ovat aina
lihelld J sukupolvea ylemmén kuution reunaa. Erityisesti pétee

Ens(QF) C Fu(Qh) kaikilla n > 1, (3.31)

miki todettakoon induktiolla; Tapaus n = 1 seuraa suoraan kuutioperheen fn(QZ)
midritelmisti. Oletetaan sitten, ettid £,7(Q%) C Fn(QF) jollakin n > 1, ja olkoon
QT ¢ g1 ,(QF). Tilloin kuutioperheen &;(QF) médiritelmiin mukaan

p(Q:+(n+l)J’X \Q_g) < C45k+(n+1).l,

jolloin myds
p(Q.’;+(n+l)J,X \ Qlé+n.l) < 046k+(n+1).l’
missi 3 médrdytyy ehdosta (k+(n+1)J,7) X (k+nJ, B) = (k,a). Témi tarkoittaa,
ettd QXY ¢ £ 7(Q%). Toisaalta Q5" € £,5(Q), silld
pQ5™, X\ QF) < p(@Q5™Y, X\ QF)
o Laalenild
C45k+nJ.

IA IA
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Yhdistdmélld johdettuihin tuloksiin vield induktio-oletus £,;(Q%) C F,(Q¥) saa-

daan

Q:+(n+l)J € 5J(Q[k;+nJ) C

U

Qe (Qk)

U

Q5T eFn(QK)

gJ(QngJ)

- (Qk+nJ) n+l(Qk)

Siispé En+1)s(Q%) C Frs1(QF).
Tuloksen (3.31) mukaan myds E,;(QF) C F,(QF), missi F,(Q*) on vastaava

pistejoukko

Fo(QY) ={z:7z¢ QZMJ jollakin ngj € Fa(Qa)}-

Koska kuutiot Qk+"J ovat Lemman 3.8 mukaan pistevieraita, ja mé#ritelménsi

mukaan E; (Qk+nJ) Qk+nJ

niin kuutioperheiden F,(Q¥) rekursiosta (3.30) saa-

daan mitan pu add1t11v1suuden perusteella rekursio myds joukkojen F,(QF) mitoille:

w(Fi(QR)) = u(Es(QF)) ja

“(Fn+1(QZ)) =

Z w(Es(Q5™)), kunn>1. (3.32)

Q5™ eFa(QK)

Soveltamalla rekursiota (3.32) seki epdyhtilod (3.29) n kertaa ja huomioimalla, etti
kunkin perheen F;(Q*) kuutiot ovat pistevieraita keskeniiin, saadaan

W Fa(Qs))

IA

Yhdistamalla tdma tulokseen (

1(Ens(QF)) < u(Fa(Q%)) <

et Fean

>

Q§+("_1)J€fn—

2.

QtnVer, _I(Qk)

S u(Fua(Q0))

u(Es(Q5T"Y7y)
1(Q")

(Qk+ n— l)J)

Yin=
(3)" H(EQY)
Lyn=
(5)" n(EsA(QL)
(;)" ' Su(Qh)
k
2_n/~1'(Qa)'
3.31) sekd mitan y monotonisuuteen saadaan
1
ot

w(Q%) = 6™ u(QF)  kaikilla n > 0, (3.33)
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jossa on valittu 7 siten, ettd o = % Kiinnitet##in sitten indeksi j > 0, jolloin se on
muotoa j = nJ +m, jossan > 0 ja 0 < m < J — 1. Télléin joukkojen E;(Q%) ja
E,;(Q¥) sisikkiisyyden seké tuloksen (3.33) perusteella

W(E;(Q)) < u(Ens(QK)) < ™ u(Qh) = 6™ 6V u(Q4)
< 616 u(Qh) = CFV u(Qh).

Timé todistaa viittdmén (3.28), eli dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6h) pien-
ten lukujen ¢ tapauksessa.

Suurten lukujen ¢ tapauksessa dyadisten kuutioiden ominaisuus (3.6h), eli
u(EX(t)) < Cot"u(Q%) kaikilla t > Cs,

seuraa suoraviivaisesti: koska E*(t) C QF, riittdd mitan x4 monotonisuuden perus-
teella valita C, siten, ettd 1 < Cyt", kun t > C, miké onnistuu valinnalla Cy > g
Niin ollen viittdma (3.6h) on kokonaisuudessaan todistettu ja sen my6ta myos koko
Lause 3.6.

Todistetaan luvun lopuksi vield joitakin Lauseesta 3.6 seuraavia hyodyllisid dy-
adisille kuutioille pitevid ominaisuuksia. Niistd ensimméisen mukaan rajoitetun ava-
ruuden tapauksessa suuret kuutiot yhtyvit koko avaruuteen.

Korollaari 3.34. Avaruus (X, p) on rajoitettu, jos ja vain jos on olemassa indek-
sipari (k, ) siten, etti X = Qf kaikilla (1, B) = (k, ).

Todistus. Olkoon (X, p) rajoitettu, eli diam(X) < oc. Valitaan indeksi k € Z siten,
ettii agd® > diam(X), ja olkoon « € Ij. Téll6in milld tahansa z € X pitee

p(zk, z) < diam(X) < agé*,

eli X C B(z*,a06*). Koska dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6b) mukaan
B(2k,ae6%) C Q, niin péitelldén, ettd X C Qf. Dyadisten kuutioiden miéritel-
miisti seuraa edelleen X C QY kaikilla (1, 8) = (k, @). Toisaalta, koska kuutiot ovat
joukon X osajoukkoja, pitee viitteen joukoille yhtdsuuruus.

Olkoon sitten olemassa (k, ) siten, ettd X = Qfs kaikilla (1, 8) >= (k, ), jolloin
erityisesti X = Q. Dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6c) mukaan pitee Q.C
B(z,C16%), joten myos X C B(zk, C16). Avaruus (X, p) on siis rajoitettu. O

Dyadisille kuutioille pitee tuplaavuusominaisuus, jonka mukaan kuution ja sen
lapsen mittojen suhteella on yliraja.

Korollaari 3.35. Olkoon Q%, Q%" € D siten, etti Q4 C Q" Tillsin on olemassa
indekseistd k, o ja B riippumaton vakio C siten, ettd

w(@5) < Cu(Qy).
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Todistus. Naytetadn ensin, ettd kuutioiden QF, Qg—l keskipisteitd ympéroiville pal-
loille pétee
B(z57',C16*") € B(2k, Apd (1 + C1)6%), (3.36)

missé C; on vakio dyadisten kuutioiden ominaisuudessa (3.6¢c). Oletetaan, ettd z €
B(zg_l, C10%1), jolloin kolmioepiyhtilon (2.4) ja osittaisjirjestyksen < ominaisuu-
den (3.4c) avulla saadaan
p(za:x) < Aopl(zd, 257") + Aop(2h ", )
< Aoék—l + AoCl(sk—l
= Agd (14 Cy)d*,
eli z € B(2X, Apd~1(1 + Cy)d%).

Nyt dyadisten kuutioiden ominaisuuksien (3.6c) ja (3.6b), inkluusion (3.36) seké
mitan x4 monotonisuuden ja tuplaavuuden (2.7) avulla saadaan arvioitua

Q5™ < w(B(, Ci6* )
< u(B(25, A0 (1 + C1)d*))
< Cu(B(25, a00"))
< Ou(@y),
missé C' on vakioiden Agd~'(1+ C}) ja ag suhteesta masrdytyvi tuplaavuuskerroin,
eli C = A{, jossa d € N misriytyy ehdosta 2%ay > A6~ (1 + C}). O

Viimeisend dyadisten kuutioiden ominaisuutena n#ytetiin, ettd kuutioiden reu-
nat ovat nollamittaisia.

Korollaari 3.37. Kaikilla Q% € D kuution reunalle 0Q¥ pitee u(0Q%) = 0.

Todistus. Naytetain, ettd
QLN Q5 =2 kaikilla @, Q% € Dy. (3.38)

Tapaus o = 3 on triviaali, silld QX on dyadisena kuutiona avoin joukko, eiké sisilld
reunaansa. Tapauksessa a # 3 tehddin vastaoletus, ettd on olemassa x € 9Q% N Q'g
joillakin k € Z, a, 8 € I;. Koska z € 9Q*%, on oltava p(z, Q%) = 0. Toisaalta, koska
z € Qf ja Q% on dyadisena kuutiona avoin joukko, pitee B(z,e) C Q% jollakin
€ > 0, jolloin erityisesti p(x, X \ Qg) > e. Koska QF ¢ X'\ Qg dyadisten kuutioiden
ominaisuuden (3.6e) mukaan, saadaan niin ollen

0<e<p(z, X\ Qf) < p(z,Qk) =0,
eli ristiriita. Tuloksesta (3.38) seuraa mille tahansa Q* € D,
oQk c x\ | @4
BEI}

joten u(0Q%) = 0 dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6g) sekd mitan p monoto-
nisuuden perusteella. O
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Dyadisten kuutioiden konstruktiota olisi mahdollisuus modifioida siten, ettd kun-
kin sukupolven kuutiot saataisiin peittdméén avaruus X kokonaan, eikd vain nol-
lamittaista joukkoa vaille, miké onnistuisi sisillyttdmalla dyadisiin kuutioihin nii-
den reunoja mukaan sopivalla logiikalla. Téllaista modifiointia on tehty esimerkiksi
lihteissé [2] ja [7]. Usein tésté ei kuitenkaan ole varsinaista hyotyd, silld dyadis-
ten kuutioiden tyypillisimmit sovellukset liittyvit integraalioperaattoreihin, joihin
nollamittaisella joukolla ei ole vaikutusta.
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4 Dyadinen Calderén—-Zygmundin jako

Téssd luvussa esitetdin Calderén-Zygmundin jaon dyadinen versio, joka on yksi
dyadisten kuutioiden sovelluksista. Tarkastelun lahtokohtana ovat Méiritelmin 2.8
mukainen homogeenisen tyypin avaruus (X, p, u) geometrisilla vakioilla A, ja A,
sekéd Lauseen 3.6 mukainen perhe dyadisia kuutioita D. Aloitetaan méirittelemilli
integraalikeskiarvo.

Maaéritelmé 4.1 (Integraalikeskiarvo). Mitallisessa joukossa A C X integroituvan
funktion f integraalikeskiarvo yli joukon A on

Dyadinen Calderén-Zygmundin jako tarjoaa pistevieraan dyadisen kuutioper-
heen, jonka kuutiot ovat suurimpia mahdollisia, joissa annetun funktion integraali-
keskiarvo ylittd4 halutun suuruisen tason.

Lause 4.2 (Calderén-Zygmund). Olkoon f ei-negatiivinen integroituva funktio ja
A > mx(f) positiivinen luku. Tdllin on olemassa kuutioperhe Fy C D siten, ettd
seuraavat vditteet pdtevdt.

(a) QNQ = & kaikilla Q,Q' € Fy, joilla Q # Q.
(b) mgo(f) > X kaikilla Q € Fy.
(c) mq/(f) < X kaikilla Q' € D\ Fy, joille Q' O Q jollakin Q € Fy.

(d) mq(f) < X kaikilla @ € D\ Fy, joille @ N ( | Q) = .
QEFy

Todistus. Olkoon H := {Q € D : mg(f) > A}. Jos H = &, voidaan valita myos
Fx = @, jolloin kaikki véitteet (a)-(d) seuraavat triviaalisti. Oletetaan sitten, ettd
H # @. Niytetidn, ettd télloin jokaisella Q € H perhe Hg := {QeH:Q> Q} on
dérellinen. Jos avaruus (X, p) on rajoitettu, niin Korollaarin 3.34 mukaan X = Q,,
jollakin Qo € D, jolloin oletuksen my (f) < A mukaan Qo & Hq. Koska Q C Qq, on
dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6d) perusteella olemassa ketju

_ Nk k—1 I+1 I _
Q L Qak F Qak—l (s a® L Qa,_H c Qal = Q07

jonka kuutiot ainoina sukupolvissa k,...,[ sisdltdviit kuution Q. Tamé ketju on
ddrellinen ja sisiltda perheen Hg, joten myds Hg on direllinen.

Jos avaruus (X, p) on rajoittamaton, niin dyadisten kuutioiden ominaisuuden
(3.6d) perusteella on olemassa kuutioiden ketju

k k—1 k—2
QzQak CQak—l CQak—z Coey
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jonka kuutiot ovat ainoita, jotka siséltdvit kuution (). Néytetdén ensin, ettd tdmén
ketjun kuutioiden keskipisteitd ympéroiville palloille pétee

B(zk,,87) C B(z,, Ao(C1 + 1)¥), j<k. (4.3)

Olkoon j < k jay € B(zc’ik,tsj). Kuution @ keskipisteelle pétee zgk - Q" c @,
joten kolmioepéyhtilon (2.4) sekd dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.60) avulfa
saadaan

p(zg,- ? y) S AOP(Z&’ z(,;k) + Aop(z:;p y)
< AOCIJj == A()(sj
= Ao(Cl 5 1)(5j,

eli y € B(z},, Ao(C1 + 1)&).

Inkluusion (4.3), tuplaavuusehdon (2.7) seki dyadisten kuutioiden ominaisuuden

(3.6b) avulla saadaan
W(B(E,6) < u(B(,, Ao(Ci + 1))

A'p(B(2,,a0b"))
A'p(@l,),
missi A’ on vakioiden Ag(C; + 1) ja aog suhteesta médrdytyvé tuplaavuuskerroin,
eli A = A4, jossa vakio d € N midrdytyy ehdosta 2%ag > A¢(Cy + 1). Saadusta
epiyhtilostd sekd Lemmasta 2.10 seuraa ketjun kuutioille

i u(@4,) 2 lim (B, 8) = pu(X) = o

IAN IA A

Merkit#in notaation selkeyttamiseksi Q; := ’ci:w i > 0, jolloin edellinen raja-arvo
saadaan muotoon
lim ﬂ(Qi) = 00, (4'4)
1—00
jonka avulla saadaan edelleen
lim mg,(f) < lim —— / du=0< A 4.5
Jim ma,(f) < Jim — | fdu= (45)

Jostakin indeksistd n € N eteenpiin ketjun kuutioille pétee siten mq,(f) < A, joten
Ho C {Qo, Q1,Q2,- - ,Qn},

eli se on #dérellinen tissikin tapauksessa.

Koska kukin Hg muodostaa dérellisen kuutioketjun, voidaan siitéd valita suurin
kuutio. Niin ollen asettamalla

—{0eH:Q¢ Q kikilla Q' € H,Q # Q}

saadaan hyvin médritelty kuutioperhe. Kaikki viitteet (a)-(d) seuraavat suoraan
konstruktiosta seki kuutioiden dyadisuudesta. O
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Calderén-Zygmundin jako mahdollistaa funktion jakamisen kahteen osaan, “hy-
védn” osaan g ja “huonoon” osaan b, joilla yksittdin on kéitevid ominaisuuksia.

Korollaari 4.6. Olkoon f ei-negatiivinen integroituva funktio ja A\ > mx(f) posi-
tuvinen luku. Tdlloin f voidaan esittid muodossa f = g + b siten, ettd

(a) |g(z)| < CX  melkein kaikilla z € X,
o) [ bau=o,

X
(c) llolly < 2|1 £1l1,

missi C' on funktiosta f, pisteestd x ja luvusta \ risppumaton vakio.

Todistus. Olkoon Fy C D Calderén-Zygmundin jaon 4.2 mukainen kuutioperhe.
Valitaan

g9(@)=flz), kmzeX\ |J @,
€Fx
g(z) = mg(f), kunmEQe?F,\

ja
= Z bo(z), jossa bg(z) = (f(z) — mo(f))xe(z),

QEF)

jolloin erityisesti f(z) = g(x) + b(z) kaikilla z € X. Todistetaan ensin viittama (a)
tapauksessa z € Q € F,. Kun tarkastellaan tédllaista kuutiota Q*, niin Calderén-
Zygmundin jaon ominaisuuden (4.2c) mukaan sz—l( f) < X kuution Q% vanhem-

malla ng D Q. Siten Korollaaria 3.35 hyodyntéen saadaan arvioitua

1
lg(z)| = mox (f) < {05 Qg_lfdu
w5 1
= d
W@ W(@QE) /Qg-lf 3
w(Q5™)
< u@n
< O

Siirrytéén sitten vaittdmén (a) tapaukseen z € X \ Uger, @ Olkoon liséksi
z € X seki sellainen, jolla Lebesguen differentioituvuuslauseen 2.9 raja-arvotulos
patee. Télloin pisteen z valinta kattaa kasiteltévin tapauksen nollamittaista joukkoa
vaille. Koska z € X, siséltyy se jokaisen sukupolven k kuutioon, jolloin dyadisten
kuutioiden ominaisuuden (3.6e) mukaan on olemassa yksikisitteinen kuutioketju

{Qk}kez CD, QrCQr.1, z€Qr kaikillak € Z,
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jonka kuutioiden keskipisteitd merkittikoon vastaavasti zx. Dyadisten kuutioiden
maéritelmén 3.5 perusteella jokaisella k on tilloin olemassa indeksi j > k siten,
ettd z € B(zj,a00’). Titd ominaisuutta soveltamalla yhd suuremmilla indekseilld
k muodostuu osajono (zj,)ien, jolle pitee z € B(zj,,a00%). Niytetiin, ettd tille
osajonolle pitee myos

B(z,-,,,Cléj") C B(I, Ao(ao +C1)5ji) j& B(IL‘, g%g(sji) C B(Zji,C3(5j"), (47)

missid C; on vakio dyadisten kuutioiden ominaisuudesta (3.6¢c) ja C3 = ﬁg vakio

Lemmasta 3.15. Olkoon ensin y € B(zj,, C16%), jolloin kolmioepéyhtélon (2.4) sekd
tiedon z € B(zj,, apd”) avulla arvioiden saadaan

Aop(z, 2;,) + Aop(zj;, y)
Ao(l()(sji + AoCltsj‘
Ao(ag + Cy)d%,

p(z,y)

A LA

l

eli y € B(x, Ao(ap + C1)8%). Olkoon sitten y € B(z, ﬁg&j*), jolloin vastaavasti
kolmioepiyhtélolla (2.4) arvioimalla seké huomioimalla Lemman 3.18 todistuksessa
tehty rajoitus ag < ﬁg saadaan

p(z,y) < Aop(zj.»,:v)+Aop(x Y)

Ji Ji
< Aoaod* + A08A36
< (A08A4 + A08A3)6J'*
S 4A2 5]! — 036.71

eli y € B(zj,, C36%).

Pisteen z méirittelystd = € X \ g5, @ seuraa Calderén—Zygmundin jaon omi-
naisuuden (4.2d) mukaan mgq, (f) < A kaikilla i € N. Nyt saadaan arvioitua Lebes-
guen differentioituvuuslauseen 2. 9, mitan g tuplaavuuden (2.7) ja monotonisuuden,
inkluusioiden (4.7), dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6c) sekd Lemman 3.15
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avulla
1
g(z)| = f(z =lim——/ du
@) =1@) = Iyge— [
= lim : /
i~oo yu(B(z, ﬁg&‘)) Bz g176%)
. C /
lim - fdp
i=oo p(B(x, Ag(ag + C1)6i)) B(z, Ly 874)
0
),
: du
i—00 /J‘(B(Zjia Cl(sji)) B(z;;,C38%) f

C
lim ——— /fd
0 1(Qy,) #
< O)

fdp

IA

N
5

IN

misséd C' on vakioiden Ag(ag + C1) ja m suhteesta médriaytyvi tuplaavuuskerroin,
eli C = A{, jossa d € N madriytyy ehdosta 2‘18—/145 > Ao(ag + C1). Molemmissa

tapauksissa saatiin siis |g(z)| < CX melkein kaikilla z € X, joten viittdma (a) on
nédin ollen todistettu.

Viittama (b) seuraa suoraviivaisesti laskemalla:
1

Joran= 3 ftotu= & wg
= > wQ)(ma(f) —mq(f)) =0.

QEFy

/ (f — ma(f)) du
Q

Samoin viittdmé (c) seuraa suoraviivaisesti: reaalilukujen kolmioepéyhtilslla arvioi-
malla ja funktion f ei-negatiivisuus huomioimalla saadaan

6]l = / bl < / > lbel du

i
QX;/ | = ma(f)| du
SQE;X(/QfdM'f‘/QmQ(f)dN)
=Q§A(/Qfdu+/Qfdu)
2 [ fau=20s

Jossa viimeisessé epdyhtélossa on hyodynnetty perheen Fy kuutioiden pistevierautta.
O
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Tarvittaessa viittdmén (4.6a) pitevyysalue saadaan helposti kattamaan myos
koko X sen sijaan, etté se pitisi vain melkein kaikkialla. Témé onnistuu siirtdmélla
funktion f méirittely siind nollamittaisessa joukossa, jossa (4.6a) ei pide, funktiosta
g funktioon b.

Esitetddn tdamén luvun lopuksi vield erillinen peiteargumentti, jonka mukaan
avoin ja rajoitettu joukko voidaan peittéé pistevierailla dyadisilla kuutioilla nolla-
mittaista joukkoa vaille.

Propositio 4.8. Olkoon G C X avoin ja rajoitettu joukko. Tdlloin on olemassa
pistevieras kuutioperhe G C D siten, ettd

GoJQ ja pc\JQ) =0

Qeg QEg

Todistus. Kiinnitetdin z € G N X, jolloin joukon G avoimuuden perusteella on
olemassa r > 0 siten, etti B(z,r) C G. Valitaan indeksi k € Z siten, ettd ok < o
missi C; on vakio dyadisten kuutioiden ominaisuudessa (3.6c). Télloin oletuksen
z € X mukaan z € QF jollakin @ € Ii. Indeksin k valinnan perusteella piitee
Q* c B(z,r) C G, silld jos y € QF, niin dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6¢)
perusteella

p(z,y) < diam(Q*) < C16* < CIC =
1

Merkitéén téllaisten kuutioiden perhettd D(z) := {Q € D : z € Q C G}. Perhe
D(z) on epityhji, silli QF € D(z), ja muodostaa ketjun silld se koostuu pisteen
sisiltivistd dyadisista kuutioista. Lisiiksi perhe D(z) on inkluusion C suhteen ylhdél-
té rajoitettu, sillid sen kuutioille pitee Q@ C G, jossa G on rajoitettu. Perheestd D(z)
voidaan siten valita inkluusion C suhteen maksimaalinen kuutio, jota merkittéikoon

Q().

Asetetaan nyt G := {Q(z) : z € G N X}. Téllsin perheen G C D kuutiot ovat
pareittain pistevieraita niiden maksimaalisuuden vuoksi. Lisiksi erityisesti jokainen
z € GN X sisiltyy kuutioon Q(z) ja toisaalta kaikilla z € G N X pitee Q(z) C G,
joten

GnXclJeca
Qeg

Témai todistaa viitteen, silli u(G N X) = u(G) < oo. O
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5 Dyadinen maksimaalifunktio

Téssd luvussa tarkastellaan dyadista maksimaalifunktiota ja vertaillaan sité perin-
teisempéén Hardy-Littlewoodin maksimaalifunktioon. Erityisesti niytetiiin, etti
nédiden maksimaalifunktioiden LP-normit ovat verrannollisia keskenn. Dyadiselle
maksimaalioperaattorille todistetaan myos integraalioperaattoreiden ominaisuudet
heikko (1,1) ja vahva (p, p), kun p > 1, hyodyntéen dyadisia kuutioita sek dyadista
Calder6n-Zygmundin jakoa.

Lahtokohtana ovat jélleen Mééritelmén 2.8 mukainen homogeenisen tyypin ava-
ruus (X, p,p) geometrisilla vakioilla Ay ja A; sekii Lauseen 3.6 mukainen perhe
dyadisia kuutioita D. Aloitetaan miérittelemalls Hardy—Littlewoodin maksimaali-
funktio sekéd sen dyadinen vastine.

Maéritelma 5.1 (Hardy-Littlewoodin maksimaalifunktio). Olkoon f lokaalisti in-
tegroituva funktio. Funktion f epikeskeinen Hardy-Littlewoodin maksimaalifunktio

pisteessd z € X on
5 /. \flan

missé supremum otetaan yli kaikkien paHOJen B C X, jotka sisdltdvit pisteen z.

Mf(@) = suw

Maéritelmé 5.2 (Dyadinen maksimaalifunktio). Olkoon f lokaalisti integroituva
funktio. Funktion f dyadinen maksimaalifunktio pisteessd z € X on

MO () = s o | 171
Q3z M

missé supremum otetaan yli kaikkien dyadisten kuutioiden Q € D, jotka sisiltaviit

pisteen z, lisdtulkinnalla, ettd supremum yli tyhjin joukon on 0.

Dyadisen maksimaalioperaattorin ominaisuuksien heikko (1,1) ja vahva (p,p),
kun p > 1, todistamiseksi tarvitaan ensin aputulos, jonka mukaan dyadisen maksi-
maalifunktion kutakin jakaumajoukkoa vastaa pistevieras perhe dyadisia kuutioita.

Lemma 5.3. Olkoon f integroituva funktio ja X > 0. Télléin on olemassa pistevieras
kuutioperhe F C D siten, ettd

{eeX:M¥f(z)>2} =] Q.

QeF

Todistus. Tarkastellaan erikseen tapaukset A < mx(|f]) ja A > mx(|f]). Tapaus
A < mx(|f|) on mahdollinen vain, kun u(X) < oo, jolloin Lemman 2.10 mukaan
avaruus (X, p) on rajoitettu ja edelleen Korollaarin 3.34 mukaan X = QF jollakin
kuutiolla @Qf € D. Tissé tapauksessa voidaan valita F = {Q*}, jolloin pistevieraus
seuraa triviaalisti. Koska liséksi kaikilla z € X péatee tilloin

M¥ f(z) > mae (If]) = mx(|f]) > A,
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niin viitteen molemmat joukot ovat koko X, joten viite pétee.

Tapauksessa A > mx(|f|) puolestaan voidaan perheeksi F valita Calderén-
Zygmundin jaon 4.2 mukainen perhe F, funktioon |f| sovellettuna, jolloin piste-
vieraus seuraa ominaisuudesta (4.2a). Niytetéén télld valinnalla véitteen inkluusiot
molempiin suuntiin. Olkoon ensin = € X siten, ettd MY f(z) > ), jolloin Mééritel-
miin 5.2 perusteella mg(|f|) > A jollakin Q € D, jolla z € Q. Calderén-Zygmundin
jaon ominaisuuksista (4.2c-d) seké kuutioiden dyadisuudesta seuraa télloin, ettd on
olemassa Q' € F siten, ettd Q' D Q. Siten z € Jger Q- Olkoon sitten z € Q € F,
jolloin Calderén-Zygmundin jaon ominaisuuden (4. 2b) mukaan

M® f(z) > mq(|f]) > A,

eliz € {z € X : M¥ f(z) > A}. Niin ollen viitteen joukkojen yhtdsuuruus patee
tassikin tapauksessa. O

Dyadinen maksimaalioperaattori on tyypillisten maksimaalioperaattoreiden ta-
paan rajoitettu, eli se on heikko (1,1) ja vahva (p,p), kun p > 1. Téssé dyadisessa
tapauksessa heikko (1, 1) saavutetaan jopa vakiolla 1.

Lause 5.4. Olkoon f lokaalisti integroituva funktio.

(I) Kaikilla A > 0 pitee

ul{z € X : MY f(2) > M) < 51l

(II) Kaikilla 1 < p < 0o pdtee
IMY fllp < Coll £l

missi Cp, on ainoastaan luvusta p riippuva vakio.

Todistus. Todistetaan ensin viittama (I). Jos || f|l; = oo, niin véittdmé pétee trivi-
aalisti. Oletetaan sitten || f||; < oo, ja olkoon A > 0 ja F C D Lemman 5.3 mukainen
funktioon f ja lukuun X liittyvd kuutioperhe. Lemman 5.3 todistuksen perusteella
kaikilla Q € F piitee mg(|f|) > A, jonka kanssa yhtépitévé on epiyhtélo

1
< ;/Qlfldu.

Nyt Lemman 5.3, edeltidvin epéyhtélon seké perheen F pistevierauden avulla saa-
daan arvioitua

e € X2 M* (@) > ) = L u@ <5 X [ 1rlew

QEF QE.F

1
< — = —
< [ \1du =351
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miké todistaa véittdmén (I).

Todistetaan sitten viittama (II) kdyttden Marcinkiewiczin interpolaationa tun-
nettua tekniikkaa. Olkoon A > 0, ja jaetaan funktio f kahteen osaan f = fi + fs,
missé f; = fx{|f|>%} ja fo = fX{IflS%}' Téllsin erityisesti |[MY fo(z)| < % kaikilla
z € X. Nyt maksimaalioperaattorin M% subadditiivisuuden, mitan 4 monotonisuu-
den ja subadditiivisuuden seké jo todistetun viittaman (I) avulla saadaan arvioitua

p({z € X : [MY f(z)| > A})
< pl{z € X2 MY fi(2)| + |MY fo(z)] > A})
< p{ze X : | MYfi(z)| > %} U{z € X : MY fy(z)| > %})

IA

ulfe € X [MY£(a)| > 51 + ulfz € X [M® (o) > 2)

VAN

2
- 0
)\”fl”l +

2
= X/ |fld
{If1>3}

Olkoon sitten 1 < p < oo, jolloin kdyttamilld reaalifunktioiden integrointisaantoja
sekd Fubinin lausetta saadaan edelld johdetun epéyhtélon avulla arvioitua

| MY f|
/ MY fPdy = / / PN drdy
. X JO
o ]
== / / pAPdpdA
0 {IMdy f|>2}

= p/ooo N u({z € X o MY f(z)] > A\})dA
s 2

< ] dp) dA

<o G, 1

2|f]
- 2p// X2 £ d\ dy

— % / (2P| du

Korottamalla saatu epayhtils puohttaln potenssiin % saadaan

||Mde||p<2(p ) 1l = Coll b 1< p < oo.

Ottamalla tésta epayhtdlostd puolittain raja-arvo, kun p — oo, seuraa myo0s tapaus
p = 00:

IMY flloo < 2[| flloo = Cooll flloo-
Viittama (IT) on néin ollen kokonaisuudessaan todistettu. O



38

Seuraavaksi keskitytéin ndyttamiin, ettd Hardy-Littlewoodin maksimaalifunk-
tio saadaan jakaumajoukkojen mielessi rajoitettua dyadisella maksimaalifunktiolla,
miki vaatii ensin muutaman aputuloksen. Ensimmaéisend aputuloksena tarvitaan
edellisen luvun Calderén-Zygmundin jaosta 4.2 versio, jossa funktion integroitu-
vuusoletus on rajoittamattoman avaruuden tapauksessa korvattu heikommalla ole-

tuksella.

Lemma 5.5. Oletetaan, etti avaruus (X, p) on rajoittamaton, ja olkoon f ei-negatiivinen
lokaalisti integroituva funktio ja A positiwinen luku siten, ettd

p({z € X : MY f(z) > \}) < o0.

Tilléin on olemassa kuutioperhe Fy C D siten, ettd seuraavat vditteet patevat.

() QNQ = @ kaikilla Q, Q' € F», joilla Q # Q'
(b) mq(f) > A kaikilla Q € Fj.
(c) mg(f) < X kaikilla Q@ € D\ Fa, joille @ D Q jollakin Q € Fy.

(d) me(f) < X kaikilla Q' € D\ Fy, joille QN ( U Q) = &,
QEF)

Todistus. Lauseen 4.2 rajoittamattoman tapauksen todistus pétee tissi tilanteessa
sellaisenaan péitelmid (4.5) lukuun ottamatta, joten ainoastaan se tarvitsee korvata
toisenlaisella piittelylli. Olkoon kaikki tehty kuten Lauseessa 4.2 piételmén (4.5)
alkuun asti, jolloin riittad todistaa, ettd on olemassa indeksi n € N siten, ettd

mo,(f) £ A kaikilla ¢ > n.

Niytetdin timé tekemilld vastaoletus, etté kaikilla n € N on olemassa i > n siten,
ettid mg,(f) > A. Vastaoletusta soveltamalla yhé suuremmilla indekseilla n saadaan
aidosti kasvava indeksijono (i;)jen, jolle pitee mq, (f) > A, j € N. Mééritelmén 5.2
perusteella tistd seuraa erityisesti

MY f(z) > X kaikilla z € Q;;,j €N,
jolloin mitan y monotonisuuden perusteella pitee
p({z € X : M¥ f(z) > A}) > p(Q;,) kaikilla j € N.
Ottamalla téstd puolittain raja-arvo, kun j — oo, saadaan tuloksen (4.4) perusteella
p({z € X : MY f(z) > A}) = o0,

joka on ristiriidassa alkuperiisen oletuksen kanssa. Témé todistaa véitteen. O
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Seuraavaksi esitellain Lemman 5.3 vahvennettu muoto, jossa integroituvuusole-
tus on korvattu heikommalla oletuksella.

Lemma 5.6. Olkoon f lokaalisti integroituva funktio ja X\ > 0 siten, ettd
p{z € X : MY f(z) > A\}) < .

Tdlloin on olemassa pistevieras kuutioperhe F C D siten, etti

{reX:MYfz)>2} =] Q.

QeF

Todistus. Jos f on integroituva funktio, voidaan perheeksi F valita Lemman 5.3
mukainen kuutioperhe, jolloin viite seuraa suoraan Lemmasta 5.3. Oletetaan sitten,
ettd f on lokaalisti integroituva funktio, jolle pétee || f||; = co. Tamé on mahdollista
vain, kun p(X) = oo, jolloin Lemman 2.10 perusteella avaruus (X, p) on rajoittama-
ton. Télloin todistus jatkuu tasmélleen kuten Lemman 5.3 tapauksessa A > mx (| f|),
mutta kiyttdméilla Calderén-Zygmundin jaosta versiota 5.5 version 4.2 sijaan. [0

Vield ennen pédtuloksen esittdmistd tarvitaan yksi méiritelmé seké yksi aputu-
los.

Maéritelméa 5.7 (R-naapurusto). kuution Q¥ € D R-naapurusto on kuutioperhe
Nr(Qq) = {Q5 € Dy : plzs, 25) < Ré*}.

Lemma 5.8. On olemassa vakiot L < oo ja R < oo siten, ettd jokaiselle lokaalisti
integroituvalle funktiolle f ja jokaiselle X > 0, jotka toteuttavat ehdon

p{z € X : M¥ f(z) > \}) < oo,

patee

fzex:Mf@>Lc|J( U @)ux\X),

QEF Q'eNr(Q)

missdé F C D on Lemman 5.6 mukainen funktioon f ja lukuun X\ liittyvd kuutioperhe.

Todistus. Néytetddn ensin, ettd riittdd todistaa viite keskeiselle maksimaalifunk-

tiolle
1
M f(z) := sup*/ d
f(@) r>0 W(B(z,7)) B(z,r) 17l du

maksimaalifunktion M f sijaan. Jos z,y € X ja p(y,z) < r, niin kolmioepdyhtilén
(2.4) perusteella B(z,7) C B(y,2A4or) ja B(y,r) C B(z,2A4,r), jolloin mitan p
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tuplaavuutta (2.7) sekd monotonisuutta hyédyntamélla saadaan arvioitua

Mf(z) = sup sup —— £ dps

r>0 p(y,z)<r M(B(ya T)) B(y,r)

C

< sup SUp ——m / fldu

r>0 p(y,z)<r ”(B(yﬁ 2A0T)) B(y,r)I I
C

< sup sup ———/ |f]dp

r>0 p(y,z)<r w(B(z,r)) B(z,2Aor) |
C2

S P e / fldu
r>0 p(B(z,2A0r)) B(z,ZAor)I |

= C’M°f(z),

missé C on vakiosta 24, médrdytyvi tuplaavuuskerroin, eli C = Af, jossa d € N
médrdytyy ehdosta 2¢ > 24,. Niin ollen, jos viite pitee maksimaalifunktiolle M®f
luvulla L, niin se pitee maksimaalifunktiolle M f luvulla L' = C?L, silli edelld

lasketun epiiyhtilon perusteella

{xreX:Mf(x)> L)} C{reX: Mf(z) > LA}.

Todistetaan viite keskeiselle maksimaalifunktiolle M€f. Olkoon z € X siten,

etta
s¢J( U Qux\X),
QEF Q'eNr(Q)
jossa R > 0 on toistaiseksi kiinnittamaton luku, jolloin véitteen todistamiseksi on
niytettivi, etti = € {r € X : M°f(z) > LA}, kunhan luvut R ja L valitaan
riittévin suuriksi. Olkoon r > 0 ja j € Z siten, ettd 6/*! < r < 7, ja merkitéén

G(z,r) :={Q € D; : Q N B(z,r) # @}.

Aloitetaan niyttamaélld, ettd kaikille Q € G(z,r) ja kaikille Q € F pitee Q¢ Q,
kunhan R on valittu riittdvin suureksi. Tehdédéin vastaoletus, ettd on olemassa Q €
G(z,7) ja Q € F siten, ettéd Q C Q. Tilloin on kuutioiden dyadisuuden perusteella
pidettivi Q = QF jollakin k < j ja a € I;. Olkoon y € Q N B(z,r), jolloin myds
y € Q, joten kolmioepiyhtilon (2.4) ja dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6c)
avulla saadaan

p(zh, )

Aop(zE,y) + Avp(y, )
A()Cl(sk “+ Ao’l”
AgC18* + Agd’

Ao(C} + 1)5k,

IANAN A IA

eli z € B(2k, Ag(Cy + 1)8*). Toisaalta, koska oletuksen mukaan z ¢ X \ X, niin
z € Qf, jollakin 3 € Ir. Tallsin kolmioepéyhtilon (2.4), edelld johdetun epédyhtdlon
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sekd dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6¢) avulla saadaan

Pz 25) < Aoplzg, z) + Aop(x, 25)

< AgAy(Cy + 1)6F + AyCy6*
= (A(Cy +1)+ ACy)6%,

joten Qf € Nr(QF), kun valitaan R = A3(Cy + 1) + AgCy. Koska piiti myss Q% € F

ja z € Qf, niin edelleen
TE U ( U Q')

QEF Q'eNr(Q)

miké on ristiriidassa oletuksen kanssa. Patelldéin siis Q ¢ Q.

Néytetddn seuraavaksi, ettd perheen G(z,r) kuutioille Q pitee ma(fl) < X

olkoon Q € G(z,r), jolloin edelld todistetun perusteella kaikilla Q € F pitee
Q ¢ Q, joten edelleen Lemman 5.6 sekii Calderén-Zygmundin jaon ominaisuuk-
sien (4.2/5.5¢-d) perusteella on oltava mg(|f|) < A. Néytetdan myos, ettd perheen
G(z,r) kuutioiden lukuméird on ylhailta rajoitettu. Dyadisten kuutioiden ominai-
suuden (3.6¢) ja tiedon r < &7 perusteella

#G(x,r) < #{2 € Z; : B(3,C,&) N B(z, ) # @}.
Olkoon y € B(z,C16?) N B(z, §’), jolloin kolmioepayhtilosté (2.4) seuraa

p(Z,z) < Aop(Z,y) + Aop(y, z)
<3 AOC'1<5j = Ao(sj
= Ay(Ci+1)&,

joten edelleen tdmén epéyhtélon seké joukon Z; valinnan (3.1) ja Lemman 2.12
mukaan

#G(z,r) <#{2€ Z;: 7€ B(x,A(C, +1)8)} < N,

jossa N € N ei riipu pisteestd z eikd luvusta r. Niytetddn vield, ettd on olemassa
C < oo siten, etti

(@) < Cu(B(z,r)) kaikilla Q € G(z,r).

Kiinnitetiin Q € G(z,7). Olkoony € Q ja z € QN B(z,7), jolloin kolmioepayhtilsn
(2.4), dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6¢) ja tiedon 67! < r < §7 perusteella
plz,y) < Aop(z, 2) + Aop(2,y)

AoT' =+ A()Cl(sj
A1+ Cy)&
Ao(l + 01)6_17”,

IN A A

eli @ C B(z, Ao(1 + C1)61r). Edelleen mitan y monotonisuuden ja tuplaavuuden
(2.7) avulla arvioiden saadaan

w@) < u(B(z, Ao(1+C1)o7'r))
< Cu(B(z,1)),
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missé C on luvusta Ag(1+ C;)d~! médrdytyvi tuplaavuuskerroin, eli C' = A4, jossa
d € N méiriytyy ehdosta 2¢ > Ag(1+ Cy)d .

Lopulta hyédyntamilld perheen G(z, ) kuutioiden Q pistevierautta ja sité, ettd
ne peittivit pallon B(z,r) nollamittaista joukkoa vaille, seké edelld todistettuja
epiyhtiloita #G(z,7) < N, p(Q) < Cu(B(z,7)) ja mg(|f[) < A saadaan

1 1
il Al d
p,(B(I, T)) \/B(:c,r) Ifl ‘ /‘(B("E’ 7‘)) Qegz(z,r) AOB(W’) Ifl i

< s 5 [iflde

B(z,r)) .
u(B(z,r)) Geoan @

% W@
E Qg(ir) By
< NC.

Ottamalla niin saadusta epiyhtilostéd puolittain supremum yli joukon {r > 0} saa-

daan
M¢f(z) < NCA = L),

joten z € {z € X : M°f(z) > LA}. Viite on niin ollen todistettu keskeiselle
maksimaalifunktiolle, joten myos alkuperéinen viite seuraa. O

Hardy-Littlewoodin maksimaalifunktion jakaumajoukkojen mitat saadaan ra-
joitettua dyadisen maksimaalifunktion jakaumajoukkojen mitoilla, kunhan edellisen
jakaumatasoja skaalataan sopivasti suuremmiksi.

Lause 5.9. On olemassa vakiot L < oo ja C' < oo siten, etti
p({z € X : Mf(z) > LA\}) < Cu({z € X : M¥ f(z) > A})

kaikilla lokaalisti integroituvilla funktioilla f ja kaikilla A > 0.

Todistus. Olkoot L ja R Lemman 5.8 mukaiset vakiot. Ndytetdan ensimmaéiseksi,
ettd on olemassa vakio C' siten, ettd

w( | @) <Cu@Q) kaikilaQ e D. (5.10)
Q'eENR(Q)

Olkoon Q € D jay € Q € Ng(Q). Tilléin Q = QF ja Q' = Q’g joillakin k €
Z, a, B € I, jolloin kolmioepiyhtdlén (2.4) ja dyadisten kuutioiden ominaisuuden
(3.6¢) avulla saadaan arvioitua

Aop(zg, Z/Isc) + Aop(z{;a y)

<
< ApR6* + AyCy6*
< 2A0(R + C'l)ék,

p(2E,y)
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joten @' C B(zk,2A0(R + C1)d%). Tama pitee kaikilla Q' € Nz(Q), joten mitan
p monotonisuuden ja tuplaavuuden (2.7) sekd dyadisten kuutioiden ominaisuuden
(3.6b) avulla saadaan arvioitua

w( U @)

Q'eNR(Q)

/J,(B(Zg, 2A0(R + C’l)ék))
Cu(B(zq, a0d"))
Cu(Q),

missé C' on vakioiden 24y(R + C) ja ao suhteesta médridytyvi tuplaavuuskerroin,
eli C = A¢, jossa d € N mairaytyy ehdosta 2%aq > 2A40(R + C).

IANIA IA

Olkoon sitten f lokaalisti integroituva funktio ja A > 0. Jos
p({z € X : MY f(z) > \}) =
niin viite patee triviaalisti. Oletetaan sitten, ettéa
p{z € X : MY f(z) > A\}) < o0,

ja olkoon F C D Lemman 5.6 mukainen kuutioperhe. T#ll6in Lemman 5.8, mitan
p monotonisuuden ja subadditiivisuuden, tuloksen (5.10), perheen F pistevierauden
sekd Lemman 5.6 perusteella

uaex: @ >op < w(U( U @)uen)

QEF Q'eNRr(Q)

< Y ul U @)+ux\X)

QEF  Q'eNr(Q)

< ) o Cu@) +0

QeF

= cou(|J Q)

QeF
= Cu({z € X : MY f(z) > \}),
miké todistaa véitteen. O
Edelld todistetusta Lauseesta 5.9 seuraa erityisesti, ettd Hardy-Littlewoodin

maksimaalifunktion LP-normit saadaan rajoitettua dyadisen maksimaalifunktion L?-
normeilla.

Korollaari 5.11. Kaikilla 1 < p < oo on olemassa vakio C, < oo siten, etti
IMfll, < Cpll MY £,

kaikilla lokaalisti integroituvilla funktioilla f.
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Todistus. Olkoon 1 < p < oo, f lokaalisti integroituva funktio ja L ja C' Lauseen
5.9 mukaiset vakiot. T#ll6in reaalifunktioiden integrointisdéintojen, Fubinin lauseen
sekd Lauseen 5.9 avulla saadaan arvioitua

1My
/(Mf)”du = /LP/ pAP1dAdp
X X 0

= IF / / pAP1dpd)
0 J{Mf>LA}

= pL? /ooo N u({z € X : Mf(z) > LA}) dA

< pL? /oo N 1Cu({z € X : MY f(z) > A})dA
0

o o}
= CI / / AP L dpdA
0 J{mdvf>r}

Mdyvf
= C’L”/ / pAPdadp
x Jo
= CLP/(Mdyf)pdp.
F
Korottamalla néin saatu epdayhtélé puolittain potenssiin % seuraa

IMfllp < CPLIM® fllp = Cpl| MY fllp, 1<p < oo.

Ottamalla téstd epidyhtélostd puolittain raja-arvo, kun p — oo, seuraa myos tapaus
P =00
“Mf”oo < L”Mdyf”oo = OOIIMdyf”oo-

Viite on néin ollen todistettu kaikille 1 < p < oo. O

Toiseen suuntaan epiyhtilé maksimaalifunktioiden M f ja M f arvojen vé-
lilld pétee jopa pisteittdin, mistd seuraa triviaalisti myos vastaava epéayhtélo LP-

normeille:
MY fll, < CIMfllp, 1<p< oo (5.12)

Propositio 5.13. On olemassa vakio C < oo siten, ettd kaikilla lokaalisti integroi-
tuvilla funktioilla f pdtee

MY f(z) < CMf(z) kaikillax € X.

Todistus. Olkoon f lokaalisti integroituva funktio. Jos z ¢ UQGD @, niin Maaéri-
telmin 5.2 mukaan MY f(z) = 0, joten viite pitee automaattisesti. Olkoon sit-
ten z € Joep @ Kéytetddn skaalatuille palloille merkintdé ¢B := B(z,cr), kun

B = B(z,1), ja merkitiin kutakin Q = QX € D vastaavaa palloa Bg := B(2k, 6%).
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Talléin dyadisten kuutioiden ominaisuuksien (3.6b) ja (3.6¢) seké mitan x monoto-
nisuuden ja tuplaavuuden (2.7) perusteella

Q3z /i(

sup ————— fld

@3z 1(aoBg) /clBQ £l d
7 )

BUP —r et fldu

@3z M(C1Bq) Je B, 1

5,
< su d
- CIBIB)-T“(CIB) C1B £l du
= CMf(z),

MYf(z) = supLQ) /Q fldu
1

INA

IN

missé C' on vakioiden ag ja C; suhteesta miirdytyvi tuplaavuuskerroin, eli C' = A¢,
jossa d € N méiriytyy ehdosta 2%a, > C}. O

Jos Hardy-Littlewoodin maksimaalioperaattorin ominaisuudet heikko (1,1) ja
vahva (p,p), kun p > 1, oletetaan tunnetuiksi, seuraavat vastaavat Lauseen 5.4 mu-
kaiset ominaisuudet dyadiselle maksimaalioperaattorille myds suoraan Propositiosta
9.13. Toisaalta Lauseen 5.9 ja Korollaarin 5.11 perusteella piitee myo0s kddntden, etta
ndmé Hardy-Littlewoodin maksimaalioperaattorin ominaisuudet seuraavat vastaa-
vista dyadisen maksimaalioperaattorin ominaisuuksista. Hardy-Littlewoodin mak-
simaalioperaattorille ominaisuudet heikko (1,1) ja vahva (p,p), kun p > 1, saadaan
siis téssé luvussa esitetysté ilman erillistd vaivaa.
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