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Tiivistelma:

Tyossé esitelliin ratkaisumenetelmid yhtéloille muotoa Mz + MyZ = b, missi M ja My
ovat kompleksisia n X n-matriiseja, b annettu vektori ja z ratkaistava vektori. Téllainen yht&lo
voitaisiin ratkaista muuttamalla se ensiksi reaaliseksi 2n x 2n-kokoiseksi lineaariseksi yhtaloksi
Az = f, mutta tdssa tyossd menetelmdt perustuvat alkuperdiseen muotoon.

Reaalilineaariset operaattorit ovat kuvauksia z — Mz + Myz. Tassd tyossd ndma esitetdan
taulukkomuodossa matriisien tapaan ja niille annetaan ldhteen [1] mukainen reaalilineaarinen
LU-hajotelma, Householderin muunnos ja QR-hajotelma. Householderin muunnoksen laskenta-
algoritmi annetaan numeerista stabiiliutta parantavalla muutoksella. Lahteessé [1] mainitun LU-
hajotelman tukialkion singulaarisuuden ongelman ratkaisuksi ehdotetaan uutta menetelméaa.

Matriisien Krylovin aliavaruudet ja niihin perustuvia lineaaristen yhtdloryhmien iteratiivisia
ratkaisumenetelmis esitellddn ldhdettd [8] noudatellen. Lahteen [1] mukainen reaalilineaarinen
GMRES-menetelmi yhtélolle kz + MxZ = b, missd £ on kompleksiluku, kiyddén 1épi ja liséksi
tapauksille M}; = (—)My tuodaan esiin Lanczos-tyyppiseen iterointiin perustuvat menetelmét.
Ensiksi mainitussa menetelméssé tarvittavan Householderin muunnoksen tilalle tarjotaan uutena
mahdollisuutena kiyttii reaalilineaarisia Givens-rotaatioita. Yleisille reaalilineaarisille yhtaldille
ei saada GMRESia, mutta joitakin Galerkinin menetelmaédn perustuvia iteratiivisia menetelmia
kokeillaan mukaanlukien léhteessd [1] mainittu. Matriisien epatdydelliset LU-hajotelmat (ILU)
pohjustusmenetelminé, yleistetadn reaalilineaarisille operaattoreille. Niistd esimerkkeind anne-
taan ILU(0)- ja ILUT-menetelmit.

Numeerisia kokeita varten diskretoidaan sihkoisessd impedanssitomografiassa esiintyviid O-
yhtiléd vastaava integraaliyhtélo pddtyen yhtdloon z + MyZ = 1 ldhdettd [5] noudattaen.
MATLABilla suoritetut laskennat osoittavat reaalilineaariset ratkaisumenetelmit tehokkaammik-
si kuin GMRES vastaavalle reaaliselle 2n x 2n-yhtéléryhmiélle. Aikaisemmin ei ole suoraan mai-
nittu edelld olevan yht#lé muuttamista C-lineaariseen muotoon (I — MygMyg)z = 1 — Myl.
Matriisin My ollessa peréisin edelld mainitun integraaliyhtdlon diskretoinnista, on numeeristen
kokeiden perusteella ratkaisu tdstd muodosta suositeltavaa.

Lukijalta edellytetdin lineaarialgebran alkeiden hallintaa. Liite A sisdltdd matriisien osalta kay-
tetyt madritelmat.
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This thesis presents solution methods for equations of the form Mz + M4z = b, where M and
M are complex n X n-matrices, b a given vector and z the vector to be solved. Such an equation
could be solved by first rewriting it as a real 2n x 2n system of linear equations Az = f, but
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Real-linear operators are mappings 2z — Mz + MyZ. These can be represented in a table form
not unlike matrices and real-linear LU-decomposition, Householder transformation and QR-
decomposition are defined following [1]. The Householder transformation is modified to improve
numerical stability. A new strategy to avoid the breakdown mentioned in [1] in the real-linear
LU-decomposition is suggested.

The Krylov subspaces of matrices and some solutions methods based on these are intro-
duced roughly following [8]. The real-linear GMRES method given in [1] for the equation
kz + MyZ = b, where £ is a complex number, is reconsidered and additionally methods for
the cases ML = (—)My based on Lanczos-type iteration is presented. New real-linear Givens
rotations provide an alternative to using Householder transformations during computations of
the real-linear GMRES. There’s no GMRES for real-linear equations of the general form, but
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using this formulation is recommended.

The thesis is self-contained requiring only the basics of linear algebra. Appendix A contains the
required definitions concerning matrices.

Number of pages: 84 Keywords: real linear, Krylov, iteration, Galerkin, GMRES,
preconditioning, ILU, impedance tomography

Faculty fills
Approved: Library code:




Sisallys

1 Johdanto

1.1

1.2

Reaalilineaariset operaattorit . . . . .. ... ... ... .......
1.1.1 Reaalimatriisiesitys . . . . . . . . ... ..o
1.1.2 Yhdistetty kuvaus ja kddnteisoperaattori . . . . . . . ... ..
1.1.3 Liitto-operaattori . . . . . . .. . ... ... ... ...
QR-bajolelma - . . « « v o oo o ob 5 n s n s K s S A b

2 Suora ratkaiseminen ja LU-hajotelma

2.1
22
2.3

R-lineaaristen operaattoreiden LU-hajotelma . .. ... ... .. ..
Osittaistuenta . . o v« v v v v e v b e e n s e m s e s e w
Tuenta R-lineaariselle LU-hajotelmalle . . . . . .. ... ... ....

2.3.1 R-lineaarisesti tuetun LU-hajotelman laskeminen . . .. ...

3 Iteratiivinen ratkaiseminen

3.1
3.2
3.3
3.4

3.5

3.6
3.7

3.8

JOhdanto: . .« . e i e e e e s B B E W e
Petrov-Galerkinin menetelma . . . . .. ... ... ... .......
Matriisien Krylovin aliavaruudet . . . . . . .. .. ... ... ....
GMRES-menetelm& . . . . . .. ... .. ...
34.1 Uudelleenkaynnistys « : s o oo ¢ 65 5 6 6 m 0 @ o 5w s 2 s
R-lineaariset menetelmat . . . . . . . .. .. ..o
Krylovin aliavaruudet . . . . . . . ... ... ... 0oL
R-lineaarinen tdyden ortogonalisoinnin menetelma . . ... ... ..
3.7.1 Menetelmd symmetriselle My . . . .. ... ..........
3.7.2 Menetelmd vinosymmetriselle My . . ... ..........
R-lineaarinen GMRES operaattorille M, . . . .. ... .. .. ...
3.8.1 MINRES symmetriselle My . . . ... .............

iv

0 N O A W

12
12
14
16
19



3.9 C-linearisoitu yhtdlo . . . . ... ... ... .. ... ... ... ...

3.10 Yleisen R-lineaarisen operaattorin menetelmat . . . . . . . ... ...

4 ILU-pohjustus
4.0 Johdanbd . . s s s s s e s EE s EE S G SE wE s FE e
4.2 Matriisiyhtdléiden ILU-pohjustus . . . . . . . . ... ... ... ...
4.2.1 ILU-hajotelma ennaltavalitulla nollakuviolla . . . . . . . ...
4.2.2 ILU-hajotelma mukautetulla nollakuviolla . . . . .. .. ...
4.3 R-lineaaristen yhtéléiden ILU-pohjustus . . . . ... ... .. ....
4.3.1 R-lineaarinen ILU-hajotelma ennaltavalitulla nollakuviolla . .

4.3.2 R-lineaarinen ILU-hajotelma mukautetulla nollakuviolla . . .

5 Numeerisia kokeita
Bl CGMREBEOKeIES . . - - .« oo« v v oo na s b ns s mams s od s s
5.2 GMRES impedanssitomografiassa . . . . . .. .. ... ... ... ..
5.2.1 O-yhtilon ratkaiseminen . . . . . . .. ... ... ... ...
5.2.2 Brown-Uhlmann menetelmd . . . . .. ... ... .......
523 KOoKEEE . v v vin v v v v s ms 5w s 3 R s s s s
5.2.4 O-yhtilo satunnaisella kerroinfunktiolla . . . . . ... ... ..
5.3 Aaltoyhtdld . . . . o vt
5.4 Epélineaarinen Schrodingerin yhtdlo . . . .. ... ... .. .....

Y hteenveto
Kirjallisuutta
A Matriisit

B MATLAB-ohjelmalistaukset
Bl Kohta 2:8.1 5 ala ok oo d ae s mlades e s v s wilien sl d o e
B2 Kohta 421 . . oo v h e e b e e e m sk m kR e s s
B3 Kot 422 . . ..o v cmve it am e o s as s s
Bd Kohta 4:3.1 . . . vt o s e s s e e s o R e mE R
BS Algoribmi 4.3:2 . : o« vaancssnpsns sd s 5o sas sanns

47
47
48
48
49
50
52
53

56
56
57
59
64
65
65
68
69

73

74

76



Luku 1

Johdanto

Matriisien teorian alkuperiné on lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisemisessa kéytetyt
taulukkomuodot. Gaussin eliminaationa tunnettu menetelma esiintyy jo kolmannelta
tai toiselta vuosisadalta eKr periisin olevassa kiinalaisessa kokoelmassa T'siu-tSang
suan-su (Yhdekséin matematiikan taitoja kisittelevad lukua). Japanissa 1700-luvun
lopulla Seki Kowa péétyi determinantin kisitteeseen ndiden taulukkomuotojen al-
keisoperaatioiden pohjalta. Niistd riippumatta samoihin aikoihin Saksassa Gottfried
W. Leibniz kehitti myds determinantin, joskin nidhtavésti hén késitteli vain kahden
ja kolmen yhtdlon ja muuttujan yhtaloryhmié.

Leibnizin determinantit ja ratkaisutapa kuitenkin vaipuivat unholaan. Hanesta riip-
pumatta sveitsildinen Gabriel Cramer keksi 1750 hanen nimeéén nykydénkin kanta-
van yleisen sdfinnon ratkaista lineaarisia yhtdléryhmia determinanttien avulla. Séén-
t6 teki determinanteista suositun ratkaisutavan vaikka luultavasti se olikin kehitetty
jo tunnetun eliminaatiomenetelmén pohjalta. Tuolloin ei kuitenkaan yleensd edes
yritetty ratkaista kovin suuria yhtaloryhmié.

Carl F. Gaussin taivaanmekaniikkaa kisittelevit julkaisut 1800-luvun alkupuolella si-
silsiviit pienimmén neliGsumman tehtévin ratkaisumenetelmén. Siind esiintyvén nor-
maaliyhtilon kertoimet muodostavat nykykielelld ilmaisten positiividefiniitin sym-
metrisen matriisin. Gauss ratkaisi yhtalon eliminointimenetelmalld, joka hyddynsi
niitd ominaisuuksia laskutyon nopeuttamiseksi. Esimerkkind Gauss laskee korjauk-
sen Aurinkokunnan toiseksi suurimman asteroidin Pallaksen rataelementeille, missd
ratkaistava normaaliyht#lo siséltdad kuusi yhtédlod ja kuusi muuttujaa. Gaussin elimi-
noinnin nimitys juontaa juurensa niistéd julkaisuista.

Matriisi-nimityksen otti kiyttoon James J. Sylvester 1850. Han kdytti ndita taulukoi-
ta determinanttien teoriassa. Varsinaisen matriisien maaritelméan teki Arthur Cayley
joitakin vuosia mychemmin. Hin méaéritteli matriisien tulon pohtimalla tekijoitd vas-
taavien lineaarikuvausten yhdistetta. Cayleyn toissé esiintyy kaikki matriisialgebran
perusominaisuudet kuten skalaarilla kertoiminen, matriisien yhteenlasku, epdkom-
mutoiva tulo, singulaarisuus ja yhteys aikaisempaan determinanttien teoriaan.

1940-luvulle mentéessé olivat erilaiset matriisien hajotelmat (LU, Cholesky) kaytos-
si. Mekaanisten poytalaskukoneiden avulla oli mahdollista ratkaista 10-20 yhtalon ja
muuttujan lineaarisia yhtéléryhmid Gaussin eliminoinnilla. Rajallisen laskentatark-
kuuden ja sen pyoristysvirheiden vaikutusta eliminoinnissa ei kuitenkaan tunnettu ja



monet matemaatikot olivatkin pessimistisid Gaussin eliminoinnin ja suurten yht&lo-
ryhmien suhteen. Aiemmasta pessimistisyydestdan huolimatta John von Neumann ja
Herman Goldstine sekd Alan Turing julkaisivat 40-luvun lopulla eliminointiprosessin
virhearvioita, jotka hélvensivit epiilyksid pyoristysvirheiden katastrofaalisuudesta.
James H. Wilkinson julkaisi 1961 paremmat virhearviot ja otti kdytt66n nimitykset
osittaistuenta ja tdystuenta (nditd menetelmii oli kiytetty jo aiemmin, mm. Wilkin-
son itse ratkaistessaan poytilaskukoneella 18 yhtdlon ryhméaa 1946).

Tietokoneiden kehityksen my6té on Gaussin eliminoinnilla tuhansien yhtéloiden teh-
tivit nykydin helppo ratkaista. Supertietokoneilla suurimmat tiheiden kerroinmat-
riisien yhtéloryhmit ovat sisilténeet yli miljoona yhtélod. Hyvin monissa kdytdnnon
ongelmissa kerroinmatriisit kuitenkin koostuvat suurelta osin nollista, minké johdos-
ta tdmén hyédyntidmisen mahdollistavat iteratiiviset menetelmét ovat nykyddn suo-
sittuja. Iteratiivisia menetelmis lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisemiseksi on esitetty
jo 1800-luvulla. Niitd ovat mm. Gauss-Seidelin iteraatio ja Jacobin iteraatio. Téllin
kyseessé ei kuitenkaan ollut matriisin harvuusrakenteen hyédyntdminen, vaan tar-
kan laskutyon helpottaminen. 1950-luvulla tietokoneilla iteroitiin mm. ylirelaksaa-
tiomenetelmilld (SOR), jolla vuonna 1960 kyettiin rutiininomaisesti ratkaisemaan
kaksiulotteisia Laplace-tyyppisid 20000 yhtilon ryhmié. Yleisten yhtéloryhmien rat-
kaiseminen Gaussin eliminoinnilla oli tuolloin mahdollista noin 100:lle yhtéldlle.

Liittogradienttimenetelmé ja Lanczosin menetelma syntyivit 1950-luvun alussa rat-
kaisemaan reaalisen symmetrisen matriisin yhtaloryhmié. Tarkoilla laskutoimituksil-
la niilld menetelmilld on ominaisuus, ettd ratkaisu saavutetaan yhtaldiden lukumééra
vastaavalla iteraatiokierroksella. Téstd syysta néitd pidettiin aluksi mahdollisina suo-
rina menetelmini. Numeeriset kokeet hankalilla yhtaloryhmilld osoittivat ettei edelld
mainittu tarkan aritmetiikan ominaisuus pétenyt tietokonearitmetiikassa. Liittogra-
dienttimenetelmi saavutti suuren suosion vasta 70-luvulla, kun sitd alettiin pitéa-
méiin aitona iteratiivisena menetelmini ja se yhdistettiin soveltuvaksi kiytto6n har-
voille matriiseille. Lisaksi tuolloin tiedettiin, ettd iteraation suppenemisnopeus riip-
puu matriisin ominaisarvojakaumasta. Edelld mainitut menetelmét voidaan néhdé
Krylovin (venildisen Aleksei Krylovin vuonna 1931 julkaiseman menetelmén perus-
teella) aliavaruusmenetelmind, joiden soveltaminen perustuu matriisi-vektoritulojen
laskemiseen. Niistd mainittakoon vield my6s epdsymmetrisille matriiseille soveltuva
vuonna 1986 Yousef Saadin ja Martin Schultzin esittimd GMRES.

Krylovin aliavaruusmenetelmien kanssa ryhdyttiin 70-luvulla yleisesti kiyttamééan
my6s pohjustusmenetelmia suppenemisen nopeuttamiseksi. Yhtéloryhmén kerroin-
matriisin ajatellaan télléin olevan kerrottu sen likiméaraiselld kadénteismatriisilla,
jonka laskemisen on oltava nopeaa. Niistd suosittuja ovat Gaussin eliminaatioon
perustuva ILU (incomplete LU) ja sen muunnelmat.

Osittaisdifferentiaaliyhtéléiden ja integraaliyhtéléiden diskretoinnista saadaan usein
kerroinmatriiseja, joilla on harvuusrakenteensa tai muun rakenteen johdosta nopea
laskea matriisi-vektori tuloja. Taten Krylovin aliavaruusmenetelmét soveltuvat nii-
den ratkaisuun. Kompleksisten yhtéloiden diskretoinnista saadaan kompleksiluvuis-
ta koostuvia kerroinmatriiseja ja ratkaisuja eikd alun perin reaalisille matriiseille
kehitettyjen menetelmien suora soveltaminen ole aina jirkevad. Liittogradienttime-
netelmé voidaan yleistda naille, kunhan matriisi on hermiittinen. Samoin GMRESin
voi yleistdd suoraviivaisesti kompleksimatriiseille. Kuitenkin on olemassa tapauk-
sia (kompleksinen Helmholtzin yht#l6), joissa kerroinmatriisi on symmetrinen ja



1.1. REAALILINEAARISET OPERAATTORIT

kompleksinen. Tilldin voitaisiin kidyttdada GMRESia, mutta néille on kehitetty myos
symmetristd rakennetta hyodyntévé liittogradienttimenetelmén-tyyppinen menetel-
ma.

Tamin diplomityon aiheena on matriisien sijaan reaalilineaariset operaattorit ja néi-
den muodostamat yhtéléryhmét. Tyyppiesimerkkind on sdhkdisessd impedanssito-
mografiassa esiintyviin (kompleksisen) integraaliyhtélon diskretoinnista saatu reaali-
lineaarinen yht#ld. Seuraavaksi tutustutaan operaattoreihin tarkemmin.

Edelld oleva tiivistelmai lineaaristen yhtédléryhmien ratkaisemisen historiasta on laa-
dittu lahteiden [12], [13], [14] ja [15] pohjalta.

1.1 Reaalilineaariset operaattorit

Lineaarialgebrassa tutkitaan #érellisdimensioisia vektoriavaruuksia ja niiden vélisid
lineaarisia kuvauksia. Lineaarioperaattorilla A kompleksilukukertoimisten vektoria-
varuuksien V ja W vililld, A : V — W, on ominaisuudet A(vy + v2) = Avy + Avg ja
A(avy) = aAv; kaikilla vektoreilla v1,v2 € V' ja a € C. Kun avaruuksiin V ja W
kiinnitetdin kanta, voidaan operaattorille A muodostaa sitéd esittévd matriisi.

Tissd tyossd kisitelldsin operaattoreita M : V — W, joilla on ominaisuudet

M(v; +v2) = M(v1) + M(v2), kaikilla vektoreilla vy, vy € V
M(av) = aM(v), kaikilla vektoreilla v € V ja luvuilla o € R.

Jilkimmaiinen ominaisuus vaaditaan nyt vain reaaliluvuille o, mutta avaruudet V' ja
W ovat edelleen kompleksikertoimisia. Kun avaruuksiin kiinnitetdan kannat, voidaan
tallainen operaattori esittééd kahdella matriisilla. Olkoon vy, vs, ..., v, avaruuden V'
kanta ja wy, wa, . .., wm, avaruuden W kanta. Mééritellddn m x n-matriisit A = (a;x)
ja B = (bjx) siten, ettd

Zajkwj 3 (M(vg) — iM(ivr)), Z bjkwj = 5(M(vk) +iM(ivg)).
Olkoon sitten v € V ja v = °7_, cxvg. Talloin
ZM CkUk) ZM L(ck + ) vk + % (e — Ti)ive)
(3 (cx + k) M(k) + 55 (cx — Tr) M(ivk))

(3 (M (vg) = iM (ivg))ex + 3 (M (vk) + iM (ive))Tk)

m n m
Z ajkCrw; + Z Z bjrCrw; = Z (Z ajkCk + Z bjkck) wj.

k=1 j=1 j=1 k=1

Il
= bl bl kol
i M: i M: i M:
— [N »—n

Néin ollen M (v) saadaan laskemalla Ac+ B¢, missé ¢ on v:n komponenttien muodos-
toma pystyvektori. Tdmé tyo keskittyy numeeriseen laskentaan téllaisilla operaatto-
reilla, joten abstrakteja vektoriavaruuksia ei jiljempéané endé kasitelld. Asetetaankin
seuraava madritelma.



1.1. REAALILINEAARISET OPERAATTORIT

Miiritelmé 1.1.1. Olkoot M ja My kompleksisia m X n-matriiseja. Kuvausta
M:C'—C™, M(2)=Mz+ Muz

kutsutaan R-lineaariseksi (reaalilineaariseksi) operaattoriksi. Matriisia M kutsutaan
M:n lineaariseksi osaksi ja matriisia My M:n antilineaariseksi osaksi.

R-lineaarista operaattoria g : C — C kutsutaan R-lineaariseksi skalaarioperaatto-
riksi. Kun M(z) = Mz + M4xZ on R-lineaarinen, niin voidaan mééritelld skalaa-
rioperaattorit p;; : C — C, p;;(2) = (M)ij2 + (My);;z. Operaattori M voidaan
silloin ilmaista m X n-muodossa

_Mn Hia M3 I"lnw
Moy Moo  Ho3 't Hop
M= |H31 H32 H3z " H3n |, (1.1)
L“ml Hm2 Hm3 - BEppd

[ p11(21) + pra(z2) + -+ pan(zn) |
o1 (21) + Ho2(22) + - -+ + Hon(2n)
M(z) = | #31(21) + m32(22) + -+ + p3n(20) | | (1.2)

J"ml(zl) : 2 I"m?(z?) AR ”’mn(zn)_

missi z = (21,22,...,2,) € C". Télloin merkitddn lyhyesti M = (u;;). Niille
taulukkomuodoille kiiytetdin vapaasti matriiseista periisin olevia tuttuja nimityk-
sid. Esimerkiksi ylikolmio-operaattori tarkoittaa operaattoria, jolle p;; = 0 kaikilla
i > j. Kiytetdéin myos nk. MATLAB-notaatiota. Esimerkiksi M4+ on operaattori,
joka muodostuu M:n toisesta, kolmannesta ja neljénnestd rivistd. Kun M on rivi-
tai sarakeoperaattori, niin esim. Mj.4 on rivi- tai sarakeoperaattori koostuen M:n
neljisti ensimmiisestd skalaarioperaattorista ja My on M:n toinen skalaariope-
raattori.

1.1.1 Reaalimatriisiesitys

R-lineaarinen operaattori M(z) = Mz + MyZ voidaan samaistaa reaalisen 2m X
2n-matriisin kanssa kahdella luonnollisella tavalla. Numeerisessa laskennassa téaté ei
vélttdmétta kannata tehdé, koska matriisien M ja My rakenne menetetdén. Joitakin
reaalilineaaristen operaattoreiden ominaisuuksia téstd kuitenkin ndhdaén.

Merkitdin z = x + iy € C", missi « = Re(z) on z:n reaaliosa ja y = Im(2)
imaginéiriosa. Samaistetaan sitten z € C" ja vektori (z1,Z2,...,Zn, Y1,¥2,---,Yn) €
R?". Laskemalla saadaan

M(2)=Mz+ MyZz
= (Re(M) +iIm(M))(x + iy) + (Re(My) + i Im(My))(z — iy)
= (Re(M) + Re(My))x + ( — Im(M) + Im(My))y +

i(( Im(M) + Im(My))z + (Re(M) — Re(M#))y).
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Merkitdin vektoria M(z) = u + iv, missi u ja v ovat M(z):n reaali- ja ima-
gindiriosat. Kun C™:n vektorit samaistetaan R>™:n vektoreiden kanssa vastaavalla
tavalla kuin ylld tehtiin C™:lle, niin M(z) = u + iv voidaan esittdd muodossa

Re(M) + Re(My) —Im(M) +Im(M#)] m al [u]

Im(M) +Im(My) Re(M) —Re(My) | |y| ~ [v] (1.3)

Tissé esiintyvd 2m x 2n-matriisi on haettu M:n kanssa samaistettava reaalinen
matriisi.

Toinen luonnollinen tapa samaistaa C™:n vektorit R?™:n vektorien kanssa on kéyt-
tdd vektoria

(1, Y1, 22, Y2, - - -, Tn,Yn) € R?, kun z = x + iy. Kéytetddn vastaavaa jirjestystd
C™:ssid. Kun sitten muodostetaan ensimmaéisen tavan mukaisesti reaalinen 2 x 2-
matriisi m;; jokaiselle (1.1):n skalaarioperaattorille p;;, niin operaattoria M vas-
taa reaalinen 2m X 2n-matriisi

my mi2 mi3 ... Min
mo1 mo2 mo3 ... Mop
m3 M3z M3z ... M3p |, (1.4)
Mm1 Myp2 M3 ... Mpp

Esimerkki 1.1.2. Olkoon &, : C — C3 3x1-operaattori siten, ettd &,(z) = (2,0,0).
Kun merkitiin nolla- ja yksikkdskalaarioperaattoreita 0(z) = 0 ja 1(z) = z, niin
&;:n 3 x 1-muoto ja kohdan (1.4) mukainen matriisi ovat

10
01
1
0 0
&= |0 Ja
0 0 0
00
[0 0
. s (1420 3+4d| . _[9+10d 11412
Esimerkki 1.1.3. Olkoot M = [5 L6 T4 Si] My = [13 +14i 15+ 16|
Kohdan (1.1) mukaiset skalaarioperaattorit ovat
1(2) = (1 + 20z + (9+ 104)z p1o(2) = 3+ 4i)z + (11 + 124)2

poy(2) = (54 6i)z + (13 + 144)z Moo (2) = (7 + 8i)z + (15 + 161)z.

Kohdan (1.3) mukainen reaalinen matriisi on

10 14 8 8
Re(M) + Re(My) —Im(M)+Im(My)| |18 22 8 8
Im(M) +Im(My) Re(M)—Re(My) |~ [12 16 -8 -8
20 24 -8 -8
ja kohdan (1.4) mukaiset matriisit ovat
10 8 14 8 10 8 14 8
m == m —
. [12 —8] - [16 —8] [mu mpp] _ 12 -8 16 -8
_[18 8 22 8 my map| (18 8 22 8
WA= o g BT o g 20 -8 24 -8
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1.1.2 Yhdistetty kuvaus ja kiddnteisoperaattori

R-lineaarisista operaattoreista M : C¥ — C™ ja N : C* — C* voidaan muodostaa
yhdistetty kuvaus

MoN(z) = MN(2)) = M(Nz+ NyuZzZ) + Myu(Nz+ NyuZ)
= (MN + M#ﬁ#)z - (MN# + M#—N)f.

Timi on R-lineaarinen ja sitd merkitiin myds lyhyemmin MAN(z) = M o N(2).
Kohdan (1.1) mukainen m xn -skalaarioperaattorimuoto MWN = (m;;) sille saadaan
M = (u;;)m ja N = (vij):n muodoista laskemalla

k k
mii(2) =D ma(wii(2) =D _mgowv(z)  (1<i<m,1<j<n)
=1 =1

MN:ii vastaava reaalinen matriisi saadaan M:i4 ja N4 vastaavien matriisien
tulona.

Méiritelmi 1.1.4. Olkoon M : C" — C" reaalilineaarinen operaattori. R-lineaa-
rista operaattoria N : C* — C" kutsutaan M.:n kddnteisoperaattoriksi, jos

MWN(z)=2z ja N(M(2)=2  kaikilla z € C".

Kiinteisoperaattoria merkitiin M~ = N. Toisin sanoen, N' on M:n kdintei-
soperaattori, jos MN =1 ja NM = I, missi I on yksikkdoperaattori (yksikko-
matriisi) Iz = z kaikilla z € C™.

M:n kidnteisoperaattori M™! on olemassa tésmilleen silloin kun sitd vastaavalla
reaalisella (esim. tavoin (1.3) tai (1.4) muodostetulla) 2n x 2n-matriisilla on kidnteis-
matriisi. Jos téllaiselle reaaliselle matriisille muodostetaan ké&nteismatriisi, vastaa
se operaattoria M ™!, Reaalimatriisisamaistuksen perusteella voidaan myds néh-
di, ettd R-operaattorilla M : C* — C™ on olemassa kidénteisoperaattori mikéli
MN =TI tai NM = I jollakin operaattorilla N/; toista ehdoista ei siis valtté-
mattéd tarvita.

Kiinteisoperaattori on yksikisitteinen, kuten 2n X 2n-reaalimatriisisamaistuksen pe-
rusteella voidaan havaita. Voidaan todeta myos suoraan: mikili N ja N5 ovat kak-
si kiidnteisoperaattoria, niin N = N1I = N1(MN3) = W1M)N2 = IN; =
No.

Esimerkki 1.1.5. Olkoon p:C — C reaalilineaarinen skalaarioperaattori, p(z) =
uz + vz, missi u,v € C. Tapaa (1.3) vastaava reaalinen matriisi on talléin

[Re(u) + Re(v) —Im(u)+ Im(v)
Im(u) + Im(v) Re(u) — Re(v)

Kun tille lasketaan kaanteismatriisi saadaan

1 [ Re(u) + Re(—v) —(—Im(u)) + Im(—v)
Re(u)? 4+ Im(u)? — Re(v)?2 — Im(v)? |—Im(u) 4+ Im(—v) Re(u) — Re(—v)

Lukemalla tdtd ja muotoa (1.3) takaperin, tulee kdanteisoperaattori muotoon

1
= _ — =
12 (2) = W(UZ = ’UZ).
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1.1. REAALILINEAARISET OPERAATTORIT

Nimittéjissé oleva luku |u|?—|v|? on matriisin determinantti ja siten p:n kiénteiso-
peraattori on olemassa tédsmilleen silloin, kun |u| # |v|. Voitaisiin myds etsid suoraan
operaattoria v : C — C siten, ettd vu(z) = z kaikilla z € C. Olkoon v(z) = pz+q2
missd p,q € C. Laskemalla saadaan vu(z) = (pu+ qv)z + (pv + qi)z. Yhtéloparista
pu+qv = 1, pv+qu = 0 saadaan ratkaistua p = @/(Ju>—|v|?), ¢ = —v/(Jul*—|v[?).

1.1.3 Liitto-operaattori

Kun kohdan 1.3 matriisi transponoidaan, on tuloksena

Re(MT) + Re(M%) —(—Im(M7T)) + Im(MY)
—Im(MT) + Im(MJ) Re(MT) — Re(M) ]

Kulkemalla reaalimatriisiesityksesté takaisin operaattoriksi, saadaan
M*(z) = M*z+ M4z

ja sitd kutsutaan operaattorin M liitto-operaattoriksi. Téten erityisesti skalaariope-
raattorin p(z) = uz + vZ liitto-operaattori on p*(2) = 4z + vz, jolloin skalaarimuo-
dossa (1.1) ilmaisten

% * * * ]

Ky Ho1 H31 " Hmi
* * * *

Hia Moo H32 ° Hp2
* * * *

M*= |H13 M3 H33 " Hm3
* * * *

(M1n Hon H3p " HEmnd

Kahden operaattorin yhdisteelle pitee (MN)* = N*M*. Liitto-operaattorista hie-
man poiketen, operaattorin M transpoosi on

MT(z) = MTz+ M z.

Talloin )
M1 HMHo1 H31 " HEma
K12 Moo M3z " Hmp2
MT = |13 Moz H33 *° Hp3

Hin Hop H3n -~ Hmn]

Yleensi kahden operaattorin yhdisteelle (MN)T # NTMT.

Maisritelmi 1.1.6. Reaalilineaarinen operaattori Q : C* — C™ on isometria, jos
(=)l = |zl kaikilla z € C".

Sitd kutsutaan unitaariseksi, jos m = n.

Lause 1.1.7. Reaalilineaarinen operaattori U : C* — C™ on unitaarinen jos ja vain
josUU = 1.
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Todistus. Olkoon matriisi A € R?™*?? unitaarioperaattorin ¥ : C* — C™ reaali-
matriisiesitys. Talloin || Az|| = ||z kaikilla 2 € R?". Kun merkité&n avaruuden R*"
sisituloa (x,y) = 2Ty, niin kaikilla z,y € R*"

A +y)*=llz+yl* e (A +y), Az +y)) = (+y,z+Y)
& (Az, Ay) = (z,y) & (ATAz,y) = (z,y)
& (ATAz — z,y) = 0.

Valitsemalla y = ATAx —x, todetaan ATAz = z kaikilla ¢ € R?". Titen ATA = 1.
Toisaalta, jos ATA = I, niin kaikilla

(ATAz,z) = (z,7) & (Az, Az) = (z,2) & |Az|® = =]

1.2 QR-hajotelma

Muun muassa matriisien QR-hajotelman laskemista varten tarvitaan unitaarimatrii-
sia, jolla kertominen ki#ntdd annetun vektorin  luonnollisen kantavektorin e; suun-
taiseksi. Tt varten tarkastellaan Householderin peilausmatriisia H = I — 2ww*,
missi w € C" on yksikkévektori. Tdméa on selvésti hermiittinen ja unitaarinen
H* = H, H*'H = H? = I. Vektori w on peilaavan tason normaalivektori ja
lausekkeesta Hx = x — 2w(w*x) nihdédén, ettd x:n normaalivektorin suuntainen
komponentti vihennetiin kaksi kertaa. Siten H:lla kertominen siirtdé x:n peilaavan
tason toiselle puolelle samaan asemaan.

Kuva 1.1 havainnollistaa reaalisen vektorin € R™ peilaamisen vektoriksi v = ||z||e;.
Peilaavaa tasoa esittiid suora s ja nihdéén, ettd normaalivektori on w = (z—v)/||z—
v||. Kun vektori = on lihes e;:den suuntainen, on téssd kaavassa nimittdja lahelld
nollaa. Numeerisessa laskennassa kannattaakin télloin peilata & vektorin —e; suun-
taan. Valinta voidaan perustaa z:n ensimméisen komponentin etumerkkiin, jolloin
saadaan kaava

(L.5)

m+a”m”el . {ﬁ%z_i%]'a kun <w,€1) :/: 0,

=+ clzlie:| L, kun (zen) =0

Kompleksivektorin & € C" tapauksessa ei voida luottaa geometriseen intuitioon ja
joudutaan laskemaan. Yritetdéin peilata = vektoriksi v, jolle ||v| = ||z|| ja v # .
Kokeillaan ylli olevan perusteella w = (x — v)/||x — v||, jolloin

(x —v)(x —v)* L(x—v)—2z

Hxr=x -2

z=v+(xz—v)(x—-v)

|z — vl |z —v]?
(z* —v*)(z +v) |]® + =*v — v*x — ||v]®
=v—(x—v) =v—(x—v
EEIE (@=2) EEXIE
2i1 a
— v+ (¢ - v) 2 2D)
|z — v
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X3

v=lixlle, X

Kuva 1.1: Vektorin « heijastaminen luonnollisen kantavektorin e; suuntaiseksi. Suora
s esittdd heijastavaa tasoa.

Tiéytyy siis lisidksi vaatia Im (z,v) = 0. Niin onkin, kun v = —al|z||e;, missid a on
kaavasta (1.5). Titen kaava (1.5) on pétevd myos kompleksivektoreille. Kun vektori
x € C" on annettu, laskemalla w tésté kaavasta, pitee Hx = —al|z||e;.

Siirrytisin sitten matriiseista reaalilineaarisiin operaattoreihin. Talléin tarvitaan uni-
taarioperaattoria, jolla operointi kiiintds kaksi annettua vektoria kantavektorin e;
suuntaiseksi. Olkoot annetut vektorit x,y € C" ja oletetaan ne lineaarisesti riippu-
mattomiksi. Lineaarisesti riippuville x,y voidaan kiyttda edelld kuvattua tavallista
Householderin muunnosta.

Operaattoria H(z) = z — UU*z — UUT%, missi U € C"*? ja Re(U*U) = I
kutsutaan reaalilineaariseksi Householderin muunnokseksi. Laskemalla ndhdéén, ettd
H* = H ja H? = I, joten erityisesti { on unitaarinen. Lihdetaan seuraavaksi
etsim#in matriisia U, jolla = ja y kidntyvét vektorin e; suuntaan. Merkitdén V =
[:1: y] ,e=ejjaa= [al ag]T € C>*1 jolloin ehdot H(z) = a1e ja H(y) = aze
voidaan kirjoittaa yhtépitdvasti matriisimuotoon

V —UU*V —UUTV =V - 2U Re(U*V) = ea*. (1.6)

Jotta ratkaisu U voisi olla olemassa, tiytyy jollakin matriisilla R € R?*2? olla UR =
(V — ea™). Télléin

V —2URe(U*V) = ea* + UR — 2U Re(U*V) = ea® + U Re(R — 2U*V)
=ea*+URe(U'UR-2U*V) = ea* — URe(U*(V + ea')). (1.7)

Jos loydetdan U, kddntyvd R ja vektori a siten, ettd
UR=V —ea" ja Re((V —ea*)*(V + ea™)) =0, (1.8)

niin Re(U*(V + ea*)) = (R7!)*Re((V — ea*)*(V + ea*)) = 0, joten kaavan (1.7)
mukaan U on sopiva ratkaisu. Ryhdytaén sitten etsiméén ehdot (1.8) toteuttavia U,
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R ja a. Merkitdéin w = V*e, jolloin jalkimmaiinen ehto
Re(V*V + wa* — aw* —aa*) = 0.

Merkitdsn ¢ = Re(V*V)Y2[1], jolloin Re(V*V — cc*) = 0. Kun @ = 7c, missi
n € C, |n| = 1, niin myds Re(V*V —aa*) = 0. Etsitédan vield 7 siten, ettd Re(wa* —
aw*) = 0, miki yhtépitévisti kirjoitettuna on Re(w @2 — a1w2) = 0 ja

Re(wmez — neyws) = 0.

Edelleen yhtépitévésti timd on 7g +7g = 0, missd g = Wicy — Wacy. Kun ¢ # 0, niin
ratkaisut ovat n = :l:z']-g-[. Seuraavan helposti todistettavan lemman mukaan ainakin
toisella niistd matriisin (V' — ea*) sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat.

Lemma 1.2.1. Olkoot = ja y lineaarisesti riippumattomia vektoreita. Kun z on
vektori ja oy, o skalaareita, niin ainakin toinen joukoista {x — a12,y — axz} ja
{x + a12,y + a2z} on lineaarisesti risppumaton.

Lopuksi vield ortonormalisoidaan matriisin (V' — ea*) sarakkeet reaalisen sisétulon
(u,v) = Re(v*u) suhteen. Yhteenvetona edelld oleva voidaan kirjoittaa seuraaviksi
kaavoiksi U:n laskemiseksi.

c=Re(V*V)2[!], ¢=(VJce) (J=[I3]),

a:{]—g-[, kunq#ov

1, kung=0.
W_=V —iaec*, W, =V +iaec’,
W= W, kun det(Re(WiW.))> det(Re(W2W_)),
W_, kun det(Re(WiW,)) < det(Re(WZW_))

Re(W)] (lasketaan suppea QR-hajotelma),

e [1m<W)
U=[I, 0]Q+i[0 I,]Q.

Huomautus 1.2.2. Matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat C:n yli,
jos ja vain jos A* A on positiividefiniitti. Sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat
R:n yli, jos ja vain jos Re(A*A) on positiividefiniitti.

Huomautus 1.2.3. Valinta W = W vaikuttaa numeeristen kokeiden perusteella
toteutuvan aina ja on analoginen valinta kaavan (1.5) kanssa. Todistus télle seikalle
kuitenkin puuttuu.

Reaalilineaarisen operaattorin M QR-hajotelman muodostamista varten tarvitaan
muunnoksia, joilla muodossa (1.1) ilmaistun operaattorin sarakkeita saadaan ensim-
miisté alkiota lukuunottamatta nollaksi. Toisin sanoen, jos p;(z) = uiz + v;Z (i =
1,2,...,n) ovat skalaarioperaattoreita, niin halutaan 16ytaé reaalilineaarinen House-
holderin muunnos, jolla

1251 =
o 0

Ho || =|.|. (1.9)
K, 0
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Merkitddn u = [u1 un]T jav = [v1 'un]T, jolloin

H(uz + vz) = H(uz) + H(vZ)
= Re(2)H(u) + Im(2)H(iu) + Re(z)H(v) + Im(2)H(—iv)
= Re(2)H(u + v) + Im(2)H (i(u — v)).

Ehto (1.9) siis toteutuu, kun H:ksi valitaan Householderin muunnos, jolla operointi
kaintid vektorit (u + v) ja i(u — v) kantavektorin e; suuntaisiksi.

Lause 1.2.4 (QR-hajotelma). Olkoon M : C* — C™ reaalilineaarinen operaattor:
ja m > n. Tdlléin on olemassa unitaarinen Q : C™ — C™ ja ylikolmio-operaattor:
R :C* — C™ siten, ettd

M =QR.

Todistus. Olkoon operaattori M ilmaistu muodossa (1.1), missd m > n. Valitaan
Householderin muunnos H; : C™ — C™ siten, ettd M:n ensimmaiselle sarakkeelle
pétee (1.9). Télloin

= (1 1 1 1)1
TTEY
s
HM=| 0 pz pzz3 -+ M3y
. .l 11 S :1

L 0 uﬁn)g uﬁn?:, u5n31_

Valitaan seuraavaksi muunnos Hs : C™~! — C™ ! siten, ettd (1.9) pétee toisen
sarakkeen (m — 1):lle jélkimmaiselle alkiolle [uS) uly - pD 17, Asetetaan My =

[(1) ,;22}, missi 1 on yksikkoskalaarioperaattori 1(2) = 2. Saadaan

F il 1 1 1)7

e B B

0wy M%23) ”?5')

HoHaM=| 0 0 pf - ph
Lo 0 u) - pinl

Jatketaan talla tavoin kunnes paddytaan yldkolmiomuotoon

- (1 1 1 1)1
Y
0 “22 ”%g) S “?g},)
0 0 mgg - M3
My HyHy M = o o
0 0 0 - pnn
0 0 0 0
& & B s &

Merkitéin oikeanpuolimmaista operaattoria R:lla ja asetetaan @ = HIH5 - - - H,
jolloin M = QR. a

11



Luku 2

Suora ratkaiseminen ja
LU-hajotelma

Yhtilon suoralla ratkaisumenetelmills tarkoitetaan sellaista algoritmia, joka ideaa-
lisessa aritmetiikassa tuottaa yhtilon tarkan ratkaisun etukiteen tunnetulla dérelli-
selld askelméirilld. Kdytinnolliset lineaaristen yhtéloiden suorat menetelmét perus-
tuvat Gaussin eliminointiin ja niit kdytetédén, kun kerroinmatriisi on tiheé eiké silld
ole erityistd hyodynnettéivid rakennetta. Isokokoiset ja suuren médrén nollia sisdl-
tivit (ns. harvat) matriisit soveltuvat paremmin seuraavassa luvussa esiteltévin me-
netelmin ratkaistaviksi. On olemassa myos harvoille matriiseille soveltuvia Gaussin
eliminointiin pohjautuvia menetelmid, mutta niitd ei tdssd tyossd kisitelld.

Tissi luvussa esitellddn suoria ratkaisumenetelmii reaalilineaarisille yhtaloryhmille
perustuen Gaussin eliminointiin.

2.1 R-lineaaristen operaattoreiden LU-hajotelma

Olkoon M : C"* — C™ reaalilineaarinen operaattori ja merkitain M = (k)7 ;=1
missi p;; : C — C ovat reaalilineaarisia skaalarioperaattoreita tai samaistuksen
kautta reaalisia 2 x 2-matriiseja, jolloin koko operaattorin M voidaan ajatellaan
olevan reaalinen 2n x 2n-matriisi lohkottuna n x n maaraan 2 x 2 osia. M olete-
taan kiintyviksi tissd luvussa. Tavoitteena on laskea alakolmio-operaattori £, jon-
ka lavistdjilld olevat skalaarioperaattorit ovat yksikkGoperaattoreita, ja ylékolmio-
operaattori U siten, ettd LU = M.

Kyseistd hajotelmaa kutsutaan, sikéli kun se on olemassa, M:m LU-hajotelmaksi.
Sen avulla voidaan ratkaista lineaarinen yhtéléryhma

M(z) = b, (2.1)

missi b € C" on annettu vektori ja ratkaistava vektori on z € C". Jos M:ll4 on
LU-hajotelma, niin téllainen yhtéloryhméa voidaan ratkaista seuraavasti. Ensin rat-
kaistaan w yht#léryhméstd £(w) = b eteenpdin sijoittamalla eli ratkaisemalla w:n
alkiot jirjestyksessd ensimmaisestd aloittaen. Tdmén jdlkeen ratkaistaan z yhtélo-
ryhmistd U(z) = w taaksepiin sijoittamalla eli z:n viimeisestd alkiosta aloittaen.

12



2.1. R-LINEAARISTEN OPERAATTOREIDEN LU-HAJOTELMA

Ratkaisussa tarvitaan livist#jélld olevien skalaarioperaattoreiden kiénteisoperaatto-
reita, ks. esimerkki 1.1.5. Téllsin M(2z) = L(U(z)) = L(w) = b, joten z ratkaisee
yhtéléryhméan (2.1).

LU-hajotelman muodostaminen on kannattavaa esimerkiksi silloin, kun lineaarinen
yht#loryhmé joudutaan ratkaisemaan useaan kertaan eri vektoreilla b, mutta sa-
malla operaattorilla M. Tllsin tarvitaan vihemmaén laskutoimituksia, kun ensin
muodostetaan M:n LU-hajotelma, kuin ratkaistaessa jokainen yhtaloryhmaé erikseen
esim. Gaussin eliminoinneilla.

Esitetdsn seuraavaksi tapa muodostaa LU-hajotelma. Suoritetaan reaalilineaarisia

Gaussin eliminaatioita kertomalla operaattori M = (u;;) sopivalla operaattorilla
L, seuraavasti. Olettaen, etti M:n ensimmdinen tukialkio p1, on kédntyvé saadaan

-

1 ' 0 0 ... 0] [x M1z M1z - Min
~Haby 1 0 ... Of fpor Mo2 Moz --- Hop
LiM=|—Hauuy; 01 M31 M3z M3z - HM3p| =
| —pppy 0 1] [#n1 Hn2 Bns - Bnn]
K11 M2 ) M3 o Hin 3
0 po— I‘mﬂﬁlﬂlz o3 — M21M111M13 cos Mon — M21H111I11n
= 0 g — pg1pyy B2 B33 — K311 13 --- H3p — H31M Bin | =
0 Hpo— BniBTil12 Hn3 — BaiBTi s -+ Bpn — BaiB11 B
M1 H12 H13 .- I»"ln-
0 Voo V23 ... Vop
=0 w3 v ... V|, (2.2)
0 Up2 Vnp3 ... Vnnj

missd v;;:1ld on merkitty eliminoinnin tuloksena syntyneitd uusia operaattoreita.
Jos nyt seuraava M:n tukialkio v92 on kddntyvd, niin eliminointia voidaan jatkaa.
Saadaan

1 0 0 ... O] {1 m12 My3 --- Map
0 1 0 . 0 0 Voo V93 ... Vop
LoLiM = |0 —V32u2'21 1 0 w32 vsz ... V3 (2.3)

10 —Vn2V2_21 1] [0 wp2 vp3 ... Vnn

(11 Mo g3 oo Mm-

0 wva vz -+ Vo

— 10 0 w33 -+ T3,

_0 0 Tp3y **° ‘"nn__

Jos kaikki syntyvit M:n tukialkiot ovat kddntyvid, niin tétd toistamalla oikealle
puolelle muodostuu lopulta yldkolmio-operaattori; merkitdén tatd U:lla. Y14 olevia
alakolmio-operaattoreita on merkitty L£;:11i (ensimmaéinen niistd) ja Lo:lla (toinen).
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2.2. OSITTAISTUENTA

Ylli olevan kaltaista prosessia toistettaessa kiytettyja loppuja alakolmio-operaatto-
reita merkitain Ly:lla. Naméa operaattorit ovat muotoa Ly =T — nkﬁ;‘: , missd 7y,
on n x l-operaattori, &, on n X l-operaattori, jonka k:s komponentti on yksikkdope-
raattori muiden ollessa nollaoperaattoreita, ja lisdksi patee £§-rnk =0, kun j < k.

Esimerkiksi 7y = [0 pojpyy' paipn oo ”n1”1-11]T
Edelld olevin merkinndin
Lpn Ly LyaM=U.
Operaattorin Ly = T — n,@{ kdanteisoperaattori on L;l =TI+ nkﬁf. Tama
ndhdéén laskemalla
(T — Ml +miki) = T+ mk — mk — m&iméh =T — m(&im)éi = T.

Olkoon £ = L7'---£;1,£-1,, joka on alakolmio-operaattori, koska sellaisten tulot
sdilyvit alakolmio-operaattoreina. Lisdksi L ldvistajaalkiot ovat yksikkdoperaat-
toreita. Myds M = LU, joten tdméd on M:mn LU-hajotelma.

Operaattori £ voidaan laskea suoraan Gaussin eliminaatiossa kéytetyistd kertoimis-
ta. Operaattori Ry = L' L, ,L 1, voidaan kirjoittaa seuraavasti:
T T T
Re=T+m&k + -+ M2bn—2+ Mm-16n-1-

Tami nihdiin induktiolla. Selviisti R,_1 on tdtd muotoa. Jos Rg41 on edelld
mainittua muotoa, niin

Ri = L7 Rir1 = (T + M) (T + Mpeyrlopr + - + Nn_1€5-1)
=T+ mepbi + o+ E )+ MR + M (EF Mg Ehpy + -+
ﬂk(ﬁf"ln—1)§£—1 =T +mép + 77k+1€’£+1 +o &8,

missa kdytettiin ominaisuutta 5?17, =0, kun j <. Siten saadaan

1 0 0 0
M21N1_11 1 ) 0 -0
L=TR;= |H31H11 V32V 1
] S
Hp1ly1  Vn2Vao 1

Operaattoreiden £ ja U laskemiseksi edelld kuvatulla tavalla taytyy tehdd noin
4n?/3 kompleksilukukertolaskua ja saman verran yhteenlaskuja. Tietokoneella las-
kettaessa kompleksiliukulukulaskutoimituksia (complex flops) tehd&in noin 4n3/3,
koska méiritelmin mukaan yksi complex flop tarkoittaa yhden kompleksilukukerto-
laskun ja -yhteenlaskun yhdistelméaa.

Reaalimatriisiesityksestd (1.4) havaitaan, ettd R-lineaarinen LU-hajotelma voidaan
nihdiin myds matriisien LU-lohkohajotelmana, missé lohkot ovat 2 x 2-kokoisia.

2.2 Osittaistuenta

Edelld oletettiin kaikki M:n tukialkiot p;;, V22 jne. kdéntyviksi. Tama ei valtta-
mittd pide, vaikka M onkin kddntyvi. Lisdksi muihin skalaarioperaattorialkioihin
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2.2. OSITTAISTUENTA

nihden lihes singulaarinen, mutta kuitenkin kdantyvé, tukialkio voi aiheuttaa &&-
rellistarkkuisessa tietokonearitmetiikassa merkitsevien numeroiden menetyksid huo-
nontaen lopputuloksen tarkkuutta tai tehden sen jopa hyodyttoméksi. Matriisien
LU-hajotelman laskennassa molemmat vastaavat ongelmat voidaan ratkaista kayt-
tamalld tuentamenetelmis, kuten osittais-, torni- ja tdystuenta. Reaalilineaarisille
operaattoreille niiden tuentamenetelmien analogioilla ei vélttamattd padsta eroon
kiintyméattomistd tukialkioista, kuten seuraava esimerkki osoittaa.

Esimerkki 2.2.1. Tarkastellaan seuraavaa operaattoria.
p1(z) =242, pp(2) =iz+iz, py(2) =2-2, pyp(2) = —iz +iz,
M = [Mn ”’12] )
Ha1 K22

Skalaarioperaattori p: C — C, p(z) = uz +vZ on kééntyvd tdsmilleen silloin, kun
|u| # |v|. Mikédn yll& olevista skalaarioperaattoreista ei siis ole kiiéntyvé. Skalaario-
peraattoria p vastaava reaalinen matriisi on

Eo it e

M3 vastaa matriisi

oo N
o o O
o N O
N OO

0200

Tami on kisntyvi, joten M on kiddntyvd operaattori. Tarvittavaa kiddntyvad tu-
kialkiota ei siis valttdmittd ole mahdollista 16ytdd operaattorille M, vaikka M
olisikin ki&ntyvi. Esimerkin skalaarioperaattoreista p;; mikién ei kelpaa ensimmai-
seksi tukialkioksi, joten edes matriisien tiydellisen tuennan analogia ei toimi kaikilla
reaalilineaarisilla operaattoreilla.

Esitellddn kuitenkin seuraavaksi matriisien osittaistuennan vastine. Menetelma laa-
jennetaan mychemmin ottamaan huomioon my6s edelld kuvatun esimerkin kaltaisia
tilanteita. Téssé tukialkion valinta suoritetaan rivien jérjestystd vaihtamalla. Sarak-
keiden jirjestyksen vaihtaminen olisi myds mahdollista (saraketuenta) kuten matrii-
sien tdydellisen tuennan vastinekin (etsitdén jéljelld olevasta alamatriisista itseisar-
voltaan suurin alkio ja vaihdetaan seki riveji ettd sarakkeita).

Skalaarioperaattori u(z) = uz + vZ on kidntyvi tdsmalleen silloin, kun |u| # [v| ja
télloin kaanteisoperaattori on

1
—if: = -
u (Z) = W_|—v!2(uz = ’UZ).
Pyritdén vilttamain pienelld luvulla jakamista, jottei p~':n lineaarisesta eiké anti-
lineaarisesta osasta tulisi itseisarvoltaan suuri. Yritetddn siis saada hajotelman las-
kemisessa kinnettivien skalaarioperaattoreiden |u|? — |v|? itseisarvoltaan mahdol-
lisimman suureksi. Merkitdin N(u) = |u|? — |v|2

Osittaistuennassa etsitdan aluksi operaattorin M = (pu;;) ensimmdiseltd sarak-
keelta alkio gy, 1, jolle | N (g )| on suurin. Vaihdetaan operaattorin M ensimméi-
sen ja kmnen rivin paikkaa. Tdméa voidaan tehdd laskemalla P1M , missd matrii-
si P; € C"™ ™ on permutaatiomatriisi, joka on saatu vaihtamalla yksikkomatriisin
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2.3. TUENTA R-LINEAARISELLE LU-HAJOTELMALLE

ensimmiisen ja k:nnen sarakkeen paikat. Oletetaan, ettd 16ydetylle alkiolle pétee
|N(pg,1)| > 0, jolloin operaattorin P M vasemman yldkulman alkio on kadntyva.

Tamén jilkeen voidaan tehdid Gaussin eliminaatio kuten kaavassa (2.2), mutta nyt
M:n paikalla on P; M. Témin tuloksena saadaan operaattori £1P1M.

Seuraavaksi etsitdin matriisin £;P;.A toisen sarakkeen toiselta riviltd alkaen suu-
rinta |N(py o) eli olkoon 2 <k <n sellainen, ettd

|(L1P1M)g2| = Qm?ggll(ﬁlle)ml-

<i

Oletetaan tama jilleen positiiviseksi. Olkoon P9 € C"*" permutaatiomatriisi, joka
on saatu vaihtamalla yksikkomatriisin sarakkeet 2 ja k keskendén. Gaussin eliminaa-
tion tuloksena saadaan LoP2LiP1M, kuten kaavassa (2.3), mutta nyt £,M:mn
paikalla on PoLi P M.

Kun edelld kuvattua menettelys jatketaan, saadaan yldkolmio-operaattori
Ln_IPn_ll:n_2Pn—2 S LIPIM — u.

Koska tissd olevat matriisit P} ovat yksikkématriiseja mahdollisesti £:s ja jokin
sen oikealla puolella oleva sarake vaihdettuna, niin Pi§; = §;, kun j < k. Myos

P =PI,

Edellisessd, kohdassa néhtiin, ettd L = I — n,cg{. Matriisit P; voidaan kuljet-
taa kaikkien £ operaattoreiden periin seuraavalla tavalla. Merkitddn n),_, =

Pu 1M, s ja Ln_g=T -1, 55 5.
Pn—l£n—2 = Pn—l(I - 7’n—2€£—2) =Pp_1— "7;1—257111—-2
= Pyt — My_o(Pn-1€n_2)T = Pn_1 — My _obn 2Py
= Pp_1 — Mp_gén—aPn-1=Ly_3Pn1.
Merkitan lisiksi 0}, = Pp—1Pn_a* Piy1mg, Ly =T — nj &L ja
P=P, 1Py 2---P;.

Edelld olevan kaltaisten laskujen jilkeen tuloksena on L, 1L, _o---L1PM =U.
Merkitdin vieli £= ;1. £t jolloin LU = PM. Operaattori £ koos-
tuu Gaussin eliminaatiossa kaytetyistd kertoimista

L=T+nET+n0el +.. -+ Mhobn—2 + Nn—1€n-1-

2.3 Tuenta R-lineaariselle LU-hajotelmalle

Seuraavaksi esitelldéin strategia, jonka avulla reaalilineaariselle operaattorille voidaan
aina muodostaa LU-hajotelman kaltainen hajotelma. Ensiksi osoitetaan hajotelman
olemassaolo, jonka jilkeen tarkastellaan kuinka sen voi laskea numeerisesti mielek-
kidlla tavalla. Tavoitteena on padstd eroon edellisessd kohdassa mainittujen kdanty-
mattomien tukialkioiden ongelmasta.
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2.3. TUENTA R-LINEAARISELLE LU-HAJOTELMALLE

Lemma 2.3.1. Olkoot p, # 0 ja p, singulaarisia reaalilineaarisia skalaarioperaat-
toreita. Jos py +quy ei ole kidntyvd millain q € C, niin on olemassa r € C siten,
ettd po —rpy = 0.

Todistus. Jos ps = 0, niin valitaan r = 0. Olkoon sitten py # 0. Merkitsemélld
p(2) =u1z +v12, po(2) = ugz + v2zZ voidaan laskea

0= |ug + quof* — |v1 + qua|* = (Jur|® = [v1|?) + lg|*(Juz|? - va|?) +
2Re (q(u1tiz — v172)) = 2Re (q(u1@2 — v192)) .

Valitsemalla q = (u1fip—v172) seuraa téstd witis = v10g. Olkoon 7 = ug/u;. Télldin
up —ruy =0 ja

U UUL UQUVQ
Vg — TV = Uy — — vg— ——— =

— 2 = 0.
uy v2 V202

Eli po—rp; =0. a

Lause 2.3.2. Olkoon M : C* — C" reaalilineaarinen operaattori. Tdlléin on ole-
massa alakolmio-operaattori £ : C* — C™, jonka ldvistdji koostuu skalaarisista
yksikkooperaattoreista, ylikolmio-operaattori U : C* — C", yldkolmio-operaattori
VY : C* — C", jonka jokaisella rivilli on yksikkélavistijaalkion lisdksi korkeintaan yk-
si toinen nollasta poikkeava kompleksiluku, ja permutaatio-operaattori P : C" — C"

siten, ettd
LU =VPM.

Todistus. Olkoon M : C* — C", M = (u;;) reaalilineaarinen operaattori. Jos
timin ensimméisessd sarakkeessa rivilli k& on kddntyva operaattori, niin kerrotaan
M vasemmalta rivinvaihto-operaattorilla P, joka vaihtaa M:n ensimmaéisen ja
k:mnen rivin paikat keskendin. Tdmén jilkeen voidaan suorittaa Gaussin eliminointi
kuten edelld ja saadaan L£,P1M.

Jos ensimmaisessé sarakkeessa ei ole kiiéintyviiéi operaattoria, niin etsitéén sieltd jokin
nollasta poikkeava operaattori py;. Jos télldista ei ole, niin ensimméinen sarake
on jo eliminoitu ja voidaan siirtyd eliminoimaan seuraavaa saraketta, jolloin £; =
P, = Z. Jos on ja loytyy jokin toinen m;; ja g € C siten, ettd py + quj; on
kiintyvi operaattori, niin kerrotaan M rivinvaihto-operaattorilla P, joka vaihtaa
ensimmaéisen ja k:nnen rivin paikat, ja sen jilkeen kerrotaan operaattorilla Vi =
IT+¢& ln{, missd k; on n X l-operaattori, jonka j:s komponentti on g. Operaattorin
V1P M vasemmassa ylikulmassa on nyt e, + qu;; , joka on kééntyvd. Voidaan
siis eliminoida Gaussin algoritmilla, jolloin saadaan £V P M.

Jos pyy +qpjy eiole kddntyvd millidn 1 <j<n,j # k, q € C, niin lemman 2.3.1
mukaan on olemassa luvut r; € C siten, ettd p;; —rjp = 0. Olkoon P, jélleen
rivinvaihto-operaattori, joka vasemmalta kertomalla vaihtaa ensimmaéisen ja k:nnen
rivin paikat, ja olkoon £y =Z — nIET , jossa 7, sisdltdd komponentteina r;:t paitsi
ensimmaisessd komponentissa 0 ja k:nnessa rj. Operaattorin P1M ensimmaiisen
sarakkeen, ensimmaiisen rivin alapuoliset, komponentit voidaan nyt eliminoida ker-
tomalla £;:114 vasemmalta. Saadaan £, P M.
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2.3. TUENTA R-LINEAARISELLE LU-HAJOTELMALLE

Voidaan siirtyé eliminoimaan seuraava sarake samaan tapaan. Lopulta saadaan
Ln 1Vn-1Pp_1Lpn_oVn_oPpn_o---LyYVIPIM=U.
Operaattorit £ ja Vi ovat muotoa
Ly =T —mtl, Vi=T+&kE k=1,...,n-1,
missi 7, Kx ovat n x l-operaattoreita, joille £;7r'r]k — £fnk =0, kun j <k.
Operaattorit Vi ja P} voidaan kuljettaa operaattorien L peréén seuraavasti.

Pétee
vn—lpn—lﬁn—2 = vn—lﬁzz_QPn—la

missi 7),_y = Pn_1Mp_2 ja Ln_y =T —0p_s€n_s. Olkoon njj_y = Vn_17,,_, ja
" =T —nl_,¢l ,. Tallsin
=(T — 262 o)(T + &n_1Kn-1) = L7_3Vn-1.
"

Merkitésn vield 1) = Vn-1Pn-1Vn—2Pn_2" - Vis1Pepamg ja £f = T — i€}
Talloin edelld kuvatun kaltaisesti saadaan

cn—l£ﬁ-2 e £,1lvn—lI)n—lvn—2ljn-—2 e vlle =U.

Operaattorit Py voidaan vield kuljettaa operaattoreiden Vj eteen. Kun merkitaén

/ = 5 / _ 1T .e
Ki_o=Pn_1Kp_2 ja Vy_o =T+ &p—2Ky,_o, Niin

Pp_1Vno=Pn 1+ Py 1€y okl y=Pn1+&, ok o
= Py +&n_o(P2_1kn_2)T = Pn_1+ €n_o(Pn1kn-2) Pp_;
=Pp1+ ﬁn_zﬁ'nm_2pn—l =V, 2Pa-1:
Jatketaan tdtd kunnes kaikki Pj:t ovat perdssid. Kun k), = Pp_1Pp_2--- Pri1Kg
ja Vi =T+ &kl , niin
Ln 1L o LYV 1V o ViPp 1Py PIM=U.
Merkitsemalla
c=Cy1...cl e V=YV, 3V ja P=Py 1Py 3Py

voidaan edell oleva lausua LU = VP M. Tissi operaattori £ voidaan muodostaa
suoraan Gaussin eliminoinnissa kdytetyistd kertoimista kuten aiemmin:

L=T+nleT+ - +nl €L o +n)_ &5,

Myés operaattori V' voidaan muodostaa suoraan seuraavasti. Merkitdin Sy =
V). -+ VyV!, jolloin induktiolla voidaan osoittaa

Sp=T+& KT +ERT +-- + &Rl
Nimittdin selviisti S; = V) on titd muotoa. Jos Sy on ylla olevaa muotoa, niin
Skt1 = ViaSk = (T + €ep1kip) Sk = T+ Euwt +Ew5 + -+ €l +
Exrimiis + e (S0 EDRT + e (K5 162)RE + - + & (K1 €KY
=T+ &R + &Ry + -+ &Ky +Epikit,
joka on haluttua muotoa. Téten
V=T+&kT +&RT + - +&nakna+&n1kn_1-

Lause on nyt osoitettu. O
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2.3. TUENTA R-LINEAARISELLE LU-HAJOTELMALLE

2.3.1 R-lineaarisesti tuetun LU-hajotelman laskeminen

Esitelldén sitten eris tapa laskea edelld kuvattu hajotelma reaalilineaarisille operaat-
toreille tavalla, joka pyrkii ottamaan huomioon numeeriset nikokohdat. Oletetaan
seuraavassa, etti operaattori M on kidntyvai.

Lauseen 2.3.2 mukaiset £,V ja P ovat kddntyvid, joten myés U on kiddntyva.
Erityisesti tiistd seuraa, ettd kaikki U:n skalaariset ldvistdjdoperaattorit ovat kién-
tyvid. Téten lauseen 2.3.2 todistuksen alussa sarakkeelta 16ytyy joko heti kddntyva
operaattori tai sitten nollasta poikkeava p, ja q € C, j # k siten, ettd py, +qu
on kidntyva.

Skalaarioperaattorille p(z) = uz + vZ médritelliin kohdan 2.2 tavoin suure N(u) =
|u|? — |v|? ja kiiytetiidin seuraavaa strategiaa. Etsitdan ensin operaattorin M ensim-
miiseltd sarakkeelta alkio gy, siten, ettd |N(py;)| on suurin mahdollinen. Seuraa-
vaksi lasketaan jokaiselle i,j € N, 1 <i,j <n,i#j luku N(m;; + qijuj1), jossa
Qij = SijTij, Tij = (u“ﬂjl—vﬂf}jl) ja Sij € R vield midradmiton reaaliluku. Télloin

N (i1 + gijgn) = luit + gijuin|* = i + gijoi |
= (Juar|? = [var|®) + laij*(lus|* = vin|?) +
2 Re (ij (uir@j1 — vin0j1)) = N(pir) + s31rij* N (1) + 2851
Huomaa, ettd pidettdiessid |g;;| kiinnitettynd, tehty valinta g;;:lle maksimoi arvon
N(piy + gijijn)-

Valittaessa lukuja s;; pyritddn siihen ettei operaattorin V1P1M ensimmdisen ri-
vin alkioiden suuruusluokka kasvaisi kohtuuttomasti operaattorin Py M ensimmai-
seen riviin nihden. Valitaan téssi yksinkertaisesti joko s;; = 1 tai s;; = —1 sen
perusteella kummalla valinnalla lausekkeen |N(g;; + gijptj1)| arvo on suurempi.

Lopuksi poimitaan suurempi arvoista |N(pg1)| ja |N(mi + gijpej1)|- Liitteessd B
oleva MATLAB-funktio r1_luvp laskee ylli kuvatulla tavalla hajotelman LU = VPM.
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Luku 3

Iteratiivinen ratkaiseminen

3.1 Johdanto

Olkoon A € C™", b€ C" ja tehtéviina ratkaista lineaarinen yhtéléryhmé
Ax=b. (3.1)

Téta tarkoitusta varten edellisessi luvussa esiteltiin Gaussin menetelméén perustuva
A:n LU-hajotelma. Tiamé algoritmi vaatii O(n3) laskuoperaatiota ja on esimerkki
ns. suorasta menetelmisti lineaarisen yhtdloryhmén ratkaisemiseksi. Muistia se vaa-
tii O(n?) alkiota. Suurilla n toinen tai molemmat ndistd vaatimuksista saattavat
ylittad kiytettdvissid olevat tietokoneresurssit. Erityisesti osittaisdifferentiaaliyhté-
16iden ja integraaliyht#ldiden diskretoinnista seuraavissa yhtéloryhmissd n kasvaa
haettaessa lisié tarkkuutta lopulta resurssit ylittden. Toisaalta nédiden diskretointien
matriiseilla A on usein rakenne, jota voidaan kiyttdd hyodyksi. Matriisia A kutsu-
taan harvaksi, jos niin suuri mééra sen alkioista on nollia, ettd td&mén hyodyntdminen
on mahdollista.

Iteratiivisissa menetelmissd lihdetddn liikkeelle ratkaisun approksimaatiosta, jota
pyritdin tarkentamaan algoritmin jokaisella iteraatiokierroksella. Iterointi pyséyte-
tadn, kun riittivd tarkkuus on saavutettu. Erilaisia menetelmid on 1950-luvulta ldh-
tien esitetty lukuisia ja niiden suppenemisnopeudet kohti ratkaisua riippuvat pait-
si menetelmésti myds matriisin A ominaisuuksista. Suppenemisnopeuteen voidaan
huomattavasti vaikuttaa myos ns. pohjustuksella, mistd enemmaén seuraavassa luvus-
sa.

Usein kilytinnon tehtévissi esiintyvien yhtéloryhmien matriiseilla A on ominaisuuk-
sia, jotka tekeviit iteratiiviset menetelmdt suoria menetelmid laskennallisesti edulli-
semmiksi. Tyypillisié iteratiivisten menetelmien perusoperaatioita jokaisella iteraa-
tiokierroksella ovat matriisilla A kertominen ja sisdtulon laskeminen. Harvoista mat-
riiseista nauhamatriisien tulot vektoreiden kanssa vievét vain O(n) laskuoperaatio-
ta. Suorat menetelmit eiviit myoskidin tule kyseeseen mikili itse matriisia A ei ole
mielekiisti muodostaa ja tallentaa tietokoneen muistiin, mutta operaatio © — Az
voidaan suorittaa mille tahansa vektorille . Toisaalta joskus yhtdlon ratkaisun ei
tarvitse olla tarkka, jolloin iteroinnin voi pysdyttdd ratkaisun saavutettua saman
virherajan kuin mittausarvoista periisin olevilla A:lla ja b:lla. Suoralla menetelmal-
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14 ratkaiseminen tdytyy viedd loppuun asti, koska laskennan vilitulokset eivét ole
kiyttokelpoisia likimééraisratkaisuja.

Myds téssi luvussa esitelldin aluksi joitakin iteratiivisia menetelmid matriiseille ja
sen jilkeen siirrytisin kisitteleméin reaalilineaaristen operaattoreiden menetelmid.

3.2 Petrov-Galerkinin menetelma

Abstrakti Galerkinin menetelmé on pohjana useille eri menetelmille. Yhtals (3.1)
voidaan kirjoittaa yhtépitévasti muotoon

(Az,y) = (b,y) kaikilla y € C".

Notaatio (-,-) tarkoittaa C™:n sisétuloa (z,y) = y*x. Kirjoitetaan edellinen yhtalo

muotoon
(b— Az,y) =0 kaikilla y € C". (3.2)

Korvaamalla tiissi avaruus C™ sopivasti aliavaruuksilla, saadaan approksimoiva yh-
talo. Olkoot Xi, Yx C C™ joitakin C™:n aliavaruuksia ja o ratkaisun alkuarvaus.
Avaruuksien Xj,Y) dimensiot ovat tyypillisesti huomattavasti pienemmét kuin n.
Petrov-Galerkinin ehto ratkaisun approksimaatioksi &y € xo + Xi on

(b— Azy,y) =0  kaikilla y € Y;. (3.3)
Ratkaisua x etsitiiin siis affiinista aliavaruudesta xo + Xy, siten, ettd jadnnos rp =
b — Ax; on kohtisuorassa Yj:ta vastaan.

Ratkaisun x; laskemiseksi, olkoot matriisin Vi € C"*k sarakkeet avaruuden Xj
jotkin kantavektorit ja matriisin Wy € Cn*k sarakkeet Yj:n kanta. Olkoon zy € CF
siten, etta

xp = o+ Vizk. (3.4)

Merkitdin vield v = b — Az, jolloin yhtéls (3.3) saadaan muotoon
WZAVka = WZ’U. (3.5)

Ratkaisemalla tistd zy ja sijoittamalla kaavaan (3.4) saadaan yhtdlon (3.1) ratkaisun
approksimaatio xg.

Matriisi WAV ei vilttamittd ole kddntyvd vaikka A olisikin. Seuraavan lauseen
kahdessa tapauksessa niin kuitenkin on.

Lause 3.2.1. Olkoon V € C"** aliavaruuden X, kanta ja W € C™** aliavaruuden
Y. kanta. Talloin W* AV on kidntyvd, jos

(1) (Az,x) # 0 kaikilla  # 0 ja Xy = Yy, tai
(2) A on kddantyva ja Yy = AX.

Todistus. Ensimméisessi tapauksessa on olemassa kannanvaihtomatriisi K € ik
siten, ettd W = VK. Télloin W*AV = K*V*AV. Koska

(V*AVz,z) = (AV2,V2z) #0  kaikilla z € C*, z # 0,

21



3.2. PETROV-GALERKININ MENETELMA

niin matriisi V*AV on kisintyvi, koska sen nolla-avaruus siséltéd vain nollavektorin.
Koska myos kannanvaihtomatriisi K on kdéntyvé, véite on saatu osoitettua.

Toista tapausta varten huomataan, ettd AV on Yj:n kanta. Téten on olemassa kan-
nanvaihtomatriisi K € Ck*¥ siten, ettd AV = WK. Tillsin W*AV = W*WK.
Matriisi K on kiiéintyvi ja myos W*W on kddntyvi, koska

(W*W2z,z) = (Wz,Wz)=|Wz|?>0 kaikilla z € C*, z #0.
O

Petrov-Galerkinin yht#lon ratkaisulle pitee seuraavat yleiset optimaalisuustulokset.

Lause 3.2.2. Olkoon A € C™*™ hermiittinen ja positiividefiniitti matriisi ja X =
Yi. Tilloin Petrov-Galerkinin yhtdilén ratkaisun xy virhe on kohtisuorassa aliava-
ruutta Yy, vastaan A-normissa eli

(s — Tk, Y) 4 =0 kaikilla y € Yy,

missd (u,v) , = (Au,v) ja @, on yhtdilon (3.1) tarkka ratkaisu. Approksimaatio xy
minimoi virheen A-normissa

s — 2kll.a = min |z, —ylla.

Todistus. Asetetaan yhtilossi (3.2) * = . ja vihennetddn se puolittain (3.3):sta,
jolloin
(A(zy — k), y) =0  kaikilla y € Y;.

Virheen minimoituminen seuraa Pythagoraan lauseesta.
Iz — ylla = llze — @+ 2x — yla = s —@ela + lloe —ylla (¥ € Xe),

missi on kiytetty kohtisuoruutta (z.« — @) L (@x — y). Virhe minimoituu, kun
y — a)k_ D

Toisessa tapauksessa (Y; = AXj) ndhdaan yhtalosta (3.3), ettd approksimaation @y
antama jisinnos ry = b— Axy, on kohtisuorassa avaruutta A X} vastaan. Pythagoraan
lauseesta seuraa (kuten edellisen lauseen todistuksessa), ettd jadnnoksen 2-normi
||k||2 on minimissdén tdsmaélleen silloin, kun 74 L AXj. Saadaan seuraava lause.

Lause 3.2.3. Olkoon Y;, = AXy. Tilloin Petrov-Galerkinin yhtdlon ratkaisun xy
jadnnos v = b — Axy on kohtisuorassa avaruutta Axy vastaan. Tdmd tapahtuu
tasmdlleen silloin, kun jddnnoksen 2-normi on minimissadan

b— A = i b— A 3
I x|l o I yll2

Seuraavaksi esitellisin Krylovin aliavaruudet, joita kidyttden yhdessa Petrov-Galerki-
nin yhtilén kanssa saadaan muodostettua iteratiivisia ratkaisumenetelmid yhtélolle
(3.1). Liittogradienttimenetelmé on esimerkki tallaisesta menetelméstd (Y = Xj ja
A hermiittinen ja positiividefiniitti) ja sille patee lause 3.2.2. GMRES on esimerkki
menetelmisti, jolle pitee lause 3.2.3. Niista esitellddn vain GMRES, minkd jilkeen
siirrytadn kisitteleméédn reaalilineaarisia menetelmid.
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3.3 Matriisien Krylovin aliavaruudet

Valitaan Xj:ksi Krylovin aliavaruudet
Kr(A,v) = span {v,Av,A2v, ,Ak_lv} , k=1,2,...

Niille pitee Ki(A,v) C Kgi1(A,v) kaikilla k. Vektorin v minimipolynomi A:n
suhteen on pieninti astetta oleva mooninen polynomi p (korkeimman asteen termin
kerroin on yksi) siten, ettid p(A)v = 0. Téllainen minimipolynomi on aina olemassa,
koska erityisesti A:n karakteristisella polynomilla p on p(A) = 0 Cayley-Hamiltonin
lauseen mukaan. Seuraava lause kertoo, ettd Krylovin aliavaruudet kasvavat aidosti
minimipolynomin astelukuun asti eivitké sen jalkeen muutu.

Lause 3.3.1. Olkoot A € C™*" v € C" ja p on v:n minimipolynomi. Kun merki-
tddn p = degp, nin

(1) dimKy(A,v) =k, kun k < p,

(2) Kp(A,v) =Ku(A,v), kun k > p.

Todistus. Olkoon k < p. Selvésti dim K (A, v) < k. Kun jokin kertoimista co, ci, .. .,
ck—1 poikkeaa nollasta, taytyy olla cov+c1Av+-- +cp_1AF v # 0. Muutoin tisti
voitaisiin muodostaa minimipolynomi, jonka asteluku olisi pienempi kuin p vastoin
p:n valintaa. Vektorit v, Av, ..., AF—1y ovat siten lineaarisesti riippumattomat, joten
kohta (1) on osoitettu.

Olkoon sitten k > . Minimipolynomin mukaan A*v on lineaarikombinaatio vek-

toreista v, Av, ..., A¥"lv. Huomaamalla, etti AJv = AAT v, saadaan induktiol-
la, ettd myos A¥v on lineaarikombinaatio samoista vektoreista. Kohta (2) on téten
osoitettu. O

Krylovin aliavaruuksiin Ky(A,v) voidaan muodostaa ortonormaali kanta Arnoldin
menetelmilld. Olkoon ensimméinen kantavektori g¢; = v/||v||. Oletetaan sitten, ettéd

kantavektorit g, o, - . ., g; on laskettu ja ndytetdan kuinka q;, saadaan. Lasketaan
vektori Aq; ja ortogonalisoidaan se kiyttden Gram-Schmidt menetelméa
J
wj = Ag; — ) hija; (3.7)
i=1
hjt1,; = |[wjl| (3.8)

Menetelmé pysdytetdén, jos w; = 0. Télloin sanotaan menetelmdn murtuneen ja
titd jinnettd askelta murtumisaskeleeksi. Muutoin asetetaan g, = w;/|lwj]|.

Algoritmi 3.3.1 laskee saman kannan kdyttden muunnettua Gram-Schmidt menetel-
mii. TAméa on tarkassa aritmetiikassa yhtédpitdvd edelld kuvatun kanssa, mutta on
numeerisessa laskennassa tapahtuvien pyoristysvirheiden lasnéollessa luotettavampi.
Vektorin Agq; ortogonalisointi tapahtuu siind yksitellen, jolloin vektoreissa q;, qa,

.+, g; jo oleva pyéristysvirheistd aiheutunut epédortogonaalisuus tulee huomioiduk-
si.
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Algoritmi 3.3.1 Arnoldin menetelmé ortonormaalin kannan muodostamiseksi Kry-
lovin aliavaruudelle Ky(A,v) kiyttden muunnettua Gram-Schmidt menetelméaa.
Laskee ortonormaalit kantavektorit g,,qs,... ja tallentaa ortogonalisoinnissa kéy-
tetyt sisitulot matriisin H = (h;;). Algoritmi pysihtyy muodostettuaan min{k +
1,dim K (A, v)} kantavektoria.

1: gy < v/|lv|

2: for j =1 to k do

3w qu

4: fori=1to jdo

5 hij — (w, q;)

6 w—w — hijqi
7. end for
8
9

hjt1,j < |wl|
if hj+1,j =0 then

10: lopeta algoritmi
11:  end if

122 g < w/hjt
13: end for

Lause 3.3.2. Oletetaan, ettd Arnoldin menetelmdlld on saatu muodostettua vek-
torit qy,qs, - - -,qy. Nimd vektorit muodostavat ortonormaalin kannan avaruuteen
ICk(A,v).

Todistus. Vektorit ovat ortonormaalit Gram-Schmidt prosessin ja normeerauksen
my6td. Osoitetaan, ettd jokaiselle g; on olemassa astetta j —1 oleva polynomi p;_1
siten, ettd q; = pj—1(A)v. Tamé on selvisti totta q;:lle. Oletetaan sitten, ettd ndin
on gq,qs,- - -,q;:lle ja osoitetaan todeksi myds g;:lle. Kaavasta (3.7) saadaan

J J
a1 = i AG; — 3 Ry = pyApici (A0 - 3 Ephapics (A
g=1 =1

mistd nihdiin, ettd oikealla puolella on j-asteinen polynomi.

Ollaan saatu, ettd qq,qs, - .., q; kuuluvat avaruuteen Ki(A,v). Krylovin aliavaruu-
den mairitelmisti saadaan dim K (A, v) < k, joten vektorit virittévit avaruuden ja
dim K (A, v) = k. Lisdksi ndhddén, ettd v:n minimipolynomi on vihintdén astetta
k. O

Lause 3.3.3. Arnoldin menetelmdssi w; = 0 jos ja vain jos j on v:n minimipoly-

nomin asteluku.

Todistus. Oletetaan aluksi w; = 0. Kuten lauseen 3.3.2 todistuksessa, olkoon p;_1
astetta j oleva polynomi siten, ettd q; = p;j—1(A)v. Kaavasta (3.7) saadaan

J J
0=w;=Aq;— Y hi;gq; = Apj-1(A)v — Y _ hi;pi-1(A)v,

i=1 i=1

jonka oikealla puolella on j-asteinen polynomi. Siispad v:n minimipolynomin asteluku
on korkeintaan j. Koska w;_1 # 0, on toisaalta saatu muodostettua qy, ..., g;, joten
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lauseen 3.3.2 perusteella dim K; (A, v) = j jalauseen 3.3.1 mukaan minimipolynomin
asteluku ei voi olla pienempi kuin j.

Oletetaan sitten, ettd j on v:n minimipolynomin asteluku. Lauseiden 3.3.1 ja 3.3.2
perusteella Arnoldin menetelmilld on mahdotonta muodostaa enemmén kuin j or-
tonormaalia vektoria. Téytyy siis olla w; = 0 jollakin 7 < j. Toisaalta, jos i < j,
niin tdmin todistuksen ensimmaiisen osan mukaan asteluvunkin téytyisi olla i. Téten
wj; = 0. O

Edeltivien lauseiden sisiltoni on, ettd Arnoldin menetelmé toimii niin pitkédlle kuin
mahdollista. Se pysihtyy tdsmailleen silloin, kun Krylovin aliavaruuksien jono (k =
1,2,...) lakkaa kasvamasta.

Olkoot qy, qs, - - - , @5 muodostettu Arnoldin menetelmalld ja asetetaan ne sarakkeiksi
matriisin Q = [q, ¢ - qk]. Olkoon Hj Arnoldin menetelmin alkioista hij
muodostettu (k + 1) x k-matriisi, (/I-}k),-j = hij (1 <j+1) ja muut alkiot nollia.
Olkoon vield Hj se k X k-matriisi, kun matriisista /I;k poistetaan viimeinen rivi.
Kaavasta (3.7) saadaan

J j+1
hj+1,95+1 = Agj — Z hijq; < Ag; = Z hi;q;,
i=1 i=1
joka voidaan kirjoittaa matriisimuotoihin
AQ; = Q;. Hj, (3.9)
AQ; = Q;H; +wjej, (3.10)

missi e; on C7:n j:s luonnollinen kantavektori. Kertomalla jalkimméinen puolittain
Q;:ll'é. ja hyodyntamélld Q;:n sarakkeiden ortonormaalisuutta, saadaan lisiksi

Q;AQ; = Hj. (3.11)

3.4 GMRES-menetelma

GMRES (Generalized Minimal Residual) menetelméssa likimaaraisratkaisua xy, etsi-
taan avaruudesta g+ Ki(A,v) ja vaaditaan, ettd jadnnosvektorin rp = b— Axy 2-
normi ||7x|| on pienin mahdollinen. Tassd v = b— Axg ja T on alkuarvaus. Lauseen
3.2.3 mukaan normin ||rg|| minimointi on yhtépitdvi kohtisuoruuden ehdon (3.3)
kanssa, kun merkitdén X = Ki(A4,v), Y = AX}.

Valitaan k ja lasketaan Arnoldin menetelmélld - kdyttden esimerkiksi algoritmia 3.3.1
- ortonormaalit kantavektorit Krylovin aliavaruudelle K (A, v) ja asetetaan ne mat-
riisin Q, sarakkeiksi. T&ll6in yhtélosta (3.9)

Il = 16— Azell = l[o = AQuzill = l[v = Qi Hizel
= |@cirllivler - Hizo)|| = |[Ivller — Hiza (3.12)

missé jilkimmadisin yhtésuuruus seuraa Q. ;:n sarakkaiden ortonormaalisuudesta.
Jiéljelle on jddnyt pienimméin nelidsumman tehtévd. On 16ydettavd z; € CF siten,
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3.4. GMRES-MENETELMA

ettd “||v||el - /I;kzkH on pienin. Téssd Hy = [hij] on (k + 1) x k-matriisi, jonka
alkiot ovat nollia h;; = 0, kun ¢ > j + 1.
Tehtivd voidaan ratkaista laskemalla QR-hajotelma Givensin rotaatioilla. Olkoon

G € Ck+1)x(k+1) Jagkettu ortonormaali matriisi siten, ettd GH k= Rk on yliakol-
miomatriisi. Merkitdin 7, = Ge; ja olkoon vektori 7, tdmén k ensimmaéistd kom-

ponenttia ja (x viimeinen komponentti, jolloin 7, = [’Zk] Merkitaan vield Ry:lla
k
sitd k x k-matriisia, joka saadaan poistamalla Ry:sta viimeinen (nolla)rivi.

Kiyttien G:n ortonormaalisuutta, tulee (3.12) muotoon
) - 2 o 2
il = |loller — Huzi||” = |G llIvlier - Hiz)|

~ 2 2
= o1 — Rz = || Iolime — Rez]|” + lol?iceP (3.13)

Kun Arnoldin menetelmé ei ole vield murtunut, on ﬁk:n rangi médritteen (3.8)
perusteella k. Kun A on kddntyvi, on ﬁk:n rangi k¥ myos murtumisaskeleella yhta-
losta (3.10) johtuen. Néisséd tapauksissa ﬁk:n ja Ry:n rangi on myos k, joten Ry on
kadntyva. Ratkaistaan yhtéld

Ry zi = [|v]|my
taaksepdin sijoituksin, jonka jilkeen GMRES-menetelmén likimaaréisratkaisu saa-
daan kaavasta x = ®o + Qx2k. Talloin ||| = ||v]||Ckl-

Huomataan lisiksi, ettd Arnoldin menetelméin murtuessa hgt1x = 0 (wgp = 0),
jolloin GMRES antaa tarkan ratkaisun yhtélolle. Téll6in Gy, on yksikkdmatriisi, joten
¢k = 0 ja kaavasta (3.13) ndhdéén ry = 0.

Seuraava lause antaa mahdollisuuden arvioida GMRESin suppenemisnopeutta.

Lause 3.4.1. Olkoon A diagonalisoituva, A = X AX L. Tdlloin jidnnokselle pitee
arvio

<
Iell < Irollsa(X) _min  max [p(X),

missd@ P, on korkeintaan k-asteisten kompleksikertoimisten polynomien joukko ja
Kko(X) = || X ||2]| X |2 on hdiridalttius 2-normissa.

Todistus. Olkoon p jokin korkeintaan k-asteinen polynomi siten, ettd p(0) = 1. Ase-
tetaan g(A\) = (1 — p(\))/A ja © = xo + g(A)ro. Talléin

b—Ax=b— Axo— (I — p(A))ro = p(A)ro.

Koska q on (k — 1)-asteinen polynomi, kuuluu & € xo+ Ky (A, r¢). GMRES minimoi
jaannoksen normin ||rg|| avaruudessa g + Ki(A, o), joten
Irill < 116 — Az|| = [[p(A)rol| = | Xp(A) X roll

< IXMp@)INX ol = lIrolln2(X) e lp(M)I,

koska diagonaalimatriisin 2-normi on itseisarvoltaan suurin diagonaalialkio. On li-
siksi helppo niihdi, ettd oikeanpuolimmaisen lausekkeen minimi saavutetaan jolla-
kin polynomilla p. a
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Algoritmi 3.4.1 GMRES-menetelmé yhtdlon Az = b likimééréiseksi ratkaisemi-
seksi. Suorittaa k iteraatiota tai pysihtyy, jos tarkka ratkaisu saavutetaan.

1: 7o — b— Azmg, qq — 7o/||lroll, T [1] € C*!

2: for j =1to k do

3w qu

4: fori=1tojdo

5 hij — (w,q;)

6 w—w— h,-]-qi
7. end for
8
9

hjt1; < [lwl|
i 8 [hy hy oo hig)
10: fori=1toj—1do
11: 8i:(i+1) — GiSi(i+1)
12: end for .
13:  Olkoon G; € C2*2 Givensin rotaatio siten, ettd Gj8;.(j+1) = [# O]
4 85G+1) = GiSi(+y

= R ; o an o . | =
15: R« [O] e CU+x( 1), R — [R .9] = [g] y Mj:(j+1) < Gjﬂj;(j+1)
16: if hj+1,j = (0 then

17: break

18: end if

190 @iy — w/hjp
20: end for

21: Q —[q1--q;], R« Ruyju, MMy
22: Ratkaistaan z yhtdlostd Rz = ||ro|[n
23: © « xo + Qz, jiinnoksen normi on [|7ol|[7;4]

Seuraus 3.4.2. Olkoon A diagonalisoituva ja kuulukoon sen ominaisarvot (-kes-
kiseen R-siteiseen suljettuun kiekkoon. Oletetaan lisiksi, ettd origo ei kuulu tdhdn
kiekkoon. Tdlloin

k
lrell < lirollwa(X) (I%) .

Todistus. Olkoon polynomi p(\) = (1 — A/¢)*. Saadaan

Ip(V)] = (%K—M)k < (I%)k

a
Edellisen lauseen ja sen seurauksen sisdltdma hairicalttius x2(X) on yleensé vaikea
laskea, miké tekee arvioiden kiyttdmisestd hankalaa. Kuitenkin normaalimatriiseille

(tai lihes normaaleille) pétee x2(X) = 1, koska matriisi on normaali jos ja vain jos
se on diagonalisoituva ortonormeeratulla muunnosmatriisilla X.
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3.4.1 Uudelleenkiiynnistys

GMRESin suorittama téysi ortogonalisointi vaatii kaikkien vektorien g; € C™ tal-
lentamisen tietokoneen muistiin. Vaadittu muistin mééra kierrosten k kasvaessa on
siten O(nk), jolloin tietokoneen muistikapasiteetin rajat saattavat tulla vastaan las-
kennan edistyessi. Jokaisen kierroksen laskenta my6s hidastuu, koska uusi vektori
tiytyy ortogonalisoida kaikkia aikaisempia vastaan. Naistd syistd voi olla edullista
kiiynnistdd algoritmi uudelleen kiyttden alkuarvauksena xo edellisen algoritmin ajon
likimasdriisratkaisua xi. Merkitdin k:n iteraatiokierroksen vilein uudelleenkéynnis-
tettyd menetelmdai GMRES(k):1la.

Lause 3.4.3. Jos (Az,x) # 0 kaikilla  # 0, niin GMRES(k) suppenee.
Todistus. Olkoon xq alkuarvaus ja ro = b— Axo. Olkoon x; ensimméinen GMRESin

antama likimairiisratkaisu eli |b— Az|| (x € zo+ K1(A, 7)) on minimisséén, kun
x = x;. Tillsin &, = xo + arg ja jiinnds ry = b— Az = ro — aAro. Normille

r1]|?2 = (ro — @Arg, 10 — @ Arg) = (ro — aArg, T0) —@ (0 — CAT0, AT0) , (3.14)
missi (ro — aArg, Arg) = 0, koska 71 L AK,(A, o). Téstd saadaan mydos

— <r0a A'I'()>
(A’I‘o, A’I'()) )

Jatkaen kohdasta (3.14)

2
Il = ol = c(Ara,ro) = rof? (1 - HATZ0 L AT0r0) )
(ro,m0)” (Aro, ATo)

Asetetaan p = minz_; | (Az, z) | ja kiytetddn epéyhtalod || Aroll < | Allllroll, jol-

loin
2

m
r1ll2 < firoll? (1 - ) .
TAT2

Titen GMRESin ensimmiinen iteraatio pienentéd jainnoksen normia ||rol| ainakin
tekijalla (1 — p2/[|AJ|?)"/? < 1. Muissa iteraatioissa jiinnoksen normi ei kasva. Seu-
raavissakin uudelleenkiynnistyksissid ensimmaéinen iteraatio aina pienentédé normia
samalla tekijélld. Néin ollen uudelleenkdynnistetty GMRES suppenee. a

3.5 R-lineaariset menetelmat

Olkoon M : C* — C", M(z) = Mz+ MyZ reaalilineaarinen operaattori, b € C"
ja tuntematon vektori z on ratkaistava yhtélosta

M(z) =b. (3.15)

Tillainen yhtild voitaisiin ratkaista muodostamalla reaalimatriisiesitys ja kéytté-
milld edelld kuvattuja menettelyjd matriisiyhtéloiden ratkaisemiseksi. Pitdmélld R-
lineaarinen yht#lé annetussa muodossaan tarjoaa kuitenkin etuja. Etsittéessa re-
aalimatriisiesityksen likim&&rdisratkaisua jostakin k:n vektorin virittdmasta R?":n
aliavaruudesta tilanne voidaan siirtdd alkuperdisen yhtélon (3.15) ratkaisemiseen.
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Viritettyé aliavaruutta vastaa tilldin k:n vektorin virittdma R-kertoiminen C":m ali-
avaruus. Tissi kappaleessa esitelliin menetelmid, joissa ratkaisua etsitdén néiden
k:n vektorin virittiméstd C-kertoimisesta aliavaruudesta. Likimaérdisratkaisun ha-
kuavaruus kullakin iteraatiolla on siten laajempi ja pyrkimyksend on saavuttaa re-
aalimatriisimenetelmia nopeampi suppeneminen.

Yleisen reaalilineaarisen operaattori sijaan keskitytdéin pddasiassa muotoa My(2z) =
kz + Myz (rk € C) oleviin operaattoreihin, koska néiden ominaisuudet soveltu-
vat Krylovin aliavaruuksien kiyttoon. Téman muotoisilla operaattoreilla on sovel-
luksia mm. liiketieteellisessi kuvantamisessa. Sihkoisessd impedanssitomografiassa
muodostetaan poikkileikkauskuva esimerkiksi potilaan rintakehéstd sy6ttdmélld ihon
pinnalle sihkovirtoja ja mittaamalla vasteena saatu sdhkopotentiaali. Kyseessd on
inversio-ongelma, jonka ratkaisuna on sihkonjohtavuus poikkileikkauksen jokaisessa
pisteessi. Kuva keuhkoista ja syddmestd voidaan muodostaa, koska eri kudoksilla
on erilaiset johtavuudet. Ongelmaa ratkaistaessa joudutaan heikosti singulaarisiin
Fredholmin toisen lajin integraaliyht#ldihin, jolloin diskretoinnin mydtd pdddytaan
yhtiloihin muotoa z+ Mgz = 1, missé 1 on luvuista 1 koostuva vektori. Téssd mat-
riisia My ei tallenneta tietokoneen muistiin vaan operaatio z — MxZ on peraisin
funktioiden konvoluutiosta ja diskretoitu operaatio voidaan laskea kéyttden nopeaa
Fourier-muunnosta (FFT). Yht#lot ovat yleensd véhintédén kokoa n = 216 ja yhden
kuvan laskemiseen sellainen joudutaan ratkaisemaan jokaisessa diskretointipistees-
si. Suorat ratkaisumenetelmit eiviit tule kyseeseen ja iteratiivisissa menetelmisséd
suppenemisnopeuden parantaminen antaa kuvan nopeammin léékérin kiytt6on.

Muotoillaan seuraavaksi Petrov-Galerkinin yht#lé matriiseja vastaavalla tavalla. Ol-
koon X} jokin C™:n C-kertoiminen aliavaruus ja Yj jokin R-kertoiminen aliavaruus.
Kun zo € C" on ratkaisun alkuarvaus, Petrov-Galerkinin ehto likimaéréisratkaisuksi
zZ, € 2o+ X on

(b— M(zr),y) =0  kaikilla y € Y. (3.16)
Merkitddn ro = b—M(20). Kun matriisien V', ja W, sarakkeet muodostavat kannat
avaruuksille Xy ja Yj (vastaavasti), niin edelld oleva ehto voidaan kirjoittaa muotoon

W;kauk + WZM#Vkﬂk = W,:’I"o, (3.17)

mist#i ratkaisemalla uj saadaan likiméiriisratkaisu alkuperiiselle yhtélolle (3.15)
laskemalla
zp = 2o + Viug. (318)

3.6 Krylovin aliavaruudet

Krylovin aliavaruudet voidaan médritelld matriiseja vastaavalla tavalla. Olkoon
Kx(M, 7o) = span {TO,M('I’O),Mz('rO), ,Mk-l(ro)} (k=1,2,...).

Vektorin 79 minimipolynomi M:n suhteen on pieninta astetta oleva kompleksiker-
toiminen mooninen polynomi p siten, ettd p(M)(ro) = 0. Kun operaattorille M
muodostetaan sitd vastaava reaalinen 2n x 2n-matriisi A, niin Cayley-Hamiltonin
lauseen mukaan on olemassa (reaalikertoiminen) polynomi p siten, ettd p(A) = 0.
Tilla samalla polynomilla myds p(M) = 0, joten minimipolynomi on hyvin mééri-
telty.
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Seuraavassa keskitytéan siirrettyihin antilineaarisiin operaattoreihin My(z) = Kz +
M4Z, koska yleisemmilld reaalilineaarisilla operaattoreilla ei ole tarvittavia ominai-
suuksia. Kuitenkin mikili operaattorin M(z) = M z+ M4Z matriisi M on helposti
kiintyvi, niin yhtils M(z) = b voidaan kertoa puolittain M ~L:114 ja siten saadaan
operaattori muotoon M (2) = z + M~ MyZ.

Lemma 3.6.1. Olkoon My(z) = kz + MyZ siirretty antilineaarinen operaattori
ja k ei-negatiivinen kokonaisluku. Tdlloin

ME = p(My), (3.19)
ME = g(M,), (3.20)

joillakin k-asteisilla moonisilla polynomeilla p ja q. Lisdksi, kun p on k-asteinen
polynomsi, niin

Mnﬁ(Mn) = d(MN)s (3~21)
jollakin (k + 1)-asteisella polynomilla q.

Todistus. Kirjoitetaan ensimmadistd kaavaa varten
ME = (kI + Mo)k = (kI + My) -+ (kI + Mo).

Kerrotaan timéa auki ja kiytetdin kaavoja Mg o kI = RMy ja kI o Mo = kM,
niin saadaan (3.19).

Jo osoitetun kaavan perusteella on olemassa korkeintaan (k — 1)-asteinen polynomi
r siten, ettd ME = ME — r(M,). Kaava (3.20) seuraa siten induktiosta, koska se
on selvisti tosi k£ = 0:lla.

Olkoon vield p jokin k-asteinen polynomi. T&llgin (3.19) perusteella on olemassa
k-asteinen polynomi 7 siten, etta

Mnﬁ(Mn) = MKF(MO) = H'F(MO) + MO?(MO) = NF(MO) . E(MO)’

jollakin (k+ 1)-asteisella polynomilla 3, koska M, oajM% = EjM%H. Kayttamalla
vield kaavaa (3.20), saadaan viimeinen véite. a

Huomautus 3.6.2. Lemman perusteella erityisesti Kr(My, o) = Kr(Mo, o). Anti-
lineaariselle operaattorille Mo(2) = MyxZ ja vektorille v € C" pitee

M (v) = v,
MEH (v) = MyME (o).
Tallsin esimerkiksi Mo(v) = v, M (v) = MyB, ME(v) = MpMyv, ja Mi(v) =
My My Myv. Taten

Ki(My, 1) = span {rO,M#FO,M#m_ro, ,M'g_l(ro)}.

Seuraava lause siirretyille antilineaarisille operaattoreille vastaa matriisien lausetta
3.3.1. Lause ei yleisty kaikille reaalilineaarisille operaattoreille.

Lause 3.6.3. Olkoot M, siirretty antilineaarinen operaattori, ro € C" ja p on
r9.:n minimipolynomi. Kun merkitddin p = degp, niin
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(1) dimKx(My,710) =k, kun k < p,

Lisiksi K = K, (Mg, o) on My invariantti aliavaruus, M (K) C K.

Todistus. Ensimmaiisen kohdan todistus on sama kuin lauseessa 3.3.1. Vektorin 7rg
minimipolynomin perusteella M¥(rq) € K, (M., 7o), mistd saadaan (u—1)-asteinen
polynomi p siten, ettd

M (ro) = p(M)(T0). (3:22)

Nyt MEtL (o) = M (ME(rg)) = M,g(p(M,;)(ro)) Kohdan (3.21) perusteella on
olemassa p-asteinen polynomi § siten, ettd MET!(rg) = G(My)(ro). Kayttamalla
vield kaavaa (3.22), saadaan M‘”‘l('ro) € Ku(My,10)-

Koska MHET2(rg) = M(METL(rg)), voidaan edellistd jatkaa ja kohdan 2 viite
seuraa induktiosta. Avaruuden K, (M, 7o) invarianssi on selvé edeltdvin perusteel-
la. a

Ryhdyt#in sitten laskemaan ortonormaaleja vektoreita noudattamalla matriisien Ar-
noldin menetelmii. Valitaan q; = ro/||ro|. Kun kantavektorit q;,qs, ...,q; on las-
kettu, niin g;, saadaan laskemalla M(q;) ja ortogonalisoimalla se kéyttéen Gram-
Schmidt menetelméé

hij = <M(Qj)»Qi> (i=12,... 1) (3.23)

J
w; = M(g;) = D_hisa; (3.24)
hjt1,5 = llwj (3.25)

Menetelmé pysdytetiin, jos w; = 0. Muutoin asetetaan q;,; = w;/||wj]|-

On huomattava, etté sisitulon arvo kaavassa (3.23) on yleensd kompleksiluku. Re-
aalilineaarisille operaattoreille pétee vain M(az) = aM(z), missd a on reaalinen.
Téstd syystd vektori w; ei vilttdméttd endd kuulu Krylovin aliavaruuteen eiké al-
goritmi siten generoi sille kantaa. Operaattoreille M, péitee kuitenkin matriiseja
vastaavat lauseet.

Lause 3.6.4. Oletetaan, etti operaattorilla M, on Arnoldin menetelmdlld laskettu
vektorit q;,qs, - - - , qi- Nimd vektorit muodostavat ortonormaalin kannan avaruuteen
K (Mg, o).

Todistus. Vektorit ovat ortonormaalit Gram-Schmidt prosessin ja normeerauksen
mydtd. Osoitetaan, ettd jokaiselle g; on olemassa astetta j — 1 oleva polynomi p;_;
siten, ettéd g; = pj_1(Mx)(r0). Tdma on selvisti totta g;:lle. Oletetaan sitten, ettd
ndin on gy, @y, - - -, g;:lle ja osoitetaan todeksi myds g;+:lle. Kaavasta (3.24) saadaan

qj+1 = WMN q] Zm ijdi

= [a  MaPi-1(My)(ro) - Z T hiipie1 (M) (ro),
g=1
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missi Mpj—1(My) = ¢(My) jollakin j-asteisella polynomilla lemman 3.6.1 mu-
kaan. Titen oikealla puolella on j-asteinen polynomi, joten induktioaskel on osoitet-
tu.

Ollaan saatu, ettd qq,qs,-..,q) kuuluvat avaruuteen Ki(My, o). Selvésti aina
dim Kp(My,70) < k, joten vektorit virittdvit avaruuden ja dim K (M, 10) =
k. O

Lause 3.6.5. Operaattorilla M, Arnoldin menetelmdssi w; = 0 jos ja vain jos j
on v:n minimipolynomin asteluku.

Todistus. Oletetaan aluksi w; = 0. Kuten lauseen 3.6.4 todistuksessa, olkoon p;_1
astetta j oleva polynomi siten, etté g; = pj—1(M)(ro). Kaavasta (3.24) saadaan

J J
0 =w; = Mx(q;) — Z hijq; = Mypj-1(Mg)(T0) — Z hijpi—1(Mx)(T0),

i=1 i=1

jonka oikealla puolella on j-asteinen polynomi lemman 3.6.1 perusteella. Siispa ro:n
minimipolynomin asteluku on korkeintaan j. Koska w;_; # 0, on toisaalta saatu
muodostettua gy, ...,q;, joten lauseen 3.6.4 perusteella dim (M, T0) = J ja
lauseen 3.6.3 mukaan minimipolynomin asteluku ei voi olla pienempi kuin j.

Oletetaan sitten, ettd j on 7o:n minimipolynomin asteluku. Lauseiden 3.6.3 ja 3.6.4
perusteella Arnoldin menetelmélld on mahdotonta muodostaa enemmén kuin j or-
tonormaalia vektoria. Taytyy siis olla w; = 0 jollakin ¢ < j. Toisaalta, jos i < j,
niin timén todistuksen ensimméisen osan mukaan asteluvunkin taytyisi olla i. Téten
w; = 0. O

Huomautuksen 3.6.2 mukaisesti operaattorin M, Krylovin aliavaruudet ovat samoja
kuin My:n, joten yksinkertaisuuden vuoksi muodostetaan kantavektorit kéyttéen
M:aa. Olkoot qq,qs,...,q, saatu operaattorilla Mo Arnoldin menetelmésta ja
asetetaan Q) = [ql q; - qk]. Olkoon /ﬁk Arnoldin menetelmén alkioista h;j
muodostettu (k + 1) x k-matriisi, (ﬁk)ij = hij (1 <£j+1) ja muut alkiot nollia.
Olkoon vield H}j se k X k-matriisi, kun matriisista ﬁk poistetaan viimeinen rivi.
Kaavasta (3.24) saadaan

J Jj+1
hiv1j@ = Mu@ =Y hyay & Myg@;=) hija;
i=1 i=1
joka voidaan kirjoittaa matriisimuotoihin
MyQ; =Q;..Hj, (3:26)
M#Qj = QjHj -+ wjef, (3.27)

missi e; on C’:n j:s luonnollinen kantavektori. Kertomalla jélkimméinen puolittain
Qj:1l4, saadaan
Q;MyQ; = H;. (3.28)
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3.7 R-lineaarinen tiyden ortogonalisoinnin menetelma

Olkoon zg alkuarvaus yhtilon M, (z) = b ratkaisulle ja asetetaan ro = b— My (20).
Tayden ortogonalisaation menetelméssé (Full Orthogonalization Method, FOM) las-
ketaan Arnoldin menetelmilli kantavektoreita Krylovin aliavaruuksiin Ky (M, To),
jolloin likim#riisratkaisu 2 € 2o + Ki(Mx, 7o) saadaan kohtisuoruusvaatimukses-
ta

(b— My(zr),y) =0 kaikilla y € Ki(My, T0).
Kun matriisin Q,, sarakkeet ovat Arnoldin menetelmén ortonormaalit kantavektorit,
yhtéaloksi tulee

rug + Qr My Qruy = Qiro,

misti ratkaisemalla wy saadaan likim#driisratkaisuksi zx = 2o + Qur. Kéyttéen
yhtéléd (3.28) yksinkertaistuu tdmé vield muotoon

rug + Hyag, = [|rollea, (3:29)
Zr =20+ Qkuk. (330)

Likim#araisratkaisun virheen arvioimiseksi kiytetiin edelld olevia yhtéldita (3.27),
(3.29) ja (3.30), jolloin

b— M. (zk) = 70 — Mu(Qpur) = 1o — KQpux — MuQ,Ux

= 1o — KQrur — QuH Uy, — (wiey Uk

= Qi([lroller — kuy — Hytig) — wi(ef wr) = —(ef wp)wy,  (3.31)

mista edelleen
b— Mz = —hiy1k(€t Br)x 11, (3.32)
16— Mgl = hiy1klekux|- (3.33)

Titd on mahdollista kiiyttdd algoritmin pysdyttdmiseksi, kun riittdva tarkkuus on
saavutettu. Kaavasta 3.31 my6s nihdéén, ettd ratkaisu zj on tarkka Arnoldin me-
netelmin murtuessa (kun wy = 0).

3.7.1 Menetelmé symmetriselle My

Symmetriselld matriisilla My saadaan edelld kuvattua FOMia yksinkertaistettua si-
ten, ettd tietokoneen muistissa tarvitsee pitéd ainoastaan kaksi viimeisintd kantavek-
tori g; ja likimédrdisratkaisu saadaan eradnlaisen péaivitysprosessin kautta.

Kun operaattorille M, ajetaan Arnoldin menetelméi symmetriselld matriisilla My,
niin yht#losta (3.28) ndhdédan

HT = (QiM4Q)" = Qr MxT(Q})T = QtM4Q, = Hy,

joten Hessenbergin matriisi Hy on myds symmetrinen. Téten se on kolmilavistéjé-
muotoa

ay B2

B2 a2 P3

Ty = e O,
Br-1 ax—1 Dk
Br o]
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Talléin «; = hjj ja B = hj j—1 ja Arnoldin menetelmé (3.23)-(3.25) yksinkertaistuu
seuraavaksi Lanczosin menetelmiiksi. Asetetaan 81 = 0, ¢; = ro/||To|| ja lasketaan

vektorit g, qs, ... iteroimalla seuraavia kaavoja aloittaen arvosta j = 1.
aj = (Myg;,q;) (3.34)
wj = Myq; — a;q; — 3951 (3.35)
Bjr1 = llwjl- (3.36)

Menetelmé pysdytetddn, jos Gj+1 = 0. Muutoin asetetaan q;,; = w; /Bj+1. Muun-
nettua Gram-Schmidt menetelmii kiyttden téstd tulee algoritmi 3.7.1.

Algoritmi 3.7.1 Lanczosin menetelmé ortonormaalin kannan muodostamiseksi Kry-
lovin aliavaruudelle Kp(Mo, o) symmetriselli My kiyttden muunnettua Gram-
Schmidt menetelmii. Laskee ortonormaalit kantavektorit q;,qs, . ... Algoritmi py-
siahtyy muodostettuaan min{k + 1,dim Ky (A,v)} kantavektoria.

1: g —ro/llroll, B0, go—0

2: for j=1to k do

3k we M#ﬁj — ,quj_l

4: Qj <'w,qj

6 Bit1— [wl

7. if Bj41 =0 then
8: lopeta algoritmi
9: end if

10: g1 — w/Bjn
11: end for

Lanczosin menetelmissé ortonormalisointiin tarvitaan vain kahta edellistd vektoria.
FOMin likim#sriisratkaisun laskemiseen kaavan (3.30) mukaan tarvitaan kuitenkin
kaikkia vektoreita g;. Naytetdan seuraavaksi miten téstd vaatimuksesta paédstaan
eroon.

Merkitiin T (z) = kz+TkZ, joka on tavalla (1.1) ilmaistuna kolmildvistéjémuotoa

- —~ -

Br-1 Qr-1 By
Br Ok

missi skalaarioperaattorit ovat a;(z) = kz + 2, ,Bj(z) = f3;Z. Oletetaan, ettd silld
on reaalilineaarinen LU-hajotelma, jonka on tdlldin oltava muotoa

1 vi By
Az 1 vy 3

Tr=LU= Az . ;

A 1 Vi
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missi A ja vy syntyviit Gaussin eliminoinnissa ja niille saadaan kaavat

vy = ala

Ak = ,Bkuk—_llv

v = Qg — APy
Oletetaan Ty, vield kisintyviksi, jolloin kaavasta (3.30) tulee

2z = zo + QU L (IIroller)-
Merkitdan
Pr = QU ", v = L (|lroller), (3.37)

jonka jélkeen likimé&drdisratkaisu saadaan kaavasta zp = 2o + Pr(yi)- Olkoot 7y,
..., T operaattorin Py, sarakkeet. Talloin ensimmadisestd kaavasta (3.37) nahdéén,
etta -

e = (qr — Th-1Bk)V5 - (3.38)
Merkitdan ny:lla vektorin y,, viimeistd komponenttia, jolloin toisesta kaavasta (3.37)
saadaan

M = —Ak(Mk-1), (3.39)

koska alakolmio-operaattoreille pitee
1 1 ]
A 1 1

A3

o
>
Il

1 1
M1 1 1

Nyt likimadraisratkaisulle saadaan kaava
- — Yr—-1| _
zr = 20+ Pr(yr) = 20 + [Pk—l 1rk] [ i :| = 2zp_1 + m™r(Mk)- (3.40)

Kun likimédriisratkaisu zx_; on laskettu, se voidaan piivittda ratkaisuksi zy laske-
malla uusi kantavektori q; yhdelld kierroksella algoritmia 3.7.1. Muistissa tarvitsee
tilléin olla vain gj_; ja gj_o. Sen jilkeen voidaan kiyttdd kaavaa (3.38) mry:n péi-
vittimiseksi. Muistissa tarvitsee olla edellinen mj_1. Vield kaavasta (3.39) saadaan
péivitettyd nmy edellisen 7m;_1:n perusteella. Lopuksi zj lasketaan kaavasta (3.40).
Téamai on kirjoitettu algoritmiksi 3.7.2.

Ratkaisun tarkkuutta on mahdollista arvioida kaavalla (3.33). Jadnnokselle 7y =
b — M, (zx) pitee
Ikl = Br+1lek ul,

missi u, = U L (||roller) = U, (yy). Titen

7kl = Brrrlvg ()| = [ Aks1(m)] = Ikl (3.41)
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Algoritmi 3.7.2 Symmetrisen My ratkaisumenetelméi. K on suurin sallittu iteraa-
tioiden lukumaéara.

1: g —7ro/|roll, BL<0, qo<—0, pp—0, Puo—0

2: M — [[roll, A0, Aq1 <0

3: for k=1to K do

40 w— Muqy — Brqr—1

5 o — (w,qy)

6 [uk uar] = [k k] = B Mok k]

Uk ua,k] .

7 [Pk Pak) « [@k — BxPaj—1 —BrPr-1] [ﬂa,k T
8 2k« Zk—1 1 NPk + MkPak

9: Jos zj on riittidvin tarkka, lopetetaan algoritmi.
10: w — W — kg

1. Sy < ||lw]l

122 Qi — W/Brt1

=
13 M1 Aapsr] < [0 Bew] [ﬁtkk uﬂakk]

14 M1 & — M1k — Ag 17k
15: end for

3.7.2 Menetelmi vinosymmetriselle My

Edell oleva symmetrisen My matriisin menetelmé saattaa rikkoutua, koska oletet-
tua LU-hajotelmaa ei ole. Vinosymmetrisilli matriiseilla ei tédtd ongelmaa esiinny,
kunhan k # 0. Seuraavassa asetetaankin x = 1 ja ratkaistavana on siten yhtélo
z + MyZz = b, missi My on vinosymmetrinen. Tuloksena on matriisien liittogra-
dienttimenetelmdd muistuttava menetelma.

Yhtilostd (3.28) saadaan nyt
* n =T * * a)

HY = (QiM4Q,)" = @, My (Q})" = Qk(-My)Q, = —Hy,
joten Hessenbergin matriisi Hj on myds vinosymmetrinen. Téten se on muotoa
0 —pB
B 0 —Ps
Be-1 0 —DBk

Be O

Tillsin B; = hjj—1 ja Arnoldin menetelméstd (3.23)-(3.25) tulee vield edellistd
kohtaakin yksinkertaisempi, koska (Mxq,q) = 0 kaikilla vektoreilla g. Asetetaan
B =0, q; = ro/||7o|| ja lasketaan vektorit go,qs,... iteroimalla seuraavia kaavoja
aloittaen arvosta j = 1.

wj = Myq; + 5;q;-1, (3.42)
Bj+1 = [lwj]|- (3.43)

Menetelmé pyséytetddn, jos Bj41 = 0. Muutoin asetetaan q;,; = w; /Bj+1. Vaik-
ka tarkassa aritmetiikassa ortonormalisointia ei enad tarvitakaan, niin numeerisessa
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laskennassa tisti saattaa olla hydtyd. Tétd varten voidaan vaihtaa (3.42) tilalle kaava

W; = Myg; + Big;-1,  wj = W; — (W;,9;) 4j- (B44)

Merkitdin Tk (2) = z + TZ, joka on kolmildvistdjamuotoa

} —B, N ]
By 1 P43

Br-1 1 —Bi

missi skalaarioperaattorit ovat ﬁj(z) = f;z. Sen LU-hajotelman (mikéli olemassa)
on oltava muotoa

1 v, —Bz R
Az 1 vy —fB3
T = LU= Az ;
1 Vi-1 —ak
A 1 Vg

missi A ja vy syntyvit Gaussin eliminoinnissa, mistd niille saadaan kaavat

V= 1,
Ak =ﬂk:V;i13
vi = 14 AiBy.

Nihdaidn helposti, ettd ndmé saadaan muotoon

V1= 11
Ik = Br/Vk-1,
Y = 1+ kB,

missi v (2) = 2 ja Ax(2) = lxZ. Kaikilla j on v; > 1, joten LU-hajotelma on aina
olemassa ja T on kiéntyvd. Kaavasta (3.30) saadaan

zk = 20 + QUL 'L (lIroller)
ja kaavoista (3.38)-(3.40) tulee
= (@ — 1BVt = (1/7)( @k — mr-18y),

e = —Ak(Me—1) = —lkNk—1,
Zp = 2g—1 + mr(nk),

missi on kilytetty huomiota, ettd nyt n; € R kaikilla j. Kaavoja saadaan vield yksin-
kertaistettua merkitsemalld my(z) = Pz + Py xZ ja P = Pi + Py - Koska np € R
ja B on anti-lineaarinen, niin kaavat saadaan muotoon

1
P = —(qk — BxPr-1); (3.45)
Yk
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M = —lkMk—1, (3.46)
Zk = Zk—1 + MkPy- (3.47)
Niin saadaan algoritmi 3.7.3. Ratkaisun ji&nnoksen normille (3.41) pétee edelleen
Ikl = Mkl

Kunkin kierroksen laskuja varten tiytyy muistissa pitdd vain kaksi edellistd g-vek-
toria ja yksi edellinen p-vektori.

Algoritmi 3.7.3 Vinosymmetrisen My ratkaisumenetelmd (x = 1). K on suurin
sallittu iteraatioiden lukumé&ara.
1: g —7ro/|lroll, 510, go—0, Po« 0, m<«|roll, m <1
2: for k=1to K do
3 Pk 50 (@k — BrPr-1)
2k ¢« Zg—1 + kP
Jos zj on riittévin tarkka, lopetetaan algoritmi.
w — My + Brqr-1
w—w— (w,qy) g
Br+1 — |Jwl|
Qi1 < w/Br+1
100 M1 < Br+1/Me W1 — L+ M1 B
11: M1 < —Ak+1Mk
12: end for

3.8 R-lineaarinen GMRES operaattorille M,

Tamin kohdan menetelmi toimii yleisille matriiseille M. Likimééaraisratkaisua yh-
talolle My (z) = b etsitddn jélleen muodossa zx € 2o + Ki(My, 1), mutta nyt
vaaditaan jainnoksen rx = b— M,(2x) normi pienimméksi mahdolliseksi. Tdma on
yhtapitivid ehdon 7 L M (Kx(My,70)) kanssa. Kun matriisin Q) sarakkeet on
laskettu Arnoldin menetelmilli, normille saadaan yhtdlon (3.26) mukaan

7kl = lIro — £Qrur — My Q]| = lIro — ~Qyur — Qryr HiUi]
= || @urillirolier — wTuu — Hyam) | = |Irolfer - nTius — Hiww|, (3.48)

missd €; on CF1in ensimmiinen luonnollinen kantavektori ja Tk on yksikkomat-
riisi I lisittynd yhdelld nollarivilli. Témé pienimmén neliGsumman tehtévéd voi-
daan ratka.lsta laskemalla QR-hajotelma operaattorille ’Hk Ck — Ck1, 'Hk( =
kIvu + Hyu. Kiyttien skalaarioperaattorimuotoa (1.1), voidaan kirjoittaa

_Mn K12 13 it M1k
Ho1 Moo Hoa3 Mok
- M3y W 7
Hy = Ly ol ¥ (3.49)

Hr k-1 Mk
L itk
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3.8. R-LINEAARINEN GMRES OPERAATTORILLE M,

misséd skalaarioperaattorit ovat

hiiZ, kun i # j,
”'ij(z) = { Y

kz + hijZ, kuni=j.

Matriisien GMRES-menetelmissé kohdassa 3.4 kiytettiin Givensin rotaatioita Hes-
senbergin matriisin muuntamiseksi ylakolmiomuotoon. Nyt tarvitaan vastaavanlai-
nen reaalilineaarinen operaatio. Myshemmin nihdéén, ettéd mille tahansa skalaario-
peraattoreille i ja v on olemassa unitaarinen reaalilineaarinen operaattori u:c2-

C? siten, ettéd
gu 912| (K| _ #] 3.50
[921 922] [V] [0 ' (8.50)

missé skalaarioperaattorit g;; muodostavat U:n. QR-hajotelman lausetta 1.2.4 vas-
taten, voidaan Hj muuntaa ylikolmiomuotoon kertomalla Ck+! — C**1 operaatto-
reilla muotoa :

g(i) g(i)
Gi= G : (3.51)
921 922

1

Merkitdan G = Gr---G2G1, Ri = GiHy ja M = Gr(€1). Olkoon vektori n
timin k ensimméistd komponenttia ja (x viimeinen komponentti. Merkitddn vield
R:lla sitd Ck — CF-operaattoria, joka saadaan poistamalla R :sta viimeinen (nolla-
)skalaarioperaattoririvi.

Kiyttden operaattoreiden G; unitaarisuutta, tulee (3.48) muotoon
P 2 = = 2
Irell? = [[Irolier — Fexun)| = || (Irolier = Fi(awn)) |
o~ 2 2
= ol = Rucawn)]|” = [[imolime — Rutun)]|” + irol®lGel®.  (352)

Operaattorin Hy, 2(k + 1) x 2k-reaalimatriisiesityksen rangi on 2k kohdan (3.25)
perusteella. Niin myds Ry:n ja Ry reaalimatriisien rangi on 2k, joten Ry on
kidntyvd. Ratkaistaan yldkolmioyhtdlo

Ri(ur) = [Irollms

taaksepiin sijoituksin. Lévistdjilla olevien skalaarioperaattoreiden taytyy olla kién-
tyvid, kun Ry on kiéintyvi. Tamén jilkeen GMRES-menetelmén likimdéréisratkaisu
lasketaan kaavasta zp = zo + Qru. Talldin |7kl = ||7oll|Ck]-

Arnoldin menetelméin murtuessa hx+1, =0 (wg = 0), jolloin GMRES antaa tar-
kan ratkaisun alkuperiiselle yht#lélle. Télloin Gy voidaan valita yksikkdoperaatto-
riksi, joten (x = 0 ja kaavasta (3.52) ndhddan 7y = 0.

Esitetty menetelmé on kirjoitettu algoritmiksi 3.8.1. Huomaa, ettd jié&nnoksen nor-
mi ||rg| on algoritmin jokaisella kierroksella §|(v;);j+1| ja sitd kéyttden algoritmi
voitaisiin muuttaa lopettamaan iterointi heti, kun riittdva tarkkuus on saavutettu.
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3.8. R-LINEAARINEN GMRES OPERAATTORILLE M,

Unitaarisina operaattoreina (3.50) voidaan kéyttdd kohdassa 1.2 esiteltyjd House-
holderin muunnoksia. Toinen mahdollisuus on kiyttdd seuraavan lauseen tarjoamia
Givensin rotaatioiden tapaisia reaalilineaarisia operaattoreita. Huomaa, ettd kaavan

(3.25) mukaan h;j41 ; on reaaliluku.
Lause 3.8.1. Olkoot skalaarioperaattorit
p(z) = kz + az, v(z) = bz,
missi k,a € C ja b€ R, b# 0. Asetetaan
0= [‘g g] S [jb _g], fiz) = T2+ Dy,
z = |2 + |a|? + b, y = 2ak,

T+ /x2 — |y|? ak ak
ris=srn=Y—"——35 1= — Sg = ——y

2 ’ g T2
B;(2) = riz + 8Z.
Téllgin operaattori U : C2 — C2,

-1

u=u [ 8;!

o f-[2)

Todistus. Suoraan laskemalla nahdaan

on unitaarinen ja

joten . A
UU = [ﬂl ﬂgl] uu [’31 ﬂgl] =1

ja tiiten U on unitaarinen. Niin ikéén suoralla laskulla todetaan

~ [Brlon] _[#
ao [g0u] = [t

Esimerkki 1.1.5 siséltai kaavan edellisessa lauseessa olevien 3; ! laskemiseksi.

Yht#ls My (z) = b voitaisiin my6s ratkaista kirjoittamalla se kaksi kertaa suu-
remmaksi reaaliseksi yhtiloryhmiksi. Kéyttien kohdan (1.3) esitystd saadaan (k =
¢+ id)

A=

(i ] ) - 8]

~ |Im(2) ~ |Im(b)
Ax = f.
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3.8. R-LINEAARINEN GMRES OPERAATTORILLE M,

Algoritmi 3.8.1 GMRES-menetelmi yhtdlon My(2z) = b likimaéraiseksi ratkai-
semiseksi. Suorittaa k iteraatiota tai pysihtyy, jos tarkka ratkaisu saavutetaan. Al-
kuarvaus on 2.

I 1g —b— My(20), B llroll, a1 —ro/B ve1l, R[]

2: for j =1to k do

3w« M#aj

4: fori=1tojdo

5 hij — (w, q;)

6 w — w — h;jq;
7. end for
8
9

hjt1; — [[wll

i s [hy hy oo higag)
10: Olkoon 8 : C — C/*! siten, ettd S(z) = kejz + 8%
11: fori=1toj—1do
12: Si(i+1) — Ui 0 Sy (i)
13: end for T
14:  Valitaan unitaari U; : C2? — C? siten, ettd U o Sj.(j+1) = [# 0]
15 Sj+n) Ui 0 Sjiii+)

R

16: R [0] , R [’ﬁ’, S], missd 0 on 1 X (j — 1)-nollaoperaattori

U .
17: vV~ 0 € CJ+17 Vj:(j+1) <« uj ('Uj:(j+1))

18: if hj+1’j =0 then

19: break

20: end if

2 g — w/hip
22: end for

23: Q«—[g1°--q;], R Ruyjx
24: Ratkaistaan w yhtdlostd R(u) = Bvy.;
25: z « 2o+ Qu, jddnnoksen normi on Blvji1|

Kun matriisien GMRES etsii jifinndksen minimoivan ratkaisun Krylovin aliavaruu-
desta (v = f — Az)

Ki(A,v) = span {v,A'v,A2v, ,Ak_l'v}‘,
niin reaalilineaarinen GMRES etsii ratkaisun avaruudesta (ro = b — M(20))
e 2 k-1
Kr(My, o) = span {TO,MO(TO),Mo(T0)7 Mg (7'0)}-

Edellinen on R-kertoiminen ja jilkimméinen on C-kertoiminen, joten samaistuksen
mielessd on aidosti Kx(A,v) C Kx(My, 7o) ja siten reaalilineaarinen

GMRES etsii kullakin iteraatiokierroksella jainnoksen minimoivan ratkaisun laa-
jemmasta joukosta. Téten se suppenee aina véhintdin yhtd nopeasti kuin matriisien
GMRES. Numeeristen kokeiden mukaan se on yleensi nopeampi (ks. kohta 5.1).
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3.9. C-LINEARISOITU YHTALO

3.8.1 MINRES symmetriselle M

Kohdan 3.7.1 menetelmin ongelmana on sen mahdollinen rikkoutuminen LU-hajo-
telman puuttumisen vuoksi. Edellisen kohdan GMRES voidaan erikoistaa symmet-
risille My ilman téllaista ongelmaa ja silti saavuttaa kohtaa 3.7.1 vastaava sadsto
kantavektoreiden suhteen.

Kohdassa 3.7.1 kuvatulla Lanczosin menetelmilli edellisen kohdan GMRESin Hes-
senbergin operaattori (3.49) tulee kolmildvistdjamuotoon

_§1 B, g ]
By az PBs
7, = o o e
Br-1 Qg1 B
Br  ax
i Brs1

missi skalaarioperaattorit ovat a;(z) = Kz + a;2, ﬁ] (2) = Bjz. Kun tdmd muunne-
taan yldkolmiomuotoon edellisen kohdan muotoisilla unitaarioperaattoreilla (3.51),
saadaan kolmildvistdjinen ylakolmlo-operaattorl ’Rk Merkitéén edelleen Ry = (p;;)

sitd operaattoria, joka saadaan poistamalla ’Rk n viimeinen rivi. Mééritelldén sitten
operaattori Py = Qk’R.,:l ja olkoot 7y, ..., my sen sarakkeet. Koska Pr Ry = Qy,
niin

Tk = (Q — Th-1Pk_1k — Th—2Pk—2)Pr k-
Niin ollen, muistamalla vain kaksi edellistd i _9 ja 1, saadaan laskettua seuraava
my. Likimésriisratkaisua voidaan péivittdd kullakin kierroksella kaavalla

zi = 2o+ QxR (Irolme) = zo + [Pr—1 k] (Ilmollmx)
= zg—1 + ||rollmi (e )x)-

Edelld kuvatusta menetelmésts saadaan algoritmi 3.8.2. Jidnnoksen normi ||rg| olisi
nytkin helposti kiiytettivissd jokaisella kierroksella laskemalla 3|(v;);+1]-

3.9 C-linearisoitu yhtalo

Kerrotaan yht#ls Mo(z) = b vasemmalta puolittain operaattorilla M : Jollom
parillisilla k saadaan C-lineaarinen (matriisi-)yhtdls (MyMy)*/ 2z = b, missé b =

(M#M#) ! Myb. Kun  # 0 ja tarkastellaan yhtalod M,(z) = b, voidaan kertoa
vasemmalta polynomilla

x>
—

p(Mo) = T (L Moy S

0

<.
Il

miké saadaan katkaisemalla kiiéinteisoperaattorin (kI+Mg)~! = (k(I+1My)) =
I+ %Mo)_li geometrinen sarja. Saadaan matriisiyhtdlo

(I - L(MyMy)*?)z=b,  b=p(Mo)(b). (3.53)
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3.9. C-LINEARISOITU YHTALO

Algoritmi 3.8.2 MINRES menetelmi symmetrisille My. Suorittaa k iteraatiota tai
pysihtyy, jos tarkka ratkaisu saavutetaan. Alkuarvaus on 2zo.
1 7o —b—Mg(20), B lrol, @ —70/B; o1
2: B <=0, gqy<—0, w0, w_1<0, 22
3: for j =1to k do
w — Myuq; — Bjq;1
aj — (w,q;
w—w— ajqj
Bi+1 < |lwl|
s—[0 8 o Bl
Olkoon 8 : C — C* siten, ettd S(z) = ke3z + 8Z
10: Jos j > 2, S0 — uj_g 0819
11: Josj>1, Saz3—Uj_10823
12:  Valitaan unitaari U, : C2 — C? siten, ettd U; 0 S3.4 = [# O]T
132 S3q4+—U;j0S34
14: T — (Qj — 7!‘j_152 = 1rj_281)83‘1

e .
15 v — [ A 1] €Tt (v))ji+y) — Ui ((v3):G+1)

16:  z— z+ fm;((vy);)
17: if ﬁ_ﬂ_l =0 then

18: lopeta algoritmi
19: end if

20:  gjy1 — w/Bjn
21: end for

22: jaannoksen normi on B|(v; )J'+1|

Erityisesti kertomalla yhtilo My (z) = b vasemmalta operaattorilla (FI — M),
saadaan (BRI — Mo)M, = (RI — M) (kI + M) = ||2T — Mg, joten ratkaistavaksi
yhtaloksi tulee ot .

(I&°T — MyMy)z=b,  b=rb— Myb. (3.54)

Koska (FI — M,) on kiiantyvi jos ja vain jos (kI + M) on kidntyvd, niin (3.54) on
yhtépitavi alkuperiisen yhtdlén M, (z) = b kanssa, jos M, on kiédntyvd. Samoin
(3.53), jos p(My) on kdédntyva.

Matriisien GMRESia voidaan nyt kiyttdd ndiden ratkaisuun. Suppenemisnopeus riip-
puu matriisista M ja voi olla nopeampi tai hitaampi kuin edelld kuvattu reaali-
lineaarinen GMRES (ks. kohta 5.1). Téssé tdytyy myos laskea k kertaa matriisi-
vektoritulo My:114 jokaista uutta Krylovin aliavaruuden kantavektoria kohden.

On mielenkiintoista vertailla matriisien iteratiivisia menetelmié téssa luvussa esitel-
tyihin reaalilineaarisiin menetelmiin. Kun ratkaistavana on lineaarinen yhtaléryhma
Az = f, kiiytetdén matriisien iteratiivisia menetelmid usein seuraavasti. Hermiitti-
selle ja positiividefiniitille A voidaan kiyttdd liittogradienttimenetelméd CG (myos
MINRES tulisi kyseeseen). Hermiittiselle ja indefiniitille A kaytetdan MINRESia
(CG:n toimivuus ei télldin ole taattu tarkassakaan aritmetiikassa). Kun A ei ole
hermiittinen, on vaihtoehtojen useita, mutta téssd luvussa on esitelty vain GMRES.

Olkoon nyt x = 1. Vinosymmetriselldi My on (I — MuMy) = (I + MyM}), joka
on hermiittinen ja positiividefiniitti. Siten CG soveltuu tdhdn. Aiemmin jo todet-
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tiin kohdan 3.7.2 vinosymmetrisen My reaalilineaarisen menetelmén muistuttavan
matriisien CG:ti. Seuraavassa on tille menetelmille lausetta 3.2.2 vastaava optimaa-
lisuustulos. T#té tapausta varten olisi myos mahdollista tehdd kohtaa 3.8.1 vastaava
reaalilineaarinen MINRES vinosymmetrisille M.

Lause 3.9.1. Olkoon My vinosymmetrinen ja ratkaistavana on yhtilo z+Myz = b.
Télléin kohdan 3.7.2 menetelmin likimddrdisratkaisulle zj € zo+ Kr(M1,T0) pitee

lze — zklla < |1z« — ylla kaikilla y € zo + Kx(M1,70),

missi A = I — MMy on hermiittinen ja positiividefiniitti, 2. on tarkka ratkaisu
. 1/2
ja llzlla = (A2, 2)"/%.

Todistus. Kohdassa 3.7.2 nihtiin, ettd likim#iriisratkaisu zx = 2o + Qyux saadaan
ratkaisemalla yhtdlo
ug + Trtg = [[rolle, (3.55)

jolla on yksikisitteinen ratkaisu wy. Téssd ||roller = Qgro ja Tk = Qi M4Q,.

Tilloin operaattori u — w — T, @ on kiéntyvd, joten (3.55) on yhtépitavi yhtalon
(I — TxTr)ur = Qxro — TkQ5To

kanssa. Sijoittamalla T = Q; My Q) tistd saadaan

Qi(I — My My)Qpur = Qi (ro — MyTo).

Viite seuraa nyt lauseesta 3.2.2. O

Symmetriselli My on (I — MyuMy) = (I — MyMj}) ja tdmé on mahdollisesti
indefiniitti. Téten tulee kyseeseen matriisien MINRES eikd CG vélttdméttd toimi.
Kohdan 3.7.1 symmetrisen M menetelma muistuttaa kohdan 3.7.2 menetelmad ja
siten matriisien CG:ta. Takeita toimivuudesta ei kuitenkaan ole mahdollisesti puuttu-
van LU-hajotelman vuoksi. Sen sijaan voidaan kéyttad kohdan 3.8.1 reaalilineaarista
MINRESia.

Yleisen My tapauksessa matriisille (I — My My) voidaan kiyttdd GMRESia ja
operaattorille z — z + MyZ kohdan 3.8 reaalilineaarista GMRESIA.

3.10 Yleisen R-lineaarisen operaattorin menetelmat

Yleisen operaattorin M(z) = Mz + MyZ tapauksessa palataan Petrov-Galerkinin
ehdosta saatuun yhtdloon (3.17). Kun zo on alkuarvaus ja ro = b — M(2zo) sen
jaiannos, voidaan ryhtyd laskemaan Arnoldin menetelmélld ortonormaaleja vektorei-
ta kaavoilla (3.23)-(3.25) kuten algoritmissa 3.10.1. Olkoon Qj:n sarakkeet lasketut
vektorit. Etsitdéin ratkaisua Q:n sarakkeiden virittdmésté aliavaruudesta ja vaadi-
taan jaannos kohtisuoraksi samaa aliavaruutta vastaan, jolloin saadaan yhtalo

QiMQui + QrM4Q Ty, = Qiro, (3.56)

misti ratkaisemalla w saadaan likimédéraisratkaisuksi z; = 2o + Qpuk.
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Edelld kuvattu vastaa kohdan 3.7 mukaista operaattorin M, téyden ortogonalisaa-
tion menetelmid, mutta matriisit QyMQy ja Q;M4Q), eivit nyt yksinkertaistu
Hessenbergin muotoon. Kaavan (3.28) sijaan saadaan QM Q) + QiMyQ; = Hy,
mité ei voida hyodyntaa. Lisiksi kantavektorit Qy, eivit valttdmattd viritd Krylovin
aliavaruutta Kp(M, ro). Téstd huolimatta tétéd kantaa kéyttden yhtals (3.56) voi-
daan ratkaista luvun 2 menettelyin. Niiin saadaan viitteessd [1] esitetty Galerkinin
approksimaatiomenetelmé rl_Gal yleisille R-lineaarisille operaattoreille.

Algoritmi 3.10.1 Yksinkertainen menetelmé ortonormaalin kannan muodostami-
seksi R-operaattorille M : C* — C". Laskee matriisin Q € C"*k | jonka sarakkeet
ovat kantavektorit.

1: q; < 7o/lroll, @« [ai]

2: for j =2to k do
v — M(q j—;)
& wev-Y (vg)a
5 q; — w/|w|
6: Q«— [Q Qj]
-

end for

»

Kompleksisen sisitulon sijaan voidaan myos kéyttad reaalista sisdtuloa, jolloin saa-
daan algoritmi 3.10.2. T#lloin saadut vektorit siséltyviit (reaalikertoimisiin) Krylovin
aliavaruuksiin, mutta nyt ortogonalisointi ei generoi ortonormaalia kantaa komplek-
sisen sisdtulon mielessi. Reaalisen sisidtulon mielessa kohtisuorat vektorit saattavat
my6s olla kompleksisesti lineaarisesti riippuvat, kuten vektorit [1 1 .- 1] ja

[ & - i]T osoittavat. Petrov-Galerkinin ehdosta (3.16) saatua yht#loa (3.56)

voidaan kuitenkin ryhtyi ratkaisemaan tallikin Q; vaikka menetelmén rikkoutumi-
nen onkin mahdollista.

On huomattava, ettd algoritmi 3.10.2 muodostaa saman kannan kuin algoritmi 3.3.1,
kunhan A on operaattoria M vastaava 2n X 2n-matriisi muodostettuna esimerkiksi
kiyttien tapaa (1.3) tai (1.4). Tdmén voi ndhdé seuraavasti. Olkoot z, w € C*, z =
x + iy, w = u + iv. Talldin

Re (z,w) = Re (uT — iv7)(z + iy)) = uTz + 0Ty = m i [z] ,

joka on vastaava reaalinen sisédtulo.

Algoritmi 3.10.2 R-lineaarinen menetelmé kannan muodostamiseksi Krylovin ali-
avaruudelle Kx(M,r(). Laskee matriisin Q € Cn*k  jonka sarakkeet ovat kanta-
vektorit.

1 g —7o/lroll, @« [a1]

2: for j =2to k do
v — M(q G- ;)
4 wev-— 21;11 Re((v,q;))q;
5. q; — w/|w|
6 Q—[Q g
0

end for

b

Sek algoritmin 3.10.1 ettd 3.10.2 ortogonalisoinnissa voidaan (ja tietokonetoteutuk-
sissa kannattaa) kdyttdd muunnettua Gram-Schmidt prosessia.
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Mikéli algoritmin 3.10.2 tarjoamat kantavektorit ortonormeerataan lopuksi myos
kompleksisen sisitulon suhteen, saadaan ortonormaali kanta Krylovin aliavaruuteen.
Tamin tavoitteena on lisitd numeerista stabiiliutta. Nédin saadaan algoritmi 3.10.3,
joka on tydn valvojan ehdottama [9].

Algoritmi 3.10.3 R-lineaarinen menetelmé ortonormaalin kannan muodostamiseksi
Krylovin aliavaruudelle Ki(M,7o). Laskee matriisin Q € C"*k | jonka sarakkeet

ovat kantavektorit.
1: U « Algoritmi 3.10.2

2. Lasketaan (suppea) QR-hajotelma, QR = U. Hajotelman Q on témén algorit-
min tulos.

3.3.1 Esitetyistd kolmesta vaihtoehtoisesta algoritmista kantavektorimatriisin Q
muodostamiseksi, saadaan kolme mahdollista menetelméd yhdistettdessd yhtalon
(3.56) ratkaisemisen kanssa. Néiden kaikkien hankaluutena on, ettei ratkaistavaksi
tulevaan yht#loén muodostu Hessenbergin matriiseja. Sikéli ndma menetelmat jaa-
viit epityydyttaviksi verrattuna aikaisemmin tassa luvussa esitettyihin operaattorin
M. menetelmiin.
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Luku 4

ILU-pohjustus

4.1 Johdanto

Olkoon A € C"*™ b e C" ja tarkastellaan jélleen lineaarista yhtéloryhmaa
Ax=D». (4.1)

Edellisessd luvussa esiteltiin joitakin iteratiivisia ratkaisumenetelmid, jotka pyrki-
viit tarkentamaan tdmén yhtélon likimadrdisratkaisua jokaisella kierroksellaan. Poh-
justuksen tavoitteena on suppenemisen nopeuttaminen. Suppenemisnopeus riippuu
matriisin A ominaisuuksista, kuten esimerkiksi GMRESille saatiin ominaisarvois-
ta riippuva seuraus 3.4.2. Pohjustuksessa yht&lé muunnetaan sopivasti yhtapitavaan
muotoon siten, ettd kerroinmatriisin ominaisuudet soveltuvat kiytettéville iteratiivi-
selle menetelmille paremmin. GMRESin tapauksessa voidaan odottaa nopeutumis-
ta, mikili pohjustetun kerroinmatriisin ominaisarvot kasautuvat selkedsti origosta
irti olevan pisteen ympadrille.

Vasemmanpuoleisessa pohjustuksessa korvataan yhtélo (4.1) yhtalolla
M~ 'Az = M'b.

Tahin matriisi M ~! saadaan varsinaisesta pohjustusmenetelmaésté, joita on kehitet-
ty lukuisia vaihdellen yleispitevyyteen pyrkivistd menetelmistd tarkoin tiettyd teh-
tivad varten saddettyihin menetelmiin. Tavallisesti matriisin M tulee olla jossain
mielessa ldhelld matriisia A.

Oikeanpuoleisessa pohjustuksessa toisaalta korvataan yhtalé (4.1) yhtalslla
AM™ 1y =b.

Alkuperiisen yht#lén ratkaisu saadaan laskemalla lopuksi € = M ~ly. Tassikin
tulisi olla M ~ A.

Y1l mainittua matriisia M ™! ei yleensi lasketa eksplisiittisesti ja kerrota matriisin
A kanssa, vaan niihin suhtaudutaan operaatioina v — M “lv ja v — Av. Ite-
ratiivisissa menetelmissi tyypillisesti tarvitseekin vain laskea jokaisella kierroksella
yhdistetyn operaattorin v — M~ Av tulos jollakin edellisestd iteraatiokierroksesta
riippuvalla vektorilla v. Mahdollisesti monimutkaista kdanteismatriisin laskentaa ja
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matriisin A harvuusrakenteen sotkevaa kertolaskua ei tarvitse tehda. Lisdksi vaati-
muksena on, ettd operaatio v — M~ v on nopea suorittaa. Kokonaislaskenta-aikaa
kasvattava pohjustusmenetelmi ei palvele mitéén tarkoitusta, vaikka se iteraatioiden
lukuméaaraéd vahentaisikin.

Tassd luvussa kisitellain ILU-pohjustusta, joka pyrkii olemaan yleispétevd pohjus-
tin. Edellisten lukujen tapaan esitellién aluksi matriisitapaus ja tdmén jéilkeen yleis-
tetddn reaalilineaarisille operaattoreille.

4.2 Matriisiyhtdléiden ILU-pohjustus

ILU-pohjustuksessa ryhdytdin muodostamaan ala- ja yldkolmiomatriiseja L ja U
tavallisen LU-hajotelman tapaan. Kuitenkin laskennan edetessd néistd pudotetaan
pois joitakin alkiota asettamalla ne nolliksi. Tasta tuleekin menetelmén nimitys epa-
tiydellinen LU-hajotelma (Incomplete LU). Lopputulokselle pétee vain suunnilleen
A~ LU.

Edelld olevassa johdannossa oleva matriisi M on nyt M = LU, jota ei kui-
tenkaan tarvitse muodostaa eksplisiittisesti tietokoneen muistiin. Kaénteisoperaatio
v — M~ !v voidaan laskea yhtéloisté

Ly=vwv
Ux=y

eteen- ja taaksepiin sijoituksin. Pohjustusoperaation tulos on © = M ~lv. Kun
matriiseja L ja U muodostettaessa alkioita pudotetaan pois riittévésti, tulee ope-
raatiosta v — UL~ !v nopea. Toisaalta, jos alkioita pudotetaan pois liikaa, tulee
approksimaatiosta A ~ LU huono eikd menetelmé nopeuta iteraation suppenemis-
ta.

ILU-hajotelman poispudotettavat alkiot voidaan valita eri strategioin ja ndistd saa-
daan kokonainen perhe pohjustusmenetelmié. Seuraavassa esitellddn kaksi mahdol-
lisuutta. Huomattakoon, ettei kummassakaan kiytetd tuentaa luvun 2 tapaan. Néin
hajotelman laskeminen nopeutuu, mutta ei ole numeerisesti stabiili. Liséksi tukialkio
saattaa olla nolla. Jilkimmaisestd ongelmasta péésisi eroon korvaamalla tukialkion
jollakin nollasta poikkeavalla luvulla, mutta tdmé huonontaa LU =~ A tarkkuutta.
Tuenta on mahdollista myds ILU-hajotelmille, mutta sen késittely on tdmén tyon
ulkopuolella.

4.2.1 ILU-hajotelma ennaltavalitulla nollakuviolla

Olkoon A € C™" ja Z C {(i,j) €Zx Z|1<4,j<n,i#j}. Tulkitaan seuraa-
vassa, ettd joukko Z on ILU-hajotelman ns. nollakuvio. Jos indeksipari (i, j) kuuluu
joukkoon Z , niin t#td indeksiparia vastaava alkio pudotetaan pois. Mikali (i,7) on
aidossa alakolmiossa (i > j), niin asetetaan matriisin L alkio l;; = 0. Jos taas (i, j)
on aidossa ylidkolmiossa (i < j), niin asetetaan u;; = 0 matriisissa U. Matriisien
lavistijialkioita ei voida asettaa nolliksi, koska L:n ja U:n téytyy olla kiéntyvia.

Aluksi asetetaan kaikki A:n alkiot a;; = 0, jos (¢,j) kuuluu nollakuvioon. Sitten
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ryhdytéin laskemaan timén A:n LU-hajotelmaa Gaussin eliminoinnein. Tama suo-
ritetaan muuten tuttuun tapaan, mutta rivien yhteenlaskussa nollakuvioon kuuluvia
(aluksi nolliksi asetettuja) alkioita ei ylikirjoiteta. Néin saadaan algoritmi 4.2.1. Tés-
si matriisit L ja U on pidetty erilliéin. Yleensd LU-toteutuksissa hajotelma muodos-
tetaan suoraan matriisin A péille, jolloin sen ylikolmioon muodostuu U:n alkiot ja
aitoon alakolmioon L:n aito alakolmio eikd L:n yksikoksi tiedettyd lavistdjad tarvitse
tallentaa.

Algoritmi 4.2.1 Laskee ILU-hajotelman matriisit L = (I;;), U = (u;;) matriisille
A € C™" nollakuviolla Z.

1: L—1

2: U~ A

3 Ui — 0 kaikille (2,]) € Z.

4: fori=1ton do

5. fork=1+1tondo

6: if (k,i) ¢ Z then

% lki — wri/ui

8: Uy — Ukr — lkitir kaikilla r > @ s.e. (k,7) € Z
9: end if

10: ug; — 0

11: end for

12: end for

Algoritmi 4.2.2 laskee saman ILU-hajotelman, mutta kahden uloimman silmukan
jirjestystd on vaihdettu. Vastaava MATLAB-funktio ilu_v2 loytyy liitteestd B. Sil-
mukoiden jirjestyksen vaihto vastaa Gaussin eliminoinnissa sité, ettd se suoritetaan
valmiiksi jérjestyksessd rivi kerrallaan ensimmaéisestéd aloittaen. Jarjestyksen vaih-
dolla saadaan paremmin harvoille matriiseille soveltuva algoritmi, koska ainoastaan
tyon alla olevaa rivid muokataan kerrallaan. Rivin laskennan valmistuttua se voidaan
tallentaa tietokoneen muistiin harvan matriisin tietorakenteen muotoon ja siirtyd
kisittelemiiin seuraavaa rivii. Ennaltavalitulla nollakuviolla ei tdlld ole laskemisen
kannalta suurta merkitysti. Seuraavassa kohdassa esitettéville ILUT-hajotelmalle
silmukoiden vaihto on kuitenkin tirked muunnelma ja sitd kiytetddn téstd lihtien
yksinomaan (ILUT:lle laskennan lopputulos my&s riippuu silmukoiden jarjestykses-
ta).

Tahin mennessi nollakuvion valinnasta ei olla vield sanottu mitdén. Seuraava maa-
ritelmé tekee yksinkertaisen valinnan.

Miiritelmi 4.2.1. Matriisin A € C"*™ ILU(0)-hajotelmaksi kutsutaan ILU-ha-
jotelmaa, missi nollakuvioksi on valittu A:n nollakuvio. Tarkemmin (i,j) € Z &
a;j = 0.

Liitteessi olevien MATLAB-koodien avulla ILU(0)-hajotelman voi laskea suorittamalla
ilu_v2(A, A).

4.2.2 ILU-hajotelma mukautetulla nollakuviolla

Tarkastellaan edellisen kohdan algoritmia 4.2.2. Siind alkioiden pudotuksia tapah-
tuu kahdessa paikassa; sekii for k-silmukassa ettd for j-silmukassa. Alkioiden pu-
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Algoritmi 4.2.2 Laskee ILU-hajotelman matriisit L = (l;;),U = (u;;) matriisille
A € C™"*™ pollakuviolla Z.
1. L1
22U« A
3: fori=1tondo
4: fork=1toi—1do
if (i,k) € Z then
lix — 0
else
lik — Wi /ukk
Ui — Uix — LikUkx
10: end if
11: ujp — 0
12: end for
13: for j=i+1tondo

14: if (i,7) € Z then
15: Wjj 0

16: end if

17:  end for

18: end for

dotus perustuu ennaltavalittuun nollakuvioon Z. Mukautetulla nollakuviolla tarkoi-
tetaan tissi sellaista alkioiden pudotusmenettelyi, joka ottaa huomioon niiden (it-
seis)arvojen suuruuden. Hajotelmassa siilytetdén itseiarvoltaan suuret alkiot pois
pudotettavien ollessa pienid, jolloin approksimaatiosta A ~ LU saadaan parempi
kuin suuruudet huomiotta jittivissd ennaltavalitun nollakuvion menetelmissa.

Matriisien L ja U alkioista pois pudotetaan sellaiset, joiden suhteellinen koko (ver-
rattuna A:mn vastaavan koko rivin normiin) on riittdvan pieni. Olkoon € > 0 ja
a;» matriisin A rivi i. Talléin hajotelman laskettu alkio l;; pudotetaan pois mikéli
|lij| < €l|ai«||. Samoin laskettu u;; pudotetaan pois, jos |u;;| < €||aix||. Tassd normi
on tavallinen 2-normi, mutta myds muiden normien kiytté on mahdollista.

Lisiksi valitaan argumentti p, joka méérdd sekd L:n aidossa alakolmiossa ettd U:m
aidossa ylidkolmiossa kullakin rivilld olevien nollasta poikkeavien alkioiden suurim-
man madrdn. Alkioista sdilytetdin p itseisarvoltaan suurinta ja loput pudotetaan
pois. Télld saadaan lisdd hallittavuutta L:n ja U:n harvuusrakenteeseen.

Tilldisella menettelylli muodostettua hajotelmaa kutsutaan ILUT:ksi ja se on esi-
tetty algoritmina 4.2.3. Vastaava MATLAB-funktio ilut Idytyy liitteestd B.

4.3 R-lineaaristen yhtidléiden ILU-pohjustus

Olkoon M : C" — C" reaalilineaarinen operaattori ja b € C". Yhtilolle
M(z)=>b (4.2)

on edellisessd luvussa esitetty iteratiivisia menetelmid, joita matriisiyhtdloiden ta-
paan lihdetdin nyt pohjustamaan. Tavoitteena on iteraatiokierrosten ja kokonais-
laskenta-ajan pienentdminen kdyttden nopeasti laskettavaa pohjustinta.
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Algoritmi 4.2.3 ILUT(e, p). Laskee ILU-hajotelman matriisit L = (li;), U = (ui;)

matriisille A € C**" kiyttien mukautettua nollakuviota. Argumentti ¢ méaéraa

alkioiden suuruustoleranssin suhteessa rivikokoon. Tuloksena olevissa L:ssé ja U:ssa

on lavistajaalkioiden liséiksi korkeintaan p nollasta poikkeavaa alkiota kullakin rivilla.
1: L1

2U«— A

3: fori=1ton do

4 m o [lui

5 fork=1toi—1do
6: C uik/ukk

7: if |c| < em then
8: lit — 0

9: else

10: lir — ¢

11: WUjx ¢ Ujx — CUkx
12: end if

13: u;p — 0

14:  end for
15: forj=1i+1tondo

16: if |ui;| < em then
17: Ujj < 0
18: end if

19: end for
20: if i >p+ 1 then

21: Sailytetddn alkioista l;1,...,0ii—1 p itseisarvoltaan suurinta; muut asete-
taan nolliksi.

22: end if

23: if i <n—p then

24: Sailytetdén alkioista w;it+1,...,Uuin P itseisarvoltaan suurinta; muut asete-
taan nolliksi.

25:  end if

26: end for
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Olkoon P : C* — C™ jonkin pohjustusmenetelmén antama operaattori siten, et-
ti P ~ M. Vasemmanpuoleisessa pohjustuksessa ratkotaan yhtdlon (4.2) sijaan
yhtalod

P IM(z) =P L(b).

Matriisitapausta vastaten, oikeanpuoleinen pohjustus on
MP L (w) =b,
misté alkuperiisen yht#lén (4.2) ratkaisu saadaan laskemalla 2z = P (w).

On huomattava, ettei siirretty antilineaarinen operaattori My(z) = kz + MyZz
edelld kuvatulla pohjustuksella sdilytda muotoaan. Olkoon P l(z) = Sz + Suz,
jolloin laskemalla saadaan

P IM,(2) = (kS + SpMy)z + (SMy + ESy)Z,

mist nihdiin ettei lineaarinen osa yleensd ole muotoa KI. Edellisessd luvussa télle
tirkeille erikoistapaukselle esiteltiin reaalilineaarinen GMRES, mutta sen pohjusta-
minen on tilli hetkelld avoin ongelma. Pohjustus koskeekin tésséd tydssd ainoastaan
yleiselle operaattorille kohdassa 3.10 esiteltyja menetelmié. Néidenkin menetelmien
hankaluutena on, etti lineaarisella ja antilineaarisella osalla téytyy kyetd operoimaan
erikseen. Kun operaattorin M matriisit M ja My ovat tunnettuja, téytyisi taman
jilkeen pohjustetusta operaattorista P~1 M vieli erotella vastaavat matriisit, mikéa
ei yleensi ole mielekistd. Témén vuoksi joudutaan kdyttdmaén seuraavia kaavoja,
jotka pitevit mille tahansa operaattorille N(z) = Nz + Nz,

Nz = }(N(z) —iN(iz)),
Nz = 3(N(2) + iN(iz)).

Valitsemalla N/ = P~!'M nihdiin, ettd pohjustetun operaattorin osilla voidaan
iteratiivista menetelmis varten aina laskea, mutta tdhén tarvitaan kaksi téyttd
operaattori-vektori tuloa. Algoritmia 3.10.3 vastaavan menetelmén pohjustaminen
on erityisen tyolisti, koska pohjustusoperaatiot téytyy laskea ylld kuvatulla tavalla
ensin algoritmia 3.10.2 ajettaessa ja sen jilkeen uudestaan QR-hajotelmasta saatujen
vektoreiden kanssa.

R-lineaarisessa ILU-pohjustuksessa operaattoriksi P valitaan P = LU , missd ope-
raattorit £ : C* — C" ja U : C* — C™ muodostavat R-lineaarisen epétiydellisen
LU-hajotelman. Perustana on luvussa 2 esitetty reaalilineaarinen LU-hajotelma.

4.3.1 R-lineaarinen ILU-hajotelma ennaltavalitulla nollakuviolla

Olkoon M :C" — C", M(z) = Mz + M4z, reaalilineaarinen operaattori ja
Zc{(i,j) €EZXZ|1<4,j<n,i#j}

nollakuvio. Ryhdytdin muodostamaan M:n LU-hajotelmaa kohdan 2.1 tavalla,
mutta asettamalla nollaksi nollakuviossa olevat alkiot. Menetelmd on tdysin ana-
loginen kohdan 4.2.1 matriisitapauksen kanssa. Matriisien tilalla voidaan ajatella
manipuloitavan muodossa (1.1) esitettyjé reaalilineaarisia operaattoreita.

52




4.3. R-LINEAARISTEN YHTALOIDEN ILU-POHJUSTUS

Aluksi asetetaan nolliksi ne matriisien M ja My alkiot, joiden indeksipari (i, j)
kuuluu nollakuvioon. Sitten suoritetaan Gaussin eliminointeja luvun 2 tapaan, mut-
ta riveja yhteenlaskiessa nollakuvioon kuuluvaa indeksiparia (i, j) vastaavaa (alussa
nollaksi asetettua) skalaarioperaattoria ei koskaan ylikirjoiteta. Algoritmi 4.3.1 laskee
ILU-hajotelman vastaten matriisitapauksen algoritmia 4.2.2, missé eliminointi suo-
ritetaan valmiiksi rivi kerrallaan. Vastaava MATLAB-funktio rl_ilu l8ytyy liitteestd
B.

Algoritmi 4.3.1 Laskee R-ILU-hajotelman operaattorit £(z) = Lz+Lyz, U (z) =
Uz + UyZ operaattorille M(z) = Mz + MyZ nollakuviolla Z.

1: L1, L# «—0

2: U~ M, U# — M#

3: fori=1tondo

4: fork=1toi—1do

5: if (i,k) € Z then

6: lix =0, L#,ik —0

T else =1
U

8: [l Len] — [uie wpin] [ﬁc:k ugkllikjl

Uk«

9: Ujx < WUjx — [lik l#»ik] |:_U¥kk*]

10: Ut ixe < Ut ix — [lik l#’ik] [ug];k*

11: end if

12: wik — 0, ug ik — 0

13:  end for
14: forj=i+1tondo

15: if (i,j) € Z then
16: Ujj < 0, Upt ij < 0
17: end if

18: end for

19: end for

Yksinkertainen nollakuvio saadaan seuraavasta madritelmasta.

Miiritelmi 4.3.1. Operaattorin M R-ILU(0):ksi kutsutaan hajotelmaa, jossa nol-
lakuvioksi on valittu matriisien M ja My yhteinen nollakuvio. Tarkemmin (3,7) €
Z & ((M)ij =0 ja (My)i; =0).

Kun M ja Ma ovat MATLABin harvoja matriiseja, funktion rl_ilu avulla R-ILU(0):n
voi laskea suorittamalla r1_ilu(M, Ma, max(spones(M), spones(Ma))).

4.3.2 R-lineaarinen ILU-hajotelma mukautetulla nollakuviolla

Reaalilineaarinen ILUT, jota timén jilkeen kutsutaan lyhyesti R-ILUT:ksi, saadaan
edells olevan kohdan koodista vastaavin muutoksin kuin matriisien tapauksessa koh-
dassa 4.2.2.

Olkoon € > 0 ja mjx, My ;x matriisien M ja My rivit i. Merkitdén reaalilineaarisen
LU-hajotelman operaattoreita £(2) = Lz + Ly4Z ja U(z) = Uz + Uyz. Alkiot
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lij ja l#,ij pudotetaan pois, jos |lij| + ll#,ijl < E(Hli*'ll + ”l#ﬂ'*“l). Samoin Ujj ja
u i; pudotetaan pois, jos |uij| + [ug ij| < €(l|luill1 + [lug,isll1). Nisséd on kiytetty
1-normia, mutta toisenlainenkin normin valinta on mahdollista.

Jilleen, argumentti p masira midrad sekd L:mn aidossa alakolmiossa ettd U:n aidos-
sa ylikolmiossa kullakin rivilli olevien nollasta poikkeavien skalaarioperaattoreiden
suurimman miirin. Skalaareista siilytetdin p normiltaan suurinta ja loput pudote-
taan pois.

Tuloksena on algoritmi 4.3.2, joka vastaa matriisien algoritmia 4.2.3. Liitteessd B on
vastaava MATLAB-funktio nimelld rl_ilut.

Yleisesti reaalimatriisiesityksestd (1.4) nihdéén, ettd reaalilineaariset ILU-hajotel-
mat voidaan nihdi matriisien lohko-ILU-hajotelmina, missé lohkot ovat 2 x 2-kokoi-
sia. Téten niiden tehokkuuden voidaan olettaa olevan samaa luokkaa tunnettujen
matriisien lohkohajotelmiin perustuvien pohjustusmenetelmien kanssa. Tehtyjé nu-
meerisia kokeita esitetyille ILU-hajotelmille kiydaén ldpi seuraavassa luvussa.
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Algoritmi 4.3.2 R-ILUT(¢, p). Laskee R-ILUT-hajotelman operaattorit £(z) =
Lz + Lyz, U(z) = Uz + UxZ operaattorille M(z) = Mz + MyZ kiyttden mu-
kautettua nollakuviota. Argumentti ¢ méérié alkioiden suuruustoleranssin suhteessa
rivikokoon. Tuloksena olevissa L, Ly:ssé ja U,Uy:ssa on ldvistdjdalkioiden lisdksi
korkeintaan p nollasta poikkeavaa alkiota kullakin rivillé.

. L«1I,Ly+0
2: U‘—M,U#@—M#
3: fori=1tondo

4 m o il + flugidla
5 fork=1toi—1do .
) ) , Ukk  Ugt kk
A AR | el
= if |c| + |c¢| < em then
8: lig — 0, lpix — 0
9: else
10: lir — c, l#,ik — Cy
11: Uje — Uix — | C tice
% % [ Q#] [@k*
Uk
13: end if
14: Uik +— 0, ugixr — 0
15:  end for
16: forj=i+1tondo
17: if |uij| + |ug,ij| < em then
18: Ujj 0, Ut ij < 0
19: end if
20: end for
21: ifi>p+1then
22: Sailytetdsin alkioista li1,lei1,-.-,0li—1, b ii—1 ne, joiden indeksi ovat sa-
mat kuin p:n suurimman listassa |l 1]+ |Lei1ly- -« [lii-1] + |lg,ii-1] ; muut
asetetaan nolliksi.
23:  end if
24: if i <n—p then
25: Sailytetddn alkioista w41, W ii+1s---5lin, lgin D€, joiden indeksi ovat sa-
mat kuin p:n suurimman listassa |u; i+1]+ g iit1], - - - |lin] 4|l in| ; muut
asetetaan nolliksi.
26: end if
27: end for
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Luku 5

Numeerisia kokeita

Tissi luvussa esitetddn suoritettujen numeeristen kokeiden koejérjestelyt ja tulok-
set. Kokeet jakaantuvat kahteen osaan. Aluksi tarkastellaan ja vertaillaan luvun 3
GMRES-menetelmii, jonka jilkeen siirrytdéin luvun 4 pohjustusmenetelmien kokei-
siin. Kaikki numeerinen laskenta tehtiin MATLABin versiolla 7.6.0.324 (R2008a).

5.1 GMRES kokeita

Kokeissa ratkaistiin yht#loryhmé z + MyZ = b, missa vektori b koostuu luvuista
1. Menetelmin3 olivat reaalilineaarinen GMRES (RL-GMRES, kohta 3.8) ja matrii-
sien GMRES (kohta 3.4) seki kaksinkertaiseksi kirjoitetulle reaaliselle yht&léryhmalle
(kohdan 3.8 loppu) ettd yhtélolle (3.54).

Kokeet suoritettiin MATLABilla ja ohjelmakoodit perustuivat viitteen [1] r1_GMRES-
funktioon. Matriisien GMRES toteutuksena kiytettiin r1_GMRESista muokattua ver-
siota, joten molempien toteutustapa oli erittdin samankaltainen. Kokeissa matriiseja
My oli kolmea tyyppid. Merkitdén jo) € R™ ™ matriisia, jonka alkiot ovat va-
littu tasaisesti satunnaisesti vililtd (0,1). Ndma matriisit muodostettiin MATLABilla

kiyttden Rsf ) = rand(n) ja ne vaihtuivat satunnaisesti jokaisessa testiajossa.

Ensimmiisessi kokeessa oli My = (Iso0 + R%)O + iRg)z)) /10 € C300%500_ Tyypillisen
ajon jaannosvektoreiden normit ||rg||/||7ol| on piirretty kuvaan 5.1 log,o-skaalassa.
Toisessa kokeessa My = (5I100 + R(lt)o + zR(I%)O) € C100x100 - jssnnosvektoreiden
normit on piirretty kuvaan 5.2. Viimeisessi kokeessa ei kiytetty satunnaismatriiseja
vaan valittiin My = diag(2,3,...,101) € C!%°%100 mjsti saatiin kuva 5.3. Alkuar-
vauksena oli zg = 0 kaikissa kokeissa.

Tasapuolisen vertailun vuoksi yhtilén (3.54) jadnnosvektoreiden normit laskettiin

kaavalla ||rg|| = ||b— Mi(2k)|| jokaisella iteraatiokierroksella. Tulokset eivét kuiten-
kaan juurikaan poikenneet kiytiannéllisen iteroinnin kaavasta ||Fx|| = ||(I —Mo)(b—
M (zk))l

Kuvista nihdain, ettd RL-GMRES suppenee kaksinkertaista reaalista systeemia hie-
man nopeammin lukuunottamatta viimeista koetta, jossa suppeneminen on yhta no-
peaa. Yhtild (3.54) vaatii vain suunnilleen puolet edellisten iteraatioista lukuunotta-
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Kuva 5.1: Iteraatioiden jdinnoksen suhteellinen virhe, kun k = 1 ja My =
(eye(500) + rand(500) + i*rand(500))/10 ja vektori b koostuu luvuista 1. Kuvaan
on piirretty seki 30 ettd 60 iteraation vilein uudelleenkiynnistetyt GMRESit. Kéyn-
nistyskohdat on merkitty symbolilla o.

matta viimeistd koetta, jossa se ei suppene. Toisaalta tdmén yhtélon ratkaisu vaatii
kahden matriisi-vektoritulon laskemista My:lla.

5.2 GMRES impedanssitomografiassa

Edelld olevissa GMRES-kokeissa nihtiin, etti suppenemisnopeus riippuu hyvin pal-
jon teenniisesti valitusta matriisista M. Kéytannon suorituskyvyn selvittamiseksi
kokeita suoritettiin my6s impedanssitomografiassa esiintyvilld yht&l6illd ja simuloi-
dulla datalla.

Olkoon Q tason R? avoin yksikkokiekko ja tarkastellaan sielld johtavuusyhtdlén
reuna-arvotehtavii

V - y(z)Vu(z) = 0, z €,
u(z) = f(x), x € 99,

missi sidhkonjohtavuus v on vakioiden rajoittama 0 < ¢ < v < C < oo. Kun
(sihko)potentiaali f kiekon reunalla on annettu ja johtavuus 7 tunnetaan, ratkaisu
u on potentiaali koko kiekossa. Télldin voidaan laskea kiekon reunalla virrantiheys
'y%ﬂ 5q funktio, missd v on yksikkénormaalivektori ulospédin. Tunnetun johtavuuden
~ perusteella voidaan titen mééritelld kuvaus A, reunalla annetuista potentiaaleista
f reunan virrantiheyksiin, A,(f) = 'y%l -

Sihkoisessd impedanssitomografiassa ratkaistavana on inversio-ongelma, missd ku-
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Kuva 5.2: Iteraatioiden jainnoksen suhteellinen virhe, kun & = 1 ja My =

5*eye(100) + rand(100) + i*rand(100) ja vektori b koostuu luvuista 1. Kuvaan on
piirretty seki 30 ettd 60 iteraation vilein uudelleenkéynnistetyt GMRESit. Kaynnis-
tyskohdat on merkitty symbolilla o.

T T T T T T 1 T
—— RL-GMRES
------- GMRES
— — —I-Ma*conj(Ma)
o-
N 6o
O~ - > e - -
~ - O~ ~o
Yo~ e
N -
= N ~o-
5 S e T
= e % O~
= S
9 ~
g f oY N |
N
N
~ e -
~
~ ~
~
o
by
N
N
_7 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Iteraatioiden lukumaara
Kuva 5.3: Iteraatioiden jidénnoksen suhteellinen virhe, kun x = 1 ja My =

diag(2,3,...,101). Kuvaan on piirretty sekd 30 ettd 60 iteraation vélein uudelleen-
kiynnistetyt GMRESit. Kiynnistyskohdat on merkitty symbolilla o. RL-GMRES ja
GMRES viivat ovat tassd padllekkéin.
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vaus A, on annettu ja tdtd vastaava johtavuus y on ratkaistava. Varsin yleisin ole-
tuksin voidaan osoittaa, ettd v on yksikésitteinen [7]. Tétd ennen vaativammin ole-
tuksin yksikisitteisyyden on todistanut mm. Brown ja Uhlmann (mm. v:lla téytyy
olla ensimmiiset osittaisderivaatat). Kuten [5], téssd esityksessd kdytetdan Brown-
Uhlmannin todistuksessa kiytettys menetelméi v:n rekonstruoimiseen. Johtavuuden
~ uudelleenrakentaminen jakautuu kahteen vaiheeseen. Ensimméisessé vaiheessa ku-
vauksen A, perusteella lasketaan nk. sirontamuunnos ja toisessa vaiheessa sironta-
muunnoksesta rakennetaan johtavuus . Jilkimméinen vaihe tapahtuu ratkaisemalla
O-yhtilsita (5.1). Tassd tarkoituksena on kokeilla luvun 3 menetelmid, joten koko-
naisen inversiotehtivin ratkaisemisen sijaan keskitytddn tdhén jalkimméiseen vai-
heeseen. T#lloin on sallittua hieman oikaista ja laskea sirontamuunnos suoraan an-
netusta johtavuudesta . Brown-Uhlmannin menetelmassi tdmékin voidaan tehda
ratkaisemalla O-yhtaldité.

5.2.1 O-yht#lon ratkaiseminen

Tarkastellaan seuraavaa nk. 0-yhtalod

d:w(z) = —T(2)w(z), Jim w(z) =1 (5.1)

missi kerroinfunktiolla 7' : R? — C on kompakti kantaja. Tastd on ratkaistava
w : R?2 — C asymptoottisella ehdolla limj,|_,o w(z) = 1. Kompleksiluku z = 21 + 122
samaistetaan tason R? pisteen (21, 20) kanssa ja kiytetddn derivaatta-operaattoreita

b0 _1(0 0\ 5 0 1(0 .0

T 0z 2\0zm 0x)’ T 0z 2\0z 02/’
missd z = (21, 22). Yht#ld (5.1) ja wmn asymptoottinen ehto ovat yhtépitévia inte-
graaliyhtdlon

1 T(2") ——=
=1-—— ") dzydz; 5.2
w@) =1-7 [ ) ddd (5.2
kanssa, missi g(z) = 1/(7z) on operaattorin 0, Greenin funktio. Voidaan kirjoittaa
my0s lyhyemmin

w+g* (Tw) =1, (5.3)

missi * tarkoittaa funktioiden konvoluutiota.

Numeerista laskentaa varten diskretoidaan integraaliyhtilo (5.2) viitteen [5] tavalla.
Olkoon B(0,p) origokeskinen p-siteinen suljettu kiekko siten, ettd 7"n kantaja si-
siltyy sithen. Olkoon R > 2p ja asetetaan Sg = [~ R, R) x [-R, R) (ks. kuva 5.4).
Yhtilon (5.2) ratkaisu w kiekossa B(0, p) riippuu Greenin funktion g arvoista vain
kiekossa B(0,2p), joten g voidaan haluttaessa mééritelld uudelleen tdméin kiekon
ulkopuolella. Olkoon
L k<R
K(={m “ESE (5.4)
0, kun |z| > R.

Katkaisu voitaisiin tehdd myos siledsti valitsemalla R = 2p+ € jollakin pienelld € > 0
ja asettamalla K(2) = g(2)x(z), missé x on siled, 0 < x <1 ja saa arvon 1 kiekossa
B(0,2p) ja 0 kiekon B(0, R) ulkopuolella. Téssa esityksessé kiytetdén vain katkaisua
(5.4).
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(-R,R) R,R)

N

(-R,-R) (R,-R)

¢
(O]
0]

Kuva 5.4: Keskelld avoin kiekko B(0, p) ja R = 2p. Pienet ympyrit esittévit 4 x 4
hilaa (m = 2).

Tarkastellaan periodista integraaliyhtalod

w(z)=1- K(z — 2")T(2)w(z') dz1dzy (z € Sr), (5.5)
Sr
missid K ja T on ensin rajoitettu nelioén Sg ja sitten jatkettu 2R-periodisiksi funk-
tioiksi koko tasoon. Taméin ratkaisu w on niin ikddn 2R-periodinen funktio.

Periodisen yhtélon (5.5) ratkaisulle @ ja alkuperdisen yhtdlon (5.2) ratkaisulle w
pitee @(z) = w(2) kaikilla 2 € B(0, p). Kun periodisesta yhtélostd (5.5) on saatu
ratkaistua @, voitaisiin se laajentaa kiekosta B(0, p) yhtélon (5.2) ratkaisuksi koko
R2:een laskemalla

| T(2') =
w(z =1——/ w(2") dz}dz} 2 € R?).
@=1-1[  TEFEee o)

Téssi tydssd ratkaisun kiinnostava osuus kuitenkin sijaitsee kiekossa B(0, p) eikd tété
laajennusta tarvitse laskea.

Ryhdytdsn sitten ratkaisemaan yhtdlod (5.5). Olkoon m positiivinen kokonaisluku
ja asetetaan N = 2™, h = 2R/N. Muodostetaan hila pisteistd jh, missi j € Z}

e N . N
Z?v={(31,12)€Z2|—7 511,12<5}- (5.6)

Tdmé on N x N-hila, jonka tapaus m = 2 on piirretty kuvaan 5.4. Téillainen N:n
valinta sopii erityisen hyvin jiljempén esiteltédvin nopean Fourier-muunnoksen kéyt-
toon.

Kun j € Z2, merkitiin

T; =T(jh), (5.7)

wj = w(jh), (5.8)
e 0, kun j; =j2 =0 (mod N), (5.9)
d K(jh), muutoin. '
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Funktion K diskretoinnissa asetettiin nolla singulariteettipisteissé. Singulariteetti-
pisteet ovat integroituvia, joten téstd aiheutuva diskretointivirhe pienenee hilaa ti-
hentiessi. Koska funktiot 7, w ja K ovat 2R-periodisia, ovat diskretoidut kaksi-
indeksiset jonot Tj, wj ja K; N-periodisia molempien indeksien suhteen.

Diskretoidaan seuraavaksi yht#lossa (5.5) esiintyvé integraali muotoon

h? > K 1Tk (5.10)
keZ%,

Tissd Kj_x = K((j — k)h) = K(jh — kh), kun j # k. Summa, (5.10) on periodisten
jonojen konvoluutio, joka voidaan merkitd lyhyemmin h%(K;) * (Tjw;). Yhtals (5.5)
on diskretoitu nyt muotoon

wj + k3K * (T7@5) =1 (j € Z}y).

Konvoluutiota ei kannata laskea suoraan kaavasta (5.10) vaan kiyttden nopeaa Fou-
rier-muunnosta (FFT:std voi lukea esim. kirjasta [10]). Merkitdan F:118 kaksiulot-
teista diskreettii Fourier-muunnosta, jolloin edelld olevasta yhtalostéd tulee

+ W FNFK)) - F(Tw) =1, (€ Zy), (5.11)
missé - tarkoittaa Fourier-kertoimien kertomista keskenadn alkioittain.

Matriisiyhtaloksi timé voidaan kirjoittaa pakkaamalla ratkaistavat w; vektoriksi

u € CV? asettamalla U(j +N/2)+N(ja+N/2)+1 = Wiy jpy Missd j = (j1,j2) € Z%.
Tamin pakkauksen myStd summa (5.10) voidaan esittdd matriisien avulla. Yhta.—
16ksi saadaan u + Myu = 1, missd 1 € CN? koostuu luvuista 1 ja My = CD,
missi C, D € CN**N? Matriisi D on diagonaalimatriisi koostuen alkioista T} ja al-
kioista K koostuvalla matriisilla C' kertominen suorittaa konvoluution. Tama yhtéilo
ratkeaa operaattorille M, luvussa 3 esitellyin menettelyin.

Trigonometrinen kollokaatio
Kerrotaan yhtild (5.5) puolittain 7'(z):lla, jolloin

T()w(z) =T(2) - / K(z — 2)T(z"\w(2') dz;dz} (2 € Sg).
Merkitsemilld v(z) = T(z)w(z) saadaan periodinen integraaliyht&lo
o(2) =TG) - T(@) /S K(z — )o(7) d2\dz). (5.12)
R
Kun timai ratkaistaan ja lasketaan funktio w kaavasta

w(z) =1- K(z — 2)u(2'),dz dz,
Sr

niin w on yhtélén (5.5) ratkaisu. Diskretoidaan (5.12) kiyttéen trigonometristé kol-
lokaatiota viitteen [6] tapaan.
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Maéritelliin ortonormaali kanta avaruuteen L*(Sg) funktioilla

1 N 2
pj(z) = 2R P (z7r] R) j € &=, (5.13)

ja koostukoon avaruus 7y trigonometrisistd polynomeista vy = 3 jezd, cjpj, missd
¢j € C. Kun v on 2R-periodinen funktio, méadritelldéin sen trigonometrinen interpo-
laatio Qv vaatimalla

Qnve Ty, (Qnv)(jh) =v(jh), j€Zk.

Yht#ls (5.12) diskretoidaan nyt muotoon

vy = Qn(T) — Qn(TKR), (5.14)
missd, (Kv)(z) fs (z — 2')v(2') d2}d2} ja on ratkaistava vy € Ty. Néhdéén,
ettd N

Kpj=K()p; (1€Z?,
missi K (j = ] sp K (2)¢—;(2) dz1dzp ovat funktion K Fourier-kertoimet.

Trigonometriselld polynomilla vy € Ty on seuraavat kaksi mahdollista esitystapaa

un(2) = Y On(k)er(2),
kez%,
on(2) = Y un(ih)en,;(2),

72
JEZY

missi pn,; € T toteuttaen @ j(kh) = d; (Kroneckerin 4) ja j, k € Z%. Ensimmai-
nen niisti on Fourier-kertoimien avulla esitetty ja jilkimmaéinen hilapisteissé olevien
arvojen avulla. Funktiot ¢y ; saadaan kaavasta

T 2
on,j(2) exp <z7rk ( ))
N2 ICZZ2 R ¥

Esityksesti toiseen voidaan siirtyé diskreetin Fourier-muunnoksen avulla. Laskemalla
saadaan

on (k) =/S N (2)p—j(2) dz1dzo = % Z vn(jh) exp (—i7rk . %]) . (5.15)

JEZ3,

Arvot hilapisteissi lasketaan diskreetilla kiddnteismuunnoksella

2j
vn(jh) = R kezzz un (k) exp (mrk N) (5.16)

Muodostetaan sitten yhtilon (5.14) matriisimuoto. Kun ratkaisun vy € 7y arvot
vn(jh), j € Z%, tunnetaan, niin vy = EkeW On (k)pr, missd kertoimet U (k)
saadaan kaavasta (5.15). Joukon (5.6) lisdksi maa,rltella:'a'.n

= s N _ .., _N
Zy = {(31,92) €z’ | —5 <Jn2 < 3}-
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Sijoitetaan ja lasketaan
TKixn=T Y in(R)K(-k)p_r =T Y n(=k)K(=k)p—k
kez? kez%,
=T ) K(k)on(k)ex,

joten matriisimuodoksi saadaan
v+ GF (KG) - Fa@) =T;, (G €ZR), (5.17)

missd v; = vn(jh) ja F ,.7-',: ovat diskreetit Fourier-muunnokset (5.15) ja (5.16).
Kun v; pakataan vektoriksi y edellisen kohdan lopussa olevaa tapaa kdyttéen, niin
tdma yhtédlo on matriisimuotoa

y+ DCy = D1. (5.18)

Kun t#std ratkaistaan y ja lasketaan u = 1 — C7, niin nédhdéén, ettd u toteuttaa
yhtalon
u+CDu=1. (5.19)

Toisaalta kertomalla yht#ls (5.19) puolittain vasemmalta D:lld ja ottamalla uudek-
si muuttujaksi y = Du piddytdén yhtdloon (5.18). Namé ovat siten yhtépitavt.
Yhtiloon (5.19) paddyttiin myds edellisessii kohdassa. Erona on, ettd yhtélon (5.11)
Fourier-kertoimet F(Kj;) on laskettu diskreetilld Fourier-muunnoksella diskretoin-
nista (5.9) ja tdmén paikalla on nyt tarkasti laskettavissa olevat kertoimet K (9)-
Lasketaan nimé seuraavaksi. Huomautettakoon, ettei yhtéldssa (5.17) ole tekijad h?
yhtéldn (5.11) tapaan. Tdma tekijé sisdltyy nyt kertoimiin K(@j).

Katkaistun Greenin funktion Fourier-kertoimet
Olkoon j = (j1,j2) # (0,0). Derivoimalla nihdaén, ettd 0,¢;(2) = )\j"l(pj(z), missé
Aj = (2(—ja +ij1)) ", joten

RG) = [ K@p-)dadz

1
= —p_j(z)dz1dzo = — A —(9 z)dz1dz
/B(O,R) - J( ) 2 B(O.R) T 2P— J( ) dz1dzo

= —); lim —8 p_i(z)dz1dze
760 B(0,R)\B(0,6) T% =p-j(2) d=1

1 %
= —A;j lim / —/ (— _-z—)d
5—'0{ ( S(0,R) 5(0,5)) na i )2|Zl
—/ (é—%-l—) p—j(2) dzldzz},
B(0,R)\B(0,9) L

missd on kiytetty Gauis-Green lausetta. Jalkimmaéisin integraali on nolla, koska
1/(7z) on operaattorin 0 Greenin funktio. Saadaan

K(j) =\ (cp_j(()) 27:R (OR)cp_j(z)ds>.
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Lasketaan

/ emiz/R gg = R/ e ds = R/ eimila gg
S(0,R) 5(0,1) 5(0,1)

1
— ZR/ ei”mz‘(l — z%)_l/2 dzy
=l
1
= 2R/ cos(m|j]z1)(1 — 23)"Y2 dz = 2rRJo(7|j)),
-1
missi Besselin funktiolle Jy kiytetty kaava 16ytyy esim. kirjasta [16]. Taten
Aj

K@) = 2_}§(1 — Jo(x4]))-

Kun j = (0,0), ndhddan helposti K(0) = i B(O.R) ;1; dz1dze = 0. Fourier-kertoimiksi
on ndin saatu

1 — Jo(mljl) :
- ————= kun 0,0),
K(j) = 7(—J2 + ij1) i#(0,0)
0, kun j = (0,0).

5.2.2 Brown-Uhlmann menetelméa

Seuraavassa esitetdiin vain ratkaistavat yht#lot ja laskentakaavat, katso [5] ja sen
viitteet tarkempaan matemaattiseen kuvaukseen. Olkoon sitten johtavuusfunktio v
annettu kiekossa  ja oletetaan, etté v = 1 lihelld kiekon reunaa. Lasketaan (erdén-
lainen potentiaali)
g= 72042 (5.20)

Koska oletetaan, ettd v = 1 lihelld kiekon reunaa 052, voidaan g laajentaa sileésti
koko tasoon asettamalla q(2) = 0 kaikilla z € C\ Q. Ratkaistaan kaikki seuraavat
O-yhtilot parametrina k € C

0.,m+(z,k) = £q(2)e(z, —k)m+(z, k), | llim ma(z, k) = 1, (5.21)

Z|—00

missé e(z, k) = exp(i(zk+2zk)) = exp(2i Re(zk)). Lasketaan my (z, k) = 3 (my(z,k)+
m_(z,k)) ja potentiaalin ¢ sirontamuunnos kaavasta

S(k) = _?i/ne(z, k)q(z)m1(z, k) dz1dzo. (5.22)

Johtavuus v uudelleenrakennetaan sirontamuunnoksesta S ratkaisemalla O-yhtalot
parametrina z € (2

mt (2, k) = S(—k)e(z, —k)mt(z, k), lim m*(z,k) = 1. (5.23)

Johtavuus saadaan sitten laskemalla

v(z) = (Re(m*(z,0))). (5.24)
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5.2.3 Kokeet

Kokeissa toistettiin viitteen [5, kohta 5.1] jirjestely. Ensiksi valmisteltiin johtavuus-
funktio v yksikkokiekkoon. Taustajohtavuus on 1, syddmen johtavuus on 2, keuh-
kojen johtavuus on 0.33 ja toisessa keuhkossa olevan poikkeaman johtavuus 1.33.
Kuvassa 5.5 on timé alkuperiinen johtavuus jo uudelleenrakennettuna. Potentiaali
q laskettiin kiyttden kaavaa (5.20) ja numeerista derivointia.

Yhtalét (5.21) ratkaistiin kiiyttéien kohdan 5.2.1 menetelméad. Nelioon [—2,2) x[—2,2)
muodostettiin 128 x 128-hila muuttujan z arvoille ja nelioén [—40,40) x [—40,40)
niin ikiddin 128 x 128-hila muuttujan k arvoille. Sirontamuunnos laskettiin kaavasta
(5.22) numeerisella integroinnilla. Koska sirontamuunnos S ei poikkea nollasta vain
rajoitetussa joukossa, se téytyy katkaista seuraavaa vaihetta varten. Tdstd aiheutuu
systemaattinen virhe, mutta tdmé jétetdan huomiotta, koska S on |k|:n kasvaessa
nopeasti vaimeneva. Edelld nelié [—40,40) x [—40,40) on jo valittu tétd katkaisua
varten eiki S(k) arvoja laskettu, kun |k| > 20, vaan asetettiin nolliksi.

Laskettu sirontamuunnos tallennettiin ja seuraavan vaiheen johtavuuden rekonstru-
ointiin kiytetyt iteraatiot ja laskenta-ajat mitattiin eri menetelmin. Jokaisessa ko-
keessa ratkaistiin 9-yht#lot (5.23) kaikille z:n arvoille neligssé [—1,1)x[—1,1) 32x32-
hilassa lukuunottamatta hilapisteiti, joille |2| > 1. Jokaisessa hilapisteessd ratkaistiin
reaalilineaarinen yhtilé u+ Myu = 1 iteratiivisin menetelmin ja iterointi pysaytet-
tiin, kun jaannés |r|l/||roll = |1 — wx — Mga||/||rol| < 10712,

Jokaisen kokeen tuloksena oli kuva 5.5 ja mittaukset eri menetelmin on kirjattu
taulukkoon 5.1. Laskenta-ajat mitattiin MATLABin TIC-TOC komennoilla kahdessa eri
ajossa. Taulukossa I — MyMy tarkoittaa yhtilon (3.54) ratkaisemista matriisien
GMRESilli ja T — MyMyMyMy yhtilén (3.53) ratkaisua arvolla k£ = 4. Nail-
le kahdelle suoritettiin kokeet myds kiiyttien epdkiytannollistd jadnnoksen normia
7kl = ||b — M (ug)||. Nimé on merkitty J:lla. Tdméd tehtiin, jotta iterointi tuli-
si pysdytettys samassa tarkkuudessa muiden menetelmien kanssa. Kuten taulukosta
nihdisn, ei tilld ole iteraatioiden médrdén juurikaan vaikutusta. Laskenta-aika J:114
merkityissd kohdissa johtuu kohtuuttomasta ylimééréisestéd laskennasta. Kuvaan 5.6
on piirretty yhden 0-yht#lon ratkaisun suhteelliset jiannokset.

Vertailun vuoksi laskenta suoritettiin myds seuraavalla yksinkertaisella kiintopistei-
teraatiolla
Uk4+1 = —M#ﬁk + 1.

Timén iterointi pyséytettiin, kun ||1 — wgr1 — My@k||/||7ol| < 107'2. Kuten tau-
lukosta nahdain, iteraatioiden lukuméérd on suurempi kuin GMRES-menetelmissa,
mutta laskenta-aika on téstd huolimatta hyvé.

5.2.4 O-yhtild satunnaisella kerroinfunktiolla

Edellisen kohdan kiintopisteiteraation ja GMRES-menetelmén menestys matriisille
I — MyMyMyMy antaa aihetta epiilld, ettd tdmé johtuu matriisin My normin
pienuudesta.

Seuraavissa kokeissa yhtild (5.1) ratkaistiin neliossa [—40, 40) x [—40,40) 256 x 256-
hilassa ja kerroinfunktion 7" arvot hilapisteissa |z| < 20 asetettiin tasaisesti satunnai-
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Kuva 5.5: Johtavuus yksikkdympyréssa.

Menetelma Iteraatiot | Aika (s)
RL-GMRES 12192 105.1
12192 104.9

GMRES 12500 120.9
12500 119.0

I—- MyMy 6742 69.0
6742 68.3

I-MuyMyJ 6744 97.7
6744 98.5

T — My Mz My My 3756 61.3
3756 61.1

I-MuyMyMyMy J 3764 76.1
3764 75.3

Kiintopiste 15991 55.1
15991 55.2

Taulukko 5.1: Sirontamuunnoksesta lasketun rekonstruoinnin aika.
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T 1
—— RL-GMRES
....... GMRES
— — —|-Ma*conj(Ma)
—p— |I-Ma*conj(Ma)*Ma*conj(Ma)

log,IIHirgl)

2 4 6 8 10 12 14 16 18
Iteraatioiden lukumaara

Kuva 5.6: Iteraatioiden jiinnoksen suhteellinen virhe, kun O-yhtild on ratkaistu hilan
keskipisteessd (z; = 22 = 0).

Menetelma 0.01 | 0.1 0.5 1.0 | 5.0 | 10.0 | 20.0
RL-GMRES 5| 10| 25 39 | 160 | 313 | 625
GMRES 5| 10| 25 41 | 179 | 355 | 713
I-MyMyJ 3 5| 13 22 | 80| 155 | 352
I—- MyMyMyMy J 2 4| 36 | > 960
Kiintopiste 7|1 75| o0 00

Taulukko 5.2: O-yht#lo ratkaistuna 7114, jonka arvot ovat tasaisesti satunnaisia va-
liltd 0 ylimmalla rivilli olevaan arvoon. Arvot ovat iteraatioiden lukuméérid ja mer-
kinnilla co menetelmé ei supennut.

sesti 0:n ja annetun yldrajan vililli MATLABin rand-funktiolla. Muissa hilapisteissé 7'
asetettiin nollaksi. Kaikki GMRESit uudelleenkiynnistettiin 60 iteraation vilein ja
pyséytettiin, kun jidnnoksen normi oli < 1076, Tulokset ovat taulukossa 5.2, misté
nihdéin kiintopisteiteraation ja matriisin I — M#M;M#F# GMRESin suppene-
misen hidastuvan rajusti 7:n kasvaessa.

On huomattava, ettd I — MMy séilytti nopeussuhteensa RL-GMRESiin ja kak-
sinkertaiseen reaaliseen GMRESiin ndhden.
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5.3 Aaltoyhtalo

Tarkastellaan seuraavaa kaksiulotteisen aaltoyhtélén alkuarvo- ja reuna-arvotehtavaa
alueessa Q = (0,1) x (0,1) C R?

ug(x, t) = Au(z, t), zeQ,t>0,
u(x,t) =0, redN,t>0,
u(z,0) = f(x), u(z,0) = g(x), z €.

Ratkaistaan tima numeerisesti kiyttamélld aluksi differenssiapproksimaatioita paik-
kamuuttujan suhteen. Olkoon ni,ne € Z* ja asetetaan h; = nl'T , ho = n—12 Merki-
tadn u(; j)(t) = u(ihy, jhe, t),0<i<mn;+1, 0 < j < ng+1. Reunaehdoista johtuen
’U,(Oyj)(t) = u(n1+1,j)(t) = U(;,0) (t) = U(i,ng+1) (t) = 0. Maaritellddn n X n-matriisi

missd h = % Tam3 on itse asiassa yksidimensioisen Laplacen operaattorin (toi-
nen derivaatta) differenssiapproksimaatio, kun molemmissa péissi on Dirichlet’n reu-
naehto 0.

Kaksidimensioista tapausta varten jirjestetdin tuntemattomat wu(j; (), 1 < ¢ <
n1,1 < j < ngy, pystyvektoriksi. Merkitddn vt (j—1)n,(t) = () (t). Kroneckerin
tulon avulla muodostettua matriisia

Apohy =1In, ® Ap, + Ap, @ Iy,
kiyttamailld tulee tehtédviksi ratkaista differentiaaliyhtélosysteemi
V'(t) = Appv(t),  0(0) = Frynys V'(0) =Ghyhy
missd (Fp, hy)it(i—tyny = F(ih1,5h2) ja (Ghy hy)it(G-1)n = 9(ih1, jhe). Kirjoitetaan

tdmé ensimmaiisen kertaluvun systeemiksi. Merkitddn w(t) = v'(t), jolloin systee-
miksi saadaan

y'(t) = Ay(t),  y(0) =y,

A:{ 0 In(l)nz] ja y(t)=[:;((?)], yo=[f ’“’"’]-

JAVEW 9hy,ho

misséd

Suoritetaan seuraavaksi aikadiskretointi. Olkoon diskretointivili § > 0 ja merkitddn
y; = y(j0). Téllsin implisiittinen keskipistesdéntd antaa yhtalot

yj+1=yj+6A(%(yj+yj+1))a j=0’1a27-"’

jotka voidaan kirjoittaa muotoon

(I-3A)y,=T+54)y;, j=012.... (5.25)
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Téssd y;, saadaan siis edellisen y; avulla ratkaisemalla lineaarinen yhtaléryhma.

Kokeessa laskettiin y; GMRESilli kiyttien seké tavallista matriisien ILU(0)-pohjus-
tusta ettd R-lineaarista ILU(0)-pohjustusta. Liséksi laskettiin kohdan 3.10 mukaisilla
reaalilineaarisilla menetelmilld, jolloin edelld olevan yht&lon matriisi muunnettiin R-
operaattoriksi kilyttien tapaa (1.3). Diskretointiparametrit olivat n; = ny = 32 ja
0 = 0.1. Alkuehtona oli

() = {%(1 + cos(r||z — [0.5 0.5]T 1/0.1)), kun ||z — [05 0.5]T | <0.1,

0, muutoin ,

2—2|lz —[11]7 /0.3, kun |lz—[11]7] <0.3,
9(x) = :
0, muutoin .

Matriisien ILU(0)-pohjustus laskettiin kdyttden liitteen B funktiota ilu_v2. R-
lineaarisen pohjustuksen tapauksessa kerroinmatriisista (I — %A) tehtiin ensin R-
lineaarinen operaattori M : C"1"2 — C™"2 kohdan (1.3) mukaan. Tdmén jilkeen
laskettiin M:lle R-lineaarinen ILU(0)-hajotelma kéyttéden funktiota r1_ilu ja tata
hajotelmaa kiytettiin pohjustimena MATLABin gmres-funktiolle. Kuvassa 5.7 nakyy
ratkaisun jainnos piirrettynd iteraatioiden lukumairédd vasten. Ndhdddn, ettd R-
ILU(0) parantaa selkeisti suppenemisnopeutta verrattuna sekd pohjustamattomaan
iterointiin ettd matriisien ILU(0):aan ndhden. Algoritmi 3.10.1 ei kuitenkaan suppene
R-ILU(0):n kanssa. Nihdédn myds, ettd tdssé tehtdvissa kohdan 3.10 reaalilineaari-
set iteratiiviset menetelmét eivit nopeuta suppenemista.

Diskretoinnista n; = ng = 4, saadaan kuva 5.8. Algoritmin 3.10.1 tapauksessa ite-
raatio ei suppene. Sen rivilli 3 laskettava vektori v on (numeerisesti lihes) nolla
ensimmaiisten iteraatioiden jéilkeen, joten tdssd tapauksessa algoritmi ei toimi.

5.4 Epalineaarinen Schrodingerin yhtalo

Tarkastellaan seuraavaa epilineaarista Schrodingerin yhtaloa
iz, t) = Av(e, t) + [ (x, )Y (=, 1).
Rajoitutaan tissid myos nelioon [0,1] x [0,1] € R2. Merkitdén
P j)(t) = ¥(ih, jhe), 0<i<m+1,0<j<ny+1

Olkoon téssakin ¥(g;)(t) = Y(n1+1,5)#) = Ya,0)(t) = Y(iny+1)(t) = 0. Merkitdén
edelleen w;(j_1yn, (t) = Y3 (t), 1 <i<ny, 1 < j < no. Diskretoitu yhtdls on nyt

iw'(t) = Ap, p,w(t) + G(w(t)), (5.26)
missi G : CM™2 — CM™ | G(w); = |w;|w;.

Tehddin seuraavaksi aikadiskretointi askelpituudella § > 0. Kéytetdén differentiaa-
liyhtélolle w'(t) = M(w(t)), missi M : C* — C" on annettu ja w tuntematon,
menetelmad

wk“ = 'wk + 6£(wk) (%(wk + wk+l)> 3 k=0,12,..., (527)
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Aaltoyhtald

—— GMRES

——— GMRES ILU(0)
—#*— GMRES RL-ILU(0)
- — —Alg363
— 4 —Alg3.6.3 RL-ILU(0)
—o—Alg36.4

—p— Alg 3.6.4 RL-ILU(0)

-2

tog, II¥lirgl)
A

-6

-10 L 1 1 1 1 1 I )
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Iteraatioiden lukumaara

Kuva 5.7: Aaltoyhtilon ratkaisun suhteellinen jiénnds (tapaus n; = ng = 32). RL-
ILU(0) on reaalilineaarinen ILU(0). Alg 3.10.1 ja Alg 3.10.2 viivat ovat pééllekkiin,
samoin GMRES RL-ILU(0) ja Alg 3.10.2 RL-ILU(0).

Aaltoyhtaldé

4

—— GMRES

- — —-Alg363|.

_-7\ |—e—Ag3s4
2F e \ 7
=" \ z
S . 7 \\ P 7

log, o(IfllirglD

_1 0 1 1 1 L 1 1 1 ]
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Iteraatioiden lukumaara

Kuva 5.8: Aaltoyhtilon ratkaisun suhteellinen jaénnds (tapaus ny = ng = 4).
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missi L(wF) on M:n R-linearisointi pisteessi w*. T#lléin siis L(w*) on vakion
ja R-lineaarisen operaattorin summa ja

M(w) = L(w*)(w) + o(|w — wF)).
Differentiaaliyhtilon (5.26) tapauksessa on M(w) = —iAp, p,w —iG(w) ja, koska

lv+ul2(v+u) = (v+u)?[T+7) = [v*v+ 2|v)?u + v?@ + o(|ul),

sen R-linearisointi pisteessd wk on

£(wb)(1) = ~i( Ay + G @) +(An po+ B(w)) (w—*)+C(w) (w = wF)),

missi B(w);; = 2lwi|? , C(w)i; = w? ja B(w) € CMm2Xmnzyg ja C(w) €
CrinzXminz.y myut alkiot nollia. Sijoittamalla tdm& menetelmaén (5.27) saadaan

(i — § (Ao + B@))) (! - wh) — §C(w*) @ = wF)
= 0Ap, nw* + G (w").

Reaalilineaariseksi yhtéloksi saadaan ndin Mz + M4z = b, missi

M =il - %(Ahl,hz it B(wk))? M# = _%C(wk)’
b= 6Ap, nw" +6G(w"),

k+1 k

ja merkitddn z = w*T — w".

Kun alkuehto ¥ (x,0) on annettu, on se diskretoituna ('wO)H(j_l)m = (ihy, jh2,0).
Numeerisessa kokeessa suoritettiin vastaavat laskut kuin edellisen kohdan aaltoyhté-
16n tapauksessa. Edelld olevasta reaalilineaarisesta yhtalostéd ratkaistiin w! annetun
alkuehtovektorin w® perusteella. Parametrit olivat n; = ne = 32 ja é = 0.1 ja alkueh-
doksi valittiin edellisen kohdan 5.3 alkuehtovektoreita kiyttien w® = fy, n, +iGh, 1,
(huom. i on t#ssd imaginaariyksikko eikd indeksiluku). Matriisien GMRESia varten
muunnettiin reaalilineaarinen yhtild kiyttien tapaa (1.3).

Kuvassa 5.9 nikyy ratkaisun suhteellinen jidnnos erilaisin menetelmin. Edelleen R-
ILU(0) tuo suppenemiseen parannusta, mutta nyt ILU(0) suppenee yhtd hyvin mat-
riisien GMRESin kanssa. Lisiksi havaitaan, ettd algoritmia 3.10.1 vastaava menetel-
maé kiyttaytyy edelleen huonosti.
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Epélineaarinen Schrddingerin yhtald

——— GMRES

——— GMRES ILU(0)
—#— GMRES RL-ILU(0)
- - —Aig363

- 4 — Alg 3.6.3 RL-ILU(0)
—6—Alg3.6.4

—p— Alg 3.6.4 RL-ILU(0)

log (il
L

-1 0 1 Il i
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Iteraatioiden lukumaara

Kuva 5.9: Epélineaarisen Schrodingerin yhtélon ratkaisun suhteellinen ja&nnos. Alg

3.10.1 ja Alg 3.10.2 viivat ovat paillekkiin, samoin GMRES ILU(0) ja RL-ILU(0)
ovat paallekkiin.
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Y hteenveto

Té#ssi tydssi on jatkettu viitteen [1] aloittamaa reaalilineaaristen menetelmien tutki-
musta. QR-hajotelman laskennassa tarvittava Householderin reaalilineaarinen muun-
nos tarkentui kohdassa 1.2 numeerisesti stabiilimpaan muotoon. Kohdissa 2.3 ja 2.3.1
ehdotettiin uutta tapaa tukea reaalilineaarista LU-hajotelmaa. Viitteen [1] GMRES-
menetelmi esiteltiin kohdassa 3.8 ja Householderin muunnoksien tilalle vaihtoehdok-
si tarjottiin uudet lauseen 3.8.1 esittdmét reaalilineaariset Givens-rotaatiot. Luvun 5
numeeriset kokeet vahvistivat reaalilineaarisen GMRES-menetelmén nopeusedun re-
aalisten matriisien menetelmain verrattuna. Uutena kokeellisena havaintona kohdan
3.9 C-linearisoitu yhtalo (3.54) on luvun 5 numeeristen kokeiden perusteella mielen-
kiintoinen mahdollisuus sihkdisen impedanssitomografian tyyppisen d-yhtélén rat-
kaisussa.

Toisaalta viitteessd [1] mainittu mahdollisuus reaalilineaaristen ILU-pohjustimien
kilytosté reaalisten 2n x 2n-matriisien pohjustimina vaikuttaa hedelmittomaltd. Re-
aalilineaarinen LU-hajotelma ja ILU-hajotelmat ovat t&lléin erikoistapauksia ylei-
semmistd matriisien lohkohajotelmista. Téllaiset hajotelmat ovat yleisesti, riippuen
sovelluskohteesta, toimiviksi tunnettuja. Téstd osoituksena myds luvun 5 kokeet vah-
vistavat R-ILU(0) hajotelman pienentévén iteraatiokierroksia.
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Liite A

Matriisit

Matriisi A on m x n-kokoinen kompleksilukualkioista a;; koostuva taulukko. Rivi-
indeksi ¢ saa arvot 1,2,...,m ja sarakeindeksi j arvot 1,2,...,n. Kaikkien m X n-
matriisien joukkoa merkitéin C™*". Reaalisten matriisien joukkoa merkitdan R™>".

Indeksien i = j paikkoja sanotaan (p#d)diagonaaliksi (1. lavistdjéksi). Matriisin
transpoosi AT saadaan kirjoittamalla rivit sarakkeiksi, tarkemmin (AT);; = aji.
Matriisin hermitoinnissa otetaan liséiksi kompleksikonjugaatti A* = A" .

Matriisi A € C™*" on
(1) diagonaalimatriisi (1. livistdjamatriisi), jos se on nelidmatriisi ja a;; = 0 kaikilla
i # 7,
(2) yldkolmiomatriisi, jos a;; = 0 kaikilla ¢ > j,
(3) alakolmiomatriisi, jos a;; = 0 kaikilla 7 < j,
(4) Hessenbergin matriisi, jos a;; = 0 kaikilla 7 > j + 1.

Matriisia A € C"*" sanotaan nelidmatriisiksi. Se on

(1) yksikkomatriisi, jos a;; = 1 kaikilla i ja a;; = 0 kaikilla 7 # j. Sitd merkitéén I
ja joskus tarkemmin I,.

(2) kadntyvi, jos on olemassa B € C™ " siten, ettdi AB = BA = I. Télloin
merkitdin A~' = B.

(3) (vino)symmetrinen, jos AT = (—)A.

(4) hermiittinen, jos A* = A.

(5) normaali, jos A*A = AA*.

(6) unitaarinen, jos A*A = I.

(7) ortogonaalinen, jos A on reaalinen ja ATA = 1I.

Avaruuden C" vektorit esitetdéin yleensd n x 1-(pysty)vektoreina. Luonnollinen kan-
tavektori e; on n X 1-pystyvektori, jonka i:s alkio on 1 ja muut nollia. Vektorei-
den sisituloa merkitésn (x,y) = y*z ja vektorin normia ||z| = (z*z)'/2. Vektorin

T : ; :
z=[z; - xp] pnormion |lz|, = (Ti_, |zxP)? kun 1 < p < o0, ja co-normi
on ||zl = maxy |z

Hermiittinen matriisi A on positiividefiniitti, jos (Ax,x) > 0 kaikilla © # 0. Luku
A € C on nelidmatriisin A ominaisarvo, jos on olemassa (ominaisvektori) x # 0 siten,
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etti Az = \x. Kaikkien ominaisarvojen joukkoa kutsutaan A:n spektriksi ja sitd
merkitddn o(A).

Matriisille A € C™*™ voidaan kiyttdd lohkomerkintdéd

B C
4-[3 2

missd B € CPX9,C e CP*$,D € C"*9ja E€ C™*, m=p+r,n = q+ s. Tilléin
alkiot ovat

bij, kun1<i<pjal<j<yg,
L kuin1<i<pjag<j<m,
. di—pj) kinp<i<mjal<j<yq,
€i—pj-q kunp<i<mjag<j<n.
Lohkomerkinnan erikoistapauksena on @ = [q; g -+ ), missd g, @a, - -,

qr € C" ovat pystyvektoreita. Tallsin @ on n X k-matriisi, jonka sarakkeet koos-
tuvat vektoreista g;. Matriisi [Q qx +1] saadaan lisddmélla matriisin Q viimeiseksi
sarakkeeksi uusi pystyvektori gy ;.

Matriisin A = (a;;) saraketta j vastaavaa vektoria merkitdén a.; ja rivid i vastaavaa
@ix. Matriisi Aj.g 4., koostuu A:n alkioista a;j, joiller <i<s jat<j<u. Vektori
v,.s koostuu vektorin v komponenteista i, joille r < i < s.

Matriisien A € C™*" ja B € CP*9 Kroneckerin tulo on (mp) x (ng)-matriisi

0,11B algB ol alnB

aanB axB --- ay,B
AgB=| 10 BT T

amiB ameB -+ amnB

Jos matriisien A; ja Ag tulo voidaan laskea ja samoin matriisien B ja Bs tulo, niin
(A1 ® Bl)(A2 K Bg) = A1 Ay ® B1By. Myos (A ® B)* = A*® B*.
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Liite B

MATLAB-ohjelmalistaukset

B.1 Kohta 2.3.1

function [L,La,U,Ua,V,P] = rl_luvp(M,Ma)

% Laskee LU-hajotelman kddntyvdlle reaalilineaariselle operaattorille
% kdyttden Gaussin eliminointia osittaistuennalla.

b

% Palauttaa:

% L,La - Alakolmiomatriiseja. Matriisin L ldvist&djd koostuu

% ykkosistd ja matriisin La l&dvist&jé nollista.

% U,Ua - Yldkolmiomatriiseja.

h v - Yldkolmiomatriisi, jonka ldavistdjd koostuu ykkdsistd ja
% jokainen rivi sisdltdd korkeintaan yhden muun nollasta
h poikkeavan alkion.

h P - Permutaatiomatriisi.

% Laskettu hajotelma toteuttaa: op(L,La)*op(U,Ua)=V*Pxop(M,Ma), missd
% esim. op(M,Ma) viittaa reaalilineaariseen operaattoriin, jonka
% lineaarinen osa on M ja anti-lineaarinen osa on Ma.
n=size(M,1); L=eye(n); La=zeros(n); U=M; Ua=Ma; V=eye(n); rperm=1:n;
for k=2:n

% Etsitd&n nykyisestd sarakkeesta suurimman normin operaattori.

ls=real(U(k-1:n,k-1)).~2+imag(U(k-1:n,k-1)).~2;
1s=1s-real(Ua(k-1:n,k-1)).~2-imag(Ua(k-1:n,k-1)).~2;

[sk,si]=max(abs(1ls));
si=si+k-2; sj=0;

% Etsitddn nykyisestd sarakkeesta pari skalaarioperaattoreita,
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% joista voidaan muodostaa kddntyvd operaattori. Yritetddn myos
% valita t&md pari siten, ettd niistd muodostetulla operaattorilla
% on iso normi parantaen ylld etsittyd.

for i=k-1:n-1
for j=i+l:n
qt=U(i,k-1)*conj(U(j,k-1))-Ua(i,k-1)*conj(Ua(j,k-1));
qt2=conj(qt);
gqst=abs(qt)~2;
skt=1s(i-k+2)+qst*1ls(j-k+2);

if (skt > 0)
skt=skt+2*qst;

else
skt=2xqst-skt;
qt=-qt;

end

if (skt > sk)
sk=skt; si=i; sj=j; q=qt;
end

skt=1s(j-k+2)+qst*1s(i-k+2);

if (skt > 0)
skt=skt+2*qst;

else
skt=2*qst-skt;
qt2=-qt2;

end

if (skt > sk)
sk=skt; si=j; sj=i; q=qt2;
end
end
end

% Permutoidaan riveji tarvittaessa. V:1lle permutoidaan sarakkeita.

if (si ~= k-1)
r=U(k-1,1:n); U(k-1,1:n)=U(si,1:n); U(si,1l:n)=r;
=Ua(k-1,1:n); Ua(k-1,1:n)=Ua(si,1:n); Ua(si,1:n)=r;

if (k > 2)
r=L(k-1,1:k-2); L(k-1,1:k-2)=L(si,1:k-2); L(si,1:k-2)=r;
r=La(k-1,1:k-2); La(k-1,1:k-2)=La(si,1:k-2); La(si,1:k-2)=r;
r=V(1:k-2,k-1); V(1:k-2,k-1)=V(1:k-2,si); V(1:k-2,si)=r;

end

rs=rperm(k-1); rperm(k-1)=rperm(si); rperm(si)=rs;
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if (sj == k-1)
sj = si;
end
end

% Lisitisn alapuolinen rivi (kerrottuna sopivalla kompleksiluvulla)
% nykyiseen riviin, jolloin saadaan k&&ntyvd tukialkio.

if (sj ~= 0)
V(k-1,sj)=q;
U(k-1,k-1:n)=U(k-1,k-1:n)+q*U(sj,k-1:n);
Ua(k-1,k-1:n)=Ua(k-1,k-1:n)+q*Ua(sj,k-1:n);
if (k > 2)
L(k-1,1:k-2)=L(k-1,1:k-2)+q*L(sj,1:k-2);
La(k-1,1:k-2)=La(k-1,1:k-2)+q*La(sj,1:k-2);
end
end

a=U(k-1,k-1); b=Ua(k-1,k-1);

w=[U(k:n,k-1),Va(k:n,k-1)]1/[a,b;b’,a’];

L(k:n,k-1)=w(:,1); La(k:n,k-1)=w(:,2);

U(k:n,k:n)=U(k:n,k:n)-w*[U(k-1,k:n);conj(Ua(k-1,k:n))];

Ua(k:n,k:n)=Ua(k:n,k:n)-w*[Ua(k-1,k:n);conj(U(k-1,k:n))];

U(k:n,k-1)=zeros(n-k+1,1); Ua(k:n,k-1)=zeros(n-k+1,1);
end

% Luodaan permutaatiomatriisi permutaatioindeksivektorista.
P=zeros(n);
for k=1:n

P(k,rperm(k))=1;
end

B.2 Kohta 4.2.1

Alla on MATLAB-esimerkkikoodi kohtaan 4.2.1. Téssd NZ on nollakuviomatriisi. Alkion
arvo nolla tarkoittaa, ettéd sitd vastaava indeksipari kuuluu nollakuvioon.

function [L, U] = ilu_v2(A, NZ)
n = size(A, 1); L = eye(n); U = A;
for i = 1:n
for k = 1:i-1

if NZ(i, k) ==
L(i, k) = 0;
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else
L(i, k) = U(i, k) / Uk, k);
U(i, k+1:n) = U(i, k+1:n) - L(i, k)*U(k, k+1:n);
end
end

U(i, 1:i-1) = zeros(1, i-1);
for j = i+l:n
if NZ(i, j) == 0
u(i, j) = 0;
end
end
end

B.3 Kohta 4.2.2

Alla kohdan 4.2.2 funktio. Argumentti droptol on sama kuin em. kohdan e.

function [L, U] = ilut(A, p, droptol)
n = size(A, 1); L = eye(n); U = A;

for i = 1:n
rownorm = norm(A(i, :));

for k = 1:i-1
c = U(i, k) / Uk, k);
if abs(c) < droptol*rownorm
LCi, &) = 03
else
L(i, k) = ¢;
U(i, k+1:n) = U(i, k+1:n) - c*U(k, k+1:n);
end
end
if 1> 1
U(i, 1:i-1) = zeros(l, i-1);
end

for j = i+l:n
if abs(U(i, j)) < droptol*rownorm
Ui, j) = 0;
end
end

if i > ptl

[s, si] = sort(abs(L(i, 1:i-1)));
L(i, si(1:i-1-p)) = 0;
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end

end

if i < n-p
[s, si] = sort(abs(U(i, i+1:n)));
U(i, i + si(1:n-i-p)) = 0;

end

B.4 Kohta 4.3.1

h

% Lasketaan reaalilineaarisen operaattorin z -> Mxz + Maxconj(z)
% ILU-hajotelma kdyttéden nollakuviota NZ.

h

function [L, La, U, Ual] = rl_ilu(M, Ma, NZ)

B
]

size(M, 1);

= speye(n); La = spalloc(n, n, 3*n);

spalloc(n, n, 3*n); Ua = spalloc(n, n, 3%n) ;

i=1:n
w = full(M(i,:)); wa = full(Ma(i,:));

for k = 1:i-1

if NZ(i, k) ==
w(k) = 0; wa(k) = 0;
else
a =U(k, k); b =Ua(k, k);
c = [w(k), wa(k)] / [a, b; b’, a’];

w(k) = c(1); wa(k) = c(2);
w(k+1:n) = w(k+1l:n) - ...
cx[U(k, k+1:n); conj(Ua(k, k+1:n))];
wa(k+1:n) = wa(k+i:n) - ...
c*[Ua(k, k+1:n); conj(U(k, k+1:n))];
end
end

for k = i+l:n
if NZ(i, k) ==
w(k) = 0; wa(k) = 0;
end
end

w = sparse(w); wa = sparse(wa);
af A > 1

L(i, 1:i-1) = w(1:i-1); La(i, 1:i-1) = wa(l:i-1);
end
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U(i, i:n) = w(i:n); Ua(i, i:n) = wa(i:n);
end

B.5 Algoritmi 4.3.2

Alla algoritmia 4.3.2 vastaava funktio. Tdmé hy6dyntdd MATLABin harvojen matrii-
sien kisittelyfunktioita.

function [L, La, U, Ua] = rl_ilut(M, Ma, p, droptol)

n = size(M, 1);
L = speye(n); La = spalloc(n, n, 3*n);
U = spalloc(n, n, 3*n); Ua = spalloc(n, n, 3*n);

for i = 1:n
w = full(M(i, :)); wa = full(Ma(i, :));
rownorm = sum(abs(w) + abs(wa));

for k = 1:1i-1
a="Uk, k); b =Ua(k, k);
¢ = [wk), wa(k)] / [a, b; b, a’];

if (abs(c(1)) + abs(c(2))) < droptol*rownorm
w(k) = 0; wa(k) = 0;
else
w(k) = c(1); wa(k) = c(2);
w(k+1:n) = w(k+l:n) - ...
cx[U(k, k+1:n); conj(Ua(k, k+1:n))];
wa(k+1:n) = wa(k+1i:n) - ...
cx[Ua(k, k+1:n); conj(U(k, k+1:n))];
end
end

for k = i:n
if (abs(w(k)) + abs(wa(k))) < droptol*rownorm
w(k) = 0; wa(k) = 0;
end
end

if i > pHt
[s, si] = sort(abs(w(1:i-1)) + abs(wa(1:i-1)));
L(i, si(i-p:i-1)) = w(si(i-p:i-1));
La(i, si(i-p:i-1)) = wa(si(i-p:i-1));
else
if €i > 1)
L(i, 1:i-1) = w(1:i-1); La(i, 1:i-1) = wa(1l:i-1);
end
end
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if i < n-p
[s, si] = sort(abs(w(i+1:n)) + abs(wa(i+l:n)));
U(i, i) = w(i); UVa(i, i) = wa(i);

U(i, i + si(n-i-p+1:n-i)) = w(i + si(n-i-p+i:n-i));
UVa(i, i + si(n-i-p+1:n-i)) = wa(i + si(n-i-p+1:n-i));
else
U(i, i:n) = w(i:n); Ua(i, i:n) = wa(i:n);
end
end
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