EKSPONENTIAALISESTI SOVITETUISTA MONIASKELMENETELMISTA

Diplomityd
Teknillinen korkeakoulu
Teknillisen fysiikan osasto

Aarne H, Sipild

Aihe hyvé&ksytty 28,11.1972
Tehty vs. prof. Harri Rikkosen

johdolla tekn,tri Matti Mékelédn

valvomana



T&m& diplomityd on tehty vs. prof. Harri Rikkosen

johdolla tekn,tri Matti Médkeldn valvomana. Aihe
on tri Mikelin ehdottama, Esité&n molemmille par-
haat kiitokseni.

Otaniemessd 22,1,1973

AL .f.’7; fs



SISALLYS

6.

g.

JOHDANTO

TEHTAVA

INTERPOLAATIOKONSTRUKTIO

KONVERGENSSILAUSE

EKSPONENTIAALINEN SOVITUS

EKSPONENTIAALISESTI SOVITETTUJEN MONIASKEL-
MENETELMIEN STABIILISUUSOMINAISUUKSISTA

Bl
B2y
"6.3.
B8,

6.5.
6. B.
6.7.

Stabiilisuuskdsitteista
Stabiilisuusalueen m&a&rdéminen
Euler-tyyppiset menetelmat
Trapetsityyppiset menetelmdt

Avoimet 2-askelmenetelmat
Suljetut 2-askelmenetelmdt
Rajakonstruktiotarkastelu

KAYTTOON SOVELTAMISESTA

7.1
7.2.

Sovitusarvon valinta testiprobleemalle

Sovitusarvon valinta yleisesti

TIIVISTELMA

VIITTEET

Sivu

12

14

14
15
19

23
27
32
39

41

41
43

44

45



1. JOHDANTO

Tavallisten differentiaaliyht&ldiden alkuarvotehtdvien nu-

meeristen ratkaisumenetelmien tutkimuksessa on viime aikoi-

na ollut esilld ns. kankeille (engl. stiff) yht&léille so-

veltuvien menetelmien konstruointi ja analysointi. Kankeak-
si kutsutaan yleisesti yht&ldd, jonka ratkaisu sisdltda hy-
vin erilaisella nopeudella vaimenevia komponentteja. Vaikeu-
tena on, ettd nopeasti vaimeneva komponentti, vaikka sen
osuus ratkaisusta ajan kasvaessa pienenee varsin véhdisek-

si, aiheuttaa yhtaldad ratkaistaessa stabiilisuusongelmia

ellei ratkaisua suoriteta hyvin pienella askelpituudella.
Kankeita yht&ldita@ ja niihin johtavia probleemoja sekd eri-
laisia ndille kehitettyj& ratkaisumenetelmid ovat tarkas-

telleet ésim. Bjurel et al. [4] ja Gear [8] .

Lineaaristen moniaskelmenetelmien stabiilisuusominaisuuksia
on pyritty saamaan kankeiden yht&ldiden tarpeita vastaavik-
si valitsemalla menetelmat siten, ettd ne integroivat tés-

mallisesti yht&ldét, joiden ratkaisu on muotoa p(t)elt, mis-

sd p(t) on mielivaltainen tiettyd astetta oleva polynomi ja
AeR on vakio. T&llaisia menetelmid on kutsuttu eksponen-

tiaalisesti sovitetuiksi. Eksponentiaalisen sovituksen k&-
site esiintyy Liningerilld ja Willoughbylla [jD], jotka ana-
lysoivat erdstd t&llaisten menetelmien luokkaa. T&smdllisen

madritelmdn ovat esitténeet Bjurel et al. [4], ja Bjurel [3]on

tarkastellut melko laajasti eksponentiaalisesti sovitettujen

menetelmien konstruoimista erdstd rajoitettua tehtdvaluokkaa



varten. Historiallisesti ensimmdisen eksponentiaalisesti
sovitetun ' menetelmdn lienevat (vrt. [4] §3.3 s. 6)

esitténeet Brock ja Burray [}ﬂ.

Eksponentiaalisesti sovitetun menetelmd&n konstruointi perus-
tuu yleensd, ks. esim. [3] tai [10], sovituksen md&ritelmidén,
ts. valitaan jokin vapaita parametreja sisé&ltdvd menetelma

ja mddradtdadn parametrit siten, ett& halutut funktioluokat
tulevat tésmdllisesti integroiduiksi. Systemaattisemman
tavan tarjoaa Makelan [51] esitté&md interpolaatiokonstruk-
tio, jonka kdytttéd eksponentiaalisesti sovitettujen menetei-
mien konstruoimiseen tdssd tydssd aluksi tarkastellaan. In-
terpolaatiokonstruktioon liittyv@n interpolaatiotehtdvén rat-
kaisun olemassaolokysymyksid on tarkasteltu [jj]:ssa. Laajem-
man menetelmdluokan, ns. heikosti ep&lineaaristen menetel-
mien, teoriaa tarkastellaan tutkimuksessa [12], témén teo-
rian er&and sovellutuksena saadaan konvergenssilause

konstruoitaville menetelmille.

Probleeman médédrittelyn jélkeen konstruoimme yleisen monias-

kelmenetelmdn interpolaation pohjalta. Jos interpolaatio-
avaruus toteuttaa tietyt ehdot, ovat saatavat menetelmat
konvergentteja. Todistamme erdiden yleisten avaruuksien
toteuttavan nédmd ehdot. Huomaamme, ettd kun interpolaatio-
avaruus valitaan sopivasti, antaa konstruktio eksponenti-
aalisesti sovitettuja menetelmid. Konstruktio havainnollis-
tuu kun sovellamme sitd@ erdiden yksinkertaisten ekspbnenti-
aalisesti sovitettujen menetelmien konstruointiin. Inter-

polaatiokonstruktio antaa menetelmien kerroinfunktiot

eksplisiittisind lausekkeina, toisin kuin esim. [3]:ssa. Tar-



kastelemme yksinkertaisten menetelmien stabiilisuusominai-

suuksia ja voimme n&iden tarkastelujen pohjalta esittaa

yleisen hypoteesin eksponentiaalisesti sovitettujen moni-
askelmenetelmien stabiilisuusalueen kdyttdytymisestd sovi-

tusparametria ja askelpituutta vaihdeltaessa. Muutama sa-

na eksponentiaalisesti sovitettujen menetelmien soveltami-

sesta kayttddn paattaa esityksen.



2. TEHTAVA

Oletetaan annetuksi alkuarvotehtava

' d
x' = f(t,x) L™

x(0) = Xq
jolla oletetaan olevan yksikdsitteinen ratkaisu x(t)eCEFU,lj.
Etsitd&n ratkaisulle approksimaatiota tasavédlisessd pisteis-
téssd T = {t; = ih | i = 0,1,¢c.om,mh- = 1}

differenssiyhtalslla

k k
(2.2) y. = i ai(h) ¥p—q *h :

1 . By (h) F (t _.v y o).

0 n-1

Oletetaan, ettd tarvittavat alkuarvot antava aloitusmenetel-

md& on olemassa.

‘3. INTERPOLAATIOKONSTRUKTIO

Yht315 (2.2) esitt33 erdstd moniaskelmenetelmid sovellettuna
tehtédvéén (2.1). Yleisesti hyvéksyttyd t&sméllistd monias-
kelmenetelmdn madritelmd@d ei ole esitetty (erdita maaritel-
mid ks. [E],'[1ZJL taman tyﬁn‘puitteissa riittdd nimittaa
itse yht&dldéa (2.2) moniaskelmenetelmdksi. Menetelmd mddrdy-
tyy, kun valitaan k ja kerroinfunktiot ai(h), i=1,000,k,

Bi(h]' i=0,cc-'kc

Menetelmid on usein mielekd&std luokitella ja valita sen pe-



rusteella, mitkd funktiot ne integroivat t&smdllisesti. Me-
netelmin sanotaan integroivan t&smillisesti funktion u(t), jos

|

K k . , )
(3.%) -u(tn)+21 ai(h]u(tn_i)+hzoei(h)u (tn_i] = 0,

kun n=k,«c.,m ja t,eT .
i"m

Makela [11] on esittdnyt menetelmsn, jolla voidaan konstru-
oida tietyt ehdot toteuttavan funktiocavaruuden U kaikki al-
kiot tasmillisesti integroiva moniaskelmenetelma. Menetelma
perustuu Hermite-Brikhoff~interpolaatiotehtdvén ratkaisemi-
seen. Ratkaisun olemassaolon takaamiseksi U:lle asetetta-

via ehtoja on tutkittu erikseen, ks. [13], oletamme jatkos-
sa, ettd ratkaisu on olemassa. Seuraavassa sovellamme tata

konstruktiomenetdlmidd yhtdlén (2.2) tyyppid olevien lineaa-

risten moniaskelmenetelmien konstruointiin.

Olkoon askelpituus h>0. Olkoon annettu matriisi E = (eij)

(i = 0,1,.0.,p5 j =0,1) e,. =0 tai 1 ja I, = r. Kut-

i i,3%1]
summe E:t3 osumamatriisiksi. Olkoon U annettu funktioava-
ruus, jonka erds kanta on {u_:[-kh, 1]+ R|s = 0,1,...r-1}.
Koska pyrimme konstruoimaan menetelman, jonka kerroinfunk-

tiot eivadt riipu argumentista t vaan pelkastaan askelpiuudes-

ta h, vaadimme U:1lta translaatioinvarianssiominaisuuden eli,

etta
(3.2) ul [-kh,0] =1_U| [a-kh,a],

kaikilla‘aeﬂhf]. 1, on translaatio—operaattori:tau(t)=u(t-a).
U:ta kutsumme interpolaatioavaruudeksi. E maddritteleeHB-in-

terpolaatiotehtdvén: on ldydettdvd uel siten, ettd




(j) e o5
(3.3) u (k) =y (tnri)
kaikille (i,j), joille eij = 1., Té&ssad olemme merkinneet
y(t ) =y o0y (tn_i)=Fn_i=F(tn_i, yn-i]' (HB-interpo-

laatiotehtdvdn yleistd madrittelyd ks. [13] s. 2).

Oletamme siis, ettd E ja U ovat sellaiset, ettd tehtavalla
on ratkaisu. Kun tehtdvd on ratkaistu voidaan interpoloi-
vaa funktiota u kdyttdad differentiaaliyhtdldn ratkaisun en-

nustamiseen pisteessa tn' y(tn] = u(tn).

Translaatioinvarianssin perusteella voidaan u esittéa

ult_ ) = ZP—1CSUS(‘ih). Ehdoista (3.3) saadaan nyt yhtdlo-

i~4 0
ryhma
Ac = g,
missd c = (00,01,...,cp_1JT, A on rxr-matriisj joka koostuu
riveista (uoth(-ih), u1(j](—ih],..., ur_1(J)(-ih]). joilla
eij = 1 ja g on r-vektori, jonka alkioina ovat ne y(J)(tn-i
joilla eij=1' T tarkoittaa transpoosia.
Nyt siis
c ='A-1 g
ja
(3.4) ¥ = ult ) = vTA_1g.

T T
kun merkitdan v = (uO(D). u1(O),..., urf1(0D .

),



Yht&ld (3.4) madrittelee differenssiyhtdldn, joka on samaa

muotoa kuin yht&1l8 (2.2). Niiden y(J)(tn_i), joilla e..=0,

1J
kerroinfunktiot kaavassa (2.2) on ndinollen valittu O:ksi.

Muiden kerroinfunktiot ovat vektorin YTA-1 elementteind ja

ne riippuvat vain askelpituudesta, ei siis tn:sté.

Konstruoitu menetelmd integroi t&sméllisesti kaikki U:n funk-
tiot. N&in on, koska HB-tehtdvé&n ratkaisun olemassaolo takaa

sen yksikdsitteisyyden, ks. esim. [13] s. 5.

Esimerkkind mainittakoon, ettd valitsemalla U = = eli

r-1’
kaikkien korkeintaan r-1 -astetta olevien polynomien joukko,

saadaan konstruktiosta vakiokertoimis&a moniaskelmenetelmia
(ks. EH] s. 19). N&mé integroivat r-1 -asteiset polynomit

tasmdllisesti ja ovat siis kertaluvultaan (ks. esim. [8] S.

118) r-1.

Jatkossa oletamme avaruudella U olevan ominaisuuden (3.2).

4.  KONVERGENSSILAUSE

Moniaskelmenetelmdn kdyttd differentiaaliyhtd&ldén ratkaisun
approksimaation hakemiseen on mielek&std vain mik&li saatavat
approksimaatiot konvergoivat yht&lén ratkaisua kohti. Inter-

polaatiokonstruktiolla muodostettujen moniaskelmenetelmien

konvergenssitarkastelu pohjautuu heikosti ep&lineaaristen
moniaskelmenetelmien tarkasteluun. N&ita& kasitell&an tut-
kimuksessa EZJ. Esitdmme t&ssd@ yhteydessd konvegenssilau-
seen ja todistamme lemman, jonka avulla lauseen todistus

palautuu em. tarkasteluun.



Lausé 1. 0Olkoon U sellainen, ettd sille voidaan ldytda kan-

ta B(U) = {us(tll s=0,1,+..,0r-1}, jolla on ominai-

suudet
u () = t% +0t®*"), kuns = 01,000,001,
ué(t) = sts-1+ 0(t%), kun s = 1,2,..., -1

ja ué(t) = 0(t).
T&lloin on interpolaatiokonstruktiolla annetun E:n
suhteen U:sta muodostettu moniaskelmenetelmd kon-

vergentti jos ja vain jos saman E:n suhteennr_1:sté

muodostettu moniaskelmenetelmd on sit&d, edellytta-

en ettd molemmat ovat olemassa.

Lemma 1. Toteuttakoon U lauseen 1 oletukset. T&1ldin ovat
annetun E:n suhteen U:sta muodostetun moniaskelme-

netelmdn kerroinfunktiot muotoa

n

(4.1) ai(h) =a, + o(h), i 1525 058 3 K

B.(h) =B. + 0O(h), i B Vs 6.5 o d0s
1 1

missd a; ja B, ovat saman E:n suhteen ﬂr;1:8té muo -
dostetun (vakiokertoimisen) moniaskelmenetelmédn
kertoimet. J&lleen edellytdmme, ettd@ molemmat me-

netelmdt ovat olemassa.

Todistus:

Interpolaatiokonstruktion matriisi A koostuu nyt riveista

(e -ims u B am, i, w92 (=100 sen mukaan miten

valittu E md&&rda. Kirjoitetaan A nyt ottaen huomioon oletet-

tu esitystapa.



1+ 0(-h) -h+0(h?)

1 + 0(-kh) - kh+0(kZh?)
A =

Q 1

0 +.0(-kh) 4 + O(-kh)

s

1 _h . . . (_h)r_1

1 -kh (-km) 71
. 0 1 0 « ++ 0

. . =h e «o(-h)F2

0 1 -kh- . «(-kh)T"2

missd summan ensimmdinen termi on matriisi,

matriisia suoritettaessa interpolaatiokonstruktio ™

Merkit&a&n t&td matriisia P:1lla.

matriisia, jonka jokainen elementti on O(h).

joitamme
A = P + 0.

A—1 on olemassa ja se on muotoa
"SR S

(T&ma ndhd&&n esim. ajattelemalla A_1

terminanttien avulla.)

. T
Vektori v on sama , v =

tettu U:n tai L

Ndin on lemma todistettu.[:]

pi0 suhteen, joten

« (-mT 1 4 o(hD)

. (-khir_1+ 0((kh)T)

© -k T2 o(km) T

p—

0(h)

0(h)
0

0(h)

0(h)

0
]

VA S

0(h%)*""
0
g{h) ***

o(h) **°

—

P g

oﬁhr)

0(h™)
0
0(h

o(h

r-1)

r-1)

—

joka vastaa A-

:sta.

Merkitkddn 0O mitd tahansa

Ndin siis kir-

mﬁodostetuksi alide-

(1,0,...,0), olipa konstruktio suori-
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Lemman 1 mukaan ovat interpolaatiolla vaaditun kaltaisista
avaruuksista U konstruoidut menetelmd&t juuri niita, joita
[12] kasittelee. Lause 1 vastaa siten tdsmdlleen vastaavaa

lausetta mainitussa tutkimuksessa.

Seuraavaa lemmaa varten tarvitsemme Markoff- (ks. [15] 8. 5-7)
eli ECT-systeemin (ks. [9] s. 375) kdsitettd. Merkit&an
W(u0u1....,uk):lla funktioiden uo(t).q1(t),..., ja uk(t)
Wronskin determinanttia. Sanomme funktiojoukkoa
{ug(£)eC™ 1 (1)]s=0,1,...0-1} MO~ tai ECT-systeemiksi jos
Wlug,ugsenesu ) (t) # 0 kaikilla tel kun k = 0,154 saaP1

(vrt. [8] s. 379). ‘ i

Lemma 2. Olkoon U v&1illd Is0 maaritelty M;—systeemin
{us(t)|s=0,1,...,r-1}virittémé funktioavaruus.
Oletetaan, ettd@ systeemin funktiot ovat r-kertaa
derivoituvia ja uo(t)51. T&116in on U:1lla lau-

seessa 1 vaadittu ominaisuus.

Todistus:

u (t) voidaan Taylorin lauseen (esim. [2] s. 96) mukaan esit-

t33 muodossa

us(t) =

n o
o
ct
+
c

missd zel ja tel.

U:1le voidaan valita uusi M;-systeemi{vs(t) gall, 1y e =1}
kannaksi siten, etta vs(p)(U]=0 kun p=0,1,...,8-1; s=1,2,...,r-1

(ks. [9] s. 379 remark 1.2). Uuden kannan funktioilla on

vastaava esitys
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e, k 1 (r), . ,.r
vs(t] = I b, t" + —. v (g)t™, £ ja tel.
5, sk , S
k"S Pl
bsj = 0 kun j<s em. valinnan johdosta.
Nyt bss # 0, s =1,...,r-1, 5il1l8 jos jollain s.bSS = 0 niin
VS[S)(U] = 0 ja W(vo,v1,...,vs)(0) = 0 eikd uusi kanta olisi-

kaan Mi-systeemi. Siis normeeraamalla funktiot vs(t] saadaan

‘avaruudelle U lauseen 1 oletuksien mukainen kanta

N N 1 _ b ’ .
Us(t) b—'Vs(t], 8 = 1,--.,P 1 Ja

S8

uU(t).[:]

Gottl

Esimerkiksi joukon A = {tJeri%|3=0,1,...,p;5 i=0,1,...,h,
EB(pi+1) = r-1.AO=O} virittdmd avaruus toteuttaa lemman 2
oletukset. T&até& erikoistapausta tulemme jatkossa yksin-

omaan kdyttédmd&é&n interpolaatioavaruutena.

Todettakoon vield jatkoa varten, ettd erdilld vafsin’ylei-

silld ehdoilla osumatriisille E on interpolaatiokonstruk-

tioon 1liittyv&llad tehtdv&lléd aina ratkaisu A:n suhteen,

ks. [13] s. 16 Theorem 6.
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5. EKSPONENTIAALINEN SOVITUS

Kankeille differentiaaliyht&léille sopivia numeerisia rat-
kaisumenetelmid haettaessa on syyta kysyé; mitk& funktio-
luokat menetelmdt halutaan integroimaan t&smdllisesti. Va-
kiokertoimiset menetelmdt, kuten edelld todettiin, integroi-

vat tdsmillisesti kertalukunsa asteiset polyromit. Eksponen-
tisalisesti sovitettuihin moniaskelmenetelmiin pd&adytdan, kun

vaaditaan menetelmén integroivan t&smdllisesti jonkin edella
madritellyn A-joukon virittaman avaruuden funktiot. M&&rit-

telemme eksponentiaalisen sovituksen (vrt. [4] § 3.35 ja [3]

s. 143):

Méédritelma: Moniaskelmenetelmd on eksponentiaalisesti so-

vitettu pisteessd AeR, jos se integroi tdsmal-
lisesti kaikki funktiot p(t)e %, missd p(t)
on mielivaltainen, korkeintaan p-asteinen

polynomi. Sovituksen kertaluvun sanotaan ole-

van p.

Rajoitumme t&ss& tarkastelussa. reaalisiin sovitusparamet-
rin A arvoihin. VYleistys kompleksitasoon ei vaikuta 'kdsit-
telyyn olennaisesti, mutta sen mielekkyys ei tunnu kovin

suurelta.

Bjurel [3] ja Lininger ja Willoughby [10] toteuttavat sovi-

tuksen sijoittamalla madritelmdn funktion yht&166n (3.1) ja

madriddmalls etukdteen valitsemansa menetelmdn vapaat para-

metrit siten, ettd yht&ld toteutuu.

Eksponentiaalisen sovituksen md&ritelma suorastaan Jo viit-
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taa siihen, ettd luontevin tapa sovituksen toteuttamiseen

on interpolaatiokonstruktio. Jos haluamme menetelmén sovi-
tetuksi p-kertaisesti pisteessd A, niin valitaan U siten,
etts {t'e’*|i = 0,1,...,p} cU.

Esimerkiksi tunnettu trapetsikaava saadaan interpolaatio-

konstruktiolla valitsemalla U:n kanta B(U) = {1,t,t2} ja

Eksponentiaalisesti sovitettu versio saadaan valitsemalla

B(U) = {1;t,ext}ja sama E.

Huomattakoon, ettd koska eksponentiaalisesti sovitetut me-

netelmidt konstruoidaan em. A-joukon pohjalta niiden omi-
naisuudet askelpituuden l&hestyessd nollaa, so. stabiili-

suus, . konsistenssi ja konvergenssi, ratkeavat
lauseen 1 mukaan. Tarkastelemme siis saman osumamatriisin
suhteen muodostettujen vakiokertoimisten menetelmien po.

" ominaisuuksia. K&ytdnnbtssd valitsemme E:n siten, ettd sen
suhteen konstruktio onnistuu sekd U:lle ettd wp_1:lle ja
nr_1:sté konstruoitu menetelm& on konvergentti. Té&sséd esi-

tyksessd esimerkiksi valitsemme E:n samaksi kuin vakio-

kertoimisilla Adams-menetelmilld (ks.esim. [8] ss. 104-113).

Edellisen mukaan on tarkasteltavien menetelmien kdyttaytymi-
nen h:n l&hestyess& nollaa tunnettua, sensijaan on syytéa

tarkastella hiiden stabiilisuusominaisuuksia kun hZH0>O.
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6. EKSPONENTIAALISESTI SOVITETTUJEN MONIASKELMENETELMIEN

STABIILISUUSOMINAISUUKSISTA

6.1 Stabiilisuuskasitteista

Ahonen ([1] ss. 40,41) tarkastelee stabiilisuutta kiintedl-

138 askelpituudella mé@érittelemdnsd tehtdvaluokan suhteen.

Samaan tapaan me tarkastelemme stabiilisuutta tehtdvén

x' = gx , QqeC
(6.1) '

x(0) = Xg

suhteen. Otamme kdyttdon Dahlquistin ([7] s. 27) md&rit-

telemdt polynomit

k k-1 .
plE,h) = zpay (hESH,ag(h)= -1

(6.2)

k k-1
zoe.(h)a i

o(&,h) .

Perustamme tarkastelumme Gearin ([Q] s. 128) ma@arittelemdl-

le absoluuttisen stabiilisuuden k3sitteelle.

Maadritelma: Moniaskelmenetelmd on absoluuttisesti stabii-

li siind hg-tason alueessa, jossa yht&ldn

(6.3) o(£,h) + gho (£,h) = O

juuret ovat itseisarvoltaan 1. Kutsumme
ko. aluattaX) stabiilisuusalueeksi.

x) Ei valttémadttd ole alue.
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Eras tdrked erikoistapaus on Dahlquistin historiallisesti
aikaisemmin mdédrittelemd A-stabiilisuus, ks. [7] s. 29,

Menetelmd on A-stabiili silloin kun yht&lén (6.3) juuret
ovat itseisarvoltaan <1 koko vasemmassa puolitasossa (ks.

[7] s. 29).

Esitettyjen kdsitteiden motivaatiota ks. esim. [8], [1].
Toteamme t&ssd yhteydessd, ettd stabiilisuusalue havainnol-
lisesti on se alue, johon kuuluvilla arveoilla hq h&irid

yhdessa arvossa Yo ei aiheuta askel askeleelta kasvavaa

virhettd my6hemmissd& arvoissa ([8] s. 9).

Erilaisten moniaskelmenetelmien stabiilisuusalueita on tut-
kittu paljonkin. Perustavaa laatua ovat Dahlquistin A-sta-
biilisuutta koskevat tulokset. H&n osoitti, ettd A-stabii-
1i menetelmd voi integroida t&sm&llimsti korkeintaan tois-
ta astetta olevat polynomit ([7] s. 31). T&llaisista mene-

telmistd pienin katkaisuvirhe on trapetsikaavalla. Dahl-
quist osoitti myds, ettei avoin kaava (BU(h)EO) voi olla

A-stabiili ([7] s. 30).

6.2. Stabiilisuusalueen md@ardaminen

Stabiilisuusalueen raja eli yht&lén (6.3) itseisarvoltaan

1:n suuruisten juurten urea hg-tasossa voidaan maarata rat-

kaisemalla (6«<3):sta hg ja asettamalla &= ele eli

-oet? )

(6.4) hq(e) = -
Oteleoh)

, 0e[0,2n).
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Ura on siis askelpituudesta riippuvainen. Voidaan kysyé&,
miksi.ei nédinollen tarkastella stabiilisuusaluetta esim.
q-tasossa hq-tason asemasta. Vakiokertoimisilla menetel-
milla uré ei hg-tasossa riipu h:sta ja pelkdstdan vertai-
lunkin vuoksi kannattaa ndille menetelmille vakiintunut
kdytantd sailyttas. MyShemmin havaitaan, ett3 hg-tason
tarkastelu eksponentiaalisesti sovitettujen menetelmien

kohdalla on sindnsd motivoitua. T&118in tulee nimittain

ura olemaan Ah:n funktio (A on sovituspiste).

Mielivaltaiselle lineaarisellelmoniaskelmenetelmélle saa-

daan uran yht&ldé (6.4) muotoon

k Kok ,
£oZoa (h)B_(h)cos(s-r)@+iz 2 a_(h)B_(h)sin(s-r)6
(6.5) hqe)= -2 0T g 0°0°r s { I

8 (h)2 + 2pRgk

L r Dzrﬂ

ox |Oox

B.(h)B_(h) cos[(s-r)e]

Joka on helposti ohjelmoitavissa rajakdyrien piirtimistZ var-

ten.

Kun yhtaldéd (6.4) kuveava urakdyrd on jollekin menetelmdlle
maardtty, on vield selvitettdvd, miten ko. ura jakaa hqg-
tason stabiiliin ja ep&dstabiiliin alueeseen. Polynomin
Juuret ovat kertoimien jatkuvia funkticita, eivdtk3d niiden
itseisarvot n3inollen voi muuttua ykkéstd suuremmiksi tai
pienemhiksi muualla kuin ko. uralla. Yht&lén (5.3) juuret
hg-tason pisteess&d « ovat samat kuin yht&16n o (£)=0 juuret.
Jos n&md kaikki ovat itseisarvoltaan ykk&st3 pienemm3t, on
stabiili alue se tason osa, joka sisiltd3 pisteen », siis

esim. suljetun rajakdyrdn ulkopuoli. Jos n#in ei ole, on
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tutkittava jotain muuta tason pistettd, esim. suljetun ra-
jakéyfén sisdpuolelta, ja ndin paateltédva, onko stabiili

alue toisessa osassa tasoa vai ehkd@ vain pelkdlld urakdy-
rédlld. A-stabiili on menetelmd siis silloin, jos stabii-
1isuusélueen raja on imaginddriakseli ja stabiili alue on

sen vasen puoli.

Kappaleen 5 lopussa mainitsimme tarkastelevamme l&hemmin
Adams-tyyppisid menetelmid. T&11l3 tarkoitamme sitd, etta

suljettua kaavaa muodostaessamme valitsemme osumamatriisin

O =eee
- - e

ja avointa muodostaessamme

A s O
—_——) e D

tyyppid olevaksi. nr_1:sté saamme interpolaatiokonstruk-
tiolla ndiden matriisien suhteen edelld jo mainitut tunne-

tut Adams-menetelmdt. Eksponentiaalisesti sovitettuja me-

netelmid konstruoidaksemme olemme valinneet interpolaatio-

avaruudeksi joukon A viritt&mé&n lineaariavaruuden. N&ainol-

len ovat léuseen 1 oletukset voimassa ja lemman 1 mukaan
ldhestyvat keéroinfunktiot vastaavan Adams-menetelmén ker-
toimia, kun h ldhestyy nollaa. Eksponentiaalisesti sovi-
tettujen menetelmien stabiilisuusalue lahestyy siis vas-

taavan vakiokertoimisen moniaskelmenetelmédn stabiilisuus-
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aluetta kun h+0. Alueen kdyttdytyminen h:n kasvaessa erdil-
18 yksinkertaisilla menetelmilld on tarkemman mielenkiin-

tomme kohteena.

Tarkastellaan vielda kerran yhtélﬁé (6.5). Imaginaariosa

on nolla ainakin kun 6=0 taim. Kun 6=0 h&vi&ad myds reaali-

osa mutta ei nimitt&dja, joten kaikki urat kulkevat hqg-tason

origon kautta. Kun 8= leikkaa ura reaaliakselin pisteessd

k
D
. [z

Kun kaikilla yht&lén (2.2) esitt&milld menetelmilla uo(h)5-1

- o
ar(h)Bs(h)(-1J

2
B (h)(-1)k'f] .

r

(6.6) hq(w) =

ox |OX

ja Adams-tyyppisilld eksponentiaalisesti sovitetuilla lisdk-

si saadaan a1(h)E1 ja ai(h)EO kun i=2,3,...,k, niin

225 8 (h)(-1)°
s
hgq(r) = 5
k k-r
[zoer(h)(-1) ]
.jg tastd saamme
2
(6.7) hq(n) =
k r
/ EOBP(h)(-1?

Tama lauseke ilmoittaa siis yhden reaaliakselin leikkaus-

-

pisteen. Jos stabiilisuusalueen rajakdyrd on suljettu

kdyrd, joka ei leikkaa itseddn, kuten vakiokertoimisilla

Adams-menetelmilld, ei kdyrd voi leikata reaaliakselia
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muualla kuin em. pisteessd ja origossa. Joka tapauksessa
kuvaa tamin leikkauspisteen sijainti tietylld tavoin sta-

biilisuusaluetta.

6.3 Euler-tyyppiset menetelmdt

Tarkastelemme aluksi yksiaskelmenetelmid, joilla U:n di-
mensio r=2. Sovitus voidaan suorittaa yhdessd pisteessa,
so. valitaan B(U) = {1, eAt}. Suljettu kaava saadaan va-

litsemalla osumamatriisi

Interpolaatiokonstruktion matriisi

1 e-xh
A =
0 - A
ja
k)
: A -e Ah

A-1 _ 1

N x

0 1 .

Vektori v = (uO(U), u1(0))T = (1,1) ja siis

/

(ay (h), hBg(h) = via™t - g, % (1-e’*h

) s

’

Menetelmd on siis

“Ahy o,

_ 1
Yn T Yn-1 * T (1-e n

A
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Stabiilisuusalueen rajakdyran ja reaaliakselin leikkaus-

pisteet ovat 0 ja yht&ldén (6.7) mukaan

2 2,
(h) 1-g~ 20 .

: 0
Bo

Kaikilla AheR. T&ssé& tapauksessa on mahdollista tarkastel-
la stabiilisuusaluetta l&htien yhtdldsta (6.3), joka saa

muodon
g + 1+ gh glh)g = 0,

mistd ratkaistaan

_
1-qh80(h]

Stabiili alue mad&raytyy ehdosta |£|$1, eli nyt
|1 - qhBO(hll x 1,
joka toteutuu gh-tasosaa origon kautta kulkeva1/60(h)-kes-

kisen ja sdteisen ympyrdn keh&lld ja sen ulkopuolella, ks.

kuva 1.

/
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i
Im(hq)
stabiili alue r—
.4"//‘
AR
; B{J . ) S
k 5 Re(hq)
\
\\\\\N“- ﬂf////

Kuva 1.

Tama ympyrd on siis aina oikeassa puolitasossa, joten mene-
telmd on ainaA-stabiili, kuten on vastaava vakiokertoiminen

menetelmé&kin, ns. bachﬂard-Euler -menetelmé&, Jjossa BO =1

(ks. esim. [B8] s. 212).

Avoin kaava saadaan valitsemalla E = (1 1). Nyt

1 ’e—kh

A:
0 Ae Ah

ja
/
» ; Ae—xh _e-xh

A = =R i

Ae 0 1

Vektori v on sama kuin edelld ja (a1(h), hB1(h)) =

1 . aAh_
(107(9 1))-

Menetelmd on siis
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Rajakdyran ja reaaliakselin leikkauspisteet ovat 0 ja yh-

talosts (6.7)(8,(h)=0)

kaikilla AheR. Kuten edelld yht&ld (6.3) saa nyt muodon
-£ + 1 + qhB,(h) = D,-

mista ratkaistaan
g = 1 + qhB,(h).

Stabiilissa alueessa toteutuu nyt ehto
|1 + qhs1(H)| <1,

Stabiilialue on siis origon kautta kulkevan -1/8,(h) -kes-

kisen ympyrdn kehd ja sisdpuoli, ks. kuva 2.

"~

/ Im[hQ)

A}

\ : Re(hq)

stabiili alue
\ )/,:

Kuva 2.
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Stabiilisuusalue on siis rajoitettu ja on mielenkiintoista

tutkia, voidaanko sit& sopivalla sovituksella laajentaa.

Tarkastellaan reaaliakselin ja rajakdyran leikkauspistetta,

joka Ah:n funktiona on

r(Ah) =

Nyt | ~w, kun Xh > -w
lim r(Ah) = -2, kun Xh=>0

0, kun XAh +> =,

joten stabiilisuusalue voidaan tehdd mielivaltaisen laa-
jaksi sovittamalla pisteess& A, joka on riittdvén negatii-

vinen.

6.4. Trapetsityyppiset menetelmit

Trapetsityyppisiksi kutsumme menetelmi&, jotka saadaan va-

litsemalla osumamatriisi

~

N&md ovat siis suljettuja menetelmia

Yy = Yooq * h [Bgh)f 31(h)Fn_4].

Tarkastellaan jalleen yht3153 (6.3), joka nyt on
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=g + 1+ hq [By(h)E + 81(h)] = 0,

mista

1+ 81(h)hq
E = .
1:- Bo(h)hq

Merkitd&n nyt hq = x+iy ja tarkastellaan rajakayran yhta-

1l6a

1+ gqh)x + ig,(h)y

Y = so(h)x - igo(h)y

~ Jjosta saédaan
[84(h)2-go (N2 T x%+2 g, (M) +gg ()] x +[84(h)%-g M%) y? = 0.

Jos g,(h) = gg(h) niin x = 0 eli rajakdyréd on imaginaari-
akseli ja stabiili alue t&lléin vasen puolitaso, jos
81(h) = -BUfh) niin g -1 ja stabiili alue on koko taso
(t3118in ei menetelmd kuitenkaan ole A-stabiili). Muul-

loin saadaan rajakayra

|: 1 ‘Jz 2 1
X = - +y = —

joka on 1/[B84(h) - 81(h)]-keskinen origon kautta kulkeva

ympyrd. Reaaliakselin rajakdyréd leikkaa pisteissd 0 ja

2
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joka olisi saatu myds suoraan yht&ldsta {6:7)

Yhtdldn o(g) = 0 juuri on nyt

Siis jos halutaan A-stabiili menetelmd on vaadittava, etta
ympyrd on oikeassa puolitasossa eli Bo(h) - 81(h) 20 ja
lisdksi, ettd stabiilisuusalue on sen ulkopuolella eli

lgg| S 1. Yhteensd A-stabiilisuuden ehdoiksi saadaan

v
o

Bglh) - 8,(h) ja

|
o

Bo(h) + 61(h)

Konstruktiolla nz:sta saadaan em. matriisin E suhteen ns.
trapetsikaava, jossa By = B4 = % . T&aman stabiilisuusalue
on edellisen mukaan vasen puolitaso, kuten on vanhastaan

tunnettua.

Erilaisia sovitusmahdollisuuksia on nyt kolme:

€

1) B(U) = {1,t,e %}, as 0,
2) B = {1,e',terty, 2t 0,
3) B(U) = {1,e*t,ePt}, 0¥A#u#0.

Suorittamalla interpolaatiokonstruktio kappaleen alussa
mainitun E:n suhteen saadaan taulukossa 1 esitetyt kerroin-

funktiot.
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Taulukko 1. Trapetsityyppisten menetelmien kerroinfunktiot

Menetelma 30(h) B, (h)
1+ ah - &M g .4 L ghe™
1 .
Ah(1-e*My Ah(1 - &M
. e Y
22h2 322
5 r-u+retPepe?h ue"h—xexh+(x—u)e(k+“)h

Auh(ekh-e“h) Auh(ekh- e“h)

Sijoittamalla né&mé kertoimien lausekkeet edelld esitettyi-
hin A-stabiilisuuden ehtolausekkeisiin voidaan tutkia, mita

ehtoja sovituspisteille A ja p on asetettava, jotta saatava
menetelmd olisi A-stabiili. Ep&yht&ldistd saadaan taulu-

kossa 2 esitetyt ehdot.:

Taulukko 2. . A-stabiilisuuden ehdot

Menetelma Ehto A-stabiilisuudelle
1 Ah £ 2

2 A < 0
valttdmaton ehto:
3 A +us 0

(olet. my&s riittava)

N3ill3 ehdoilla on stabiilisuusalue kuvan 1 esittémén alu-

een kaltainen, ympyrdn keskipiste on
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1
By (h)-8,(h)

Erds mielenkiintoinen erikoistapaus tyypin 3 menetelmdstd

saadaan kun valitaan u = -A. Talldin

cosh(Ah) -1
Ah sinh (Ah)

so(h) = B1(h) =

ja menetelmd on A-stabiili.

Tédssd yhteydessd voinemme my8s todeta, ettd jos edelld A-

stabiilisuudelle esitetyn ehdon sijasta olisi jollekin ké-

siteltdvaa tyyppié olevalle menetelmé&lle voimassa ehto

1
o

1
o

Bg(h) + B4(h)

niin menetelmd olisi ns. kankeasti stabiili, ks. [8] Se 233,
ts. menetelmd olisi stabiili kun Re(hq) 5.2/[80(h)-81(h)].

Tdllaisia menetelmid ei kuitenkaan t&lld konstruktiolla

saatane.

645 Avoimef 2-askelmenetelmat

Tarkastellaan menetelmid, jotka saadaan valitsemalla
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Menetelmédt ovat avoimia, tyyppia

Yo = Yp-q * h[B1(h)Pn_1 +B,(h)f ] .

Yhtéld (6.3) on nyt toista astetta, joten juurten ratkaise-
minen ja itseisarvojen tutkiminen stabiilisuusalueen 18yté&-
miseksi on hyvin hankalaa. Tyydymme siihen, ettd tunnemme

rajakdyrdn yhtdldén muodossa (6.4). Reaaliakselin leikkaus-

pisteiksi saamme, origon lisdksi, kaavasta (6.7)

B,(h) = 8, (h)

‘Suorittamalla interpolaatiokonstruktion ﬂzzsta samme Adams-
Baéﬁﬂnﬁin menetelmdn, jossa By = % Jja 82 = -%. Reaaliakse-
lin rajakdyrd leikkaa siis pisteensd -1 ja stabiili alue on

suljetun kdyrén sisdpuolella (ks. kuva 3 merk. AB).

Sovitusmahdollisuuksia on j&lleen kolme, samat kuin kohdas-

sa 6.4, ja niistd interpolaatiokonstruktiolla saatavien

menetelmien kerroinfunktiot on esitetty taulukossa 3.

Taulukko 3. Avoimien 2-askelmenetelmien kerroinfunktiot

Menetelma 81(h) Bz(h)
1 'exh- 1 - xhe_xh 1 + )\h - elh
sh(1-g~ M) \h(1-e 2™
. e M 1-3h)+22h-1 eM_yherhoy
2.2 g AR 2, 2_-Ah
3 Ae'kh_ue-uhipe(A-u)h_xe(u—k]h u_A_uekh_”‘euh
-yh  =ah
: - uh_
Auh (e uh__-xhy auh(e e ")
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Menetelmien stabiilisuusalueet l&hestyvat em. vakiokertoi-

misen menetelmdn stabiilisuusaluetta kun Ah->0. (Kuten ha-

vaitaan ovat kertoimet Ah:n ja ph:n funktioita.)

Tarkastellaan stabiilisuusalueiden kayttaytymistd Ah:n kas-

vaessa. T148ss8d8 mielessd tarkastellaan reaaliakselin leik-

kauspisteen kdyttaytymistd. Esim. menetelmalla 1

2 2ah (1-e " A)

plal] = - - .
Bz(h) - B1(h) -2e * 2 * Ah > d Ahe

Ah

Kun nyt Ah->« niin

r(Ah) > = \h 2 + 0

-= g +—+1

Ah Ah

ja kun Ah > -«

r(ah)> : — -2
‘ 2xh, 2 _Xh__Xh
+ —e o+ +1

Ah Ah

ja jo tiedettiin, ett& kun Ah = 0, r(Ah)~+-1. Samoin voi-
daan tutkia myds menetelmien 2 ja 3 kdyttaytymistd. Tulokset

on koottu taulukkoon 4.
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Taulukko 4. Reaaliakselin leikkauspisteen kadyttaytyminen

¥ lim r(Ah) lim r(Ah)
Menetelma 3 fisponcos % Biote #65
1 =2 _ 0
2 -0 0
3 2uh 0
1-e“h

Menetelmien 2 ja 3 stabiilisuusalue voidaan siis tehda mie-
livaltaisen suureksi valitsemalla Ah ja uh sopivasti. Sen-
sijaan menetelmdn 1 stabiilisuusaluetta ei voida oleelli-
sesti kasvattaa. Menetelmd@n 1 stabiilisuusalueen rajékéy-

rat on tietokoneen avulla piirretty erdilld Ah:n arvoilla

kuvassa 3. Kuvassa 4 vastaavia kdyri& menetelmdn 2 osala.

N

Im(hq)

Kuva 3. Menetelmdn 1 stabiilisuusalueita.
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Kuva 4.

6.6. Suljetut 2-askelmenetelméat

Tarkastellaan vield menetelmis, jotka saadaan kun valitaan

matriisi
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Ndmad ovat suljettuja menetelmia:
Yo = Yooq * h(8, (h)f +8,(h)F_ _,+8,(h)f _,]

Stabiilisuusalueen rajakdyrd leikkaa reaaliakselin origossa

ja yht&lén (6.7) mukaan pisteessa

2
Bg(h)=8,(h)+8,(h)

n3:sta muodostettu menetelmd8 on Adams-Moultonin kolmannen

5 . - - .
1_2'; 81 = 12 Ja 82 12 .

Reaaliakselin leikkauspiste on siis -6 (ks. kuva 5 merk. AM).

kertaluvun menetelmd, jossa BO =

Erilaisia sovitusmahdollisuuksia on nyt kuusi kappaletta:

1) B(W = {1,t,t%,e*), 2t 0,

2) B = (1,602, 00 4 00

3) B, = {1,t.e' ety 0,

4) B(U) A= ‘{1,3At,e“t,e"t},k,u.n $0, fpu#n#A,
5)  B(U) = {1,e*,tert,e?ty, A, ut0, 040 ja

6) B = (1,621t 1% 0 1 0.

Ndista interpolaatiokonstruktiolla saatavien menetelmien
kerroinfunktiot on esitetty taulukossa 5. Kuten havaitaan,
ovat kerroinfunktiot jo t&ssd tapauksessa varsin monimut-
kaisia. Erityisesti on pantava merkille, ett& ne ovat funk-

tioita sovituspisteiden ja askelpituuden tuloista Ah, uh ja

nh. - Ndin on o0llut aiemmissakin konstruktioissa, itse asias-
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sa kaikissa tutkituissa interpolaatiokonstruktiolla muo-

dostetuissa eksponentiaalisesti sovitetuissa menetelmissa.

Stabiilisuusalueiden kayttédytymisen tarkastelu analyytti-
sesti on kerroinfunktioiden monimutkaisuuden vuoksi hyvin
hankalaa. Kaikki taulukossa 5 esiintyvdt funktiot onkin
ohjelmoitu tietokoneeseen ja laskettu kerrqyfunktioiden
arvoja eri arvoilla Ah,'uh ja nh. Né&iden perusteella on
tietokonepiirturin avulla piirretty stabiilisuusalueen ra-

jakdyrid, joiden kaytta@ytymisest& n&in on saatu kvalita-
tiivinen kuva. (K8ytetyt tietokoneohjelmat ovat tekij&lta

saatavissa.)

Kaikissa tapauksissa stabiilisuusalue kasvaa, kun Ah tulee
negatiivisemmaksi. Kayttdytyminen voi olla kahdenlaista.

Menetelmdn 1 stabiilisuusalueen rajakdyrid on esitetty

kuvassa 5. Stabiili alue on suljetun kdyrén sisdpuolella.
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Kun Ah+-« l&hestyy stabiilisuusalue vasenta puolitasoa mut-
ta ei kuitenkaan tule rajoittamattomaksi mill&dan &&relli-

selld arvolla Ah. Menetelmdstd 3 on vastaava kuvio kuvas-
sa 6. Stabiili alue on vasemmassa puolitaéossa olevien
kdyrien sisdpuolella ja oikeassa puolitasossa olevien ulko-
puolella. Erddlld arvolla Ah on funktiolla Bo(h)-81(h)+32(h]

nollakohta ja stabiilisuusalue tulee rajoittamattomaksi.

A
hé -taso St Im-akseli

Ah=- N

N

r'd
Re-akseli

=

Kuva 5. Menetelmin 1 stabiilisuusalueita.
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Im(hq)

Kuva 6. Menetelmdn 3 stabiilisuusalueita.

Kuviin on selkeyden vuoksi valittu tarkasteltaviksi vain
yhden sovitusparametrin sisdltavdt menetelmét. Laadulli-
sesti kdyttaytyvédt useampia parametrejé sisdltavat ﬁene-
telmd&t samaan tapaan kuin kuvassa 6 esitetty menetelma 3,
stabiilisuusalueen kasvamisnopeus tietysti riippuu muiden

sovitusparametrien arvoista, samoin rajakdyrd, jota oikeassa
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puolitasossa ld&hestytddn. Menetelmdlld 6 ei tallaista ra-
jakdyrdad ole, vaan epdstabiili alue supistuu kohti origoa,
kun Ah +-w, Stabiilisuusalueen kdyttdytymistd havainnol-
listaa vield kuva 7, jossa on esitetty menetelmdn 3 sta-

biilisuusalueen rajakdyrédn ja reaaliakselin leikkauspiste

funktiona Ah:sta.

r(ih)

-y

N

Ah

Kuva 7. r(Xh):n kuvaaja.
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6.7 Rajakonstruktiotarkastelu

Edellisten yksityiskohtaisten tarkastelujen pohjalta voim-

me pyrkid luomaan kasitystd siitd, miten stabiilisuusalue
yleisesti riippuu valitusta sovitustavasta. Perustamme tar-

kastelun itse interpolaatiokonstruktion tarkasteluun.

Tarkastellaan esimerkiksi edellisen kappaleen menetelmda 1.

T4118in oli valittu B(U) ={'I,t,t2,e)‘t

e*s0 ja voidaan ajatella, ettd B(U)+{1,t,t%,0}={1,t,t%}.

}. Kun Ah>-« niin

Interpolaatioavaruuden dimensio olisi siis rajalla pudon-
nut yhdelld. Konstruktiota ei mytsk&&n voida endd suorit-

taa kuin kolmen pisteen kautta. Valitusta osumamatriisista

0 1
E = 1 1
0 1

on nyt jatettdvd yksi ykkénen pois. Menetelmdn luonnetta
muuttamatta (so. menetelmd sdilyy suljettuna Adams-tyyppi-

send menetelmdnd) voidaan j&tt&d3 pois vain vanhinta deri-

vaatan arvoa vastaava ykkdnen. Saadaan

ja sen suhteen1r2:sta, joksi U nyt on muuttunut, konstruoi-

tu menetelmdhdn on tunnetusti trapetsikaava (vrt. kpl 6.4).

Kun Ah +-« l3hestyy menetelmdn 1 stabiilisuusalue vasenta

~

puolitasoa, joka on trapetsikaavan stabiilisuusalue. Toi-
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saalta esim. menetelmd@d@ 3 tarkasteltaessa on pois jatet-
tdva kaksi pistettd, silla t&llsin B(U)»> {1,t} ja

on valittaya

Tédssd tapauksessa rajakonstruktio antaa siis backward-Euler

-menetelmdn (vrt. kpl 6.3), jonka stabiilisuusaluetta (1-
keskeinen ympyrd, kuva 1) menetelmé&n 3 stabiilisuusalue la-

hestyy (ks. kuva 6).

Edellisen kaltaisella tarkastelulla voimme selvittdd kaik-

kien edelld tutkittujen menetelmien stabiilisuusalueiden
kdyttdytymiset. P&aadtelyn matemaattisen oikeutuksen tutki-
minen ja tarkastelutavan laajentaminen muihin kuin Adams-
tyyppisiin menetelmiin on tutkimuskohteena jatkossa,mutta

ei kuulu t&ma&n tyon piiriin. Oletetaan, ettd edelld kuvat-

tu rajakonstruktiotarkastelu antaisi oikeat tulokset inter-
polaatioavafuuden dimensiosfa riippumatta eksponentiaali-
sen sovituksen ollessa kysymyksessd@. T&lldin se tarjoaisi
helpon tavan etukd@teen arvioida konstruoitavan menetelmén

stabiilisuusalueen kayttadytymista. Esimerkiksi voitaisiin

paatella suljettujeh kaavojen osalta, ettd mikdli halutaan

mielivaltaisen suuri stabiilisuusalue voi U sisdltda kor-

keintaan toista astetta olevat polynomit. Jos halutaan ra-

joittamaton stabiilisuusalue &&rellisell& arvolla Ah voi U
sisdltdd korkeintaan ensimmédisen asteen polynomit eksponent-

tiaalisten funktioiden lisdksi. Jos avoimessa kaavassa ha-
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lutaan mielivaltaisen suuri stabiilisuusalue ei B(U) saa
sisdltdd polynomiasalisia funktioita paitsi vakion. Raja-

konstruktio antaa t&l16in menetelman T joka tie-

n-1’

tenkin on stabiili koko tasossa.

7. KAYTTOON SOVELTAMISESTA

7.1 Sovitusarvon Qalinta testiprobleemalle

Eksponentiaalisesti sovitettujen moniaskelmenetelmien sta-
biilisuusalueita voidaan, kuten edelld on havaittu, muun-

taa sovitusparametrin sopivalla valinnalla. Asian hyvdksi-

kdytdn havainnollistamiseksi tarkastellaan j&lleen testi-

probleemaa (6.1)

x' = qgx

X(O] -» XO ’

jossa nyt rajoitetaan geR. Olkoon nyt annettu testiprob-
leema eré&dlléd q<0. Olkoon r (Ah) tutkittavan moniaskel-

menetelmdn stabiilisuusalueen ja reaaliakselin leikkaus-

piste. Jotta menetelmd@ testiprobleemaan sovellettuna olisi

stabiili on h valittava siten, etta
(7:1) hg € r(ah).

Otetaan esimerkiksi kappaleen 6.6 menetelmd 3. Kuvassa 7

on r(Ah):n kuvaaja kun Ah <0. Ajatellaan nyt A<0 kiinnite-
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tyksi ja piirretdan vastaava kuvaaja h:n funktiocna, h20.
Samaan ' ~kuvioon piirret&an vield suora gqh. Kuvio on ku-

vana 8.

-30 T

-40

02 _ ‘ . 03 Ou h

Kuva 8,

Kuviosta ndhd&d&n suoraan ne h-akselin osat, joissa epayhta-
16 (7.1) on voimassa. Ne on merkitty kuvioon paksummalla

viivalla. Vertailun vuoksi on merkitty myds vastaavan va-
kiokertoimisen menetelmin, Adams-Multonin kolmannen ker-
taluvun menetelmdn, ko. alue. Kuten kuviosta havaitaan,

on sovitetulla menetelm&lld mahdollista valita h paljon
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laajemmalta alueelta kuin vakiokertoimisella menetelmdlla.
Erityisesti voidaan, kun q on kiinted, ldyt&a sellainen

A<0, ettd suordlla qh ja kdyrdlld r(ih) ei ole lainkaan leik-
kauspistettd. T&11l6in on h:n valinta stabiilisuuden puoles-

ta vapaa.

7.2. Sovitusarvon valinta yleisesti

Kun halutaan ratkaista numeerisesti jokin erityinen tehtava
tyyppié‘(2.1), on enéin pastettivd, onko eksponentiaalises-
ti sovitettu menetelmd teht&dvdlle sopiva,ja mika mydnteises-
s& tapauksessa olisi sopiva sovitustapa. Jos ennalta tiede-
‘tdan ratkaisun sisaltavan éuunnilleen tietylld nopeudella
vaimenevia komponentteja on valinta selvd. VYleinen menet-
tely on sovittaa %;:an, useampi dimensioisessa tapauksessa

%;-matriisin ominaisarvoihin, ks. esim. [3] s. 145, [10},

8: 56,

Sovitus joudutaan t&ll8in yleisessd tapauksessa silloin té&l-
16in uusimaan ratkaisun kesféessé, riippuen%{ :n muuttumis-
nopeudesta. Jos f on reaalinen, ei ymmdrtd&kseni ole syyta
sovittaa kompleksiseen A:an. T&ll6inhd&n saataisiin komplek-
sikertoimien moniaskelmenetelmd&. Jos %;-matriisin komplek-

siset ominaisarvot ovat 18dhelld reaaliakselia, ts.

ImA/Rer<<1, vaikuttaa jarkevdltd suorittaa sovituslominais-
arvon reaaliosaan, ks. [10] s. 56. Ominaisarvojen ollessa

kaukana reaaliakselista on ratkaisu voimakkaasti varahteleva,
eikd eksponentiaalinen sovitus n&iden ominaisarvojen osalta

antane parannusta vakiokertoimisen menetelmé&n suoritusky-

kyyn.
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8. TIIVISTELMA

Tydssd on tutkittu differentiaaliyhtdldiden alkuarvotehta-
vien numeeriseen ratkaisemiseen tarkoitettuja eksponenti-
aalisesti sovitettuja moniaskelmenetelmid&. N&md ovat me-
netelmid, jotka integroivat t&smé&llisesti yhtdldt, joiden
ratkaisut ovat muotoa p(t]elt, missd p(t) on polynomi.

Mainitut menetelm3t konstruoidaan Hermite-Birkhoff -inter-
polaatioon perustuvan interpolaatiokonstruktion avulla.

Menetelmien kerroinfunktiot on n&in saatu eksplisiittisi-
nd lausekkeina sovitusparametreistd ja askelpituudesta.
Konvergenssilause palauttaa konvergenssitarkastelut vastaa-
.vien vakiokertoimiéten menetelmien konvergenssiin. Konstru-
oitujen menetelmien stabiilisuusaluetta on tutkittu erilai-
sissa sovitustapauksissa. Interpolaatiokonstruktioon pe-
rustuen on formuloitu yleinen kriteeri, jolla voidaan etu-

kdteen tutkia stabiilisuusalueen kvalitatiivistd kayttay-

tymistéd sovitustapaa valittaessa.
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