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Optimalizildson altaliban valamilyen tartomanyon értelmezett fliggvény mi-
nimumanak vagy maximumanak meghatarozasat értjiik. Az optimalizdlas klasszi-
kus matematikai elmélete azt feltételezi, hogy ez a tartomany végtelen. A gyako-
rlati problémak esetében azonban altaldban csak véges szami lehetdség van, igy
ebben az esetben a fent emlitett tartomany véges. Az ilyen jellegii optimalizaldst
kombinatorikus optimalizdldsnak nevezzik. Klasszikus matematikai szempontbdl
a kombinatorikus optimalizalds nem tiinhet til érdekesnek, mivel ha felsoroljuk az
osszes esetet, akkor ezek koziil mindig ki tudjuk valasztani a legjobbat. A‘zonban
nagyméretﬁ problémék esetén olyan sok lehetdség van, hogy még a leggyorsabb
szamitégépek sem képesek elfogadhaté idén beliil ezeket mind megvizsgalni.

Azokban az esetekben, amikor az optimumot tdl nehéz megtaldlni, sokszor
haszndlnak kozelité algoritmusokat, tigynevezett heurisztikikat. Nagyon fontos,
hogy ezek a heurisztikdk jok legyenek, azaz az esetek tobbségében minél jobban
megkézelitsék az optimumot. Természetes mddon vetddik fel a kérdés, hogy
miként lehet mérni a kozelité algoritmus jésagat. Erre tobb lehetdség van. A
dolgozatban legrosszabb-eset elemzéssel foglakozunk.

Legrosszabb-esel elemzés esetén olyan viselkedés jellemzést adunk meg, amely
barmilyen bemend adatra teljesiil. Ezzel a mddszerrel tehat az algoritmus szem-
pontjabdl kritikus adatokat vizsgdljuk, és megadjuk, hogy a legrosszabb esetben

mekkora lehet az eltérés az optimalis megoldastdl.

A dolgozat 2. fejezetében ismertetjiik az adattomoritéssel kapcsolatos leg-
fontosabb alapfogalmakat. Bemutatjuk a statisztikai tomorité eljarasok alapelvét
és ehhez kapesoléddan az informdcidelmélet néhany fontos eredményét. Ez az
elmélet az informdciéval kapcsolatos kérdéseket vizsgdlja, beleértve az tizenetek
tarolasit, és a kommunikaciot. Egyik legfontosabb alkalmazdsi teriiletévé a
tomoritds valt. A dolgozat dttekinti az adattomorités soran hasznalt legfontosabb

informacidelméleti tételeket, majd bemutatja a legismertebb statisztikai tomoritd



eljarasokat, igy a HUFFMAN [14] és az aritmetikai kddolast [20].

A do!gozatunk tovabbi részében szveghelyettesitésen alapulé eljarasokrdl esik
sz8. Ennek alapelve, hogy a szdvegben egymds utan kévetkezé karaktercso-
portokat egy kéddal, vagy egy szétarra vonatkozd index-szel, esetleg mutatdval
helyettesiti. A szétar olyan szavak, vagy szétoredékek listdja, amelyek varhatéan
gyakran fodulnak el az adott szovegben. A szétirkédolasok harom f6 csoportba

oszthatok:

o statikus,
o szemiadaptiv,

o adaptiv eljardsok.

A statikus kédold eljaras a kédolandé szovegtol fiiggetleniil mindig ugyanazzal
a szotdrral dolgozik. E modell hatrinya, hogy amennyiben a rendelkezésre allé
szétar nem illeszkedik a kédolandé széveghez, akkor rossz eredmény sziilethet. Ha
a szétdrba sok szot, vagy szétoredéket felveszink, akkor til nagy lesz a mérete,
ezaltal a tarolds illetve a keresés nehézkessé valik.

A szemiadaptiv eljardsok mar jobban alkalmazkodnak a kédoland$ szoveghez,
ugyanis a szotarat ez alapjian allitjak ossze. Egy adott szoveghez az optimalis
sz6tar meghatarozasa a szoveg hosszit tekintve N'P-teljes probléma. Az erre
vonatkozé algoritmus megtaldlhaté [2]-ben.

Az adaptiv kédolds otlete egy 1967-es cikkbél szarmazik. A gondolat lényege,
hogy egy ismétlodo karaktersorozatot egy kordbbi, mér kédolt eléfordulasira
vonatiozd hivatkozdssal helyettesitjiik. A hivatkozds megvaldsitdsa altalaban mu-
tatokkal torténik. Ezt az eljarast részletesen JAcOB ZIV és ABRAILAM LEMPEL
dolgozta ki 1977-ben(25].
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A 3. fejezet kizdrdlag statikus széldr segitségével torténd tomoritéssel foglal-
kozik. A szétar nem mas, mint (forrdsszd,kddszd) rendezett parok halmaza, ahol
a forrasszé és a kédszé egy-egy véges abécé betiiibol képzett karaktersorozat, és a
kédszavakat arra hasznaljuk, hogy a tomoritendd karatersorozat megfeleld részeit,
ti. a forrasszavakat a hozzdjuk tartozé kddszavakkal helyettesitsitk. A statikus
szotarak kifejezetten hasznosak olyan esetekben, amikor egy adatbazis rekord-
jait kell kiilon-kiilon tomoriteni, és ugyanaz a szé, vagy szétoredék a rel'(ordok-
ban gyakran eléfordul. Példaul, ha egy konyvtari kataldgus bejegyzéseit szeret-
nénk tomoériteni, ahol szinte minden rekordban szerep.elnck a szerzd, cim, ISBN,
konyv, stb. szavak. Feltéve, hogy statikus szétarat alkalmazunk, az adatbazis
barmely rekordjdval kezdhetjitk a témaritést. A célunk az, hogy az adott szdétar
segitségével a tomoriteni kivant karaktersorozatot optimdlis médon tomoritsiik,
azaz \igy, hogy a minimdlis hosszlsagi kédot kapjuk.

A fenti probléma ekvivalens egy megfelelden megvalasztott, iranyitott, si-
lyozott grilban térténd legrovidebb it keresési feladattal (Id. SCHUEGRAF és
HEAPS [22]). Egy adott S = s;s3...5s, karaktersorozatra definidljuk az N =
(V, A) irdnyitott grafot a V = {wg, vy,...,v,} csiicshalmazon. A grafban definicié
szerint pontosan akkor van egy (vi,vitq) € A él, ha Iétezik olyan (forrasszd,
kodszd) par, ahol a forrdsszé d darab olyan karaterbol all. amelyek megegyeznek
az eredeti karaktersorozatban azt+1,...,1+d pozicidkon all6 karaterekkel. Egy
ilyen él sillya a megfelelé kédszo bitjeinek szamadval egyezik meg. Lathatd, hogy
az N grdfban a legrovidebb 1t vy-tdl va-ig éppen az S karaktersorozat optimalis
tomoritését adja.

A fenti modellt alkalmazva a probléma megoldasa egyszeriivé valik, mivel al-
kalmazhatjuk az iranyitott, silyozott grafokra vonatkozé. minimalis hosszisdgi
utat keresé, polinomialis idébonyolultsagi algoritmusokat. Amennyiben a grafnak
sok wdgoele van (azaz olyan él, amely az eredeti problémat fiiggetlen részprob-

lémakra osztja) és a keletkezett részfeladatok kicsik, a problémat az optimdlis



algoritmus haszndlatdaval megoldhatjuk. Sajnos a gyakorlathan sokszor nem ez
az eset all fenn, és elofordulhat, hogy az optimadlis algoritmus nem megfeleld se-
bességii nagyon hosszi karaktersorozatok esetén. Ezért tobb olyan heurisztikus
algoritinust fejlesztettek ki, amelyek az optimumhoz kézeli megoldast adnak.

Mar az 1970-es években voltak hatékony heurisztikus algoritmusok (példdul a
longest fregment first heurisztika (LFF),1d. SCHUEGRAF és HEAPS[22]), azonban
ezeket nem vizsgiltak elméleti szempontbdl, csupdn tapasztalati eredmények 1é-
teztek.

Sokszor eldfordul, hogy olyan nagy adatalloményt kell tomoriteni, amelyet
egyben nem, vagy csak nehezen lehet vizsgalni, ugyanakkor szeretnénk az ilyen
adatokat is viszonylag gyorsan kidolni. Az ilyen esetekben kilejezetten hasznos
lehet az Ggynevezett on-line technika. Ennek segitségével nagyon gyors heurisz-
tikdkat lehet kifejleszteni. LEgy on-line adatiomorité algoritmus mindig a v
cstcshol indul, megvizsgilja az ebbdl kiindulé Gsszes élt, és egy bizonyos szabaly
alapjan valasat koziiliik egyet. Ezutdn a kivdlasztott él masik végénél taldlhaté
csucstél folytatja tovabb a kédoldst. Nincs lehetéség azonban arra, hogy egy
dontést & késdbbiek ismeretében az algoritmus megvaltoztasson.

Természetesen az on-line heurisztikdk altaldban nem szolgdltatnak mindig
optimalis megoldast. Ha szeretnénk meghatdrozni, mennyire lehet rossz egy
heurisztika, a legkézenfekvobb médszer, hogy osszehasonlitjuk az optimum altal
kapott eredménynyel.

Egy heurisztika legrosszabb-eset viselkedését altalaban az igynevezett, aszimp-
totikus legrosszabb-eset hdnyadossal szokas mérni, amelyet a ki')vctk;m"iképpen
definidlnak: Legyen D = {(w;,c;) : 1 = 1,...,k} egy statikus szétar, ahol w; a
megfeleld forrasszot, ¢; pedig a hozzdtartozé kédszét jelenti. Tekintsiink tovabba
egy tetszdleges A adattomorité algoritmust. Legyen A(D,S) illetve OPT(D, S)
S-nek 2z A illetve az optimdlis algoritmus altal kapott tomaritett kédja. Ezen

kédok hosszat jelolje |A(D, S)| illetve ||OPT(D,S)||. Ekkor az A algoritmus



aszimplotikus legrosszabb-eset hanyadosa

IAD.S)
oPT(D, sy > €5 ‘"’}

ahol S(n) az Gsszes n karakterbdl all6, a megfeleld dbécébdl képzett karakter-

Ra(D) = Jim sup {

sorozatot jelenti.

Az irodalomban négy paramétert hasznilnak az aszimptotikus legrosszabb—

eset vizsgdlatok sordn:

Bi(S) = S egyes szimbdlumainak hossza bitekben
lmaz(D) = max{|w;|i=1,...,k} 3
cmin(D) = min{|lc]|i=1,...,k}
cmaz(D) = max{|c|i=1,...,k},

ahol |w;| a w; karaktersorozat hosszat jelenti karakterekben, ||¢;|| pedig a ¢; kédszé
hossza bitekben. A kovetkezékben az egyes input karakterek hosszat egyszertien
Bt-vel jeldljiik, és elhagyjuk a szétarra torténd hivatkozdst, azaz példaul lmaz-ot
hasznédlunk Imaz(D) helyett. Az Imaz = 1 eset itt nem érdekes, mert ekkor a
mar korabban vizsgdlt betlikodoldsrdl van sz6, ezért mindig [eltételezhetjiik, hogy
Imaz > 2.

Nem meglepd, hogy egy heurisztika legrosszabb-eset viselkedése erésen fiigg az
adott szétar tulajdonsagaitol. A dolgozat a kévetkezo tipusu szotarakat vizsgdlja:

Egy szétart dltaldnosnak neveziink, ha az input abécé minden szimbélumat
tartalmazza mint forrasszot (ez biztositja, hogy a heurisztika minden forrdsszo-
vegre el fogja érni az adott graf nyeldjét, és ezért minden esetben befejezddik az
eljards). Ebben a dolgozatban csak altalinos szotarakkal foglalkozunk.
Egy altalinos szétar

1. egyenld kddhosszisdgi, ha minden kédszd hossza azonos, (||ci|| = |l¢;l], 1 <

4,j S k),

2. nemhosszit, ha egy kodszé hossza sohasem haladja meg a megfeleld forras-

526 hosszat (||ci]| < |wi|Bt, 1 <i < k),

(2]



3. suffiz, ha minden w forrisszé mellett tartalmazza annak minden hatsé
szeletét (azaz ha w = wyw; -+ w, forrasszd => Wwpy « + *wy szintén forrdsszé

minden 2 < h £ ¢g-ra),

4. prefiz, ha minden w forrdssz6 mellett tartalmazza annak minden elsd szeletét
(azaz ha w = wyw;y + + - w, forrasszé => wyw, -+ ~wy, szintén forrasszé minden
1 < h < q—1-ra). Megjegyezzik, hogy ez a prefix tulajdonsig nem egyezik
meg a kédokra mar kordbban definidlt prefix tulajdonsdggal. Szétarak

forrasszavaira éppen ellenkezd értelemben haszndljuk a prefix jelzot.

A kovetkezékben a dolgozat bemutatja a legismertebb heurisztikus algorit-
musokat, illetve elemzi ezek legrosszabb-eset viselkedését kiilonbézo tipusd szé-
tarakra.

A leghosszabb illesztés(Longest Matching, réviden LAM) médszere az egyik leg-
ismertebl és legegyszertibb on-line heurisztika, amely az adott grafban az éppen
aktudlis csticsbél kiindulé élek kéziil mindig a leghosszabbat valasztja ki, és ezzel
folytatja a kédolast. Egyenl hosszisagt élek esetén barmelyiket valaszthatja az
algoritmus. '

IKKATAJAINEN £S RAITA [L7] elemezte az LM algoritmus legrosszabb-eset
viselkedését killonbozo tipusi szotirakra a prefix kivételével és éles korldtokat
bizonyitoit ezen tulajdonsigok minden lehetséges kombindcidjara.

A dolgozatban éles legrosszabb eset korldtokat bizonyitunk prefir szétarak
minden lehetséges kombindcidjara mds tipusd szétarakkal. Bclin.julf. logy a
leghosszabb illesztés mddszere a lehetd legrosszabb médon is viselkedhet pre-
fix tipusi szétarak esetén. Minden prefiz és valamilyen tovabbi P tulajdonsiggal
biré szotirra a megleleld korlitok megegyeznek a P tulajdonsiggal rendelkezd
dltaldnos szétirra vontakozd korlitokkal; mds szdval a prelix tulajdonsig semmit

sem javit az algoritmus legrosszabb-eset viselkedésén.



3.2.6. TETEL. [4] Legyen D egy prefix szitdr. Ekkor

Rum(D) < (lmaz — 1)cmaz
LM S T e e )

cmin

és a fenti korldt éles.

3.2.7. TETEL. [4] Leyyen D egy prefix és nemhosszité szotdr. Ekkor
(lmaz — 1)emaz

- ha crnaz < Bt
cmin

Rum(D) < (Imaz — 2)Bt + cmax
cmin

ha Bt < cmaz < 2Bt

lmaz - Bt

- ha 2Bt < cmazx
cmin

és a fenti korlat éles.

3.2.8. TETEL. [4] Legyen D egy prefix és egyenls kédhosszisagu szétdr. Ekkor
Rpa(D) < lmaz — 1

és a fenti korldt éles.

A GONZALEZ-SMITIl és STORER [13] dltal definidlt greedy heurisztika, ame-
lyet kilonbségen alupuld (differential greedy, a tovabbiakban DG) algoritmusnak
fogunk nevezni, minden egyes pozicioban a lehetséges (w;, ¢;) szotarelemek koziil
azzal fog kédolni, amelyre a legnagyobb “helyi tomoritést” éri el, azaz amelynél
a |w;| Bt - [[ci]| kiilonbség maximalis. Egyenléség esetén barmelyiket vélaszthatja

az algoritmus. A DG-re vonatkozé eredmények a kovetkezok:

3.3.4. TETEL. (3] Legyen D egy prefix szétdr. Ekkor

emin + (lmaz — 1)cmaz
crin + (lmax — 1) Bt

ha (lmaz — 1)*crnaz - Bt < cmin?

Rpa(D) < €5 lﬂ‘l‘—g———{"""j > linaxr =1

lmaz — 1)cmax e
(——.) kilonben
cmin

-3



és a fenti korldatok élesek.

3.3.5. TETEL. [4] Legyen D egy prefix és nemhosszité szotdr. Ekkor

Irnax — 1)emaz
-——-——-——( - ) ha emaz < Bt
cmin

Roa(D) < (Imazx — 2) Bt 4 cmaz

- ha Bt < cmazx < 2Bl
cmnin

lmaz - Bt

- ha 2Bt < crnax
cmin

és a fenti korldtok élesek.

Nembhosszitd, suffix szétdrakra Katajainen és Raita a kovetkezd tételben meg-

fogalmazott eredményt latta be.

3.3.6. TETEL. (KATAJAINEN-RAITA [17]) Legyen D egy nemhosszits, sullix szd-
tar. Ekkor

min{lmaz - Bt,2cmaz — Bt
Roo(D) < 22! : 4
cmin
A legrosszabb-eset hanyados pontos értéke azonban nyitott probléma volt. A
kovetkezd tétel erre a kérdésre ad valaszt. Lényegében azt mondja ki, hogy a

fenti tételben megadott korlat éles.

3.3.7. TETEL. (KO620S GALAMBOS GABORRAL, ULRICH PFERSCHYVEL ES
GERHARD WOEGINGERREL) Pozitiv egész szdimok vegtelen sok Bt, linax, cnin
€s cax négyesére a crnin < Bt, emin < emax €s cmaz < hnax - B, feltételek

teljestilése esetén lélexik olyan nemhosszito, sullix D szdldr, amelyre

Rpa(D) > min{lmaz - Bt,2cinaz — Bt}
pa(D) 2 ;

cmin

o



3.3.9. TETEL. (KGz2OS GALAMBOS GABORRAL, ULRICH PFERSCHYVEL ES
GERHARD WOEGINGERREL) Legyen D egy suffix szdtdr és tegyilk fel hogy
Imax > 3. Ekkor

2 =
Aot ha cmax < 3/2 Bt

cmin

Rpe(D) < (2cmaz + Bt)!

r < -
3BT onin ha 3/2 Bt < cmaz < (Imax — 3/2) Bt

| L ha (Imaz — 3/2) Bt < cmaxz,

ahol
(lmaz — 1)(2cmaz — (Imaz — 2) Bt)

L= -
2cman

A fenti korldtok élesek.

Megjegyezziik, hogy az Imaz = 2 esetben minden szétar prefix tulajdousdga,
igy ezt az esetet nem kell kiilon vizsgdlni.

A hdnyadoson alapulo greedy algoritmus (fractional greedy, a toviabbiakban
FG) [6] a minden aktualis pozicidban a legnagyobb hanyadossal rendelkezs élet
valaszlja, azaz, ha [ az adott csicsbdl kiindulé élek indexhalmaza, akkor azt az
1p indexti élet fogja valasztani az algoritmus, amelyre

ig = arg min el -
i€l |w;| Bt

3.4.1. TETEL. (KOz6S GALAMBOS GABORRAL, ULRICH PFERSCHYVEL ES

GERUARD WOEGINGERREL) Legyen D egy altalanos szitdr. Ekkor

Reg(D) < (Imaz — 1)cmax
FG e e

cinin

€s a [enli korldt éles.



3.4.2. TETEL. (K020S GALAMBOS GABORRAL, ULRICH PFERSCUYVEL ES

GERIARD WOEGINGERREL) Legyen D egyenlé kédhosszisagh szdtdr. Ekkor
Rpa(D) < lmaz -1
€s a fenti korlal éles.

3.4.3. TETEL. (KOzO0S GALAMBOS GABORRAL, ULRICH PFERSCHYVEL ES

GERHARD WOEGINGERREL) Legyen D nemhosszité szdtar. Ekkor

(lmaz — 1)cmaz

- ha cmax < Bt
cmin

Rpa(D) < (Imazx — 2) Bt + cmaz

cmin

ha Bt < cmax < 2Bt

Imaz - Bt

- ha 2Bt < cmax
cmin

€s a fenti korldl éles.
3.4.4. TETEL. (6] Legyen D, egy altaldnos, prefix szétdr, D, egy prefix és egyenld
kédhpssztiségl’l szoldr €s legyen Dy egy prefix €s nemhosszitd szdtdr. Ekkor

RFG‘(DI) < Imar—1)emaz

Frg(D;) < lmaz—1

Imaz — 1)emaz
-(—-—,l——— ha cmaz < Bt
emin

(Imaz — 2) Bt + crnax

cmin

Lpc(Ds)

IN

ha Bt < cmax < 28t

lmax - Bt

- ha 28t < cmnax
cinin

és a fenti korldtok elérhetiek.

10



3.4.5. TETEL. (K6z0S GALAMBOS GABORRAL, ULRICH PFERSCIYVEL ES
GERHARD WOEGINGERREL) Legyen D egy suffix szdtdr. Ekkor

cmaz(In(lmaz — 1) + 1)
cmin

Rpg(D) <

és létezik olyan Dy suffiz szotdr, amelyre

cmaz(In(lmaz — 1) + 1 —In2)

cmin

< RFG(D()).

3.4.7. TETEL. (K620S GALAMBOS GABORRAL, ULRICH PFERSCHYVEL ES

GERHARD WOEGINGERREL) Legyen D egy nemhosszitd, suffix szétdr. Ekkor

min{lmaz Bt,cmnaz (ln (l”t;:_tﬂf—') + 3) — Bt}

Rpa(D) <

crnin

3.4.8. TETEL. [6] Létezik olyan nemhosszitd, suffix D, szétdr, amelyre

cmaz (In (""“'B') + l)

cmazx

Rpe(D,) 2

cmin

T6bb mint 12 évvel ezelott SHUEGRAF és HEAPS [22] vezette be a leyhosszabb
szelet (longest fragment first, a tovibbiakban LF[F) heurisztikit. Azt feltéte-
lezték, hogy a tomoriteni kivant adatok azonos hossziisigi rekordokbdl épiilnek
fel. Az 6tlet a kovetkezs: az aktualis rekordon beliil az algoritmus kivalasztja a
leghosszabb olyan karaktersorozatot, amely pontosan megegyezik valamely szé-
tarbeli széval, majd ezt kédolja. Egyenloség esetén barmelyiket valaszthatja az
algoritmus. Ezutdn a maradék részt valamilyen on-line algoritmussal tomaoriti az
eljaras (példdul hasznalhaté az LM heurisztika). Ha a file nem rekord struktiraja,
tekinthetiink helyette egy buffert, ami mindig a file aktudlis részét tartalmazza
(ezért a tovibbiakban rekord helyett bufferrdl fogunk beszélni). Miel6tt az algo-
ritmus a kovetkezd részt a bufferbe olvassa, annak teljes tartalmat kodolnia kell.
A teljes buffer kédolasi eljarast lépésnek fogjuk nevezni. Dolgozatunkbau csak az
LM heurisztikaval kombindlt LFF algoritmussal foglalkozunk. Lzt az eljardst
LE Fry-mel jeloljik. A kétszeres indexelés elkeriilése érdekében Rppp,,, (D)

helyett Rypr(LM, D)-t fogunk irni.



Mostandig nem léteztek egzakt bizonyitdsok az LI [y algoritmus legrosszabb-
esetére vonatkozéan. Galambos Gaborral és Timo Raitdval kozdsen éles korlatokat
bizonyitottunk kiilonbézé tipusi szétarakra. A kovetkezékben ezen eredményeket
mutatjuk be részletesen.

Tegyiik fel, hogy az eljaras soran t-Imaz hosszu buffert hasznalunk, ahol ¢ > 2

egy paraméter. El8sz6r altaldnos szétarakra vonatkozd tételeket bizonyitunk.

3.5.1. TETEL. [5] Legyen D egy altaldnos szétdr. Ekkor az LF Fpyp algoritmusra

(t=1)lmaz — (t —3) cmaz

t cmin

Rirpr(LM,D) <

teljesiil.
3.5.2. TETEL. [5] A fenti tételben megadott korldt éles LF Fyys-re vonatkozdan.

3.5.3. TETEL. [5] Legyen D egy egyenld kédhossziisagh szdtdr. Ekkor

(t = D)lmaz — (t - 3)
t

Rerr(LM, D) <
€s a fenti korldt éles.

3.5.4. TETEL. (K620s GALAMBOS GABORRAL Es TIMO RAITAVAL) Legyen

D egy nemhosszité szdtdr. Ekkor

(t — 1)lmaz — (t — 3) cmaz
t cmin

ha emaz < Bt

-

Rppr(LM,D) < T ha Bt < emax < 2 Bt

(t = )imaz Bt + cmaz
t-cmin

ha 2 Bt < cmax

ahol
t — 1)lmax Bt — (2Bt — cmaz) + 4Bt — cmax
t-cmin

al

)

¢és a fenti korldt éles.
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3.5.5. TETEL. (KOz20S GALAMBOS GABORRAL ES TIMO RAITAVAL) Legyen
D egy egyenls kédhosszlisagi és nemhosszité szotdr. Ekkor

(t =1)lmaz - (t = 3)

Rerr(LM, D) < ;

€s a fenti korldt éles.

3.5.6. TETEL. (5] Legyen D egy prefix szétdr. Ekkor

(t — )lmaz — (t — 3) cmaz

t cmin

Rppp(LM,D) <

és a fenti korldt éles.

3.5.7. TETEL. (5] Legyen D egy prefix, nemhosszité szotdr. Ekkor

(t — 1)lmaz — (t — 3) cmaz

t cmin

ha cmaz < Bt

Repr(LM,D) < T ha Bt < cmaxr < 2Bt

(t = 1)lmaz Bt+ cmaxz
t-cmin

ha 2Bt < cmaz,

ahol
(t — 1)lmaz - Bt — t(2Bt — cmaz) + 4Bt — cmaz
’ t-cmin

T=

és a fenti korldtok élesek.

3.5.8. TETEL. [5] Legyen Dy egy prefix,egyenls kédhosszisigi €s Dy egy prefix,

egyenld kédhosszisigi €s nemhosszité szdtdr. Ekkor

(t— I)Imat:r - (t-3) § o LBt

Rppr(LM, D;) <

€s a fenli korldt €les.
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3.5.9. TETEL. (K0z0s GALAMBOS GABORRAL ES TIMO RAITAVAL) Legyen

D egy suffix szdtdr. Ekkor

t cman

(1 3 2 (lmaz - 1)) cm?z hat>3

Rppr(LM,D) <

5 hat=2

cmin

(lmaz -+ 1) cmaz

€s a fenti korldtok élesek.
3.5.10. TETEL. (K6z0S GALAMBOS GABORRAL ES TIMO RAITAVAL) Legyen

D egy sullix, nemhosszité szotdr. Fkkor
: ]

9 o,
(1 + 2 (Imaz 1)) Cm(fz hat >3 és cmaz < Bt
t cmin

(M) e hat =2 és crnaz < Bt

2 cmin
Rerr(LM, D) <
il 2(lmaz —1) Bt

cmin t cmin

hat >3 és cmaxz > Bt

cmar Ilmaz —1 Bt

- - hat =2 és cmazx > Bt
crnin 2 cmin

és a fenli korldtok élesek.

3.5.11. TETEL. (K0zGS GALAMBOS GABORRAL £s TiMO RAITAVAL) Legyen
D; egy egyenls kédhosszisagi,suffix és D, egy egyenld kodhossziisagi, suffix és
nemhosszito szétdr. Ekkor
|4 2memt) hag>3 |

: t=1,2-re

Repr(LM, D;) <
42‘12'—”—11 ha'l=2.
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A 4. fejezetben egy ladapakoldsi feladatra vonatkozd algoritmus keriil be-
mutatdsra. Az egyik leggyakrabban vizsgalt kombinatorikai probléma az egydi-
menzids lidapakoldsi feladat: Adott valés szimoknak egy L = {uy,2,...,2,}
listdja a [0, 1) intevallumbdl, és végtelen sok egységnyi kapacitdsi lada. Minden
egyes x; szamot egyértelmien hozzd kell rendelniink egy liddhoz, igy hogy a
ladahoz rendelt elemek ésszege nem haladhatja meg az 1-et. Célunk a felhasznalt
laddk szamdnak minimalizdlasa. Jol ismert, hogy egy optimalis megoldds meg-
keresése N'P-teljes probléma. Kévetkezésképpen nagyon sok olyan publikécié
jelent meg, amelyek hatékony, polinomialis futdsi idejii kozelitd algoritmusokat
kerestek. Az algoritmusok egy része on-line tulajdonsigi. Ezeu eljarasok ugy
helyezik el az éppen soron kovetkezd elemet a megfelels laddba, hogy a késébb
jovo elemekrél semmilyen informaciéval nem rendelkeznek (nem ismerik sem a
méretiiket, sem a szamukat). Az tlgyenevezett off-line algoritmusoknak tobb in-
formaciéra van sziikségiik: Legtobbjitk a teljes listat ismeri, miel6tt " pakolni”
kezd.

Az algoritmusok hatékonysdganak mérésére itt is az el6z6 részben mar beve-
zetett legrosszabb-eset hanyadost fogjuk alkalmazni. Ladapakolasi algoritmusok
esetén a hanyados a kovetkezéképpen defindlhatd: Jeloljitk a /1 heurisztika altal
az L lista elpakoldsa sordn elhasznalt ladék szamat H(L)-lel, illetve egy megfeleld
optimilis pakolasndl sziikséges ladak szamat L*-gal. Ha

Ru(k) := max {#w = k}'
jeloli a maximumdt a H(L)/L* hianyadosnak tetszdleges olyan listara, amelyre
L~ = k, akkor a H heurisztika Ry aszimptotikus legrosszabb eset hdnyadosa:
Ry = limsup,_, Ru(k). Egy masik, ezzel ekvivalens definicié adhaté meg Ry-
ra, ha észrevessziik, hogy Ry < Ky, ha létezik két olyan Ny és K, konstans,

hogy
H(L) < K- L*+ I,
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minden L listara. Nyilvanvaldan a legkisebb ilyen [, megegyezik Ry-val.

IdSrendi sorrendben az elsd off-line algoritmust D. S. Jounson definialta
[16]. A legtobb publikalt algoritmus legaldbb O(nlogn)-es idébonyolultsiggal
rendelkezik (lasd példaul a First Fit Decreasing, Best Fit Decreasing heurisztika-
kat). A linearis id6bonyolultsdgii algoritmusok mindig "tiditd kivételt” képeztek.
Az els6 ilyen algoritmus a Group Fit Group, amelyet D. S. JOUNSON definislt
[16], és 1.5-0s aszimptotikus legrosszabb-eset hanyadossal rendelkezett. Ra-
MANAN és tarsai [19] egy 1.612-es aszimptotikus legrosszabb-eset hanyadossal
biré heurisztikdt adtak meg. Hosszi ideig a JOHNSON algoritmust nem sikeriilt
felilmilni, de F. DE LA VEGA és G. S. LUEKER bebizonyitotta hires cikkében
(24], hogy minden € > 0-ra létezik olyan A algoritmus, hogy A(L) < (14¢)L*+C,
és A futdsi ideje O(n) + D,. Fontos, hogy a D, és C. konstansok csak e-tol
fiiggenek, n-t6l nem. LUEKER és DE LA VEGA nem szamitotta ki pontosan
ezeket a konstansokat, de azt sejtettck, "meglehetSsen nagyok” lehetnek, egész
pontosan azt is tudtak, hogy 1/e-tél exponencidlisan fliggenek. Néhany évvel
késébb C. U. MARTEL [18]-ban észrevette: € = 1/3 esetén a cikkben szerep-
16 D. nagyobb mint (‘79). Ennek van egy fontos kévetkezménye: Az elméleti
szempontbol kivdlé algoritmus nem hasznélhaté a gyakorlatban. A fent idézett
cikkben MARTEL egy rendkiviil szellemes linedris idejii algoritmust publikalt.
A lista elemeit “kupacokba” gyijtotte, és az egyes osztalyokban lévé elemek
szzﬁnétél fiiggéen intelligens médon kombindlta Sket (1dsd a kovetkezd fejezetet).
MARTEL algoritmusa 4/3-0s aszimptotikus legroszszabb-eset hanyadossal ren-
delkezik. A cikk zdradékiban MARTEL megemlitette, hogy Ichetséges, hogy a
technika segitségével az algoritmus megjavithaté O(n) idébonyolultsdgi, 5/4-es
aszimptotikus legrosszabb-eset hanyadosiiva. Azt javasolta, hogy a kis elemeket
ligyesebben kellene kezelni.

Bar a gondolat kénnyen megvaldsithaténak tiint, eddig nem sziiletett ercd-.
mény. A dolgozatban egy linearis idejli heurisztika keriil bemutatdsra, amelyet

GALAMBOS GABORRAL és HANS KELLERERREL kozosen taldltunk. Az eljards
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MARTEL 6tletén alapszik és 5/4-es aszimptotikus legrosszabh-eset hinyadossal
rendelkezik. Bebizonyitottuk, hogy az algoritmusra (amelyet H;-tel fogunk jeldlni)
teljesiil a H7(L) < 3L* + 5 egyenltlenség, birmely L listira.

Az eljards az elsé lépésben osztdlyozza az elemeket az alibbiak szerint:

Co={zill 2 z:> %},

Cr={zi|i 22 >1},

Cr = {zi|} 2 = > 1}, 5
Cs = {zil} 22 >3},
Co={zi3 2z >1}),
Cs = {zil} 2 zi > 3},
Ce = {zil§ 2 =i > {1},
Cr = {zi|} 2 z; >0}
Legyen ¢; = |Ci|, ¢ = 0,...,7. Az algoritmus ismertetése soran azonban ¢;

mindig azon Ci-elemek szamat fogja jelolni, amelyeket még nem rendelt hozza az

algoritmus valamely ladahoz.
A Hy algoritmus: (K6Z6S GALAMBOS GABORRAL ES HANS KELLERERREL)

1. Alakitsuk ki a C;, i =0,...,7 halmazokat.
2. Tegyiik a Cy-elemeket kiilon ladaba.

3. Legyen ky := [min { %, 24a }] Vagjuk szét Cy-et két részhalmazra: C} tar-
talmazza a legkisebb k; elemét Cy-nek, és C} a maradék elemeket. Ilasonld
médon bontsuk fel a Cs6 := CsU Cs halmazt a Cg; és C? s részhalmazokra.
Vegyiink ki tetszdlegesen egy-egy elemet a C} és a C3 4 halinazokbdl. Ha
belelérnek egy ladiba, akkor nyissunk egy 1j ladat, és helyezziik el Sket
benne. Ha nem férnek el egy lddaba, tegyiik a Cy-clemet egy tires ladaba.

Tovibbd rakjuk a C!-elemeket is iires ladakba.
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4. Legyen k; := [min {5}, 3‘—'33}'] Viégjuk szét Cy-t két részhalmazra: Cj tar-

9

talmazza a legkisebb k; elemét Cy-nek, és C} a maradék elemeket. Hasonlé
médon bontsuk fel a C3 4 := C3UCy halmazt a Cj , és C} ; részhalmazokra.
Vegyiink ki tetszolegesen egy-egy elemet a Cj és a Cj halmazokbdl. Ha
beleférnek egy ladaba, akkor nyissunk egy (j ladat, és helyezzik el ket
benne. Jeloljiik Cy-mal a C?-elemeket és a maradék Cj-elemeket. Legyen
és := min{|Cy|,cs} és Cs a legnagyobb & eleme Cs-nek. Helyezziik C,
elemeit Cs -beli elemekkel parositva iires lidakba. Ha (Cs5 = ) akkor
parositsuk C, elemeit Ce-beli elemekkel, illetve ha (Css = 0) tegyiik ket

egyediil tres ldddkba.

. Legyen q := min{cy,2cs}. Legyen C] a Cy halmaz ¢ legnagyobb eleme,

illetve legyen C¢ a Cs halmaz |%] legnagyobb eleme. Tegyiink két Cj-
elemet és egy Cd-elemet egy tires ladaba, amig ¢; < 1 vagy ¢g = 0 nem

teljestil.

. Tegyiink egy Cs-elemet és két Cy-elemet egy iires lidaba, amig c3 = 0 vagy

cs < 1 nem teljesiil.

. Pérositsunk 6ssze két Cs-elemet, amig c3 < 1 nem teljesiil.

. Legyen k3 := [min {921,5,‘1 1. Vagjuk szét Cs-ot két részhalmazra: Cy tar-

talmazza a legkisebb k3 elemét Cs-nek, és C? a maradék elemeket. Vigjuk
szét Cy-et is két részhalmazra: Cy tartalmazza a legkisebb 2k; elemét Cy-
nek, és C% a maradék elemeket. Vegyiink ki tetszolegesen egy elemet a Cj
és két elemet a Cj halmazokbdl. Ha beleférnek egy ladéba, akkor nyissunk
egy 0j laddt, és helyezziik el ket benne. Ha nem férnek el egy ladaba,
tegyiik a két C;;-cle"n.uet egy fires 14d&ba. Tovabba rakjuk a C-elemeket is

& A L) . .
parosaval iires ladidkba; amig ¢y < 1 nem teljesiil.

Helyezziik a megmaradé Cs-elemeket harmasaval tires liddkba. amig cs < 2

nem teljesil.
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10. Helyezziik a megmaradé Cs-elemeket négyesével tires lidakba, amig cg < 3

nem teljesil.
L1. A megmaradé Cs, Cy, Cs, C clemeket rakjuk optimalis médon iires lidakba.
12. A Cr-elemeket rakjuk el a Next-Fit szabaly szerint.

A dolgozatban belitjuk, hogy Hr(L) < 3L° + 3 tetszbleges L listira. A
kovetkezs jeloléseket fogjuk hasznalni:

e Azt mondjuk, hogy a B lada (iyi;...4x) tipusi, ha pontosan k elemet tar-
talmaz, méghozza gy, hogy az elsé elem a C;, halmazbdl, a masodik a Cj,

halmazbdl van, stb. (in = 1n,1 < m,n <k lehetséges).

e Jelblje i, i,..ix L egy optimalis pakoldsdban az (i1, 4s,..., 1) tipusd ldddk

szamat.

o Jelolje mys azon Ci-elemek szamat, amelyeket a 3. lépésben Cs-elemmel
pakolt ossze a H; algoritmus. Hasonldan, myg, mas, may, mas, mag és myys
jelolje a 3., 4., és 8. lépésben képzett kilonbozd parok, illetve harmasok

szamat.

A alegrosszabb-eset viselkedésre vonatkozo tétel bizonyitdsa elott két lemmat

kellett igazolnunk.

4.3.1. LEMMA. (7] Jelilje ¢y azon Cy-elemek szdmdt, amelycket a 6., 7., illetve
10. lépésben pakol el a Hy algoritmus, illetve ci az ugyanilyen Cg-elemek szamat.
Ekkor a heurisztikinak legfeljebb c/2 + cf/4 ldddra van sziksége ezen elemek

elpakoldsdihoz.

4.3.2. LEMMA. (7] Tegyik fel, hogy a H; heurisztika 8. lépese legalabh egy olyan
hdrmast képez, amelyik nem [ér el egy liddban. Elkkor,

cq — gy — 2 (e — myg)

4

Yass + Yaas < + 2myys + mys 4+ magy — L.
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4.3.3. TETEL. (A BIZONY(TAs A, B £s C ESETE K620S GALAMBOS GABOR-
RAL £5 HANS KELLERERREL) H7(L) < 3L" + 3 tetszéleges L listdra. Tovdbbd
véglelen sok olyan L, lista létezik, amelyre ﬂlé'—'—') = 5/4.
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