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Introduccion

Los espacios de Besov sobre R™ deben su aparicién al matematico ruso Oleg
Vladimirovich Besov, quien los introduce en su texto: Integral Representa-
tions of Functions and Imbedding, Moscow 1975. Desde entonces desperto el
interés de estudiar dichos espacios en varios matematicos, por ejemplo H.
Triebel ([7],19]), H.-J. Schmeisser ([8]) y H. Amann ([1]), estos hicieron gran-
des aportes contribuyendo con textos y articulos alrededor de la temética.
Una aplicacién entre otras se presenta con los operadores pseudodiferenciales.

Este trabajo tiene como objetivo el estudio de las propiedades de los espacios
de Besov toroidales o periddicos Banach valuados, las inmersiones entre ellos
y las inmersiones de estos espacios en espacios de Sobolev periddicos Banach
valuados. Estos resultados, que en su mayoria se encuentran en el Capitulo
4, generalizan resultados analogos al caso del toro unidimensional tratados
en [2]. Al parecer, en la literatura existente (al menos en lo que nuestra
busqueda indica) no se encuentran resultados como los que presentamos en
el 1ltimo capitulo de este trabajo sobre los espacios de Besov B, (T", E),
cuando n > 1y F es un espacio de Banach arbitrario.

El documento esta organizado del modo siguiente. En el primer capitulo en-
contramos las nociones necesarias para iniciar una lectura soélida que ayude
a comprender el resto del trabajo. En esta parte, damos las definiciones de
espacios de funciones sobre R™ y comentamos acerca de la transformada de
Fourier, caso continuo. El segundo capitulo estda enfocado en dar claridad
acerca del toro n-dimensional T" := R"/(27xZ") realizando un andlisis con
los espacios cocientes y mostrando las identificaciones entre los espacios de
funciones F(T", X), §2.(R™, X) vy Fa([0,27]", X), siendo X un espacio vec-
torial. También es desarrollado en detalle el espacio periddico vector-valuado
LP(T™, E) donde E es un espacio de Banach y definimos los espacios de fun-

v



4 Jonathan Gonzéalez Ospino

ciones C™(T™, E) y C*°(T", E). En el tercer capitulo probamos que el espacio
de las distribuciones D'(T", E) := L(C>*(T"), E) es completo, introducimos
el espacio de Sobolev periddico, el espacio de las funciones rapidamente de-
crecientes S(Z", E), el espacio de las distribuciones temperadas S'(Z", E) y
sus topologias. Presentamos el concepto de transformada de Fourier toroidal
y resultados de convolucion. En el capitulo 4 probamos que el espacio de
Besov By (T", E) es de Banach con s € Ry 1 < p,¢q < oo, para ello son
necesarias las inmersiones

By (T" E

= B}, (T E); 1<qo < g1 < 00,

( )
B;:g(f(r]rn’E) — B;#ll(']rn’E); € > 07 1 S qo, 41 S 0,
C(T", B) — B (T", E),

B (T",E) = D/(T", E),

q

las cuales demostramos detalladamente en este trabajo. Luego procedecemos
con la demostraciéon de dos inmersiones

B;l(’]l‘", E)— LP(T",E) — Bgm(’]I‘”, E),

32071(11‘", E) — C(T",E) — ng(?r", E),

utiles para probar las siguientes inmersiones continuas

B(T", E) — W,(T", E) — B]" (T", E),

p,00
BEA(T", E) = C™(T", E) — B (T, E),

donde WIT(']T”,E) es el espacio de Sobolev periddico o toroidal. Para la
prueba de estas ultimas inmersiones hacemos uso del Teorema 4.20: Sean
s € R, p,g € [1,00] y m € N. Entonces u € Bj (T" E) si y sélo si
0% € By ™(T", E) para todo a € Nj con |a| < m. Ademds,

wr— Y 0%l gy

aeNy
|| <m

es una norma equivalente para B, (T", F).
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Capitulo 1

Notaciones y espacios de
funciones en R"

Un multiindice o es una n-tupla (n € N) de enteros no negativos. Esto es,
a = (aq,...,a,) € Ny, siendo Ny := NU {0}. El orden del multiindice « es
definido por || := a3 + -+ 4+ «, v su factorial viene dado mediante

al =aq!-ap!

Si o, € Ny definimos o + 3 := (g £ f1,...,a, £ B,) y B < a sl y s6lo si
Bj < o para todo j =1,...,n. En caso de que 8 < «, definimos

a aq Qi
<B> - <5) (ﬁ)
al
~ Blla =B
Para z = (z1,...,2,) ER"y a = (ay,...,q,) € N, definimos

a1 .
o {% el siay w0,

0, en cualquier otro caso.

En adelante, 0; denota la derivada parcial con respecto a la j-ésima variable
x; y similarmente escribimos

laf
o o =Y

© 0zt - Opon”
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1.1. Espacios C*(Q, E) y C°(Q, E)

De aqui en adelante, si no especifica, £ € Ny, 2 C R™ abierto y £ es un
espacio de Banach con norma | - ||, C*(€, E) denota el espacio de todas
las funciones f : 2 — FE que tienen derivadas continuas de orden menor
6 igual a k, esto es, 0%f(x) existe para todo z € Q y todo @ € Nf con
la| < k, y ademads las funciones 0*f : Q@ — E son continuas. Para k = 0,
C(Q,E) := C°%Q, E) es el espacio de todas las funciones continuas en ()
con valores en E. Por tltimo, C*(£2, E) es el espacio de todas las funciones
f:Q — E tales que f € C*(Q, E) para todo k € Ny, de aqui que

C¥(QE) = () CHQ E).

keNg

En caso de ser E = C 6 R, escribimos C*(Q) para k € Ny. El soporte de
f € C(Q, E), denotado por supp(f), es definido as:

supp(f) == {z € Q| f(x) # 0}.

Noétese que x ¢ supp(f) si y sélo si Ir > 0 tal que f(y) = 0 Vy € B,(z).
Representamos por C¥(2, E) al espacio de todas las funciones en C*(Q2, E)
que tienen soporte compacto y C3°(€2, E) es el espacio de funciones que estan
en C*(£, ) con soporte compacto.

1.2. Funciones de prueba y el espacio D((), F)

Sea 0 C R™ abierto. Decimos que una sucesion (¢;),y de funciones en
Cie (92, E) converge a cero en C§°(£2, E) si:

i) existe K C Q, K compacto tal que supp(y;) € K para todoi € Ny

it) (0“¢;);ey converge a cero uniformemente en K (y por consiguiente en ()
para todo av € N.

El espacio C§°(£2, E') dotado de esta nocién de convergencia es denotado por

D(Q,E). Si (¢;);ey converge a cero en D(€, E), escribimos ¢; ?(Q’E) 0.
1—00
Los elementos de D({2, F) se denominan funciones de prueba. Decimos que
(@i);ey tiende a ¢ € C§°(%, E) en C5°(2, E) si (i — ) M 0, esto es
71— 00
D(Q,E)
representado por ¢; —— ¢
1—00

Capitulo 1. Notaciones y espacios de funciones en R™
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1.3. El espacio de las funciones rapidamente
decrecientes

Definicién 1.1. Definimos el espacio de Schwartz de la siguiente manera,
SR E) := {gp € C=(R™ E) | YN € Ny,Va € Ng, sup (2)V[|0%p(z)|| < oo}
z€R™

donde (z) := (1 + |z|?)/2con x € R".

Los elementos de S(R™, E) se denominan funciones rapidamente decrecientes
con valores en E. Para cada N € Ny,

[y : SR E) — R
= |l = max sup (@)™ 0%p(x)]

0 z€R”
la|<N

es una seminorma en S(R"™, E). El espacio de Schwartz con la familia de
seminormas {|-|y : N € Ny} es un espacio de Fréchet. Esto es, el espacio
(S(R™, E),d) es un espacio métrico completo, donde

[e.9]

1 ’90_7MN
d = —_
(0= 2 on Ty

La topopologia de S(R™, E') es la inducida por la familia de seminormas

| 40 d : la siouiente: o, SEE)
{15} ven,- Esto es, la nocién de convergencia es la siguiente: ; — 0,

si y solo si |y L 0 para cada N € Ny. En caso de que £ = C 6 R,
71— 00
escribimos simplemente S(R™).

1.4. Transformada de Fourier

Definicién 1.2 (El espacio LP(2, E)). Para 1 < p < oo se define el espacio
LP(Q, E) como el conjunto de todas las funciones f : Q — E tales que f es

medible y
1Nl o,y = (/ﬂ ||f(m)||pdm) < 0.

1.3. El espacio de las funciones répidamente decrecientes
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Definicién 1.3 (Transformada de Fourier en L'(R")). Para f € L'(R")
definimos su transformada de Fourier por

~

(Fer)(©) = Fie) = [ e fa)da (1.1

n

donde x - & == ) x;& para x = (x1,...,2,),§ = (&1,..., &) € R™.

Jj=1

Definicién 1.4. Sean X e Y espacios topologicos. FEscribimos X — Y si
X esta inmerso continuamente en Y, esto es, existe una inyeccion continua

j: X — Y. Siademds j(X) es denso en'Y, escribimos X Ly,
De manera similar al caso escalar se prueba que D({, E) J LP(Q E), si
1 <p<oo.

Observaciéon 1.5. Sea ¢ € S(R"), entonces ¢ € L'(R") pues podemos
mostrar que S(R™) < LP(R") para 1 < p < oo. Por tanto Fgny estd bien
definida mediante (1.1).

Teorema 1.6 (Férmula de inversiéon de Fourier). La transformada de
Fourier es un isomorfismo de S(R™) en S(R"), cuya inversa estd dada por

o(z) = (2m)" / e €36 de.

n

Esta formula es llamada la formula de inversion de Fourier y la inversa de
la transformada de Fourier es denotada por

(Fate) @)1= pla) i= (20" [ e Spl)de (12)

n

para ¢ € S(R™). Por tanto, podemos escribir
Fpn 0 T = Tt © Fpn = Isgn).
Prueba. Teorema 1.1.21 de [6]. O

Observacién 1.7. Destacamos del teorema anterior el siguiente hecho: Si
0, € S(R™), entonces Fpnp, Fpith € S(R™).

Capitulo 1. Notaciones y espacios de funciones en R™



Capitulo 2

Espacios de funciones sobre el
toro n-dimensional

2.1. Espacios cocientes

Sea X un espacio topoldgico y sea ~ una relacion de equivalencia sobre X.
Definimos la clase de equivalencia de un elemento x € X, denotada [z],

como [z] == {y € X | x ~ y}. Indicamos con X/~ el conjunto cociente
X/~:={[z] : x € X}. Consideremos la funcidn,
T: X — X/~

r— 7(x) =[]

denominada la proyeccion en el cociente.

La colecciéon 7 := {A C X/~ : 7 (A) es abierto en X} es una topologia
sobre X/~ llamada topologia cociente. En adelante, consideramos a X/ ~
con esta topologia.

Obsérvese que la funcién 7 : X — X/~ posee las siguientes propiedades:
continuidad, sobreyectividad, y si A C X/~ es tal que 7~ (A) es abierto en
X, entonces A es abierto en X/~.

Definicién 2.1. Sean X eY espacios topologicos y f : X — Y una funcion
continua, decimos que f es una aplicacion de identificacion si es sobreyectiva
y cumple la propiedad: si A CY es tal que f~1(A) es un conjunto abierto de
X entonces A es abierto en'Y.

De acuerdo a la definicién anterior, es claro ver que la proyeccién 7 es una
aplicacion de identificacion.
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Observacion 2.2. En la definiciéon de aplicacién de identificacién puede
cambiarse abierto por cerrado dando lugar a una definicién equivalente. Esto
es, una funcién f : X — Y continua y sobreyectiva es una aplicacion de
identificacion si y sélo si para A C Y con f~'(A) cerrado en X, entonces A
es cerrado en Y.

Prueba. =] Sea A C Y con f~!(A) cerrado en X, entonces el conjunto
F7HA) = [f7'(A)]° es abierto en X. Por ser f una identificacién, A° es
abierto en Y y por tanto A es cerrado en Y.

<] Sea A CY con f~'(A) abierto en X, entonces f~!(A°) = [f~1(A)]° es
cerrado en X, de la hipotesis se sigue que A€ es cerrado en Y. En consecuencia,
A es abierto en Y. O

Una aplicacion f : X — Y entre espacios topoldgicos es una aplicacion
abierta si la imagen de todo abierto en X es abierta en Y. Andlogamente, es
una aplicacion cerrada si la imagen de todo cerrado en X es cerrada en Y.

Definicién 2.3. Sean X eY espacios topologicos. Una funcion f: X — Y
es un homeomorfismo si es biyectiva, continua con inversa continua. En este
caso decimos que X eY son homeomorfos.

Dada una funciéon biyectiva f : X — Y entre espacios topoldgicos, son
equivalentes los enunciados: a) f es homeomorfismo y b) f es continua y
abierta.

Teorema 2.4. Sea f : X — Y wuna aplicacion de identificacion entre los
espacios topoldgicos X e Y, entonces existe una relacion de equivalencia ~
sobre X y un homeomorfismo f:Y — X/~ tal que fo f =m.

Prueba. La aplicacion f genera una relacién de equivalencia sobre X definida
asi: Para z,w € X decimos que z ~ w si y sélo si f(z) = f(w). Por la
sobreyectividad de f, dado y € Y existe z € X tal que f(x) = y. Definimos
f:Y — X/~ por f(y) := m(x); por definicién fo f = .

La aplicacién f es inyectiva. Sean yi,y» € Y con f (1) = f (y2), entonces
existen x1,z9 € X tales que f(x1) = 11 v f(22) = yg; por consiguiente
fn) = 7(x1) v fly2) = m(xs). Luego, [x1] = [22] con lo que obtenemos
Ty ~ T, entonces f(x1) = f(x2) y en consecuencia y; = ys.

La aplicacién f es sobreyectiva. En efecto: Sea w € X /~, por ser la funcién
7 sobreyectiva existe x € X tal que 7(x) = w. Este x es pre-imagen de algin

y € Y segun f, esto es, existe y € Y tal que f(z) = y. Luego, f(y) =mn(z)y

Capitulo 2. Espacios de funciones sobre el toro n-dimensional
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por lo tanto f(y) = w.

Veamos que f es una aplicacién abierta. Sea A C Y abierto, entonces a
partir de la igualdad f = f‘l o7 y la continuidad de f tenemos que el
conjunto 7 (f(A)) = f~(A) es abierto en X. Como 7 es una aplicacién de
identificacién, f(A) es abierto en X/~. Ahora veamos la continuidad de f.
Supongamos A abierto en X/~ entonces del hecho fof =7 v lacontinuidad
de 7 obtenemos que f~'(f~1(A)) = 7 '(A) es abierto en X y como f es una
aplicacién de identificacion, f‘l(A) es abierto en Y. Por lo tanto f es un

homeomorfismo. O]

Proposicion 2.5. Sea f: X — Y una funcion continua y sobreyectiva. Si
f es abierta o cerrada, entonces f es una aplicacion de identificacion.

Prueba. Sea A C Y, entonces f(f~'(A)) = A ya que f es sobreyectiva. Sea
inicialmente f abierta. Si f~'(A) es abierto en X, de la igualdad anterior
obtenemos que A es abierto en Y. En el segundo caso cuando f es cerrada,
se obtiene de manera similar que si f~'(A) es cerrado en X, entonces A es
cerrado en Y. ]

En este trabajo dotamos a la circunferencia unitaria S* := {x € R? : |z| = 1}
de la topologia inducida por la topologia usual de R?. Dado que S! es un
subespacio topolégico del espacio de Hausdorff R?, entonces S' también es de
Hausdorff. A continuacién mencionaremos un par de resultados concernientes
a espacios de Hausdorff.

1) Si {X; : i € I} es una coleccién de espacios de Hausdorff, entonces
[Lic; Xi es un espacio de Hausdorff.

2) Todo subconjunto compacto de un espacio de Hausdorff es cerrado.

Lema 2.6 (Lema de la funcién cerrada). Sean X compacto, Y de Hausdorff
y f: X — Y continua, entonces f es cerrada.

Prueba. Supongamos U cerrado en X, entonces U es compacto por ser X
compacto. Dado que f es continua tenemos que f(U) C Y es compacto.
Siguiéndose de 2) que f(U) es cerrado en Y. O

Ejemplo 2.7. En [0, 27|" definimos la relacién de equivalencia

r~ysiysolox—ye2nZl.

2.1. Espacios cocientes
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Probemos que el espacio cociente [0, 27]"/~ es homeomorfo a (S!)", donde
(S := St x-..x St es el producto cartesiano de n circunferencias unitarias.

Prueba. Definimos @ : [0,27]" — (S1)" por ®(z) := (e, ™2, ... "),
esta funcién es sobreyectiva y continua. Dado que [0, 27" es compacto y
ademds (S1)™ de Hausdorff, concluimos del lema anterior que ® es cerrada. En
virtud de la Proposicion 2.5, ® es una aplicacion de identificacion. El Teorema
2.4 implica la existencia de un homeomorfismo ® : (S')» — [0, 27]"/,
donde x es la relacién de equivalencia generada por ®.

Ahora bien, la relacién generada por ® viene dada por: para z,z € [0, 27"
decimos que z * z si y sélo si ®(x) = P(z), equivalentemente, para todo
j=1,...,n tenemos €% = e Esto es,

el@i=z) — 1
para cada j =1,...,n vy asi,
cos(z; — zj) +isin(z; — zj) =1

con j =1,...,n obteniéndose,

cos(zj — z;) =1 rj—zj =2mwky conk, €Z
sin(z; —z;) =0 rj—z; =mky conky € Z

siendo la solucién del sistema z; —2; = 2rk con k € Z paracadaj =1,...,n.
Luego x — z € 27Z". Esto muestra que las relaciones ~ y x son iguales. Por
lo tanto @ : (S*)® — [0, 271]"/~ es un homeomorfismo. O

2.2. El toro n-dimensional T"

Definicién 2.8. FEl toro n-dimensional, denotado T", es definido como el
cociente de R™ con la relacion de equivalencia

x o~y sty solo six—1y € 2nL".
FEsto es, T := R"/(2rxZ") := R"/~.

Parat € Ry k > 0 se cumple que

t—kﬁJ € [0, k]

Capitulo 2. Espacios de funciones sobre el toro n-dimensional
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donde |t] es la parte entera de t. Es claro que [0, 27|"/~C T". Probemos la
otra contenencia. Sea [x] € T", entonces © € R" y

xXr
) L—J 0, 27"
x — 27 o € [0, 27]

donde |z] := (|z1], ..., [za]) para z € R". Como z — (z — 27 | £]) € 272",

entonces 2] = [x —or L%H € [0,27]"/~ .

Por lo tanto,
T = [0, 27]" /~ .

De acuerdo con el Ejemplo 2.7, el toro T" es compacto por ser la imagen bajo
una funcién continua del compacto (S')". Debido a que un punto z € R" es
mapeado por la proyeccién en el cociente a [z] € T™, no hay incoveniente en
escribir # € T en lugar de [z] € T™.

Observacién 2.9. El toro como un cubo. Analicemos el cociente [0, 27]" /~.
i) Para n =1, tenemos = ~ y si y sélo si x — y € 27Z. Entonces,

0] ={y €[0,27] : —y = 2wk con k € Z} = {0, 27} = [27].
Supongamos z €]0, 27|,
] ={y €[0,2n] : 22—y =27k con k € Z} = {y € [0,27] : y = x+27k con k € Z}.

Notese que el tnico valor que puede tomar k£ en la igualdad y = x + 27k
bajo las condiciones y € [0,27] y 0 < x < 2, es cero. Luego, si 0 < z < 2,
entonces [z] = {z}. De acuerdo a lo anterior, el toro unidimensional T es el
intervalo [0, 27], donde los puntos extremos estan identificados.

ii) Para n = 2, tenemos x ~ y si y sélo si x —y € 27Z?. Consideremos
0 <z <27,

[(371,0)] = {(yl,yg) c [O, 27T]2 YL =1+ 21k Ny = 2mky con (]{?1,]{?2) < Z2}
= {(yl,y2) S [O’ 27T]2 =21 AY2 € {07271—}} = {(I170)7 ($1,27T)}
= [(z1,2m)].

Luego (x1,0) ~ (z1,27) para 0 < x; < 27. Ahora tomemos 0 < y, < 27,
entonces se obtiene en forma similar que

[(0,92)] = {(0,92), (27, 2) } = [(27, 9)].

2.2. El toro n-dimensional T"
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Ast (0,2) ~ (27, y2) para todo 0 < yo < 2. Si (z,y) €]0, 27[?, entonces
[(2,9)] = {(u,v) € [0,27]* : (u,v) = (z + 27ky, y + 27ky) con ki, ky € Z*}
={(z,9)}.
Esto es, cada punto del interior del cuadrado esta relacionado tinicamente
consigo mismo. Luego el toro T? es el cuadrado [0,27]?, donde los lados
opuestos estan identificados.
ii) En general, supongamos = = (z1,...,0,...,2,) € [0,27]" con z; =0
para algin j € {1,...,n}. Consideremos k = (ki,..., k),
[z] = {y €[0,27]" : (y1,...,yn) = (1 + 27ky, ..., 27wk}, ...,y + 27ky,) con k € Z"}
={y €[0,2n]" : y1 = 21 + 27k1,...,y; = 27k}, ..., Yn = Tp + 27k, con k € Z"}
= {(171, ey .%‘];1, 0,1’j+1, e ,[L‘n), ({L‘l, . ,:L'jfl, 27T,£L’j+1, e ,{L‘n)}

Entonces (z1,...,0,...,2,) ~ (1,...,27,...,z,) siempre que 0 y 27 estén
en la misma coordenada, de aqui obtenemos que los vértices del cubo estan
relacionados. Sea x = (zy,...,x,) €]0,27[",

[(z1,...,20)] ={y € [027]" : y1 = x1 + 27k1, ..., Yn = Ty, + 27ky, con k € Z"}
={(x1,29,...,20)}

Lo anterior estd mostrando que cualquier punto del interior del cubo [0, 27]"
esta relacionado sélo con el mismo. Por consiguiente, el toro T" se puede ver
como el cubo [0, 27]™ con las caras opuestas identificadas.

2.3. Identificacion de espacios de funciones
sobre T"

Definicién 2.10. Sea X un espacio vectorial. Simbolizamos por §F(T", X) al
conjunto de funciones con dominio T" y valores en X, esto es,

ST, X):={f|f:T" — X es una funcion}.

Definicién 2.11. Decimos que una funcion f : R" — X es 2nZ™-periodica
si f es 2m-periodica en cada componente, esto es,

flx+27k) = f(z) VYexeR" y keZ"

Denotamos al conjunto de todas las funciones 2nZ"-periodicas f : R" — X
por For (R", X).

Capitulo 2. Espacios de funciones sobre el toro n-dimensional
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Obsérvese que si f € Far(R", X), entonces f(R™) = f([0,27]™). Esto se sigue
del hecho de que x — 27 L%J € [0,27]" para todo = € R™.

Definicién 2.12. El espacio de funciones sobre el cubo [0,27]" tales que
los puntos (x1,x2,...,0,...,2,) y (x1,29,...,27W, ..., x,) tienen la misma
imagen siempre que 0 y 21 estén en la misma coordenada es denotado por
$o([0,27]™, X). Es decir,

Fo([0,27]", X) :={f : [0,27]" — X | f(x — zje;) = f(z + (27 — x))e;)
para todo x = (x1,...,x,) € [0,27]",j =1,...,n}.

Observaciéon 2.13. Nétese que si f € Fp([0, 27", X), entonces los puntos
ubicados al frente de caras opuestas del cubo tienen la misma imagen. En
particular:

f£(0,0,...,0) = f(2m,0,...,0) = ... = f(2m,2m,...,0) = f(2m,...,2m).
Identificacién de §(T", X) con §ar(R", X). Consideremos la funcién,

A F(T", X) — Fom(R", X)
fr—= (Af)(z) = f(lz])

con x € R™. Nétese que Af es una funcion bien definida y 27Z"™-periddica,
esto dltimo es asi porque (Af)(z + 27k) = f([z + 27k]) = f([z]) = (Af)(2).
A es inyectiva. Sean f,g: T" — X con Af = Ag, entonces para cualquier
x € R™ tenemos (Af)(z) = (Ag)(z), esto es, f([z]) = g([z]). En consecuencia,
f=genF(T X).

A es sobreyectiva. Sea g € §a,(R™, X), entonces g : R* — X es una funcién
2nZ"-periddica. Definimos,

f:T—X
[z] — f([2]) = g(2)

con x € R"™. Veamos que f estda bien definida. Sean z,7 € R”" tales que
[x] = [Z], entonces & = z + 27k para algin k € Z" y por ser g una funcién
2nZ™-periédica obtenemos ¢(Z) = g(x), por tanto f([Z]) = f([z]). Dado que
(Af)(z) = f([z]) = g(z) para todo x € R", entonces Af = g.

Asi, A es una biyecciéon lo que nos permite identificar funciones sobre el toro
T™ con funciones 277Z"-periddicas sobre R™.

2.3. Identificacién de espacios de funciones sobre T™
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Identificacién de F(T", X) con §s([0,27]™, X). Definimos

R F(T", X) — Fo([0,24]", X)
fr—= (Af)(@) = f([z]),
con z € [0,2n]". Es claro que A estd bien definida y para cada z € [0,27]" y
j=1,...,n se tiene
(Af)(@ —zje5) = f(lz — wje5))

= [(lx — zje; + 2me;))

f(lr + (2m = 2;)e5])
= (Af)(@ + (21 — 2))e).

Por lo cual, Af € Fo([0,27]", X).

A es inyectiva. Supongamos f,g : T" — X tales que Af = Ag, entonces
f([z]) = g([z]) V& € [0,2n]". Ahorasiy € R", entonces y—27 | L] € [0, 27]"
y por tanto

fy) =7 ([y—% L%H) =g ([y—%r L%H) = g([y))-

Luego, f =g en §(T", X).

A es sobreyectiva. Sea g € F([0,27]", X). Consideremos f : T" — X dada
por [z] — f([z]) := g (z — 27 | £ ]). La funcién f estd bien definida porque
si [x] = [Z], entonces T = x + 27k para algin k € Z". Por consiguiente,

— o

R :x+27rk—2ﬂi+kJ
2 2T

— o+ 2nk—2m (| = | + k)

eam|E|

2w
Siguiéndose,
x T
=a(o [ 2]) =ole2e[2]) =10
s =g (20| | ) =o (o - 20 [ 5]) = 00D
Veamos ahora que Af = g. Sea z = (x1,...,2,) € [0,27]" y consideremos
xr— 27 L%J =: (x!,...,2"), entonces para cada i = 1,...,n tenemos

; x;, six; €0,27],
Tr =
0, six;=2m,

Capitulo 2. Espacios de funciones sobre el toro n-dimensional
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L

en consecuencia xr — 27 \_ZWJ es x 6 un punto de la frontera del cubo que tiene
coordenada 0 en la posicién donde x tiene coordenada 27. En cualquier caso,
g(z =27 |£]|) = g(z) debido a la Observacién 2.13 junto con la conclusién
anterior. Por lo tanto (Af)(z) = f([z]) = g (z—2m|£]) = g(x) para todo
x € [0, 2x]".

Esto muestra que A es una biyeccién, permitiéndonos identificar funciones
sobre el toro T" con funciones definidas sobre el cubo [0, 27]™ que satisfacen:
fx —zje;) = f(x+ (2 — x;)e;) para todo x € [0,27]" y j =1,...,n.

Identificacién de F5([0,27]", X) con For(R™, X). Definimos,

Per : F5([0,27]", X) — For(R", X)
f— Per(f),

donde
Per(f) == fper 1 R" — X

Esta tdltima funcién es conocida como la extension periodica de f a R™, la
cual posee las siguientes propiedades:
i) Per(f) es 2nZ"-periédica. En efecto:

Per(f)(z + 2rk) = f (x +ork —2n V i QWkJ )

2
=1 (o -2n |5 ])
= Per(f)(z).

i1) Per( f)|[0,27r]” = f. Teniendo en cuenta el resultado obtenido para ¢ en

la prueba de la sobreyectividad de la funcién A vy que f € So([0,27]", X),
tenemos:

Per(£)(@) = frer(@) = f (2 =27 | =] ) = (@)

para todo z € [0, 27]".
iii) Per(Af) = Af para todo f € F(T", X). En efecto: Si f € §F(T", X), para
cualquier z € R” se tiene que:

Per(Af)(z) = (Af) (g; . %J) —f ([x —or [%H) — (Af)(x).

2.3. Identificacién de espacios de funciones sobre T™
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iv) Per = AoA~!. En consecuencia Per es una biyeccién por ser composicion
de funciones biyectivas. En efecto: Si f € §p([0,27]", X), entonces existe un
tnico g € F(T™, X) tal que Ag = f. Luego,

Per(f) = Per(Ag) = Ag = A(A'f) = (Ao AH)(f).

Observacién 2.14. Por todo lo anterior, podemos identificar las funciones
sobre el toro T™ como las funciones definidas sobre el cubo [0, 27]™ tales que
satisfacen la condicién de tener la misma imagen para los puntos ubicados
en frente de caras opuestas del cubo extendidas periddicamente a R™, o como
funciones 27Z"-peridédicas en R".

2.4. Espacios LP(T", FE)

Sabemos que una funcién f : T* — E puede identificarse con una funcién
2nZ-periddica f : R® — E y reciprocamente, toda funcién 277Z"-periédica
f : R" — E induce una tunica f :T" — E. Sea i, = (2#)\,1, donde A,
es la medida de Lebesgue n-dimensional. Entonces u,, induce una medida fi,

sobre T™ tal que

Fdiin = / Fdpn = / f(x)dz,
T (0,27 [0,27]™
dx

donde dz = Gy De aqui en adelante, no haremos ninguna distincién en

las integrales de las funciones f y f, v de las medidas [ ¥V [bn, abusaremos
de estas notaciones. Nétese que: p, (T") = ([0, 27]") = 1.

Definicién 2.15. Para 1 < p < oo, LP(T™, E) es el espacio de las funciones
2n " -periodicas f : R™ — E medibles tales que:

1/p 1/p
[P (/T ||f(:13)||pd‘x) = (/{02 . ||f(x)||de) < oo,

para 1l < p < oo,y
[fl oo (pn gy := E{Cy > 02 || f(2)[| < Cf p.c.t. z €[0,27]"} < +o0,

haciendo la convencidn inf () := oco.

Capitulo 2. Espacios de funciones sobre el toro n-dimensional
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Como es usual LP(T") := LP(T",C). La constante C; de la definicién se
denomina cota esencial de f. A || f|| joo(pn g), Infimo de las cotas esenciales de
[, 1o denominamos supremo esencial de f y es tal que || f(2)[| < ||| oo (pn g)
p.c.t. z € [0, 27"

Observacién 2.16. LP(T", E) es un espacio vectorial pero |||, n g 0o es
una norma ya que no podemos afirmar que || f|| ,»(pn ) = 0 implica f(z) =0,
Va € [0, 2n]". Nétese que ||| 5 g satisface las propiedades de seminorma.
En LP(T", E) definimos una relacién de equivalencia del modo siguiente:

f ~ g sty solamente si ||f — gHLp(Tn’E) = 0.

El espacio cociente resultante, el cual continuamos denotando LP(T" E) es
un espacio vectorial normado con las operaciones c¢f :=cf, f+g:=f+gy

) Lr(T",E)
equivalencia f. Por comodidad entenderemos por LP(T", E') como un espacio
de funciones en lugar de un espacio en el que sus elementos son clases de
equivalencia de funciones.

norma ) := |[fllzs(rn gy, donde f es un representante de la clase de

Teorema 2.17 (Desigualdad de Holder). Sean p y q exponentes conjugados,
es decir, 1—1)+% =lconl<p<oo. Sifell(T") yge LY(T" E), entonces
fg € LYT", E) con

||f9||L1(11*n7E) < ||f||LP(T”) ||g||L<1('Jl'”,E) :

Prueba. Si f € LP(T™) y g € L9(T", E), entonces las funciones f : R* — C
y g : R" — FE son 2nZ™-periddicas y medibles. Luego, fg : R® — E dada
por (fg)(x) := f(x)g(x) es 2nZ™-periddica y medible.

Supongamos 1 < p < oo, teniendo en cuenta la desigualdad de Holder para
funciones reales obtenemos

1
[ st

||f9||L1(Tn,E) = (2—
1 1/1’) 1 1/‘1
< flx pdaz) </ g(x qd:z:>
P ( /[ L V@) e (), 1ol

)"
= [[fll zo(rn)

|9HLq(Tn,E) :

Sean p = 1y ¢ = oo. Dado que [|g(z)|| < [|g[lpoc(pn ) P-c-t. 2 € [0,27]",
existe A C [0, 27]" de medida cero tal que ||g()|| < [|gl Lo (pn gy Para todo

2.4. Espacios LP(T", E)
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x € A°:=R" . A. Entonces,

1
Hfg”Ll(’IFn,E) - (271‘)”

1

1f (2)g()] d

S—

[0,27]™

| (@)lllg ()| dx

2

)" Jae

=)

1
g7 [, N9l o

< ([ 1@ Il

= ||f||L1(']I‘n) ||g||L°°(11'",E) :

<

En forma similar se procede si p=o00y p=1. O

Teorema 2.18 (Desigualdad de Minkowski). Sean f,g € LP(T™, E) con
1 <p < oo, entonces

1f + 9l ocrn,my < Wfllpoern,my + 19l oern 5y -

Prueba. Sea 1 < p < oo. Por la desigualdad de Minkowski para funciones
reales tenemos,

1f =+ 9l porn )

_ (/[O,Qﬂn I1f(2) + g(x)dex) \/p

1 » 1/p
< G L, @l + o]

1 » 1/p 1 ( ) >1/p
S ST ( /[0 - [acall dm) + Gy /[D - lg(2)||Pdz

= ||fHLp(1rn,E) + ||9||Lp(Tn,E) :

Consideremos p = oo, debido a que || f(2)|| < [fll = v [lg(@)[] < llgll p-c.t.
x € [0,27]™, entonces

1f () + g(@)| < [1F]l oo + lgll L

p.c.t. 7 € [0,27]". Con esto tenemos que || f|| ;o n )19l oo (7n ) €5 Una cota
esencial de f + g, entonces || f + gHLOO(Tn’E) < HfHLoo(TnE) + HgHLoo(TnyE)- O

Capitulo 2. Espacios de funciones sobre el toro n-dimensional
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Teorema 2.19. Los espacios LP(T", E) son de Banach.

Prueba. a) Supongamos 1 < p < 00. Sea (f;),cy una sucesién de Cauchy en
LP(T", E), entonces dado ¢ > 0 existe N € N tal que || fi — fill popn ) < €
siempre que [,k > N. Por tanto, existe [; € N tal que

I
1fe = fell oy < 5 siempre que Lk>1.

Ademas podemos escoger Iy > [y tal que

1 .
1fe = fell o gy < 53 siempre que Lk > 1.

Continuando con este proceso obtenemos una subsucesién ( flj)jeN de manera
que Hﬁj+1 — fla‘”Lp(irn,E) < %, para todo 7 € N.

Para © € R", definimos la funcién g;(z) := Z;:l [ f1;0:(x) — fi,(2)]| v la
serie g(z) == >, || fi,., (®) = fi,(z)]|. Como fi,, fi, € LP(T", E) entonces
| fi,o. — fi;Il € LP(T™) y por consiguiente g; € LP(T"). La desigualdad de
Minkowski implica

i 1/p i
< ([ M) = f0Pde) =S o e
j=1 /T j=1

()

Para z € R, lim; o gi(z) = g(z) y por tanto lim; . |g;(x)|P = |g(x)|P. Asi,

g(x)Pdz = / lim |g:(2)Pde <1minf [ |gi(c)Pde
Tn n 1—0Q 1—00 T

RPN |
= hirgg}f ||gZHLp(Tn) <1

Luego, [|gllzpny < 1. Por consiguiente |g(x)[” es finita p.c.t. = € R", y
asf g(z) < 400 p.c.t. @ € R™. Por tanto la serie >, (fi,,,(z) — fi;(x)) es
absolutamente convergente en F p.c.t. x € R". Entonces es absolutamente

2.4. Espacios LP(T", E)



18 Jonathan Gonzalez Ospino

convergente la serie fi, (z) + > .o, (fi,,, () — fi;(%)) p.ct. @ € R™. Luego,
existe un conjunto A C R™ de medida cero tal que la serie anterior converge

para todo z € A°. Sea B := |J (A + 27k), entonces B es medible y tiene
kezm
medida cero. Nétese que B¢ C A°, en consecuencia la serie también converge

para todo x € B°. Definimos la funciéon f: R" — E por

f(z):= {f“(@ + Zj21(flj+1(x) — fi,(x)), size B

0, siz € B.

Verifiquemos que f : R® — E es 2nZ"-periédica. Para ello consideramos
dos casos:

1. Sea x € B, entonces existen a € Ay ko € Z" tales que x = a + 2wky.
Por consiguiente x + 27k = a + 2n(k + ko) € B para todo k € Z".
Luego, f(z + 27k) = 0 = f(x) para todo z € B y todo k € Z".

2. Si x € B¢ entonces = + 2nk € B¢ para todo k € Z". En efecto:
Razonemos por el absurdo, sea k € Z" y supongamos x + 21k € B,
entonces existen a € Ay ko € Z" tales que = + 2k = a + 2wk
siguiéndose que z = a + 2m(ky — k) € B, esto entra en contradiccién
con el hecho de que z € B¢ Dado que las funciones f;; son 27Z"-
periddicas, tenemos que f(z + 2wk) = f(x) para todo = € B¢y todo
keZ".

Como f;, + Z;;(lel — fi,) = fi,, entonces lim, , fi,(z) = f(z) p.ct.
x € R™. Veamos que f; — fen LP(T" E)y f e LP(T", E). Dado € > 0,
—00

existe N € N tal que ||f; — fk||Lp(Tn7E) < e Vl,k > N. Tomando [ > N y
[; > N tenemos,

P
dx

= ey = [ 10— s@Pda = [
— / lim [|fi(z) — fi,(«)|Pdz < liminf / i) — fu (@) |Pda
’]I‘nl—>OO 71— 00 ’]I"n

e . P p
= hirgclgf ”fl fliHLP(T”,E) s €

filz) — Zlggo i, ()

Luego, f; M fyademés f — f; € LP(T", F). Por tanto, f € LP(T", E)
—00

puesto que f = fi+ (f — fi).
b) Supéngase ahora p = 0. Sea ( f;),y una sucesién de Cauchy en L*(T", E).

Capitulo 2. Espacios de funciones sobre el toro n-dimensional
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Dado € > 0, existe N € N tal que || f; — fk”Loo(Tn,E) < e siempre que [,k > N,
y por tanto || fi(z) — fu(@)|| < |[fi = full poo(pn ) < € Pct. 2z €[0,27]", y en
consecuencia ||fi(z) — fr(x)|| < € p.c.t. x € R™ ya que las funciones f; son
2nZ"-periodicas.

Asi p.c.t. x € R" tenemos que (fi(7)),cy es una sucesién de Cauchy en el
espacio de Banach FE, entonces (fj(z)) converge a un punto de E, digamos
f(z) := lim;_, fi(z). Existe un conjunto A C R"™ de medida cero tal que se
cumple el limite anterior para todo x € A°. Definimos,

lim f;(z), six € B€,
0, siz € B,
siendo B := |J (A + 27k). En forma similar al caso anterior se tiene que
kEZn

la funcién f : R" — E es 2nZ"-periédica. Como ||fi(z) — fr(z)|| < € para
todo [, k > N entonces

i) = @)l = Jim fix) = fula)| & V1> Ny ctpae o2,

Entonces ¢ es una cota esencial de f; — f, y por tanto ||f; — fHLoo(Tn’E) <e

VI > N. Luego, f; % fy también f — f; € L>°(T", E). De esto iltimo,
— 00

podemos concluir que f € L>*(T", E). ]

Proposicién 2.20. Si f € L*(T", E), entonces f € LP(T", E) para todo
1 <p<oo. Ademds L*(T", E) — LP(T", E).

Prueba. Sea f € L*(T", E), entonces f : R" — FE es 2wZ"-periddica y

medible,
1/p
= ([ Il
[0,27]™

1/p
< (/ Hf“iOO(TW,E) da:)
[0,27]™

< Nl oo o,y -
Luego, f € LP(T™, E). De aqui que,
L®(T", E) — LP(T", E).

2.4. Espacios LP(T", E)
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Proposicién 2.21. Para 1 < p < oo se tiene que LP(T", E) — L'(T", E).

Prueba. Sip =1, la afirmacién es obvia. Sea 1 <p < ooy f € LP(T", E),

floseney = [ 15 -1

)

: ( - ”f(flﬁ)dex) v (/ Mx) g

= ”fHLp(’]I‘",E)

con i%— é =1.Sip=ocoy fe L*(T" E), entonces

||f||L1(’]1‘n7E) = /[ | | f(@)[ldz < ||f||Loo(1rn,E)/ dx = “fHLOO(’]I‘",E)‘
0,2m)n

[0,27]™

]

Debido a las dos proposiciones anteriores, tenemos para 1 < p < oo, las
siguientes inmersiones continuas

L>®(T", E) — LP(T", E) — L*(T", E).

2.5. Espacios C"(T", E) y C*(T", F)

Definicién 2.22. Sea m € Ny. Denotamos por C™(T™, E) al espacio de
todas las funciones 2wZ"-periodicas f : R* — E tales que las funciones
0°f : R" — E existen y son continuas para todo o« € Ny con |a| < m. Este
espacio es dotado con la norma

cm(Tn ) 7= MAX “f (@)
11 mix sup [0
\z|€<ron z€[0,27]"

El espacio de las funciones de prueba sobre el toro T" es el espacio definido
por

C*(T",E):= () C™(T",E).

meENy

Capitulo 2. Espacios de funciones sobre el toro n-dimensional



Tesis de Maestria 21

Como es usual C™(T") := C™(T™,C) y C*(T") := C*°(T",C). La topologia
de C*(T", F) es la topologia inducida por la familia contable de seminormas
{qx; k € Ny} dadas por

qr(p) :=max sup [[0%(x)]], ¢ e C™(T", E),
f‘ji(])ﬁ z€[0,27]™

con k € Ngy ¢ € C*(T", E). Por tanto, una sucesion (¢,,),,cy €n C°(T", E)

converge a una funcién ¢ € C*°(T", E) si y s6lo si qx(¢m — ¢) — 0 para
m—0o0

todo k € Np.

Observacién 2.23. Puede verse facilmente que C>*°(T", E) — LP(T™, E)
para 1 < p < oo.

Proposicién 2.24. Si 1 < p < oo, entonces C(T", E) SN LP(T™, E).
Prueba. La inmersion continua se tiene de la Observaciéon 2.23. Probemos
la densidad. Sean 1 < p < ooy f € LP(T", E), entonces f € LP(Q, E) con

Q := (0,2m)". Como D(Q, F) < LP(Q, E) existe una sucesion (;);oy en

D(Q, E) tal que ||f — @]l »q .z —— 0. Dado que los conjuntos compactos
’ J—00

K; == supp p; C (2, tenemos que la extensién 27wZ"-periédica Per(p;) de ¢;

estd en C*°(R", E) y por consiguiente (Per(¢;));oy C C*(T", E). Ademas,

If = Per(@l pozn 5y = I1f = ill ooy —2 0

j—0o0
Esto muestra que C*°(T", E) es denso en LP(T", E), cuando 1 < p < oo. O
Corolario 2.25. L>(T", E) 2 LP(T™ E) para 1 < p < 0.

Prueba. Las inmersiones continuas C*(T", FE) < L>(T", E) — LP(T", E)
y la inmersién densa C*°(T", E) 2 LP(T", F) para 1 < p < oo, implican que
L®(T", E) <% LP(T", E) para 1 < p < co. O

2.5. Espacios C™(T", E) y C>(T", E)






Capitulo 3

Espacios de Distribuciones
sobre T"

3.1. El espacio de distribuciones D'(T", F)

Definicién 3.1. El espacio D'(T", FE) := L(C*®(T"), E) es denominado el
espacio de las distribuciones periodicas E-valuadas y estd conformado por
todas las aplicaciones u : C®°(T") — E lineales y continuas. El valor de
u € D'(T", E) sobre una funcion de prueba ¢ € C®(T") es denotado por

{u, ¢) 6 u(p).
Dotamos a D'(T", E) de la topologia débil-, esto es, una sucesién (ug);y
en D'(T", E) converge a u € D'(T", E), si y sélo si
E oo n
(ur, ) —— {u,0) Vo € C=(T").

De hecho la topologia de D'(T", E) es inducida por la familia de seminornas
{49 € C(T™)} donde g (u) := [[(u,p)||, v e D(T", E), ¢ C®(T").
Puede probarse que con esta topologia D'(T™, E) es de Hausdorff.

Observacién 3.2. Si 1 < p < oo, entonces LP(T", E) — D'(T", E).
Teorema 3.3. D'(T", E) es completo.
Prueba. Sea (u;),.y una sucesién de Cauchy en D'(T", E), entonces

(u — Up,) R N

l,m—oo

23
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esto es,

It 0) = (tmy D) || == 0 Voo &€ C(T").
Por tanto, para cada ¢ € C*(T") la sucesién ((u;, ¢)),cy €s de Cauchy en
el espacio de Banach E. Luego, ((u;,¢)),cy converge en E para cualquier
@ € C*(T"). Definimos u : C*(T") — E por (u, ) := lmy_,o(u;, p) en E.
Veamos que u € D'(T", E). Debido a la linealidad basta con mostrar que u es
continua en 0. Razonemos por el absurdo. Supongamos que u no es continua

. . co (T
en 0, entonces existe una sucesion (¢ ),,cy € C<(T") tal que @y, PN
m—00

pero (U, ©m) 7]5E—> 0. Esto ultimo equivale a que existe un C' > 0 tal que
—00

para cada N € N se cumple ||(u, p,)|| > C para algin m > N. Luego:
Para N =1, 3m; € N con |[(u, ¢m,)|| > C.
Para N = m, existe my € N con my > my tal que ||{u, om,)| > C.

Para N = m;_,, existe m; € N con m; > m;_; tal que ||<u, cpmj>H > C.

De esta manera obtenemos una subsucesién (@, JeN de (Ym)en tal que

H<u, gpmj>|| > (C, Vj € N. Por comodidad en la notacién, esta subsucesion

serd escrita por (¢}, ),,cn» entonces ||(u, ¢;,)|| > C para todo m € Ny ademds

qr(¢,) — 0 para todo k € Ny ya que ¢,, — 0 en C*°(T"). Luego:
m— o0 m—r00

Existe my € N tal que ¢i(¢),) < § para m > my. Asi, qu(¢), ) < § para

k=0,1.

Existe mo € N con my > my tal que g2(¢),) < (%)2 para m > msy. Entonces,
W (Phn,) < (}L)2 para k=0,1,2.

Existe mg € N con mg > my tal que g5(¢),) < (i)3 para m > ms. Entonces,
@ (Phn,) < (%1)3 para k =0,1,2,3.

Continuando con el proceso obtenemos una subsucesion <g0;nj>j€N de (¢0,)men
tal que

1 J
@k (Prn;) < (Z) Vk €Ny con k<j.

Definimos 1; 1= 2j<p;nj, j € N. Sean ¢ > 0y k € Ny, escogiendo jy € N con

(l)jo < g, tenemos que para j > max{k, jo} se cumple

0 (v5) = 2 g (sdn]) < (%)J < (%)jo <e.

Capitulo 3. Espacios de Distribuciones sobre T"
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Entonces, ¢x(1;) — 0 para todo k € Ny. Luego,
Jj—o0

C>(T™)
g 0, (3.1)
Jj—00
Por otra parte,
Y /
)l =27 || (w0 )| 2 27C — o0, (3:2)

j—)OO

por tanto existe jo € N tal que si j > j, entonces ||(u,1;)|| > 1. Por tal razén
existe j1 € N tal que |[(u, 15| > 1. Como lim [[(ur, )| = ||, 1) existe

l, € N tal que ||{u,¥;,)[ > 1.

Debido a la continuidad de w;, y (3.1), tenemos que (uy,, 1;) —£4 0. Dado
Jj—o0

€= %, existe jo € N tal que si j > jo, entonces |[{uy,, ;)| < 5. Asi, existe

J2 € N tal que H<ul1,¢j~2>” < %
Por (3.2) existe 75 € N con 7, > j; tal que H<u,wj§>” > 24 [[(u, 9j,)||. Sea
ja > méx{Js, j}}, entonces

1
s i) < 5y I i) | > 24 (w5 ] -

En vista de que lh'm | (ur, @) || = || {u, @) || para todo ¢ € C*(T"), obtenemos
—00

1y oo (|| (s 500 || — 1{w, 4, )]]) > 2. Entonces, existe Iy € N con Iy > [; que
satisface

H<ul2’w]'2>’| > 2+ “<u127wj1>‘| :
Como (u,, ;) i> 0y (uy,, ;) L 0, existen j~3,j~§ € N tales que
j—o0 j—oo
1
[ vidl <5 v (o)) <5

Por (3.2), existe j; € N con jj > j, tal que H<u,¢]é >34+ 577 |, 5]

Sea js > max{Js, j4, j4}, entonces

1
||<Ulu%3>” <53 22
1
||<ul27¢j3>|| < 5

3.1. El espacio de distribuciones D’(T", E)
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y ademas,

2
(s )|l > 343 [1u, 50)
i=1

En consecuencia, existe I3 € N con I3 > [5 tal que

2
It )l > 34D I, 05,)

i=1

Continuando de esta manera obtenemos subsucesiones (uy,, ),,cy de (U),en ¥
(Vi) men de (1) e tales que

1 .
H<ulmwjk>H < %71 <i<k

¥
k—1

H<ulk7wjk>” >k + Z H<ulk7wji>

i=1

Haciendo v, := v, y uj, := wy,, tenemos

1 :
[ {uis ¥l < o 1<i<k (3.3)
¥
k—1
e i > K+ Y Il i W) (3-4)
i=1
Sea 1) := Y7 i Por ser (1]),.y una subsucesion de (1) je tenemos que

qk (Y)) < (%)Z VEk € Ny con i > k. La serie converge en C*°(T"). En efecto,
sea k € Ny

Q (Z TPZ) <> gk (¥))
=1 =1

= ZQk (1) + Z ax (¥})

i=k+1
k , [e%S) 1 i
S ACIED 5) <o
=1 i=k+1

Capitulo 3. Espacios de Distribuciones sobre T"
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Asi, ¢ € C°°(T"). La linealidad y continuidad de uj, para k € N, (3.3) y (3.4)
nos permiten obtener,

g 00l = <u;,_2wz>H

k—1 [e's)
= (1D (o, ) + () + > (g )
=1 i=k+1
k—1 00
> [ )| = 1D kot || = || D (e )
=1 i=k+1

k—1 k—1 o0
>k I ol = D M e = Y i v
=1 i=1

i=k+1
k v L
> K= Z 9i—k
i=k+1
=k —1.

Por tanto, [|(u}, )| . Esto entra en contradiccién con el hecho de
—00

D/(T",E)

que |[{(u}, V)] — || {(w, ) ||. Nuestro supuesto es falso. Luego, —
—00 —00
con u € D'(T", E). O

3.2. Espacio de Sobolev periédico o toroidal

Definimos la derivada distribucional 0%u para u € D'(T", E) y o € Njj por

(0%, ) = <u, (—1)|a|8a<p>
para todo ¢ € C*°(T"). Con esta definiciéon 0“u pertenece a D'(T", F).

Definicién 3.4. Sea 1 < p < oo y m € Ny, definimos el espacio de
Sobolev peridédico mediante

WH(T", E) == {u € LP(T", E) : 0% € LP(T", E) para todo o € N con |a| < m}

con norma
||u||W];n(’]I‘",E) = Z ||8au”Lp(’]I‘”,E)‘

aeNg
[ <m

3.2. Espacio de Sobolev periddico o toroidal
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Observacion 3.5. Si u € LP(T", E), entonces u es una distribucién. Luego,
0% en la definicion de W*(T", E) es tomada en sentido distribucional.

Proposicién 3.6. C*(T", E) <% W™ (T", E), si 1 < p < cc.

Prueba. Parecida a la prueba C*(T", E) 2 LP(T" F), 1 <p< . O

3.3. Distribuciones temperadas sobre Z"

Definicién 3.7 (Espacio S(Z", E)). El espacio S(Z", E) consiste de todas
las funciones ¢ : Z" — E que cumplen la condicion: Para cada M € R
eziste una constante C,_ , > 0 tal que

o)l < C, .. (&)™, para todo & € Z".

Los elementos de S(Z", E) son llamados funciones rdpidamente decrecientes
E-valuadas sobre 7. La topologia de S(Z", E) viene dada por la familia
contable de seminormas {py; k € Ny} definidas por

pel() = §§ZE<£>k||¢(£)|” p € S(Z"E).

Por consiguiente, una sucesion (¢m),, oy €0 S(Z", E) converge a una funcién
¢ € S(Z", E) sty solo si pp(pm — ) — 0 para todo k € Ny. Como es
m—r0o0

usual S(Z", C) es denotado por S(Z").

Definicién 3.8 (Distribuciones temperadas). Entenderemos por S'(Z", F) el
espacio de todas las aplicaciones u : S(Z") — E lineales y continuas, tales
aplicactones se denominan distribuciones temperadas E-valuadas sobre 7.
S'(Z", E) es equipado con la topologia débil-+, esto es, una sucesion (ug),cy
en S'(Z", E) converge a u € S'(Z", E) si y sdlo si

(ury ) —— (u, ) Vi € S(Z").

k—o0

De hecho la topologia de §'(Z", F) es la inducida por la familia de seminormas
{pl;p € S(Z™)} donde p(u) == |[{u, p)||, u € S'(Z", E).

Observacién 3.9. Una funcién u : S(Z") — E es continua si, y s6lo si
es secuencialmente continua, esto es, (u,p,,) —— (u,¢) para cualquier
m—0o0

sucesion (©m),,en CON P ——pen S(Z").

Capitulo 3. Espacios de Distribuciones sobre T"
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Definicién 3.10. Una funcion ip € C*(R") tiene crecimiento polinomial en
infinito si para todo N € Ny, existe m € N y una constante C, tal que

|0%p(2)] < O ()™
para todo o € Ny con |a| < N y todo x € R™.

Proposiciéon 3.11. Sean v € S'(Z", E) y v € C®(R") una funcion con
crecimiento polinomial en infinito, entonces la aplicacion Yu € S'(Z", F)
donde Yu : S(Z") — E estd definida por (Yu,p) = (u,vp) para todo
peSZ).

Prueba. La aplicacién yu : S(Z™) — E estd bien definida puesto que la
funcién g : Z" — E dada por (¢¥p)(&) := (&)p(§) pertenece a S(Z™)
para todo ¢ € S(Z"). En efecto: sea M € R, dado que v tiene crecimiento
polinomial en infinito existe m € N y una constante C,, > 0 tal que

Y (@) < G, (@)™

para todo x € R". Para ¢ := m + M existe una constante C_; > 0 tal que
o) < C, ;(6)7°, V€ € Z". Luego,

@) = [l (©)]
< C (87 C 8
= Crg™

para todo £ € Z". Es clara la linealidad de ¥u. Probemos la continuidad. Sea
(¢5) ;e una sucesion tal que ¢; ;;) ¢ en S(Z™), entonces p;(¢; — @) ;‘? 0

para todo [ € Ny. Sea k € Ny,

()1 — o) ()] = () W (EII(¢; — ¢)(©)]
< (O™ (5 — 9)(€)
< Cpk—&-m(gbj - ¢)

para todo £ € Z". Entonces

Pe(Vd; — Vo) < Cprym(d; — @) —— 0

j—0o0

3.3. Distribuciones temperadas sobre Z"
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para todo k € Ny. Esto muestra que 1¢; — ¢ en S(Z™). La continuidad
j—o00

de u implica,
<1/JU, ¢]> = <Ua¢¢g> j—_;g) <U,¢¢> = <¢’LL,¢>

Por tanto, Yu € S'(Z", E). O

Observacién 3.12. Si ¢ € S(Z") y u € S'(Z", F), entonces la aplicacién
Yu € §'(Z", F) donde Yu : S(Z") — E estd dada por (Yu, @) = (u,)p)
para todo ¢ € S(Z™). La prueba de esta afirmacién es bastante similar a la
presentada en la Proposicion 3.11.

3.4. Transformada de Fourier toroidal

Las definiciones y proposiciones dadas acontinuacién son tomadas de [3], en
donde pueden verse pruebas, observaciones y comentarios que ayudan en una
mejor comprension de la tematica.

Definicién 3.13. Para f € C*(T", E) definimos

(Fref) () = / e f(2)dr, €€ TP

Llamamos a Frn f transformada de Fourier periddica o toroidal de f.

Proposicién 3.14. Para toda [ € C*(T", E) se cumple que F f € S(Z", F).
Ademds Fpn : C°(T", E) — S(Z", E) es lineal y continua.

Definicién 3.15. Para g € S(Z", E) definimos

(Frilg) (@)=Y g(&)e™s, weT

cezn
Llamamos a L%T_nlg transformada de Fourier periodica inversa de g.
Observacion 3.16. Puede mostrarse que ﬁfnlg € C>°(T", E) para todo

g € S(Z", F), 1a linealidad y continuidad de #,! : S(Z", E) — C=(T", E),
y las igualdades Fpn o ! =1 ds@zr.p) Y 54‘1@1 o Fn = Idges(1n p).

Capitulo 3. Espacios de Distribuciones sobre T"
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Definicién 3.17. Sea u € D'(T", FE). La transformada de Fourier periddica
de u es definida por

(Frou, @) = (u, (Fpip) (=), »€ST").

Proposicién 3.18. Sea u € D'(T", E), entonces Frnu € S'(Z", E). Ademas
Frn 2 D(T", E) — S(Z", F) es lineal y continua.

Definicién 3.19. Para v € §'(Z", E) definimos la transformada de Fourier
periodica inversa ﬁfnlv por

(Frv, ) = (v, (Fret) (=), € CZ(T").

Proposicién 3.20. Para v € S'(Z", E) se cumple que Fr'v € D'(T", E) y
Fra + 8'(Z", E) — D'(T", E) es lineal y continua.

Observacién 3.21. De la Observacion 3.16 se obtiene por calculo directo

que Frn o frﬂ;} = [dg/(zn,E) y 9{,} o Frn = [dD/(’]I‘n’E).

3.5. Convolucion

Definicién 3.22. Sean ¢p € C®(T") y f € LP(T",E) con 1 < p < o0,
definimos la convolucion de 1 y f mediante

(Y * f)(w) = . Y(x —y)fly)dy = . Y(y) f(z —y)dy

con x € T™.

Teorema 3.23. Sean 1 < p < oo, ¥ € C*(T") y f € LP(T", E). Entonces
Y= fe LP(T" E) y ademds

14 * fHLp(Tn,E) < ||77Z)||L1(’]I‘”) ||f||Lp(Tn,E) : (3.5)
Prueba. Los detalles de la demostracién son analogos a los que se encuentran
en una proposicién de [3]. O

Definicién 3.24. Sean v € D'(T", E) y ¢ € C*(T"). La convolucion de ¢
con u, simbolizada ¢ x u, es definida por

(pxu)(z) = (u,p(x =) para zeT"

3.5. Convolucién
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Lema 3.25. Para ¢ € C*(T" x T") y u € D'(T", E) vale que

<u, / w(-,y)dy> :/n (u, (- ) dy.

Prueba. Similar al Lema de la Seccién 3.2 en [8], pagina 14. ]

De forma andloga al caso continuo puede mostrarse que si u € D'(T", E) y
@ € C*°(T™), entonces p x u € C°(T", E) y asi p xu € D'(T", E).

Teorema 3.26. Sean u € D'(T", E) y ¢ € C=(T™), entonces
para todo 1 € C>(T").

Prueba. Sea ¢p € C*(T"), dado que p(—-) € C*°(T™) entonces tenemos que
o(—-) x1p € C(T™). Asi el lado derecho de la igualdad (3.6) tiene sentido.
Definimos ¢(z, z) := @(z—x)1p(z) con z, z € T™. Entonces, ¢ € C°(T"xT").
Para z € T™ tenemos,

<¢eﬁ*wﬂ@:1/[¢eﬁux—ww@My

n

— [ elu=2)way

= [ ¢(z,y)dy

= {TT (-, y)d‘y} ().

Aplicando el lema de arriba obtenemos,

(ru) = [ (or iy

[ sty = ety
(

)

U, ¢
Tn

(
w [ ot
)

Y
(
— =)+ ).

)
))dy
y)dy

Capitulo 3. Espacios de Distribuciones sobre T"
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Proposicién 3.27. Sean u € D'(T", E) y ¢ € S(Z™), entonces
Tt (pFmu) = Frlp x u. (3.7)
Prueba. Sea 1p € C(T"),
(T (pFratt) ;1) = (pFrnu, (Frat)) (—))
= (Fru, 0 (Frp) (=)
(¢

=

Para x € T" tenemos,

[‘ggfnl (¢ (Frat)) (—))] () = Z [0 (Frntp) (—)] (f)e”'f

Considerando la igualdad (3.6) obtenemos,

(o(D)rnu, ) = (u, (P o x (=) (=)
= (u, (Fle) (=) * )
= ((Fpie) xu¥).

3.5. Convolucién






Capitulo 4

Espacios de Besov B; (T", E)

Definicién 4.1. Una sucesion (¢;),.y, en S(R") es llamada una resolucion
de la unidad, denotada (¢;);cy, € P(R"), si satisface:

a) supp(¢p) C Qo :={z € R": [z <2}y
supp(¢;) C Q; :={x € R": 2771 < |z| < 27} para todo j € N.

b) ioj ®j(&) =1 para todo £ € R™, y
7=0

¢) para cada o € N} existe una constante ¢, > 0 tal que
‘0?@(5)‘ < ca2_j|0“19]. (&) para todo € € R™ y j € Ny,
donde 1¢ es la funcion caracteristica sobre €.

En adelante consideraremos una resolucién de la unidad (¢;),.y, construida
del modo siguiente: Para una funcién ¢ € S(R™) con

supp(¢) C{z € R": [z] <2} y p(z) = 1 si [z < 1,
definimos

P(x) = p(x) — p(2z) Yz € R",
0;(z) == @(277x) Vr € R",j € N,
$o = P,
w_1:=0.

35
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Ademas, definimos
@J(D)Tnu = ﬂ\ﬂ;}(goijynu)

para u € D'(T", E).

Observacién 4.2. Sea (¢;);cy, € ®(R"). Para todo j € Ny se cumple la
igualdad

pi(x) = i) Y pjrl(x), zER™

r=—1

Esto se debe a los soportes de los ¢; y a que Z]o’;l 0;(§) =1VEeR™

Definicién 4.3. Sean 1 < p,q < 00, s € R y (¢;),cy, € ®(R"). Definimos

el espacio de Besov toroidal n-dimensional por

€ EQ(NO)}

JE€N

BT B) = {u e DT B) : (2 gy Dhortl e )
dotado con la norma

By = || (27 1 Dhel e )

i

J€No flga (o)

Observacion 4.4. Sean (¢;),oy, € ®(R") vy (V) ¢y, € ®(R"), entonces las
normas generadas por las resoluciones son equivalentes. Esto es, existe un par
(] ® (]
de constantes a y /3 tales que «a ||ul B (T.8) < || u By (1n,E) S B |ul B3 ,(T" )
para todo v € B, (T", E). Por tal razén, no hacemos distincién entre estas
. . . s ©

normas y 81mpl'1f,icamos'. lz% notacién ||ul Bs ,(Tn.E) POT || B;,,(1n,p)- Lia prueba
de esta afirmacion es similar al caso n = 1 presente en [2].

Teorema 4.5. Sean s € R y 1 < p < oo, entonces

B, ,(T", E) = B, (T", E), 1<qo < g < oc. (4.1)
Byt(T", E) = By, (T", E), ¢ >0, 1< g, q < oc. (4.2)

Prueba. Sean (¢;) oy, € ®(R") y v € B, (T", E), entonces u € D'(T", E)
y ademas

(2 I3 (DYl e )

Como (% (Ny) C £7(Np) con |||l < ||l 40 » Puesto que go < g1, se sigue

(2” Hsoj(D)TnuHLp(TnyE)) € (7 (Np).

J€No

€ (*(Ny).

JEN,

Capitulo 4. Espacios de Besov B;, ,(T", E)
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En consecuencia, u € By | (T", E). Ademas,

_ Js .
Ba (T5) H <2 ||g0](D)Tnu|’LP(Tn’E)>j€N0 291 (Ng)

S H <2]8 ||S0j(D)T”u||LP(Tn,E))jENO £90 (No)
90 (Ng

o (T.E) ©
Esto muestra la primera inmersion.

Ahora, sean € > 0, 1 SqogooyueB;Jgg(T” E).Sil<q < oo,

L(T",E) Z 2em ll;(D T"“H%p('ﬂ*n,E)

_ 97 j(s+¢€)q1 ||<,0 ( )T"U”%p(qyn,g) . 2—jsq1
=0
q1 ©°
< (sup 9i(s+e) ||<pj(D)Tnu||Lp(Tn E)) Z 9-Jeq
J€No ’ =0
ST -

donde C := Z] o (= ) En consecuencia, Byt (T, E) < B;  (T", E). Por
otra parte, la inmersién (4.1) permite afirmar que B t*(T", E) Byte (T, E).
Luego,
ste mn s n
BS(T", E) = BS, (T", E).
Supongamos ahora ¢; = 0o,

B} oo (T.B) — ST 2 lej (DYl oen, )
J€lNo

= sup (27079 |y (D)ot gy - 27)

J€Ng
j(s+e) LY
= sup 2 05 (D)rnttll pon gy - sup { oo
J€Np Jje
< lull stz pn ) -

Utilizando el mismo argumento anterior concluimos,

BStE(T™, E) — B3 (T", E).

P90
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Teorema 4.6. C<(T", £) — B, (T", E) para s € R y 1 < p,q < oo.

Prueba. Sean s € R, (p;)

jeny, € ®(R™) y s1 > s. Considerando m € N con

m > |s1| + n, obtenemos

DO (Ol = D) 2O T i€l

gezn

Lezm
2i-1<|g|<2it

< Z 2j812—(j—1)(|81\+n)00

cezn
27-1<|g|<2i !

< g-inglsiltn Z 1

cezn
l¢|<29+1

< 2*jn2|81\+n00 . on(i+3)
= C(nv Sl)

para todo j € N, donde C(n,s;) := 2/*H4"Cy. Resultado similar se obtiene
para j = 0. Sea ¢» € C>(T", F),

1]

Bplo (T, E)

= sup 2/* o (D )T"w“LP(Tn,E)

j€No

< sup 271 (D )T"@Z)”Lw(Tn,E)
J€No

= sup 2]51 sup H [JT” @]Jan)} (.T)”
J€Ng z€[0,27]"

= sup 20 sup || Y 0;(&) (Frnt)) (§)eE
jeNo  aelo2ml™ || iz

< sup 271 ) (O™ ||[(Fr ) (E)11(€) 7" 10 (€)
JGNO £€Zn

< sup 2% sup ()" [[(Fre1)) ()l D (€)7" | (€)
jeNo  cezn fezn

= Pam (Fret) sup »_ 2°(E) 72" [0, (&)

< C(n, 51)pam (F)

S C*szm(iﬂ),

Capitulo 4. Espacios de Besov B;, ,(T", E)
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ya que py (Fn f) < const go(f) para todo k € Ny y todo f € C°(T", E), la
desigualdad antes mencionada estd demostrada detalladamente en [3]. De lo
anterior, esto es [[¢|gs1_ e gy < C*qum (V) Vi € C(T", E) se sigue que la
inmersion j : C>(T", E) — B;L (T", E) de la Observacién 3.2 es continua.
Luego, C*(T", £) = B,' (T", E). Ahora bien, dado que s; > s existe € > 0
tal que s+¢ = s1. En virtud de (4.2) tenemos que B! _(T", E) — B; (T", E).

]

Lema 4.7. Sean 1 < p < 00, b > 1, ¢ € S(R™) con supp(y) C By(0)
yu € D(T" E). Si p(D)ru € LP(T™, E), entonces eziste una constante
C > 0 independiente de b y ¢ tal que

lp(D)mnte oo pn gy < Cb7 (D) wnil| pon ) - (4.3)

Prueba. Sea v € S(Z") con supp(y)) C Byy(0) y @D‘Bb(o) = 1. Como por

hipétesis supp(p) C By(0) tenemos que ¢(§) = (&)Y (§) VE € Z™. Teniendo
en cuenta (3.7) y haciendo ¢ := ¢(D)ru obtenemos,

g = F (pFeu)
_ Z5 (0 Fw)
— Fal (6Freg)
=Tl *g.

Sea x € T", la desigualdad de Holder implica

ol < [ 1(F51) (e = ato)lldy

= H (Frit) (x — '>g<'>HL1(Tn,E)
< H‘gg']l‘_"lqﬁ(x - .>HLP/(T7L) HgHLP(T”,E)

< Cb» ”gHLP(’Jl‘",E)

donde C' := Hff{nle Lo/ (T Entonces,

HgHLOO(’]I‘”,E) < Cbr ”gHLp(’]l‘n,E) :

Teorema 4.8. B, (T", E) — D'(T", E).
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Prueba. Demostremos que B, (T", E) < D'(T", E) para todo s € Ry
p € [1,00]. Sean (¢;) ;cn, € P(R"), u € B, (T", E) y ¢ € C*°(T"), entonces

(pj(D)pnu, by = (Fp! (0;Frau) )

Obsérvese que Fr. [271«:_1 @jir(—) (Frp)] € C°(T") y por definicién
0i(D)mu € LP(T” E) para cada j E Np. Recordemos que la aplicacién

C(T") 3 ¥ — (v, ) = [ v( x)dxr € E es una distribucién para
todo v € LP(T" E). La de81gualdad (4 3) con b = 277! permite obtener
(D), )|
1
/ 1(2;(D)rnu) ()] ' <¢7611‘" [Z Pjr(— JT”@M]) ()| dx
r=—1
< sup [1(0;(D)pnu) H/ ‘(fw [Z Pj+r(— fqrn@b)]) ()| dx
zel™ r=—1
= ||90j(D)T”uHLoo(1rn E) <Z Pjrr(— JTH@/J))
r=—1 L1(Tn)
‘ 1
< O ls(Phavtlirony 3 195 100 (Pt s
= Cst H‘PJ'(D)T”UHLP(W,E) 7_5 Z HJT" 90]+7‘ (L%T" ]HLl(’]I‘n)

r=—1
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Teniendo en cuenta la igualdad Y7 ¢;(D)ru = u en D'(T", E) (véase [3]),
la conclusién anterior, el hecho de que (p;(— € ®(R™) y la inmersion
C>(T", E) — B, (T", E) obtenemos

[[{u, )
< Z {5 (D), )|

'))jeNO

< OZQjS HSOJ'(D)T"UHLP(Tn E) 778 Z HJ& 90J+7” ) (yan)]”Ll(’ﬂ‘")

r=—1

1 )
< Csup 2° | D)ontill pn iy D Y PG || Zal [0er (=) (Frn)] [Py

i€No r=—1 j*O

< (14257427 )

wmnE)Z? 2 [os(=) (Foth)] | g o

-

g ey 1157,

< Ol o WHBF

<Cr

(T")

D)

(T, E) qx(v) para algin k€ No.

Con esto tenemos que la funcién identidad i4 : B,  (T", E) — D'(T", E) es
continua. Luego, B, (T", E) — D'(T", E). Ahora debido a (4.1) obtenemos
que By (T", E) — By (T", E). O

Teorema 4.9. By (T", E) es un espacio de Banach.

Prueba. Sean (i;),y, una resolucién de la unidad y (u),cy una sucesion de
Cauchy en B; (T", E), entonces

B: (T™,E)
P.q ’
(UZ B Um> l,m—00 0.

La inmersién By (T", E) — D'(T", E') implica

(w — Upy) PR,

l,m—o0
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Por consiguiente, la sucesién (u;),cy es de Cauchy en D'(T", E) y por ser éste
ultimo completo, existe u € D'(T", E) tal que

w —u en D(T" E).
l—o0

Se sigue de la continuidad de las aplicaciones % : D'(T", E) — S'(T", E)
y Fpi : 8'(T", E) — D'(T", E) que

Fok (0 Frnuy) — Fri(p;Fu) en D'(T" E)
para todo 7 € Ny, esto es
D/(T",EB)

©; (D)Tnul T ©; (D)Tnu

para todo 57 € Ny. Por otro lado, para j € Ny cualquiera pero fijo y € > 0,
existe V € N tal que para [,k € N con [, k > N se cumple

[lw — ukHBqu(T",E) < 2.

Si 1l < q < oo, tenemos

_ q — i5q ) . _ q
[|w uk’|B;"q(’]I‘",E) 22 [pi(D)rn (w Uk)”marn,E)

i=0
= 2%l gi(D)pnus — @i (D) potigl| e
=0

> 9Jsq H%(D)Tnul - goj(D)Ir"UquLp(qrn,E)

para [,k > N. Entonces

[0 (D)1 — @5 (D)rntik || o oy < €

para [,k > N y todo j € Ny. Por tanto, para cada 7 € Ny la sucesion
(¢j(D)rnup),cy es de Cauchy en LP(T", E).
Si g = oo entonces,

1 1S
05 (D) — 05 (D)t oo gy < 575 5Up 2 [[0i(D)en (w — wi) || oo o
() S o5 S (")
i€Np
1
= 9 [Jwr — |

s n <e€
Bp,oo(T 7E)
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para [,k > N. Permitiéndonos afirmar también que para ¢ = oo, la sucesion
(j(D)raup),cy es de Cauchy en LP(T", E) para cada j € Ny.

Por tanto, en cualquier caso 1 < ¢ < oo, tenemos que (¢;(D)1nuy),cy €8 una
sucesién de Cauchy en el espacio de Banach LP(T", F). Luego, para cada
j € Ny existe v; € LP(T", E) tal que [|g;(D)rnwr — vl ppipn gy —— 0

l—00
Sea ¢ € C*(T"),

s (Dt} = o300l = | [ (Do = vy) (@hote)
/u p3(DYmon = ) (2)] [0l dz

sup [y (z)] ||%( Jrnty — ijLl(?l‘",E)
xG[O 2m|n
< sup |o(@)] |5 (D) = vjll popn gy 752 O-
z€[0,27|™ o

Asi, (@;(D)nuy, ) ZL> (vj, 1) para todo j € Ny y todo ¢p € C°(T"). En
—00
consecuencia,

D'(T™,E)
;i (D) —> or

para cada j € Ny. En vista de que D’ (']I'“,E) es un espacio de Hausdorff,
0;j(D)mu =v; € LP(T", E) para cada j € Ny y por consiguiente

[0 (D)1 — @3 (D)rnl| pppn gy —— 0.

l—00

Sea € > 0. Supongamos 1 < ¢ < oo, entonces existe N € N tal que [,k > N

implica
o0

S 257 iy (D) e = )y gy < <
=0

Para cada r € Ny todo [,k > N tenemos
Z 27% HQO 'Jl‘"ul (D>'ﬂ'"uk|’qu(1rn7E) < el
Cuando hacemos k — oo, para todo r € Ny [ > N tenemos

Z 2]Sq ||SO Tnul (D)T"uH%p(Tn’E) < el
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Siguiéndose

||'LL[ Bs (T" E) Z 2]5(1 ||§0 ( u)HqLP(’]T”,E) S gq

B (T".E
para todo [ > N. Con esto tenemos que # u. Probemos que

u € By (T" E), dado ¢ = 1 existe [p € N tal que si [ > [y entonces
|lwr — ul B, (rn,p) < 1. Fijando k£ > lo, obtenemos llug — ul
como uy, € B, (T", E),

By mE) < 1Y

Ju| Bj ,(Tn,E) = < flu — uy] B3 ,(T",E) + [ B ,(T",E)

<1+ HukHB;g’q('Jl‘",E) < 0.
Ahora, si ¢ = oo entonces existe N € N tal que [,k > N implica

sup 2% {|; (D) pn (1w — )|l porn gy < €
1€Np

Para cada j € Ny y todo [,k > N tenemos
27 |03 (D)rnur — @5 (D) rnt || o pm gy < €-

Haciendo k£ — oo, para todo j € Ny y [ > N tenemos

2 | p3(D)enur — @5 (D) rntul| pgn gy < €-

Entonces,
lwr = ullgy _ (on ) = Sup 2 |0 (D)enu — @5 (D) enul| pgn gy < €
J 0
B o (T",E)
para [ > N. Luego, u; —> uy ademds u € By (T", E). H

Teorema 4.10. Sean s >0 y 1 < p,q < 00, entonces
B;jq(']l‘”, E)— LP(T", E). (4.4)

Prueba. Sean (¢;) € ®(R") yue By (T", E) con s > 0. Por definicién,

J€No

N
©;(D)pnu € LP(T™, E) para cada j € Ny, entonces | ¢,;(D)mu € LP(T", E)
7=0

Capitulo 4. Espacios de Besov B;, ,(T", E)
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para todo N € Ny. Para 1 < ¢ < oo definimos ¢ := q_il, aplicando la
desigualdad de Holder obtenemos

N
Z ©;(D)rru
=0

N

Z o (D )TnuHLP(T",E)

re(T,E) IO

= ZQjS*jS (D )T”UHLp(Tn,E)
=0

=z

/

1/q N 1/q
< (Z 97sq ¢, (D Tnu\]‘ip(qrn,E)) <Z 9—isq )
j=0
Clul B ,(T",E)
para cada N € Ny, donde C7 := Z;io (2) Con esto tenemos que la serie

Z;io ©;(D)nu converge en LP(T", ), digamos a una funcién v € LP(T", E).
Esto es,

Zgoj(D)Tnu:v en LP(T" E).

Ahora bien,
N N
H<Z st(D)nrnu,@b> - (M@H = ‘ / (Z @;(D)rnu —v) () (z)dx
j=0 " \j=0
N
< sup [P(@)] [D @i (D)meu—v
z€[0,2m|™ =0 Lo(Tn B)
— 0
N—oo

para todo ¢ € C®(T"). Luego, > 72 ¢;(D)mu = v en D'(T", E). Dado
que » 220 @i(D)rmu = u en D'(T", E), tenemos que u = v en D'(T", E).
Entonces, u es una distribucion regular con funcién de densidad v. Debido

a la identificaciéon estandar para distribuciones regulares podemos escribir,
U= Zj-io @;(D)pnu en LP(T", E). Asi,

HUHLP(Tn,E) < Z HSOJ'(D)T”UHLP(TTL,E) < Cllul

Bj (T™E) *
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Si ¢ = 1, entonces
HuHLP(’]I‘",E’) < Z ‘|(pj(D)T"u||LP(T",E)
=0

< Z 27 HQOJ'(D)T"u“Lp(Tn,E)
=0

= ||u| B, (T™,E) -

Supongamos ¢ = 00,

||u||LP(']I‘n,E) < Z 277597 ||90j(D)T”U||Lp(Tn,E)

=0
< sup 2% [|ip; (D) pot] o gy D 277"
J€No =0
= C ||ul Bg, oo (T, E) 7
donde C ==Y (QL)] O
j=0
Teorema 4.11. 5i 1 < p < 0o, entonces
B),(T",E) < L*(T", E) < B) (T", E), (4.5)
Y
Bgo’l(T", E) — C(’]T", E) — BgO’OO(T”, E) (4.6)

Prueba. Sean (p;);cy, € P(R") y u € B) | (T", E). Similarmente que en el
Teorema 4.10 puede mostrarse que Z;io ©;(D)rnu = w en LP(T", E) para
todo p € [1,0]. Sea 1 < p < 0o, entonces

||u||LP(’]I‘n,E)

Z Q0J<D)Tnu
7=0

L?(T,E)
< Z HSOJ'<D)T"UHLP(W,E)
j=0

= HUHBEJ(’H‘”,E)'
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Esto muestra el lado izquierdo de la inmersién (4.5). Si p = oo, entonces

||UHC T",E) HUHLOO ™5 = Z I (D T”uHLOO(’]l‘” E) HUHBO (T™E) -

Esto muestra el lado izquierdo de la inmersién (4.6). Sea u € LP(T", E),
entonces u € D'(T", E). Nétese que por simplicidad en la notacién estamos
usando ¢;(D)nu en lugar de ¢; ‘ zn (D). Es decir, en la notacién indicada
se esta considerando las restricciones de ¢; a Z" y obsérvese que dichas
restricciones pertenecen a S(Z"). Entonces, ¢;(D)u = Fnlp; * u para
todo 7 € Ny, debido a la Proposicién 3.27. El Teorema 3.23 implica,

H%‘( )T”UHLP(W E) = H‘/’]T" (10J||L1('ﬂ‘n) HUHLP(T" E) — =Cy HUHLP(’JI‘” E)

para todo j € Ny, donde C, := méx{HfT]l@HLl(Tn),
tanto,

Bl gy - Por

||U||BO (Tn,E) — S;ll\}i:) ||90j(D)T"U||Lp(Tn7E) <C, ||U||Lp(1rn,E) -
J&No

Con esto tenemos la inmersién del lado derecho de (4.5). Sea u € C(T", F),
entonces u € LP(T", E). Razonando de manera andloga, obtenemos

HuHBgo,oo(’]I‘”,E) = ,SSRII) HSDJ'(D)T"UHLoo(Tn,E) <G, HUHC’(’H‘”,E) :
VASIA)

Esto prueba el lado derecho de (4.6). O

Teorema 4.12 (Periodizacidén). La periodizacion Pf : R* — C de una
funcion f € S(R™) estd definida por

= flz+k). (4.7)

kezn

Entonces P : S(R") — C°(T") es sobreyectiva y [|P f| pyipny < £ 1 (gn)
Vf e S(R™). Ademds

Pf(z) = Zp! (Fenf)|,.) (), =T (4.8)

Prueba. Teorema 4.6.3 de [6]. O
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Corolario 4.13. Para ¢ € S(R™) se cumple,
1Fm (L) |y < 1P |1 oy (4.9)

Prueba. Sea ¢ € S(R™), entonces ¢ = i) € S(R") y Frnp = 9. En
virtud de (4.8) tenemos que
125 (lz) sy = 1200 (Fro) [ ) 1o
= Pl r (o
< llell gy
= || F2y

|L1(R”) :
]

En adelante la parte entera de 7, mds uno, serd representada por [. Esto es,

[ LgJH.

Proposicién 4.14. Sean ¢ € S(R™), b > 0 y 1 < p < co. Entonces existe
una constante C' > 0 tal que

I (D) fll Lorn iy < C o) gy I Fll Lo rn ) (4.10)
para todo f € LP(T", E).

Prueba. En [5], pdgina 71, puede verse la demostracién de la desigualdad
dada a continuacion

[ Zar o/l g < Cllo@)lwyn - (4.11)
Sea f € LP(T™, E), entonces f € D'(T" E). Asi, tiene sentido ¢(D)rnf.
Ahora bien, la Proposicién 3.27 y las desigualdades (3.5), (4.9) y (4.11),
implican
le(Dyenf vy = | F2 (2la) * Fll oon
-1
< Hg}rn (@‘Zn) HLl(Tn) HfHLP(T",E)
< Hfgzﬂgnl(PHLl(Rn) HfHLP(’JI‘",E)
<C ||‘P(b')||wzl(Rn) ||f||LP(’]I‘",E) :
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Proposicién 4.15. Sean (¢;);oy, € P(R"), @ € Ny, (1)* = [z = 2] y
m € N, entonces

1
Q_jm(')a Z Pj+r

r=—1

< Cla,l). (4.12)

Wi(R™)
Prueba. Véase [5], pagina 107. 0
Proposicién 4.16. Sean (¢;);cy, € ®(R") y m € N, entonces

l27)”

m(ijWé(Rn) < C(m,l). (4.13)

Prueba. Ver [5], pagina 108. ]

A continuacién introducimos unas funciones especiales tomadas de [4]. Sea
(95) e, € S(R") tal que 0 < ¢;(x) < 1 para cada j € No y

¢o(x) =1 para |z| <2y supp(¢g) C {x € R": |x| < 4} (4.14)
pi(z) = ¢(2772), x €R", jEN, con (4.15)
1 1
¢(xr) =1 para 5 <lz| <2y supp(p) C {x e R": 1 <lz| < 4}. (4.16)
Nétese que si (¢;),cy, € P(R"), entonces p;(z) = ¢;(z)¢;(z) para todo
xr € R" y todo j € Np.

Teorema 4.17. Sean s € R, 1 < p,q < oo, m € C®°(R"™) con crecimiento
polinomial en infinito y (¢;) oy, C S(R") que satisfacen (4.14)-(4.16). Existe
una constante C' > 0 tal que

a—1,, o
| Zim g

) < CM, ||ul

By (T, E By q(T".E)

para todo u € B} (T, E), donde M; := sup ||¢j(2j')m(2j')||w2l(Rn)'
J 0

Prueba. Sean (¢;) oy, € P(R") y u € B, (T", E), entonces
@i (D)pn (Fpi mFpnu) = Fpo; Frn (Fp mFpau)
= gﬁl%qﬁjmyqynu
= ngr[r_nlmjy'ﬂ‘nuj'
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donde m; = ¢;m € S(R") y u; := Frlp;Fmu € LP(T" E) para cada
J € Ny. Usando (4.10) con b = 27 tenemos,
Hﬁfnlmjﬁwl‘j”m(?rnﬁ) =C Hmﬂ'(zj')HWQI(Rn) 15l £ o
=C H¢j(2j')m(2j')“WQZ(Rn) HUJ'HLP(TH,E)
<M, HUJ'HLP(TTL,E)

para todo 5 € Ny. En consecuencia,
[@5(D)rn (Pt Mt || oy < CMillps(D)rwtell o
para todo j € Ny. Luego

‘ ‘ 3‘}{,} mFn u|

g < CM |ul

B (", B}y (T E)

]

Observacién 4.18. En el teorema anterior, FpimPrau = Fr! (mFrau)
tiene sentido debido a la Proposicién 3.11.

Corolario 4.19. Sean m € C*(R") con crecimiento polinomial en infinito
y N € Ny, definimos

|m||y == sup sup (90)‘5| |6'Bm(z)| )
BENE zERn
|BI<N

FExiste una constante C' > 0 tal que

|- mFrnu

str,q(Tn,E) S C Hm”l Hu”BZS,’q(T",E)
para todo u € B;q('][‘n, E).

Prueba. Consecuencia directa del Teorema 4.17 ya que My < c||m|| para
N € Ny, donde ¢ > 0 es independiente de m. O

Teorema 4.20. Sean s € R, p,q € [1,00] ym € N. Entoncesu € B; (T", E)
siy sdlo si 0%u € By ™(T", E) para todo o € Ni con |a| < m. Ademds,

U Z ||aau||B§;1m(’]T",E)

aeNg
|o|<m

es una norma equivalente para By (T", E).
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Prueba. Sean s € R, 1 < p,q < oo y m € N. Supongamos que (goj)jeNO es
una resolucién de la unidad, v € B, (T", E) y o € Nj con |a| < m, entonces
u € D'(T", E) y en consecuencia 0%u € D'(T", E). Sea ¢ € S(Z"),
(Fon (07u) ,0)) = <3°‘ (Friv) (=)
" (w, 0% [(Frie) (=)])
W@L ) (P! (2 27(2))) (=)
= <2‘°‘| (x — x%) Fnu, w> )

Entonces .Zn (0%u) = il®l(z + 2%).Zrnu. Por simplicidad en la notacién y en
la realizacién de célculos, escribimos simplemente Frn (0%u) = il®l2® Zrau.

Como la funcién z +— z%p(x) estd en S(R™) para toda ¢ € S(R™) con o € N,
las desigualdades (4.10) y (4.12) implican

gite=lel) I (D )T"aauHLP(Tn,E)

= i(s=lal) Hﬁ ' (x%p; Frnu) HLP T",E)

(2 jlef pa Z PjtrFn (JTn (SDJJT”U))>

r=-—1

1
27j\o¢|xa Z Pijtr

r=—1

— 2]5

Lp(T",E)

< 2°C [0 (D)l porn gy
Wh(R™)
<C-Clayl)- 27 ||90j(D)T"U||Lp(Tn,E)

para todo j € Ny. Por tanto, [[0%ul|,

* e
;L‘al(T",E) S C (Of7l) ”u| B;,q(T"7E)' ASl,

9*u € Byg® (T, E). Siguiéndose de (4.2) que 9°u € B:,™(T", E). Con lo
anterior obtenemos:

Z 0%l B ™(T E) = < Z c'o”

aeNg a€eNg
jal<m jal<m

<Y o
aeNg
| <m

=" lu|

\al(Tn E)

Bj ,(T™,E)

B3 ,(T",E) -

Reciprocamente. Supongamos que 0%u € B, ™ (T", E) para todo o € Nj con
|a] < m. Probemos que u € B; (T", E). Deb1d0 a (3.7), (3.5), (4.9), (4.11)
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y (4.13) obtenemos

27° ||<Pj(D)T"U||Lp(Tn,E)

= 2= oIm || Z2t (0 Fret) || o gy

1
= 2it=m) || g1 <2jm(x>_m<$>m90j >, 80j+rc%rnu>

r=-—1

Lp(T",E)

_ gitsm) || 2 < (x) soj.%rn< ( T_Zl%”’ﬂ"u»)
a,.)]

< 2071 27(2) 705y gany Z |5 (@)™ e Fon) | o

r=—1

< 9i(s—m) F1 (

1
T <<$>m > 90j+r%1‘"“>
r=—1

L1(T")

<CcC(m,l) - 2ie=m) Z H/Tn >m(pj+ryT"u)HLP(T”,E)

r=—1

= (. imm) Z |-F (g4 Forn (P ()™ Fpnr) ”Lp(Tn,E)

= . ) Z [54r(D)pn (P ()™ Frpnr) HLP('JT",E)

para todo j € Ny. Entonces

ull gy on iy < CF (| P ()™ Fot

By " (T"E) "
Sea ¢ : R — R una funcién infinitamente diferenciable e impar tal que

o(t) =0, si 0<t<1/2,
ot)=1, si t>1.

Consideremos la funcién M : R® — R definida por

-1
1+Z x:c] :

M(z) =

LP(T",E)

Lr(T",E)
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Las funciones M y R" 5 x +—— 0™(z;) € R con i = 1,...,n son tales que
Cyv = M|, <oy C, =™ (xl)Hl < oo para cada i = 1,...,n. En virtud
del Corolario 4.19 y del hecho de que 2% € Bs ™(T", E) obtenemos
<C*||7 H m‘/T”u| B35 (T",E)

y( <>%( (1+Z ]gf)))

< 1—}—2 (x;)x;) lgﬂrnu>

:
s T O

i=1

HuHBS (T~ E)

=t

By (T, E)

<c'C'o,,

By (T, E)

o™ u
73 (a7 ()

" 0mu
Ba anE —f—Ch maXC'C'Ql agj'_m

1<i<n i

< C|Jul

Bya™ (T, )

< (" |lu|

By (T, E)

BiZ™(Tn, ) + (" méx CC,, Z H3Bu|

1<i<n
BSeEN™
B=(0,,m,...0)

j—ésima componente

= C*|Jul

By (T, E)

< C*u|

pemnmy + O D 10l ggomon
aeN™?
la|<m

= (" Z ||aau||B;;;”(Tn,E)'

aeNY
la|<m

Teorema 4.21. Si1 <p < oo ym €N, entonces

B (T, E) < W™(T", E) < B (T", E), (4.17)

B (T E) — C™(T", E) — B (T", E). (4.18)

Prueba. Sean 1 < p < coy m € N. Supongamos u € B, (T", E). El Teorema
4.20 implica que 9*u € By, (T", E) para todo « € N’” con |a| < m. Debido
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a la equivalencia entre las normas mencionadas en dicho teorema y de los
estimativos de la prueba de (4.5), tenemos

HUHWZT(T",E) = Z Haau”Lp(Tn,E)
aeNg
laj<m

< Z Haau”Bg,l('ﬂ‘",E)

a€eNy
loe|<m

<c” Hu”Bgl(Tn,E) :

Esto muestra la primera inmersién continua de (4.17). Sea u € B (T", E),
entonces 0%u € BSOJ(T”, E) para todo o € N con || < m. Los estimativos
de la prueba de (4.6) implican que 0%u € C(T", E) para todo a € Ny con
o] <my

u = max sup [[0%u(z
Jilnen = mis s 0%l
loe|<m

< Z HaauHC(T”,E)

a€eNg
la|<m

<" Z HaauHBgo’l(T”,E)

aeNy
la|<m

<cv HUHBQ}’I(T",E) :

Esto muestra la primera inmersién continua de (4.18). Sea u € W*(T", E)
con 1 < p < oo, entonces 0%u € LP(T™, E) y por consiguiente (4.5) implica
que 0“u € B) (T" E), para todo a € Nj con |a| < m. En virtud del
Teorema 4.20 y la inmersién (4.5) obtenemos,

HUHBg}w(’H‘”,E) <C Z HaauHngo(’]l‘%E)

aeNy
lae|<m

<C Z Ca HaauHLP('JI‘",E)

aeNg
|a| <m

< C*lullypnn gy -
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Esto muestra la segunda inmersién continua de (4.17). Sea v € C™(T", E),
entonces 0%u € C(T", E) para todo a € N con |a| < m. La inmersién (4.6)
permite afirmar que 0°u € BY, (T", E) para todo a € Nj con |a| < m.
Nuevamente el Teorema 4.20 y la inmersién (4.6) implican

HUHngm(Tn,E) <C Z HaaUHBgom(Tn,E)

aeNg
laj<m
<C Z Ca ||aau||c(1rn,E)
aeNy
la|<m
< C méx [|8° d
= ggyg | uHC(T",E) P a
[ <m laj<m

11
=C “uHCm(T",E) :

Esto muestra la segunda inmersién continua de (4.18). O
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