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Introduccién

Las leyes de conservacién surgen del estudio de fenémenos fisicos que involucran cantidades
conservadas como la materia, la energia o el momento; gran cantidad de modelos se pueden
describir matematicamente por un sistema de leyes de conservacion. Un sistema de leyes de

conservacién unidimensional y no lineal tiene la forma
h® + 0. f (®)=0 (z,t) € R x RY (0.0.1)

donde t es la variable temporal, z es la variable espacial, ® = ®(x,t) := (¢1(x,1), ..., o (2, 1)) T
es el vector de incognitas y f (®) := (f1(P), ..., fu(P®))T es el vector funcién de flujo. Gen-

eralmente la solucién de estos sistemas desarrollan discontinuidades en un tiempo finito; por
esta razén, se buscan soluciones débiles para este tipo de sistemas. La presencia de discon-

tinuidades amerita también una eleccion cuidadosa de los métodos numéricos usados en la
aproximacion de las soluciones.

En este trabajo nos ocuparemos de aspectos tedricos relacionados con el cardcter hiperboli-

co de un modelo de sedimentacion polidispersa y la obtencién de informacion caracteristica
necesaria para la implementacién numérica de un método numérico espectral de alto orden.

Para varios modelos de sedimentacion polidispersas no se dispone de un par de funciones de
entropia, lo que dificulta el estudio del problema de existencia y unicidad, Por otro lado, el
analisis de los valores propios, y en general de la informacion caracteristica de la matriz Jaco-

biana de la funcién de flujo para este tipo de modelos es fundamental tanto en el estudio tedri-

co de los modelos de sedimentacién polidispersa como también en la implementacién numérica

de los mismos. Infortunadamente, para el caso general, la matriz Jacobiana de flujo no posee
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una estructura que permita inferir a priori informacion acerca de la naturaleza de los valores
propios, esta informacion caracteristica es fundamental para la implementacion de esquemas
espectrales de alto orden como son los del tipo ENO (Essentially non-oscillatory) o WENO
(Weighted essentially non-oscillatory), puesto que la implementacién por componentes (es
decir, sin usar la informacion caracteristica completa) usualmente produce oscilaciones cerca
de las discontinuidades debido a la interaccion de los diferentes campos caracteristicos.

El analisis de hiperbolicidad del sistema (0.0.1) ha sido estudiado en las referencias [13], [14],
[19]. El primer objetivo de este trabajo es estudiar algunos de los resultados conocidos en la
literatura relacionados con la hiperbolicidad del modelo Hofler y Schwarzer (modelo HS).
El segundo objetivo es implementar el esquema WENO espectral de quinto orden con mul-
tirresolucién usando el enfoque de Harten [34], [35] v [36], el cual permite reducir en forma
significativa las evaluaciones de flujo (donde se concentra gran parte el costo computacional
para métodos de alto orden).

Este trabajo consta de cuatro capitulos distribuidos de la siguiente manera:

El primer capitulo estéd dedicado al estudio de los sistemas de leyes de conservacién en gen-
eral. Ademads, se presentan las herramientas necesarias para la prueba de hiperbolicidad del
modelo HS.

En el segundo capitulo se abordan los modelos de sedimentacion de suspenciones polidisper-
sas. Posteriormente, se estudia la hiperbolicidad del sistema para un ntmero arbitrario de
especies, aplicando el modelo Hofler y Schwarzer [19, 38, 39].

En el capitulo 3, nos concentramos en los esquemas para aproximar numéricamente las solu-
ciones teniendo en cuenta que no se tienen soluciones exactas para el modelo bajo estudio,
se describe el método WENO incorporando la informacién caracteristica. Terminamos el
capitulo con una breve descripcién del algoritmo de multirresolucién de Harten [35]. A difer-
encia de otros trabajos relacionados, para la discretizacion temporal se utiliza un método de
Runge-Kutta de cuarto orden y diez etapas que preserva fuertemente la estabilidad y cuyo
coeficiente de estabilidad supera el coeficiente correspondiente al método de tercer orden, y
tres etapas comunmente empleado en simulaciones con leyes de conservacion. Finalmente, en

el cuarto capitulo se incluye ejemplos para el caso de cuatro y once especies.



CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo se estudia generalidades de los sistemas hiperbodlicos de leyes de conservacion

unidimensionales.

1.1. Sistemas de leyes de conservaciéon unidimensional

En esta seccion damos definiciones bésicas relacionadas con sistemas de leyes de conservacion,
solucién clasica y débil. El objetivo fundamental es introducir cierta terminologia, definiciones

y notacion que usamos en este trabajo.

Definicién 1.1.1 Sea Q C RM abierto. Un sistema de leyes de conservacion de primer orden
y unidimensional (en la variable espacial) es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales

de la forma

0@ + 0, f (®) =0 (z,t) e R x RY (1.1.1)

donde ® = ®(x,t) := (d1(x,1), ..., (2, 8))T : R x RT — Q es el vector de variables conser-
vativas (vector de incégnitas), f (®) = (fu(P®), ..., fu(®))T : Q — RM es el vector funcidn
de flujo, la cual es, en general, no lineal. Junto con la ecuacion (1.1.1) consideraremos un

dato inicial

B(2,0) = ®(z) = (H2(x), ... 6%, (x))T zER. (1.1.2)
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Definicion 1.1.2 Una solucion cldsica del problema de Cauchy (1.1.1)-(1.1.2) es una

funcion ® de clase C' que satisface dicho sistema puntualmente y la condicién inicial.

Es bien conocido que, independientemente de la reqularidad del dato inicial <I>0(w) y de la
funcion de flujo, el problema (1.1.1)-(1.1.2), en general, presenta discontinuidades. En con-
secuencia, no es posible tener soluciones cldsicas para todo tiempo t. Luego, se debe considerar

soluciones en un sentido débil o soluciones distribucionales.

Definicion 1.1.3 Una funcion ® € L®°(R x RT) es una solucién débil del problema de
Cauchy (1.1.1)-(1.1.2) si

/R/R+ [®(x,t) - pi(x,t) + F(P(2,1)) - (2, t)] dtdx + /RfI)O(x) ~o(x,0) dr =0 (1.1.3)

para toda funcidn test p € C{(R x RT).

Las soluciones débiles para un sistema de leyes de conservacion no necesariamente son
unicas, en consecuencia, para obtener unicidad se requiere una condicion adicional o cri-
terio de admisibilidad, conocida como condicion de entropia, que permite obtener entre todas
las soluciones posibles la que sea fisicamente relevante. En tal sentido se dan las siguientes

definiciones.

Definicién 1.1.4 Seann:RM — R y ¢:RM — R funciones de clase C? con n convera.

Se dice que 1 es una funcion de entropia para el sistema (1.1.1) si
V(@) (@) = Vq(®), (1.1.4)

donde q es llamada funcion flujo de entropia asociada a n y (n,q) es llamado un par de

entropta para la ecuacion (1.1.1) y J (@) es la matriz jacobiana de la funcion de flujo, esto

of;
Ji(®) = (8;) M. (1.1.5)
i/ 1<i,j<

Una consecuencia de la ecuacion (1.1.4) es que las soluciones suaves de (1.1.1) satisfacen la

es,

identidad de entropia

on(®) + 0,q(®) = 0. (1.1.6)
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Sin embargo, como se ha mencionado, las soluciones de (1.1.1) son en general discontin-
uas, en consecuencia, la identidad (1.1.6) se reemplaza por la desigualdad (en el sentido de
distribuciones):

o (®) + 0.q(®) <0, (1.1.7)

mas formalmente se tiene la siguiente definicion.

Definicion 1.1.5 Una solucion débil ® del problema (1.1.1)-(1.1.2) se llama una solucidén
de entropia si para todo par de entropia (1, q) y toda funcién no negativa ¢ € C5°(Rx 0, co)

se cumple que:

/000 /R[T](QJ)% + q(®)p,]dxdt + / n(®°(z))e(z,0) dz > 0. (1.1.8)

R

Observacion 1.1.1 Las leyes de conservaciéon escalares unidimensionales poseen infinitas
funciones de entropia, de hecho, para cualquier funcién convexa 7, (7, ¢) es un par de entropia

con

o) = [ )5 dr (119

Tal riqueza en pares de entropia para el caso escalar facilita el estudio del problema de exis-
tencia y unicidad. Infortunadamente, en general, para los sistemas de leyes de conservacion
no siempre es una tarea sencilla hallar funciones de entropia. De hecho, para el modelo que

consideramos aqui (HS) no se dispone de un par de entropia explicito.

Definicion 1.1.6 Se dice que el sistema de leyes de conservacion (1.1.1) es hiperbdlico, si
la matriz Jacobiana de la funcion de flujo J ¢(®) es diagonalizable con valores propios reales.
Si los valores propios son, ademds, distintos dos a dos, entonces decimos que el sistema es

estrictamente hiperbolico. Los valores propios
AM(P) < ... < Ay (D)
de un sistema hiperbolico son llamados también velocidades caracteristicas.

Definicion 1.1.7 Sea Q@ C RM abierto y dados M\ (®), ..., \yr(®) los valores propios de
Je(®), con correspondientes vectores propios ri(®),..., vy (P) se dice que el k-ésimo campo
caracteristico (A (®), ri(P®)) es:

¢ genuinamente no lineal, si V\i(®) -ri(®) #0, VP € Q.

¢ linealmente degenerado, si V\i(®) -1, (®) =0, V& € Q.
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Teorema 1.1.1 (Teorema de Lax [37].) Suponga que f; € C*(RM), j=1,...,M. Sea D un
dominio en RM y considere el sistema de ecuaciones (1.1.1) estrictamente hiperbdlico en D.
Suponga ademas, que cada familia de ondas es ya sea genuinamente no lineal o linealmente

degenerado. Entonces, para ¢; € D existe un entorno D C D de ¢; tal que para todo

O € D el problema de Riemann

o1, para x <0,
P (z,0) =
¢r, Para x>0,

tiene una solucion unica en D formada a lo sumo por M ondas elementales.

Definicion 1.1.8 Se dice que el sistema de leyes de conservacion (1.1.1) es simetrizable
si para cada ® € Q existe una matriz simétrica definida positiva S(®), tal que S(®)J¢(P)

es simétrica. La matriz S(®) se denomina un simetrizador del sistema (1.1.1).

Corolario 1.1.1 [27, 46]. Si un sistema de leyes de conservacion admite una funcidn de

entropia estrictamente convexa, entonces el sistema es simetrizable.

La dificultad para usar este resultado para el modelo de sedimentacion considerado en este
trabajo radica en que no se dispone de un par de entropia.

Ademds, el calculo directo de los valores propios de la matriz jacobiana de flujo por medio
del polinomio caracteristico, puede resultar un procedimiento dispendioso y computacional-
mente costoso (ver por ejemplo ref. [8] para un modelo particular). Una alternativa factible
propuesta en la referencia [25] es explotar el hecho de que, para algunos de los modelos de
sedimentacion, la matriz jacobiana de la funcion de flujo J ¢(®) puede expresarse como una

perturbacion de rango m (con m < M) de una matriz diagonal, esto es,
J;(®) =D+ BA” (1.1.10)

donde D = D(®) = diag (v1(®), ..., vy (P)) es una matriz diagonal y A = A(®), B = B(P)
son matrices de rango m.

FEsta estructura particular permite (usando un resultado del algebra lineal demostrado en las
referencias [1], [25] conocido como ecuacidon secular) reducir el andlisis del cardcter hiperboli-

co del sistema (1.1.1) al estudio de las raices de una ecuacion racional.
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1.2. La ecuacion secular

En esta seccion estudiamos, una ecuacion racional que proporciona la informacion sobre los
valores propios de J (®) y un corolario que facilita el cdlculo de los valores propios, infor-

macion que es vital para la implementacion de los esquemas numéricos. Para mds detalles

ver [13].

Supongamos que X es un valor propio de J ;(®), con vector propio x # 0, esto es,
(D + BAT)x =)x, (1.2.1)
tal que
A #v; para todoi =1, ..., M. (1.2.2)
Como (D—MXI) es invertible, (1.2.1) se puede escribir como
x+(D-MI)"'B(A"x) =0 (1.2.3)
y multiplicando esta relacion por AT, obtenemos
ATx+ AT(D-AI)"'B(A"x) =0 (1.2.4)
en consecuencia, el vector ¢ = ATx € RM satisface Mx& = 0, donde
M, =1+ AT (D-AI)"'B. (1.2.5)

Como & # 0, entonces cualquier valor propio A\ # v; para todo i = 1,..., M debe ser una raiz
de la ecuacion det My = 0, y se obtiene una relacion directa entre la ecuacion det My =0 y

los valores propios de J ;(®). Mas exactamente se tiene:

Teorema 1.2.1 (Anderson [1], Donat-Mulet [25]) Supongamos que D := diag(vy, ...,va) €s
una matriz diagonal de tamano M x M conv; > vj parai < j y que A :=(A;) y B :==(By),
1 <i,j <M, 1 <1< m,son matrices de rango m (con m < M ). Sea X # v; para

i=1,...,M, entonces \ es un valor propio de D + BAT si y sélo si

M
RO\ =detM, =1+ Y —"_ =0 (1.2.6)

=1
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Los coeficientes v;, i = 1, ..., M, vienen dados por la siguiente expresion:

min{M, m} I.J I.J
det A" det B"
;= . 1.2.7

ieleSM, JeSm 1T 14

La relacion R(X) = 0 es conocida como la ecuacion secular.

Aqui, denotamos por S el conjunto de todos los subconjuntos ordenados de r elementos
tomados de un conjunto de p elementos. Suponiendo que X es un matriz de m x M, y dado

el conjunto de indices
I={ii<---<i}esS y J={ji<---<j}esm

denotamos por X1/ la submatriz de k x | de X dada por (X'7),, =X

ipyJq*

Corolario 1.2.1 (Donat-Mulet [25], Corolario 1) Supongamos que D := diag(vy, ...,vp) €S
una matriz diagonal de tamano M x M con v; > v; parai < j y que A :=(A;) y B :=(By),
1 <i4,j <M, 1<1<m,son matrices de rango m (con m < M ), y que ;- vy; > 0
para i,j = 1,..., M, donde los coeficientes ~; vienen dados por (1.2.7). Entonces D + BAT
es diagonalizable con valores propios reales A1, ..., \ys.

Ademds, si V1, ...,7u < 0, se verifica la siguiente propiedad de entrelazamiento

M
M1 I:UM+Z’7i</\M<UM</\M_1<"'</\1<U1. (128)

=1

En el caso vi,...,ym > 0, se tiene

M
oy < )\M < vpy-or < )\M—l < < < )\1 < My := v —FZ’)/Z (129)
i=1
Demostracion:
Siv; #v; parai # j Yy Y, ..., Ym tienen el mismo signo s, entonces

lim R(X\) = (Fs)oc;

)\—wii

por lo tanto, R cambia de signo entre dos polos consecutivos. Ademds

lfm R(\) = 1,

A—+o00
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hay otro cambio de signo a la izquierda de vy st s = —1 o a la derecha de vi st s = 1. En
consecuencia la ecuacion secular R(\) = 0 tiene M raices reales distintas.

Por lo tanto, teniendo en cuenta que My < vy y My > vy en los casos respectivos ~; < 0
y vi > 0, la propiedad de que M; es una cota inferior y My es una cota superior para
A1, .-y Aur, rESpectivamente, se establece si se puede demostrar que R(My) >0 y R(Ms) > 0,

respectivamente. En el caso v; < 0 se tiene que
Ml_vi:UM_Ui_F/Yl_‘_"'_l_’YM§71+"'+’7M7 para izla"'aMa

lo cual implica que

Vi < Vi
My—v =+ -+7u

, para 1=1,...., M,

por lo tanto

M M
Vi Vi
R(M,) =1+ —>1- — =0.
(30) ;Ui_Ml ;’71+"'+’7M
la prueba de R(Ms) > 0 es andlogo. O
Observacion 1.2.1 En [15] se indica que si v; = 0, entonces v; no es una raiz de la

ecuacion secular, por el Teorema 1.2.1 serd entonces proporcionar de todos modos M raices
diferentes del polinomio caracteristico. La condicion de R(v;) # 0 siempre que v; = 0 es dificil
de analizar, en general, pero hay una situacion en la que se puede perfectamente asequrar,
dado, por ejemplo, que vi > ... > var ¥y v; < 0 para todo j: ~; = 0 implica v; = 0 para todo

7 <1, lo que da
M .
Rw)=1+ > ——>o.

j=i+1 ¢

Observacion 1.2.2 Aparte de caracterizar los valores propios, la importancia de la propiedad
de entrelazamiento radica en que permite localizarlos, lo que facilita calcularlos mediante un

buscador de raices adecuado.

A partir del andlisis de la ecuacion secular, se puede obtener el resto de la informacion
caracteristica.
Supongamos que X\ es una raiz de la ecuacion secular, es decir, X es un valor propio de J ¢ que

satisface (1.2.2). Entonces £ = ATx es una solucion no trivial de My& = 0. Pero M es una
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matriz de m X m que puede ser calculada facilmente. Dados dos vectores g = (g1, ...,g0)7,

h = (hy,....hy) T € RM | si usamos la notacion

M
_ h
8] = [g by = &"(D - ADh =3 AT (1.2.10)
k=1

y denotamos por ay, ...,a,, y by, ....b,, las columnas de A y B, respectivamente, entonces

M, =1+ ([a;, by])

1<ij<m *
Asumiendo que podemos calcular una solucion no trivial £ de

M,¢ =0, (1.2.11)

y utilizando la relacion x + (D — AXI)"'B(ATx) = 0 se calcula un vector propio a derecha de

J ¢ de la forma
x = —(D — XI)"'B¢ (1.2.12)

El mismo procedimiento se puede emplear para calcular los vectores propios a izquierda de

J s, ya que son los vectores propios a derecha de JT =D+ AB”.



CAPITULO 2

Analisis de hiperbolicidad del modelo de Hofler

- Schwarzer

En este capitulo se aborda el andlisis de hiperbolicidad del modelo de Hofler - Schwarzer para
un numero arbitrario de especies y cuyas velocidades de asentamiento v; permiten aplicar la

teoria descrita en el capitulo anterior.

2.1. Descripcién del modelo

Los modelos para la sedimentacion de suspensiones polidispersas consisten de pequenas particu-
las solidas de forma esférica dispersas en un fluido viscoso, tal que cada particula pertenece
a una de las M especies, las cuales difieren por su tamano o densidad.

Si el diadmetro de las particulas es pequeno en comparacion con el darea de la seccion transver-
sal del recipiente en el cual se encuentra la suspension, se puede identificar cada especie
ie€{l,...., M} con una fase continua, donde la especie i tiene un didmetro D;, donde supon-
dremos el siguiente orden de tamanos de las particulas Dy > Dy > - -+ > Dy, y vamos a
considerar particulas con la misma densidad. Si ¢; denota la fraccion de volumen de particu-
las de la especie 1 y v; es la velocidad de asentamiento de la especie i, de las ecuaciones de
continuidad para cada una de las M especies, se obtiene que, el proceso de sedimentacion

polidispersa se puede describir mediante un sistema de primer orden, no-lineal y acoplado de

11
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M leyes de conservacion, esto es,

0,8 + 0,£(B) =0, £(®):= (fi(®),..., far(@)T, fi(®):= dus(®), i=1,... M. (2.1.1)

donde t es la variable temporal y x es la variable espacial, v; velocidad de asentamiento de la
especie i. Para el sistema (2.1.1) se buscan soluciones ® = ®(x,t) que asumen valores en el

conjunto ® € Dy ., donde Dy, es la clausura del conjunto
Dy = {®ERY 191 >0, ..., dar >0, ¢ := 1+ + Our < Pmiix}-

Aqui 0 < ¢max < 1 es la maxima concentracion de solidos permitida y ¢ = ¢1 + -+ - -+ ¢dpr €s
la fraccion total de solidos.

Consideramos la condicion inicial
®(2,0) = ®°(z) = (¢)(2), ..., 3 ()", ®’(z) € Dy, €01 (2.1.2)
y las condiciones de frontera con flujo cero
flog="1F1_L =0

En la literatura se han propuesto varios modelos de sedimentacion polidispersa, los cuales se
diferencian en las velocidades v;, o equivalentemente, en los flujos f; como funciones de la
concentracion ®. Los modelos unidimensionales (2.1.1), donde las concentraciones son las
unicas variables desconocidas reciben el nombre de modelos de flujo cinemdtico.

El andlisis de hiperbolicidad es una propiedad importante para los problemas de sedimentacion
polidispersos, pues se relaciona con el rango de validez y estabilidad del modelo [19]. Por tal
motivo estamos interesados en el andlisis de hiperbolicidad de (2.1.1) para M arbitrario.
Bajo el supuesto de que las velocidades vy, ..., vy Son funciones de un niumero pequeno m

(m < M) de funciones escalares de ®, esto es,
v; = v (®) = vi(p1, -y Pm), m=p(®), i=1,., M, [I=1..,m (2.1.3)

En tal caso, las entradas

Fi(®) o= L)

de la matriz jacobiana J ¢(®) de la funcion de flujo estdn dadas por

_ O(owi) _ o op .
fz] - a¢] =7 Zj Z¢la a¢J Z? j - 17"’7M7 (2]'4')
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donde
0, st 1#]

1, sii=j
esto es, J¢(®) puede expresarse como una perturbacion de rango m (con m < M) de una

matriz diagonal de la forma (1.1.10), es decir,
J¢(®) =D + BAT,

donde

{ B:= (Bil)=<¢igf,j>, (2.1.5)

A= (Ay) = (2).

\

Observacion 2.1.1 Para el caso dado por (2.1.3) y suponiendo que m < M, observamos

que con A y B definida en (2.1.5) se pueden escribir

det A" = det (gZ > det B/ = (av’> [I¢

Entonces, tenemos que

B Am ‘ (91)] %
%—qbz;m, = > 11 l—vlzdt(apJ) (a¢1). (2.1.6)

ieleSM Iel, l#i Jesm

2.2. Modelo de sedimentacién polidispersa de Hofler -

Schwarzer

Elmodelo Hofler - Schwarzer [19, 38, 39] (en adelante modelo HS) para especies con la misma

densidad se basa en la siguiente expresion para la velocidad de sedimentacion

s D2
vi(®) = v (@) = %df exp(s!® +ng)(1—¢)", i=1,...,M, n>0. (2.2.1)
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donde g es la aceleracion de la gravedad, o5 y oy son las densidades de las particulas y del
fluido, respectivamente, p; es la viscosidad del fluido y d; = D;/Dy. Aqui, s} := (Si, ..., Sinr)

es la i-ésima fila de la matriz S = (S;;), -, j<ur Y las entradas Si; se aproximan por la formula

3 I
Sii=>_5 (%) , 1<i,j<M. (22.2)
1=0 v

Estas aprozimaciones para los valores S;; fueron obtenidas por Davis y Gecol [23], con los

coeficientes

BT = (B, ..., B3) = (—3,52, — 1,04, —1,03, 0). (2.2.3)

Para este modelo las velocidades v; pueden escribirse en términos de funciones escalares
D1, P2, P3, lo que a su vez permite escribir la matriz jacobiana como una perturbacion de

rango 3 de una matriz diagonal.

En efecto, el vector de flujo correspondiente para el modelo HS estd dado por:
fi(®) = 1% = vf5(0)gyd? exp(s] @ +ng)(1 — ¢)", i=1, ..M. (2.2.4)
Para el andlisis de hiperbolicidad de este modelo, definimos
a, :=d | = (a7, dy7h L dyh, Py = al'®, v=123, (2.2.5)

v—1 *

y teniendo en cuenta que B3 = 0, para el cual m = 3, obtenemos

b1
2 d v 2 d v ¢2
Jo - (Zﬁ (4) Zﬁ(dM))
bur
M 2 d v
— J
- z(z@,(a) )%
j=1 v=0
2
= 5—20,5(1)
v=0 dz
2
= %pv—&-l? = 1; sy M7
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donde
M
DPv+1 = qujd;}, U:O,1,2.
j=1

Entonces podemos expresar (2.2.1) como

vi(®) = vi(p1, P2, P3) = U1 (O)dQ exp ((50 +n)p: + ﬁld P2 + fad; p3)) (1—p1)"

M
parai=1,.... M, aquipy =) ¢, =¢
=1

]7
Las entradas de la matriz A = (o) = (%) y B = (BF) = (¢ 8”') estan dadas por

0¢;
(2.2.6)
BF = d7*¢i(1 — 0)" Br1 exp(s] @ + no)
para k =1,2,3, donde
- no ~
= — r — Mr; = 17 2.
= B=h
calculando los productos
a{ﬁ}] para oz{ = det AT/ Y ﬁ}] -— det B/
en la formula (2.1.6) para m = 3, obtenemos
12 412 13 13 23 23 M 1233123
o 1.1 2 22 333 Qij Pij + Qij + oy Uk ijk
Vi = o3 + a5 +aﬁn+z v]—v, ]kz (0r —v){v; —v7)’
i ij<k
(2.2.7)
donde
(ol = d6i(1— )" B, k=1,2,3,
al PTG — —(did;)* i (1 — )" By Bprqrmin(df — dI)? , q=1,2,
(2.2.8)

g O = —0idi k(1 = @) Bo By Bomimm i,

| 7 =exp(s]®+n¢), y k= (dj —di)(dp — di)(dy, — d;).
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Ahora, teniendo en cuenta que para este modelo n, = n;, se obtienen los coeficientes ; dadas

por (2.2.7) para la ecuacion secular
v = vI9(0)ds (1 — ¢)" exp(s? @ + nep)(S1; + Sos + Ss.), (2.2.9)

donde en términos de 7; := exp(s! @), se define

Sii = d?(BO‘i‘ﬂl‘i‘ﬂZL

M
P, >
Syi = — Z a2, pr—— &7 { — d;)?Bo(Brdid; + Ba(d; + d;)?) + b1 Padid; (d; — dﬂ‘)Q} )
J#l
M ~~ 9
~ GiOKN, T 35
Szi = —Pobhp: ~ — ="
’ oL j,kzzl (dim - dfnz)(dim - dzznz)
i<k

Lema 2.2.1 [13]. Supongamos que el vector de pardmetros 3, la mdzima concentracion
de solidos permitida ¢masx y la anchura de la distribucion del tamano de particula, que se

caracteriza por el valor de dy € (0, 1], satisfacen la desigualdad

H(¢, B,dn) = —Bo (ﬁldM + Bo(1 + dM)Q) — Bafrdy — (1 — dM)ngﬁlﬁQ < 0.

Entonces, v; < 0 para it = 1,..., M, es decir, el modelo HS es estrictamente hiperbolico para

® c Dy ... Ademds, los valores propios satisfacen la siguiente propiedad de entrelazamiento
Mi(®) < Ay (P) < vy (®) < Apr—1(P) < vpp1(P) < -+ - < M (P) < v1(P),
con My(®) :=vp (@) +v1+ -+ v y los v son dados en (2.2.9).

Observacion 2.2.1 Con el fin de garantizar que v; — 0 cuando ¢ — ¢msx para el modelo
HS, consideramos el modelo HS modificado (ver [39]), la cual se hace la siguiente variante

al modelo HS:

¢
¢méx

¢
¢mé,x

v (®) = v (0)d? exp(s! ® + n

)1 ———)", n>0. (2.2.10)

para ® € Dy, . .
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-1
max

Observe que si introducimos la variable ® := (6% )®, podemos escribir (2.2.10) de la sigu-

ente manera:

vi(®) = o' (0)d} exp(8] ®+n0) (1-6)" = v{**(0)d} exp((Bo+n)pi+Brd; Pat-Bad; *Ps) (1—P1)",

~

. T ~
donde ST = <S¢1,...,SiM> = GmaxSt, i = 1,... M, By = bdmaxBe para k = 0,1,2 y las
cantidades p, :afa, v =1,2,3. En consecuencia, podemos aplicar el Lema 2.2.1 para deducir

que el modelo HS modificado es estrictamente hiperbdlico si
H(¢, B, dyr) = P, (BldM + Ba(1+ dM)2> — BoBrdns — (1 — dur)?ByPrBe < 0, (22.11)

donde definimos

~

ne
1—¢

A continuacion, un cdlculo simple algebraico muestra que (2.2.11) se cumple si dy > 0,0078595,

EOZBO_

es decir, con la misma restriccion leve del modelo original HS. Esto se tiene en el siguiente

lema.

Lema 2.2.2 Sea [ dado por (2.2.3), el modelo HS modificado con velocidades de fases v;
dadas por (2.2.10) es estrictamente hiperbdlico en Dy_,  si dp > 0,0078595.
Demostracion:

Sean &5: % Y B(ﬁ) = Omax3. Entonces, podemos escribir

max

~

H(6(0). B(8).dur) := e (H(0:B.das) = CH(9, B,da) )

donde
H(o, B, dyr) = (Brdas + Bo(1+ dar)* + ¢(1 — dur)*152)

1 1
C:=no ( — ) < 0.
1-— ¢ ¢méx(¢mé,x - ¢)
Dado que el modelo HS modificado es estrictamente hiperbdlico si H($(¢),B(ﬂ), dy) <0, es
suficiente mostrar que ﬁ(gb, B,dy) < 0, pero esta afirmacion se tiene si dy; > 0,0078595. O

2.3. Informacidén caracteristica

La descomposicion espectral de J ¢(®) del modelo de sedimentacion de suspension polidispersa

necesaria para la implementacion de los esquemas numéricos se calcula como sigue; teniendo
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en cuenta el andlisis de la Seccion 1.2:
Sea A ¢ {v1,...,vn} un valor propio de J ;(®), y como My= 1+ AT(D-XI)"'B, tenemos

M b, M b M, b
Ak19k1 Ak10k2 Ak10k3
1 + k; 'Uk—>\ 1 Uk—>\ =1 'Uk—)\
M, b M b M, b
J— a a a
M, b M b M b,
a a a
2 vlf_k)\l )y Uk:_k)\Z 1 + kgl vk:—k)\S
1 + [ah bl] [ah bQ] [ah b3]
= [az,bi] 1+ [ag, by [ag, bs]
[a37 bl] [a37 bQ] ]- + [a37 b3]

En consecuencia,

det My = (1+ [ar, b)) {(1+ [az, bo])(1 + [as, bs]) — [as, b] [as, b}

+ a1, ba| {[ag, bs] [a3, b1] — [ag, b1] (1 + [a3, bs]) }

+ [a1, bs] {[az, b1] [ag, by] — [a3, bi] (1 4 [ag, bo])} ,
entonces, de acuerdo con el Teorema 1.2.1, det My = 0. FEsto es,

(14 [, b1]) {(1 + [a2, ba])(1 + [a3, b3]) — [az, bs] [as, bo]}
+ [al, bg] {[3.2, bg] [8.37 bl] — [ag,bl] (1 + [3.3, bg])} (231)

+ [a1, bs] {[az, bi] [a3, by] — [a3, by (1 + [az, bo])} = 0.

Ahora, tomando € = (&1,&,&3)" una solucidn no trivial de My& = 0 (ver Seccidn 1.2), obten-

emaos

(1 + [ala bl]) fl + [317 b2] §2 + [31, bg] fg = O, (2.3.2&)
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[az, b1 &1 + (1 + [ag, ba]) & + [ag, b3] &3 = 0, (2.3.2b)
[as, b1 &1 + (a3, ba] & + (1 + [a3, bs]) & = 0. (2.3.2¢)

Por lo tanto, de (2.3.1) y (2.3.2a), obtenemos que

(&= (14 [as, bo])(1 + [as, bs]) — [, bs] [as, bs]

§o = [32, b3] [33, bl] - [3—27b1] (1 + [33, bs]), (2-3-3>

&3 = [ag, by] [a3, bo] — [a3, by (1 + [ag, by]).

\

Probaremos que &1, & y &3 dados en (2.3.3), satisfacen las ecuaciones (2.3.2b) y (2.3.2¢), esto

es:

& Sustituyendo &1,& y &3 en la ecuacion (2.3.2b), se tiene

[ag, b1] & + (1 + [ag, bo]) &5 + [a2, b3] &3 = [ag, ] {(1 + [az, bo])(1 + [az, bs])
— a2, by] [az, bo] 4 (1 + [az, bs]) {[az, bs] [a3, bi]
— [z, ba] (1 + [ag, bs]) }+ [ag, bs] {[az, bi] [a3, by]
—[ag, b] (1 +[ag, b))}

=0
& Sustituyendo &,& y &3 en la ecuacion (2.3.2c), tenemos

[as, b1] & + [ag, bo] & + (1 + [az, bs]) &3 = [as, by {(1 + [ag, bo])(1 + [az, bs])
— [a2, bs] [ag, bo]} 4 [as, bo] {[az, bs] [as, by
— [ag, b1] (1 + [ag, bs]) }+ (1 + [as, bs]) -
{[az, b1] [as, bo] — [ag, by] (1 + [ag, bo])}

= 0.
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Observacion 2.3.1 det M, = 0 no tiene solucion unica. Por ejemplo, otras dos soluciones

para el sistema (2.3.2), tal que det My = 0, son:

[ €1 = [a1,bs] (1 + [, bs]) — [a3, bo] [as, bs],

§ & = [ag, by][a1, bs] — (1 + [a;, by])(1 + [ag, bs]), (2.3.4)
| & = [as, bo] (1 + [a1, b1]) — [ag, 1] [as, by)

[ & = [a1,bs] [as, by] — [a1, bs] (1 + [a, ba)),

§ & = [ag, by [a, bs] — [ag, bs] (1 + [a1, by]), (2.3.5)

| &= (1+[a1,b1])(1 + [as, bo]) — [ag, bi] [a1, bo] .
Por lo tanto, mediante el uso de (1.2.12) obtenemos el siguiente vector propio a derecha

r = (21,...,77)7 para el modelo HS:

—1
r = —(D-AI)"'B¢
b1y bia bi3
v1—A v1—A v1—A\
&1
b21 boo bo3
va—A\ va—A va—A
- _ : &
b1 bio biz
vi—A Vi—A Vi—A
. . . §3
bari baro bara
UM—)\ ’L)M—>\ ’UM—>\

b11&1 + b12&2 + b13€3

v1—A v1—A v1—A\

b21&1 + b22&2 + ba3€s

Vo —A va—A\ Vo —A

bi1&1 bio&o biz&s
Vi—A + vVi—A + Vi—\

brpi&a baroéo brrsés
'L)Jw—)\ + 'U]\{_A + ”L)]W—A
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En consecuencia,

_vi"(0)

T, = ——"—
Ui_>\

(bia&1 +bio&a+bis6s), i=1,.., M. (2.3.6)

Por otra parte es fdcil observar que los vectores propios a izquierda de Jy = D + BA”, son
los vectores propios a derecha de J: = D+ AB”. En efecto, supongamos que l= (y, ..., yM)T

es un vector propio a izquierda de Jy =D + BAT asociado al valor propio X, es decir
I"(D+BAT) = \"

entonces,

(D + AB”)l = Al

Asi procediendo como se hizo arriba para r resulta
I = —(D-XI)"'A¢,

donde, £ es una solucion no trivial de M§ = 0, aqui

1+ [a1, by] [az, by] [az, by]
M;:=1+BT(D-AI)"'A = [a;,by] 1+ [ag, by [a3, by
[ai, bs] [az,bs] 1+ [as, bs]

En consecuencia, para £ = (&, &, §3)T, se tiene

v{'*(0) :
Yy = — o\ (ané& + ainéo + aisés), parai=1,...,.M

donde los &, k =1,2,3 son dados en (2.3.3).
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CAPITULO 3

Esquemas numeéricos y multirresolucion

adaptativa

En este capitulo consideramos los esquemas para obtener aproximaciones numéricas de la
solucion del modelo HS, teniendo en cuenta que no se disponen de soluciones exactas.
Consideremos el sistema de leyes de conservacion (1.1.1)-(1.1.2) y definamos los puntos de
la malla (z;,t,) = (jAz,nAt) y las celdas [:Ej_%,xﬂ%}, J€Z yn €N, donde,

Az

Tig1 =25+ —-

o1 .
5= (y + 5) Az, jeL, (3.0.1)

ver Figura 3.1.
Veamos algunas definiciones relevantes para la construccion de esquemas numéricos para

leyes de conservacion hiperbolicas.

Definicion 3.0.1 Se dice que un esquema numérico para la ecuacion (1.1.1) es conser-

vativo si tiene la forma

) (3.0.2)

donde
= F(®jp, Pjpr1, - ®j1q),

23
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tT! 1
q)”+1
¢ ! At
n
. B ®7 L
-1
n—1
&5
Xiog Xt X Xi Xy X
Ax

Figura 3.1: Discretizacion espacial

para alguna funcion F de p + q + 1 argumentos. F' se llama la funcion de flujo numérico,
®;(t) denota la aprozimacion numérica de ®(z;,t) y h = Az es el tamano de celda el cual

se tomard constante, esto es, consideremos solo mallas uniformes.

Definicion 3.0.2 Un sistema conservativo se dice consistente si f(®) := F(®,®, ..., ®)

y la funcion F es Lipschitz continua, es decir, existe una constante C' tal que
Iy, @i, s Byig) — F@)]] < Cmsc{ |10 — D s 1= —p, s}

para todos ®;., suficientemente cerca de P.

3.1. Esquema de quinto orden WENO

En 1987 Harten, Engquist, Osher y Chakravarthy [34] introdujeron los esquemas de alto orden
ENO (Essentially Non Oscillatory). La idea general del método es hacer una reconstruccion
de una funcion a partir de sus promedios de celda utilizando polinomios a trozos pero usando
un procedimiento adaptativo en la seleccion de los esténcil (conjunto de puntos usados en la

interpolacion) para evitar en lo posible incluir celdas donde se presentan discontinuidades.
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Posteriormente y con el objetivo de suplir algunas desventajas del método ENO; Liu, Osher y
Chan [43] y Jiang, Shu [40] se basaron en este método para desarrollar una extension conoci-
do como el método WENO ( Weighted essentially non oscillatory), la cual se basa en el uso de
combinaciones convexas ponderadas de las reconstrucciones de los posibles polinomios asoci-
ados a cada esténcil. Esta ponderacion se asigna de modo que cerca de las discontinuidades
los respectivos pesos reciben valores pequenos. Estos esquemas han sido ampliamente usados
para hallar la solucion numérica de sistemas hiperbdlicos de leyes de conservacion. En este

trabajo usaremos esquema de quinto orden WENO (WENQO-5).

n primer lugar, ya que por la no linealidad del modelo y teniendo en cuenta que los valores
E [ ; [ linealidad del modelo y t d t [ [

propios de la matriz jacobiana de flujo no tienen necesariamente el mismo signo, entonces
para garantizar que la informacion caracteristica se propague en la direccion correcta es nece-

sario dividir el flujo en sus partes positivas y negativas, es decir,
f(®) =fH(P) +1 (D).

En este trabajo empleamos la division de flujo de Lax-Friedrichs
1

£5(P) = 5 (f(®) £ a®).

Aqut, el coeficiente de viscosidad o se toma como

o= mix mdx | (®,2)]. (3.1.1)
donde ®;,1 = (B +Pj1) y A (<I>j+%> son los wvalores propios de la matriz Jacobiana

Jf(q)jJr%), la Figura 3.2 ilustra los diferentes estenciles asociados a los flujos ]A”;% Y ]A“;Jr%.

Debido a que implementaremos una version espectral de WENQO-5, también es necesario cal-
cular los vectores propios (normalizados) a izquierda i1/, y los vectores propios a derecha
Tit1/24, @ = 1,.., M de Jf(@jJr%), el subindice (j + 1/2,4) indica i-ésimo vector propio en
la interfase j 4 1/2, esto se logra mediante el uso del Teorema 1.2.1. Sea Rji1/2 la matriz
cuyas columnas son los vectores propios a derecha, por lo tanto, las filas de su matriz inversa
R’;—&l/2 son los vectores propios a izquierda. Con esta informacion, es posible calcular los
flujos caracteristicos locales alrededor de la interfaz xj41/2 como sigue

g;r-‘rm = R;J}1/2f+<¢’j+m) Y Gitms1 = R;-:l/2f7<¢j+m+1)7 (3.1.2)
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f]—ijz
Lj—2 Tj—1 Lj | Ti+1 Tj+2 Tj+3
T l I |
L ! ! | T
l T T T f)_+1;2

. s s . . »t T
Figura 3.2: Esténciles asociados a los flujos fj+% y fj+%

para m = —2,—1,0,1,2. Estos flujos se utilizan para construir los indicadores de suavidad
+ - —
IS, y1S,; parap=0,1,2, a saber,

( 2 2
IS{L’ = % (Q;Ffz,z‘ - 29j71,i +4g j_z) + %L (g}tz,i - 49;11,2‘ + 39}2) )

2 2
IS = 13 (910 = 2055 + 9/1) + 1 (900 — 9714) (3.1.3)

2 2
| 153, = 15 (955 — 20715+ 912) + 5 (395 — 49741, + G1s)
(15 =13 (g - ~ V4 1(3g7, . —dg - )2
00 = 15 (G731 = 29540 + 9 730) + 1 (351 — 49750 + Gjasi)

_ _ _ _ 2 _ _ 2
< ISM = % (gj,i - 2gj+1,z‘ + gj+2,i) + % (gj,i - gj+2,i) ; (3.1.4)

_ _ _ N2 _ _ N2
| 155, = % (gj—l,i —2g;; + gj—i—l,i) + i (gj—l,i —4dg;; + ng-i-l,i) .

Observe que cada indicador de suavidad es una magnitud vectorial con M componentes, donde
M es el numero de particulas.
A continuacion, se utilizan los indicadores de suavidad para calcular los pesos w]'f yw, para

p=0,1,2, estos son:

+ O - Op =1, M (3.1.5)
w, . = : w, . = : , =1, M, 1.
P b0+ 60+ 63, Y 0o + 01 + 05,

donde

O = — Py = 3.1.6
PTG IS Y T 4 I8, (3.16)
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aqui, el sequndo subindice © denota cada campo caracteristico y los coeficientes ¢, para p =

L. _ 6 _ 3
100 &1 = 10 Y2 = 15

0,1,2, son los pesos ideales (Jiang y Shu [40]) que se dan por ¢y =
El parametro 6 > 0 se introdujo originalmente para evitar que el denominador fuese nulo,
sin embargo, como se senala en [40] la eleccion de este pardmetro depende del problema y
de la maquina en la que se realizan los calculos, En este trabajo tomamos este valor como
5 =105,

Ahora, la i — ésima componente de los flujos numéricos caracteristicos §;+1/2 Y ?]j_+1/2 se
obtiene mediante el uso de los pesos (3.1.5) como sigue

+ +

~ Wo,; Wi
9}:1/2,1' = 6 (29;2,1' - 79;1,1' + 119;;‘) + 6 <_g;1,i + 59}:’ + 29}:1,@') (3.17)
+ . .
Wa i
+ 67 (29}:‘ + 59;‘:1,2‘ - g;rz,i)
Yy
~ Wo 4 _ _ _ Wy _ _ _
j+1/20 = g (—gj 1+ 595, +2651,) + 6 (295 + 595114 — 2651,4) (3.18)
- ) ) ) 1.
+ (1lgj+1,i — 1G0T 29j+3,i) :

6
Por dltimo, se realiza la reconstruccion de las variables originales utilizando de nuevo la
informacion espectral

~

fji% = Rj+1/2§;r+1/2 Yy f;r% =Rj11/29;11/0- (3.1.9)
Por lo tanto, el flujo numérico se obtiene tomando
P o
foo=f, +f, (3.1.10)

Un aspecto importante a tener en cuenta de los métodos de alto orden que involucran in-
formacion espectral, es su elevado costo computacional, el cual es aun mayor si tenemos

sistemas de ecuaciones, o mas de una dimension, o un gran numero de puntos en la malla.

En la referencia [20], los autores implementaron esquemas de multiresolucion adaptativa
gunto con WENO componente a componente, es decir, sin incluir informacion espectral, en
tal caso, la matriz Rjy1/2 se sustituye por la matriz idéntica M x M.

El método de multiresolucion es una técnica destinada a disminuir el costo computacional
asociado a los métodos de alta resolucion, esta técnica de multiresolucion fue disenada orig-

inalmente por Harten [35] para ecuaciones hiperbdlicas.
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3.2. Meétodos adaptativos de multirresoluciéon

En esta seccion se presentan los conceptos y definiciones bdsicos introducidas por Harten [35]
para el andlisis de multirresolucion. Se presenta ademds un algoritmo de multirresolucion
para la solucion numérica de leyes de conservacion hiperbolicas en el caso unidimensional.
El método de multirresolucion aproxima la solucion a una tolerancia prescrita de una for-
ma mas eficiente, disminuyendo en el numero de veces que se calcula el flujo numérico por
WENO y reemplazandola en regiones donde la solucion es suave por aproximacion polinomi-
ales. Para ello se consideran los valores puntuales o medias de celda de la solucion numeérica
mediante un proceso jerdrquico de mallas anidadas diddicas.

A continuacion, se describe brevemente el algoritmo de multirresolucion, para mds detalles
ver las referencias ([20], [21], [26], [28)).

Consideremos el conjunto de mallas anidadas diddicas G*, 0 < k < L, sobre el intervalo

I :=la,b], donde

Gk = {‘/L‘f};\[:kOf .ZU;C = j : hk7 Nk = 2m—k7 m e N7

donde G corresponde a la malla original, que es la mds fina; y G corresponde a la malla
mas gruesa, con Nog = 2™. Dado que las mallas son uniformes, la longitud de la celda del
niwvel k es hy = (b — a)/Ny.

Los datos de entrada son promedios de celdas 5{;, j=0,1,..., Ny, de una funcion ®(x) sobre

0

las celdas [z, x?] del nivel mds fino G°. Note que G* estd formada a partir de la malla mds

fina G*=1 eliminando las componentes de la malla con indice impar, es decir
k—1 kg k=1 Ny
G -G = {%j—l}j:1

y GF 1N Gr =GP,
af = a5, 0<j< Ny (3.2.1)

Ademds, se definen

por lo tanto, este proceso (ver Figura 3.3) permite obtener ®F o partir de ®*! mediante

oF = it 0<j<N;.

J 2
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© o o © 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O O O O
k| | | | | | | | | | | | | | | | |
I T T T T T T T T T T T T T T T 1
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
o o o o o o o o o
k1l 1 1 1 f f f 1 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8
o] o (e} o (o}
k2| 1 f f 1
0 1 2 3 4

Figura 3.3: Diferentes escalas de promedios de celdas

Consideramos la sucesion de Ny valores

que se interpretardn como el valor promedio de celda de cierta funcion ®(x) sobre la malla
fina G°:

.

j—1

Se consideran las mallas anidadas G*, 1 < k < L y se definen

k
Zj

—k 1

P, = . ®(z)dr, 1 < j < Nj.
k

k
-1

Se sigue de esta definicion y de (3.2.1) que

zk $§J_—11 ng_l
. 1 1 1 k-1 k-1
% = " ®(x)dr = e / ®(z)dr + / P(z)dx | = B (@21'71 + @, ) :
Ty 4 F2j-2 %21

Por ende, la representacion de ® en cualquier malla G* a partir de la malla mds fina G*~

es por medio de la expresion

1
P = 5(@’;;_11 +®5), 1<j<N, 1<k<Le.

Por lo tanto {@?};V:’“l, 1 <k < L, puede ser calculado en forma directa del dato inicial ®° y

sin ningun conocimiento explicito de la funcion ®(x), mediante la expresion
1

k k—1 k—1
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Ahora, considerando los valores puntuales W% := W (z¥) de la primitiva de ®(z),

Y(z) = /90 ®(y) dy. (3.2.3)

Con el fin de recuperar la representacion de ® en G*¥~' a partir de su representacion en la
siguitente malla mads gruesa, se usa la equivalencia existente entre el valor promedio de celda

®" y el valor puntual W* de la funcidn primitiva (3.2.3). Mas exactamente, si
N,
b= {‘I’?}j:kl — = {‘I’k}] i

se tiene que

Tk = W(2h) = / dy—Z/ dy_th@ (3.2.4)

®F = (W —wh ). (3.2.5)

Tenga en cuenta que debido a la estructura anidada de las mallas, los valores del punto de

\I’f en cualquier malla gruesa G* puede obtenerse a partir del nivel mds fino G*~1 por
U= 0<j <N (3.2.6)

Ahora, para recuperar los valores de los puntos \I’;?_l sobre G*=1 de G*, se tiene en cuenta

la relacion (3.2.6) con el fin de obtener \1112“;1 Los wvalores restantes \Ilgj 1 oen zzzgj 1 para

1 < j < Ny se aproziman mediante el uso de polinomios interpoladores de (r — 1)-ésimo

grado en los puntos (®%_, .., Wk )
J+s—1
\I'gg 11 ~ \I'gg 11 = I(J/é] P Z ‘I’mpm (3.2.7)
m=j—s

donde r = 2s. A lo largo de este trabajo, solo tenemos en cuenta la interpolacion de orden

tres (r =4,s = 2), para la cual vamos a utilizar el polinomio interpolador de Lagrange, esto

es,
i+1 i1 k-1
T | ok ) 3.2.8
(@5 e = > v | ——* (3:2.8)
m=j—2  g¢=j-2 ~m "4
gF#m
Ast,
J+1 k-1 k
(1) = T2j-1 7 %
P\ Taj 1 k E
I
g=j—2 =™ 4

qFm
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Por lo tanto,

k-1 k k-1 E k=1 k
(xk 1 ) = Taj—1 — Tj1 Tgj1 —Xj Tgj — Ty
D _2\Ty; 1) = ok ok ok gk gk gk
-2 -1 j—2 I -2 J+1
hy —hg —3hy 1
_ 2 2 2 L
—hi —2h; —3hy 16’
k=1 k k=1 k. k—1 _ _k
($k_1 ) = Toj1 — Lj1 Lojq1 —Tj Logj 1 — Ljp
Pi\ 1) = b, —ak ok a”
Jj—2 Jj—1 Jj—2 J Jj—2 Jj+1
3hy —hg  —3h 9
-2 .2 ,_2 -
hie 2hi —2hp 16’
k-1 k k—1 k k-1
p(zE1) Toj—1 — Tj1 Tyj1 — Tjo Lo — Tin
j\t2j—1 E_ & E_ .k E_ .k
Ty =X Ly = Xj2 Ty —Tjn
hiy  3hy  —3hg 9
2 2 T2 _
he 2h, —hy 16’
k=1 _ _k k=1 k& k—1 k
(azk 1 ) = Loj 1~ Lj_o Toj 1 —Xj1 Toj 1 — Ty
Pji1\Ta51 S R ok ok
Jj+1 Jj—2 Jj+1 j—1 j+1 J
3hy  hy  —hy 1

De esta forma se obtiene,

1 .
—(— \I!k o+ 9‘1’?_1 + 9\Ilk \Ilfﬂ) para j=2,.,N,—1.  (3.2.9)

Para el caso j = 1 y j = Ny hay que usar puntos fuera del dominio, por ello es necesario
considerar otro conjunto de nodos de tal forma que los puntos queden dentro del dominio,
asi para 7 = 1 se toman los puntos Wy, W1, Wy y W3 y para j = N se toman los puntos
Un, Yn—1,¥N,—2 ¥ Yn,_3. Para estos dos casos procediendo como se hizo arriba obten-

emaos

1
T(f ! OF) = o (50f + 15W] — 505 + ) (3.2.10)

1
— (R, 5 —5WR,_, +15WL | +5W) ). (3.2.11)

I(xQNk % qlk) 16
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Sea d"(®) = {dk} la sucesion de errores de interpolacion al predecir los valores puntuales
de cada nivel de resolucion a partir del proximo nivel mas grueso

~k-1 I(x5 ), Ok) — wh

di=@5! — @, =®5" - -~ L 1< < Ny (3.2.12)

J

Las cantidades dl? se conocen como coeficientes de ondiculas o detalles. Los valores en

x'j L se calculan a partir de la funcién polinomial que interpola los puntos (\Il;q o - \Ilfﬂ, 1)
Teniendo en cuenta los valores en (3.2.9) y como hy_1 = §hk, se obtiene
Nkfl _ I(QJQJ 1,\Ilk) \Il;?_l
25—1 hk;—l
_ = (—Wh 49Uk | 9wk — Wk ) — W
-1
1 k k k k
= o (=W, — TP, +9¥; — W)
1 1, 7 9 + 1.,
s 1(_§‘I'j—2 R N g‘I’jH)
1 1
k k k k k k
W W) W W) (- W)
1 1
k k k
=&+ 2P~ P
1
= @) + §<¢§—1 — ).
Luego,
- 1 .
di = &5 — ®F — g(q> — @),  para j=2,..,N,—1. (3.2.13)

De forma andloga se calculan los valores en la frontera para 7 =1 y 7 = Ny, obteniendo

B 1
di = ! — b - §(3<I>’f — 4% + @) (3.2.14)

d];Vk = (I)g;/ifl - (I)f\fk ( q)lka 2 T 4(I)Nk 1 3‘I’]ka)- (3.2.15)

8
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Asi, tenemos los coeficientes de ondiculas

((®F ! — ok — 130k — 40k + &), para j =1,

k — .
dj = @5 — @ — (@), — ®},), para j=2,.., Ny —1,

. (I)];J:/i—l - (I)/]ng - é(_q)lka_z + 4(1)]ka—1 — 3<I>vak), para j = Nj.
De las ecuaciones (3.2.4), (3.2.6) y (3.2.13) tener la informacion (dk, <I>k) con
PF = (of, @, ..., BF, )

Y d;‘f = (d?,p d?ﬂ’ e dij) es equivalente a conocer ®1. Asi, podemos recuperar los prome-
dios de celdas ®° en el nivel mds fino a partir de los detalles d*,d>, ..., d" y el promedio de
celdas ®"° en el nivel mds grueso. La sucesion ®,; = (dl, dz, .. d, <I>LC) se denomina la
representacion de multirresolucion de ®°. Dado que los detalles corresponden a los errores de
interpolacion que contienen informacion acerca de la reqularidad local de ®, seran utilizados
para la construccion del conjunto de indices (4, k), que corresponde a las posiciones significa-
tivas en el siguiente sentido: si d;? son los detalles de la representacion de multirresolucion
en la malla mas fina de la solucion ®" en el tiempo t,, las posiciones significativas para el

siguiente paso de tiempo n + 1 son los puntos xf para el que (j, k) € D", donde

D" = {(, k) :|| d¥ [loo> 24} (3.2.16)

Aqui, ey = €/2F<7% donde € > 0 es una tolerancia prescrita (ver [22]) y || d? oo €s la
norma del mdzximo del vector df. Como se ha mencionado antes las soluciones de las leyes
de conservacion hiperbolicas desarrollan discontinuidades o choques, por ende, el conjunto de
puntos significativos D" debe ser ampliado para incluir los llamados "safety points”, dicha
extension se denota por ",

En [35], Harten propone el siguiente algoritmo para el cdlculo de "
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Algoritmo 38.2.1 Célculo de D".
1. Defina oi(j,k) =0, 1<j< N, 1<k<L.
2. fork=1,..., L,

for j=1,...,Ng
if || dY [|s< i then
di(@")
else
ﬂ(mak):17 m:]_la j7 ]+1
if || dY [|so> 2°t'e; and k> 1 then
A2~ Lk—1)=1, a2,k —1) =1
end

end

end

end

3. Defina ®" := {(j, k)|a(j, k) = 1}

Aqui, p € [1,7 — 1) con 7 = 2s — 1. Segun [35], el limite superior (T — 1) tiene en cuenta la
efectividad de la pérdida de reqularidad en las etapas finales de la formacion del choque.

El conjunto D" se usa para determinar si el flujo numérico se calcula usando un esquema
numérico estandar (en este trabajo, el esquema WENQO-5 espectral) o bien se calcula uti-
lizando interpolacion a partir de las mallas mds gruesas, este es un aspecto crucial debido
que en general, el costo computacional para aprorimar numéricamente soluciones de leyes de
conservacion se concentra en el cdlculo de los flujos numéricos, especialmente si se emplea

un esquema basado en informacion caracteristica.

Los detalles o coeficientes de ondiculas contienen informacion acerca de la reqularidad local de
la solucion, ademds el proceso de compresion de datos implica descartar aquellos coeficientes
que son mds pequenos en valor absoluto que una tolerancia preestablecida. En este sentido
el siguiente resultado (ver [35], [48]) justifica la eleccion de los pardmetros usados en el
algoritmo 3.2.1 para la construccion del conjunto de indices correspondiente a las posiciones

significativas.
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Observacion 3.2.1 Si la funcién u(z) en © = z* posee p — 1 derivadas continuas y una
discontinuidad de salto en la derivada p-ésima, entonces en los puntos xf cercanos a x* se
tiene

(R )P[u®)], si 0<

<
dE(0°) ~ P>
i) {(hk)pu(p), si p>T,

donde 7 es el orden de precisién de la aproximacién (7 =r — 1), p < 1y [] denota el salto
en la discontinuidad.

(3.2.17)

El objetivo de los esquemas de multirresolucion es poder comprimir la mayor cantidad de
datos para reducir el costo computacional, para ello se consideran solo los detalles d? cuya
norma (escalada) es mayor que un valor de comparacion dependiente del nivel, éste valor es

una tolerancia preestablecida e mencionada en (3.2.16). Esto es, calcular las cantidades

0, si [l <

~k " .
d; =tr. (dj) = 1<j< N, 1<k<L,,

d;, si ||dilloo > ex,

donde tr,, es llamado operador de truncamiento.

Por tltimo, incorporamos toda la informacion descritas en este capitulo para el diseno del
algoritmo introducido por Harten [35] que finalmente permite obtener la solucion numérica.
Dada la solucion ®™° sobre la malla mds fina en t = nAt, la solucion ®"™° en la malla

mdas fina en t = (n+ 1)At es usando el siguiente algoritmo.
Algoritmo 3.2.2

1. Calcule el conjunto de puntos significativos D" := {(j, k)|i(j, k) = 1}  (ver algoritmo
3.2.1).

2. Construya la representacién de multirresolucién de ®@™° y después de descartar los
~n,0
detalles no significativos recupere la soluciéon en la malla més fina, denotada por "

3. En cada etapa del método de Runge-Kutta calcular £ a partir de los flujos numéricos
~n70 . . .
para todos los niveles usando @ | tales flujos se calculan usando WENO-5 si (5, k) €

D" o utilizando interpolacién polinomial si (j, k) no es un punto significativo, de otro
modo

4. "0 es tomada como la solucién (en la malla fina) obtenida en la tltima etapa del
método de Runge-Kutta.

Este procedimiento se repite hasta obtener la solucion numérica en el tiempo deseado.
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3.3. Discretizacion temporal

En primer lugar, recordamos algunos conceptos basicos (véase, por ejemplo, [28]). Considere

un método de Runge-Kutta explicito de s etapas, que en la forma Shu-Osher se escribe como

O = ", (3.3.1a)
i—1

20 =% <aik<1><’f> + At@kz:(q»(k))) >0, i=1,....s (3.3.1b)
k=0

Pl = o) (3.3.1c)

i1
donde a, = 0 sdlo si By, =0, y > ay = 1.
k=0

Supongamos que existe una constante Atpg tal que
|®" + AtL(®™)| < ||®"|| para 0 < At < Atpg, (3.3.2)

donde L(®) corresponde a alguna discretizacion espacial de la derivada —f(®), y || - || es
un funcional convero. Entonces, se dice que el método de Runge-Kutta de s etapa (3.3.1)

preserva fuertemente la estabilidad (strong stability preserving (SSP)) si
1" | < max{[[@"[],[|@"[],.... [|[@" ™|}, (3.3.3)
siempre que (3.3.2) se cumple para un paso de tiempo At que satisface
At < éAtp. (3.3.4)

El parametro ¢ > 0 recibe el nombre de coeficiente SSP

Note que si g, Bi,. > 0, las etapas intermedias dadas por (3.3.1b) son combinaciones
convezxas del método de Fuler con pasos At reemplazado por %At. En este caso, suponiendo
que (3.3.2) se cumple, tenemos (ver [52]) que el método de Runge-Kutta (3.3.1) es SSP
(SSPRK) si el coeficiente ¢ SSP estd dada por

%Zv st B, # 0,

oo, en otro caso.

¢c=min{¢y:0<k<i<s}, donde ¢éy= (3.3.5)

Denotamos por SSPRK (s,r) el método SSPRK de s etapas y orden r. Los métodos de dis-

cretizacion de tiempo SSP son ampliamente utilizados en la solucion numérica de EDP’s
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hiperbdlicas porque preservan las propiedades de estabilidad no lineales las cuales son nece-
sarias para los problemas con soluciones discontinuas. Por otro lado, debido a la convexridad,
las etapas intermedias del método SSPRK tienen propiedades SSP (i.e. ||®9| < [|®C Y]]
para i = 1...,s). Esta caracteristica es especialmente importante para algunas aplicaciones
como es mencionado en [28], particularmente en problemas de sedimentacién porque estamos
evitando concentraciones negativas en las etapas internas, lo cual no tiene significado fisico.
Con relacion a los métodos de discretizacion temporal, hay dos aspectos cruciales en consid-
eracion: la eficiencia, que es medida por el asi llamado coeficiente de efectividad SSP definido
como C, = ¢/s y los requerimientos de almacenamiento.

En vez de usar el método popular SSPRK (3,3), el cual tiene C, = 1/3 y puede ser im-
plementado con dos registros de memoria, emplearemos el método SSPRK (10,4) reciente
desarrollado por Ketcheson en [41]. Este método puede ser implementado con dos registro
de memoria y tiene un coeficiente de efectividad SSP igual a 0,6 mayor que cualquier méto-
do de cuarto orden (hasta diez etapas) conocido hasta el momento, ademds éste es el inico
método SSP de cuarto orden cuya optimalidad ha sido probada analiticamente. Ketcheson
[41] reporté métodos con mas de 10 etapas y tres registros que son mas eficientes que el
SSPRK(10,4), sin embarqgo, el valor de C, se incrementa muy lentamente con el nimero de
etapas, por ejemplo, el método mas eficiente encontrado tiene 26 etapas y Cerr =~ 0,696.
Antes de describir el método SSPRK (10,4), mencionamos que no consideraremos métodos
de quinto orden porque necesariamente involucran valores negativos de [3;;’s (teorema 4.1
en [49)), lo cual implica la necesidad de calcular el operador downwind L(®*) y el operador
upwind E(q)k) para la misma etapa.

Coeficientes del método SSPRK (10,4). Los coeficientes no nulos correspondiente a Shu-
Osher en (3.3.1) del método SSPRK (10,4) son: (ver [{1])

& siie{l,...,4,6,...,9},
Bii1 = 1—15, st 1 =D,

&, sii=10,

3
ﬁlO,OZ%

1, siie{l,...,4,6,...,9},
Qi1 = %, St 1 =D,

3 sii=10,
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3
Q50 = g,
- 1
10,0 = o5’
9
o = —.
10,4 o5

Gracias a la relacion algebraica entre estos coeficientes (que son nimeros racionales) una

relacion con dos registros de SSPRK (10,4) es

@ =P @g=2
for i=1:5

@1 =q+ éAtﬁ((h);
end
@ = 3 (g2 + 9q1);
¢1 = 15¢2 — 5¢1;
for 1=6:9

@ =@+ §ALL(q);
end

g1 =q2 + gfh + %OAU-:(Ql);

" = gy

La entrada ®° aproxima la solucion en t = t"™ = nAt y el paso de tiempo At se calcula de

forma adaptativa por
_CFLx*h

v
’yméx

donde 7. €s la estimacion de la velocidad caracteristica mdzima para ®° y CFL es el

At

Y

numero de Courant. Recordemos que la condicion CFL es una condicion necesaria para la

estabilidad del modelo.



CAPITULO 4

Experimentos numéricos

4.1. Ejemplo 1. (M = 4)

FEste primer ejemplo corresponde al caso estandar de cuatro especies [20, 32], con la misma
densidad 0y = 02 = o5 = 2790kg/m? y diferentes didmetros normalizados (d; = D;/D1):
dy =1, dy =0.64, d3 = 0.36 y dy = 0.16. La profundidad (no normalizada) del recipiente
en el experimento es L = 0.3 m. La madxima concentracion total es ¢msx = 0.6, junto con
las concentraciones iniciales ®° = (¢, ¢9, #3, %) = (0.05,0.05,0.05,0.05). Los pardmetros
fisicos restantes son g = 9.81m/s?, yus = 0.02416 Pas y o = 1208 kg/m?. La Tabla 4.1 y la
Tabla 4.2 muestran los errores aproximados en la norma L' denotado por e1, es, €3 y e para
cada especie Yy e;; para la concentracion total con la tasa de convergencia cr correspondiente

at=20 yt=>50 sequndos respectivamente.

Tabla 4.1: Errores aproximados en la norma L'(x107°) y tasa de convergencia (cr) para cuatro
especies en t = 20 s.

Ny el cr es cr es cr eq cr €tot cr

256 123.65 - 83.82 - 76.89 - 49.90 - 205.09 -

512 58.44 1.08 40.42 1.05 38.17 1.01 24.12 1.05 96.73 1.08
1024 30.39 0.94 20.56 0.97 18.36 1.06 12.09 0.99 50.82 0.93
2048 14.98 1.02 9.42 1.12 8.21 1.16 5.17 1.22 24.96 1.02
4096 7.44 1.01 4.77 0.98 4.12 0.99 2.55 1.01 12.85 0.96
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Tabla 4.2: Errores aproximados en la norma L!(x107°) y tasa de convergencia (cr) para cuatro
especies en t = 50 s.

Ny el cr €9 cr es3 cr ey cr Etot cr
256 121.99 - 81.21 - 72.58 - 48.41 - 204.16 -
512 65.17 0.90 44.99 0.85 40.67 0.83 23.76 1.03 107.41 0.93

1024 32.94 0.98 21.89 1.04 19.42 1.06 11.25 1.08 55.79 0.94
2048 16.65 0.98 11.20 0.96 9.35 1.05 5.53 1.02 29.71 0.91

4096 11.41 0.54 7.57  0.56 5.58  0.74 298  0.89 21.33 0.48

Como no se dispone de las soluciones exactas, los errores se miden mediante el uso de una
solucion de referencia con N,.y = 16384 celdas. Estos errores aprozimados se calculan de
la siguiente manera. Denotemos por gbf-vo(-,t) la solucion numérica para la i-ésima com-
ponente en el tiempo t para una malla con Ny puntos, es calculada para la discretizacion
Ny € {256,512,1024,2048,4096} y ¢§€f(-,t) la solucion de referencia para i-ésima compo-
nente. Suponga que ¢°(x,t) = ¢2°(t) = const. para x € [(j—1/2)Ax, (j+1/2)Ax); Supong-

J7Z
amos ademds, que ¢/ (

-, t) es constante a trozos en una malla de anchura 1/N,.; para un
determinado tiempo t y definimos r := N,.r/Ny € N, entonces el error en la norma Ly en la

especie i € {i =1,..., M} se computa de la siguiente manera

ref 1

e = et) = |61 (1) — 61 (-, 1)]|, = N Z|¢f@f o B (4.1.1)

Si definimos gijo (t) := qﬁjvf (t)+--- —i—gbfo (t) (y andlogamente, (;Sref( t)), entonces el error total

aprorimado en la norma Ly en ese momento viene dado por:

1 Nyet—1
Crot = Cot(t) = Nt Z ¢ref( t) — ¢|_]/T‘J( )} (4.1.2)
re: ]:0

Note que e (t) < ei(t) + -+ epm(t).
Una estimacion de la tasa de convergencia se calcula mediante la formula estdndar

_ log(e(N1)/e(N2))
log(Na/Ny)

(4.1.3)

donde e(Ny) y e(Ny) son los errores asociados con los valores consecutivos de Ny, Ny y Nj.

En la Figura 4.1 se muestran los errores frente a los puntos de la malla para cuatro especies
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Figura 4.1: Errores aproximados en la norma L' para cada especie y concentracién total en
t =20 s (izquierda) y t = 50 s (derecha).

ent =20yt =>50 sequndos. Con el fin de mostrar las capacidades de compresion del método
implementado, incluimos en la Figura 4.2 la solucidn numérica en t = 20 s (izquierda) y
t =50 s (derecha), cada figura muestra la compresion de datos correspondiente con cuatro
niveles (L. = 4) y Ny = 2048.

4.2. Ejemplo 2. (M = 11)

A continuacion, se considera el caso de once especies con igual densidad y diferentes tamano
de particulas (véase [20] y sus referencias). En este ejemplo, la altura de la columna es de
L = 0.935 m. Las concentraciones iniciales ¢Y, los didmetros D; y los didmetros normaliza-
dos d; = D;/ Dy se dan en la Tabla 4.3; la mdxima concentracion total es ¢ma = 0.641.

Por el bien de la inteligibilidad, solo mostramos en la Tabla 4.4 y la Tabla 4.5 los errores y
tasa de convergencia para la concentracion total, esta informacion se visualiza en la Figura
4.3. En las Tablas 4.4 y 4.5 también se incluye el rendimiento (en términos de tiempo de
CPU) de implementar el método espectral WENQOS combinado con multirresolucion adaptati-
va (MR—SPEC —WENOb) y el método espectral WENOS combinado sin multirresolucion
adaptativa (SPEC — WENOS5). Se observa la ventaja de utilizar multirresolucion adapta-
tiva para reducir el cdlculo del tiempo. En la Figura 4.4 se muestra la solucion numérica
ent = 20 s (izquierda) y t = 50 s (derecha), cada figura muestra la compresion de datos

correspondiente con cuatro niveles (L. = 4) y Ny = 2048.
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Figura 4.2: Solucién numérica y compresién de datos para M = 4 en t = 20 s (izquierda) y
t =50 s (derecha).

Tabla 4.3: Concentraciones iniciales ¢?(x107%), didmetros D;(x107°m) y didmetros nor-
malizados d;.

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

@) 0.435 3.747 14.420 32.603 47.912 47.762 32.663 15.104 4.511 0.783 0.060
D; 8769 8345 7921 7497 7.073 6.649 6.225 5801 5377 4.953 4.529
d; 1000 0.952 0903 0.855 0.807 0.768 0.710 0.662 0.613 0.565 0.516
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Tabla 4.4: Errores aproximados en la norma L'(x107%) y tasa de
convergencia para la concentracién total y CPU time (en segundos)

para MR-SPEC-WENOb5 y SPEC-WENO5 en t = 20 s.

Ny €tot cr CPU time CPU time
MR-SPEC-WENO5 SPEC-WENO5H
256 250.22 - 6.18 10.26
512 158.22 0.66 26.16 40.73
1024 69.58 1.19 102.47 164.73
2048 30.67 1.18 418.20 661.32
4096 16.35 0.91 1914.27 2597.08

Tabla 4.5: Errores aproximados en la norma L'(x107%) y tasa de
convergencia para la concentracién total y CPU time (en segundos)
para MR-SPEC-WENOb5 y SPEC-WENO5 en t = 50 s.

No €tot cr CPU time CPU time
MR-SPEC-WENOb5 SPEC-WENO5
256 293.86 - 17.40 25.03
512 132.37 1.15 67.48 99.91
1024 65.77 1.01 250.31 403.21
2048 31.31 1.07 1039.44 1601.62
4096 14.38 1.12 4704.43 6533.38
107 107
H% 107 Jg 107
10 2 4 10 2 ‘3 4
10 10 10 10 10
N
Figura 4.3: Errores aproximados en la norma L' de la concentracién total en ¢ = 20 s

(izquierda) y t = 50 s (derecha).
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Figura 4.4: Solucién numérica y comprensién de datos para M = 11 en t = 20 s (izquierda)
y t =50 s (derecha).



Conclusiones

En este trabajo se desarrollaron de manera muy detallada los cdlculos para mostrar la hiper-
bolicidad del modelo de sedimentacion de suspensiones polidispersas de Hdéfler - Schwarzer
presentados originalmente en las referencias [13] y [45]. ademds, como consecuencia del andli-
sis del cardcter hiperbolico del modelo se obtiene la informacion caracteristica necesaria para
la implementacion de un esquema numérico de alto orden teniendo en cuenta las ventajas
que implica el uso de esquemas espectrales en comparacion con esquemas por componentes.
Concretamente, implementamos métodos de multirresolucion adaptativa para el popular es-
quema numérico de alto orden WENOS espectral propuesta por Harten [35]. En el capitulo
4 damos evidencia numérica de las ventajas de utilizar la informacion caracteristica para un
esquema de alto orden al aplicar el método de multirresolucion adaptativa para un problema
descrito por leyes de conservacion medidos por la compresion de datos y disminucion en los

tiempos de calculos.
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