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Introduccidon

Con el interés, cada vez més creciente, en almacenamiento y transmision
de informacién, uno de los objetivos principales es conseguir la correcta
reconstruccién de ésta a partir de los datos leidos o recibidos de una
fuente. Esto con el fin de garantizar una comunicacion eficaz.

En esta tarea juega un papel vital la teoria de la informacion y mas
precisamente la teorfa de c6digos, cuyo fin esencial es detectar y corregir
errores que puedan suceder durante el proceso de transmisién o lectura
de los datos, dependiendo del caso. Asi, es de interés contar con cédi-
gos que tengan la mayor capacidad posible, fijados unos parametros, de
corregir errores.

Especificamente, en el caso de cédigos binarios lineales existe una clase
que, entre los cédigos de bloque, posee la mayor capacidad de deteccién y
correccién de errores. Estos son los c6digos doblemente pares extremales,
que si adema&s cuentan con la condicién de ser auto-duales, los automor-
fismos que se puedan definir sobre este espacio vectorial se comportan
de una manera particular, permitiendo asi incluso obtener el cédigo a
partir de la informacién proporcionada por el grupo de automorfismos
correspondiente.

Por esta razén en el presente trabajo de grado se proporcionan ini-
cialmente algunas definiciones basicas y resultados fundamentales para
la teorfa de cédigos en general, con el fin de estudiar con cuidado las
técnicas introducidas por Huffman[1] y trascendidas por Yorgov|2], pa-
ra caracterizar automorfismos de cédigos extremales tipo II, que son
los de nuestro interés. Resultados que son necesarios para el desarrollo
mostrado en el segundo capitulo dedicado a obtener algunas condicio-
nes necesarias, dado el tipo p — (¢, f) de un automorfismo de un cédigo
extremal tipo II, con p un primo impar.

Estas Condiciones son empleadas en el capitulo 2 para excluir algunos
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de los tipos de una lista de posibilidades para cada uno de los cédigos
analizados, estos son los de pardmetros [24,12,8], [48,24,12] y [120, 60,
24], todos extremales tipo II.

Finalmente, en el capitulo 3 de la lista resultante se determina si es
posible que exista un cédigo auto-dual, doblemente par y extremal con
automorfismos del tipo estudiado en cada caso particular. Lo que al final
nos lleva a obtener el cédigo en si, para los casos en los cuales no se llega
a una contradiccion.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Generalidades

1.1.1 Definicién. Sea K un conjunto finito con g elementos (un alfabe-
to) y n € N. Un subconjunto no vacio C' de K™ se denomina un cédigo
de bloque o simplemente un cédigo de longitud n sobre el alfabeto K.
Los elementos de C' se denominaran codewords. Si g =2 o ¢ = 3, en-
tonces llamaremos a C' un cédigo binario o ternario, respectivamente.

Recordemos que K™ es el producto cartesiano de n copias de K. Es
decir,
K" ={(a1,...,a,) | aj € K}.

Como ejemplo de alfabeto K, con |K| = g podemos considerar el con-
junto de las clases residuales médulo ¢. Es decir, K = {0,1,...,q — 1}.
Sobre este conjunto puede definirse una suma de tal forma que se obtie-
ne la estructura de grupo abeliano. Mas atn, si ¢ es un nimero primo,
entonces Zg es un cuerpo. Un cédigo binario corresponde entonces a un
codigo definido sobre el cuerpo Zo y un ternario a uno definido sobre el
cuerpo Zs.

1.1.2 Definicién. Sean K un cuerpo finito y n € N. Para uv =
(Ug,...,up), v = (v1,...,v,) € K™ definimos la distancia Hamming
d entre u y v de la siguiente manera

d(u,v) == |{j |uj #vj, j=1,...,n}.
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Para los vectores u = (1,1,0,0,1), v = (0,1,1,1,0) € Z3 se verifica
que d(u,v) = 4.

1.1.3 Teorema. La distancia Hamming d es una métrica. Es decir, para
todo u,v,w € K™ se verifican

1. d(u,v) >0y d(u,v) =0siysolosiu=wv
2. d(u,v) = d(v,u) (Simetria)

3. d(u,v) < d(u,w) + d(w,v). (Desigualdad triangular)

Ademsds d es invariante bajo traslaciones. Es decir, para todo u,v,w €
K™ se verifica que d(u + w,v + w) = d(u,v),

DEMOSTRACION. La no negatividad y la simetria son inmediatas. Sean
u = (up,...,up), v = (v1,...,0), w = (wq,...,w,) € K" Para la
desigualdad triangular note que si u; # v;, entonces u; # w; o v; # w;.
Con lo cual se sigue la afirmacion.

Por otro lado,

d(u,v) = H]’u]%'l)]vj:lvan}‘
{7l uj +wj #vj+wj, j=1,...,n}
= d(u+w,v+w)

O

1.1.4 Definicién. Sea C es un cédigo de longitud n sobre un alfabeto
K.

1. Si|C| > 1, entonces llamaremos a
d(C) := min{d(c,c) | ¢, € C,c # '}.

la distancia minima de C. Si |C| = 1, entonces definimos d(C) :=
0.

2. Sid(C) =dy M = |C|, entonces diremos que C es un (n, M, d)-
cédigo sobre K. Llamaremos a (n, M, d) los pardmetros de C.

Capitulo 1. Preliminares
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Si el alfabeto K es un cuerpo, es ampliamente conocido que K™ es un
espacio vectorial. Los codigos lineales no son més que subespacios de es-
te espacio vectorial. Estos, contrario a los cédigos en general, ademas de
ser un subconjunto de K", ofrecen abundantes ventajas. Por ejemplo el
codificador y el decodificador no necesita almacenar todos los codewords
sino solamente una base, ya que todos los codewords pueden representar-
se de manera unica en términos de los elementos de ésta. Por otro lado,
la distancia minima puede calcularse de manera mas réapida utilizando
los pesos de los vectores, concepto que se definird a continuacién. No obs-
tante resulta decisiva la rapidez de algunos algoritmos de decodificacién,
los cuales aprovechan la estructura de espacio vectorial.

1.1.5 Definicion. Sea K un cuerpo finito y n € N. Un cédigo lineal
C' es un subespacio vectorial del espacio K™. Escribiremos para ello
C < K"™. Si la dimensién dimg (C) = k y la distancia minima d(C) =
d, entonces diremos que C' es un [n, k]-c6digo o mas exactamente un
[n, k, d]-cédigo sobre K. Llamaremos a [n,k,d] o [n,k,d]q, si |K| = g,
los parametros de C.

Con ayuda de la funcién peso, la cual describimos a continuacion,
se puede determinar la distancia minima de un cédigo lineal con una
simplificacién considerable en los calculos.

1.1.6 Definicién. Sea K un cuerpoy n € N.

1. Para x = (z1,...,2,) € K" definimos

wi(xz) == d(z,0) = [{j | z; # 0}

y lo llamaremos el peso de z. La funciéon wt : K™ — Ny se
denomina funciéon peso sobre K™.

2. Si {0} # C C K", entonces se define el peso minimal de C,
notado con wt(C), de la siguiente manera

wt(C') := min{wt(z) | 0 # z € C}.
Para C' = {0} se define wt(C) = 0.

3. El soporte de un vector x = (x1,...,2z,) € K™ se nota y define
mediante

sop(z) = {j | 2 # 0}.

1.1. Generalidades
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Para U C K™ definimos ademas
sop(U) := U sop(u).
uelU

En particular wt(u) = |sop(u)| y
sop(U) ={j | Ju= (u1,...,un) €U, con u; # 0}.

1.1.7 Teorema. Si C' # {0} es un cdédigo lineal, entonces d(C) =
wt(C).

DEMOSTRACION. De la invariancia bajo traslaciones de d se sigue

d(C) = min{d(c,c) |ec,d €C, c# '}
min{d(c —¢,0) | ¢,d € C, ¢ # '}
min{d(z,0) |z € C, = # 0}

= wt(C).

O

El teorema anterior reduce considerablemente el costo en el calculo de
la distancia minima de un cédigo lineal. En efecto, se pasa de calcular
('g') distancias a determinar |C| — 1 pesos. Notemos con K**" al con-
junto de todas las matrices con entradas en el cuerpo K, que poseen k
filas y n columnas. Si A € K**" entonces notaremos con AT la matriz
transpuesta de A y con Rang(A) el rango de A. Si f es un vector fila,
entonces f1 denotard un vector columna.

1.1.8 Definicién. Sea C un [n, k]-cédigo sobre K.

1. Si k > 1, entonces una matriz G € K**" se denomina una matriz
generadora de C)| si

K*G = {(uy,...,u)G |u; € K} = C.
En particular, se verifica que Rang(G) = dim(C).

2. Si k < n, entonces una matriz H € K" %*" s¢ denomina una
matriz de control para C, si

C={u|ue K", Hu' =0}.
Del algebra lineal se sigue que

Rang(H) = n — dim(ker(H)) = n — dim(C) = n — k.

Capitulo 1. Preliminares
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1.1.9 Definicién. Se dice que G una matriz generadora de un [n, k|-
cédigo C estd en su forma estandar si es de la forma

1 0 0 = *
0 1 0 * *
G=(y|B)=
* *
0 0 1 = *

Por ejemplo para el cédigo binario auto-dual doblemente par extremal
con parametros [24, 12, 8] se tiene que la matriz generadora en su forma
estandar que esta dada por:

G = (112 ‘ A) € F%2X24,

donde I;5 € FéZXlZ es la matriz identidad con unos en la diagonal
principal y ceros en las demds posiciones y A es la matriz dada por:

011111111111
111111111111
110111000101
101110001011
111100010110
A - 111000101101
110001011011
100010110111
100101101110
101011011100
110110111000
101101110001

1.1.10 Teorema. Sea G € K**" con filas g1 = (911,---,91n)s --- »
9k = (9k1,---,9kn). Entonces G es una matriz generadora de un [n, k]-
cédigo C' sobre K, siy sélo si B = (g1,...,9x) es una base para C.

DEMOSTRACION. Supongamos que B = (gi,...,gx) es una base para

1.1. Generalidades
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C. Entonces para todo u € K* se verifica que

gir --- Gin
uG = (up,...,ux) | :

9k1 -+ Gkn

= (wign + -+ urgr1,-- -, u1G1n + - + UkGrn)
= wg1+ - +uggr € C.

Es decir,
K*G = {uG |ue K*} =,

y se tiene que GG es una matriz generadora para C.

Reciprocamente, supongamos que G es una matriz generadora para
C. Es decir, C = {uG | u € K*}. Entonces

(1,0,...,00G=g1,...,(0,...,0,1)G = gi
y se tiene que las filas de G pertenecen a C. Por lo tanto
C={uG|uec K"y ={uigi+ - +upgr | uj € K}

y consecuentemente C' = (gy,...,gr). Dado que dim(C) = k, se sigue
que B es una base para C. (|

1.2. Cadigos ciclicos y QR-Cddigos

En esta seccién se trataran algunos aspectos bésicos sobre los codigos
ciclicos y se definirdn un tipo especial de ellos, los cédigos de residuo
cuadraticos o QR-Codes, por sus siglas en inglés.

1.2.1 Definicién. Decimos que C < Fj es un cédigo ciclico si
(co,c1y.--,Cn—1) € C implica que (¢p—1,c0,¢1,-..,Cn—2) € C.

1.2.2 Lema. Sea C un [n, k]-cédigo sobre F,. Entonces, C' es ciclico si,
y solo si,

Clz) = {Z: et + (2" = 1) | (co,- - en1) € C)

es un ideal de F,[z]/(z"™ — 1), notado con C(x) < Fy[z]/(z™ — 1).

Capitulo 1. Preliminares
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DEMOSTRACION. =] : Sea C' un cddigo ciclico, veamos que
C(z) dFq[z]/ (=" — 1),

esto es, C(x) < Fylz]/(2" — 1) y para todo h € Fy[z]/(z" — 1) se debe
verificar que hC(x) = C(x). La primera condicién es clara por ser C(z)
cerrado con la suma de vectores y multiplicaciéon por escalares, compro-
bemos entonces la segunda. En efecto, sea Z?:_()l cirt + (" — 1) € C(x),
consideremos un caso base:

n—1 . n—1 .
x E gt = E o ettt
=0 1=0
=cox+...+cp_12"
=cor + ...+ cp_92™ ' + ¢, m6d (" —1)

Cno1 4T+ ...+ cpox™ € C(x),

dado que C es ciclico. Con lo que se muestra la afirmacion.

<] :Supongamos que C(x) I Fylz]/(z" — 1), si @ = co + 1z + ... +
cn—12" 1 € C(z), entonces xa = ¢—1 + coT + ... + ch_0z™ € C(),
luego (co, 1, - .., cn—1) € C implica que (c,—1,co,C1, ..., cp—2) € C. Con
lo que se tiene que C es ciclico. O

1.2.3 Teorema. Sean C un [n, k|-cédigo sobre F, y C(x) su correspon-
diente ideal en F4[z]/(z™ — 1). Entonces:

(a) Existe un tnico polinomio ménico g con grado minimo n — k, tal
que g+ (2" —1) e C(x), gla"—1y

Clx) =(g):={f-g+ (=" = 1) | f € Fyla], grad(f) < k}

(b) B := (g,2g,...,2" 1g)es una base para C(z), ademdsdimp, C =
n — grad(g).

(¢) Sig="""Fa;z", entonces:

aO a/]. DY ak 0 DY 0

0O a a -+ a 0 O .
G = . . EFan7

0 ... 0 a/o a’l e ak

es una matriz generadora para C.

1.2. Cadigos ciclicos y QR-Codigos
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DEMOSTRACION.

(a)

Mostremos inicialmente la unicidad de g. Sean g, h polinomios de
grado minimo n — k con la propiedad enunciada, luego como am-
bos son moénicos grad(g — h) < n — k, entonces g — h = 0 por la
minimalidad de estos polinomios, y asi ¢ = h. Mostremos ahora su
existencia, dado que F,[z]/(z™ —1) es un anillo de ideales principales
y C(x) es un ideal de éste, se sigue que existe g con grado minimo
tal que C'(z) = (g).

Finalmente veamos que g | 2" — 1. En efecto, de la divisién con
resto se tiene que existen h,r € Fy[z] tales que 2™ — 1 = gh +r,
con grad(r) < grad(g). De esta manera, r = (z" — 1) — gh,
asi r = —gh € C(x), ya que C(x) es un ideal y g € C(z). Con lo
que se concluye que 7 = 0 por minimalidad de g, es decir, g | 2™ —1 .

De (a) se tiene que C(x) = (g), esto es, (g, xg,..., v¥71g) genera

a C(z) y claramente es linealmente independiente, en consecuencia
una base para C(z) y también dimp, C(z) =k —1+1=k

Sig= Z?;ok a;x' y ag # 0 por minimalidad de g, entonces como
nuevamente de (a), (g, zg,..., 2" 1g) es una base para C(z) = C,
entonces ((ag,ai,...,ap—,0,...,0),...,(0,...,0,a0,a1,...,6,—k))
un sistema de Fy es una base para C' sobre F,.

g

1.2.4 Definicién. Sean p un primo impar y a € Z* con p t a. Entonces

a.

b.

Decimos que a es un residuo cuadratico médulo p si existe b € Z,
tal que a = b% méd p.

Definimos el simbolo de Legendre como la funcion

() . 7% — {-1, 0, 1},

p
dada por
a 1, Sia es un residuo cuadratico méd p
<> = 0, Sipla
p

—1, Sia no es un residuo cuadratico moéd p.

Capitulo 1. Preliminares
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Por ejemplo, en Z7 1, 2 y 4 son residuos cuadraticos médulo 7, ya que
4=22méd 7,2=42méd 7y 1 = 62 méd 7 = 12 méd 7. De hecho si

definimos:
Qp:—{aEN\1<a<p/\(a> —1}
b

Np::{a€N|1<a<p/\<Z>:—l}.

Se puede probar que |Qp| = |Np| = %. En efecto, definamos
L X X
a:F) —F),
z— afx) = 22,
Veamos que o € End(F;). Sean a,b € ', entonces

afab) = (ab)? = a*b* = a(a)a(b).

Ahora Kern(a) = {a € F, | a> = 1} = {1, —1}. Entonces

Fy p—1
= I = p = .
‘QP’ | m(a)] ]Kern(a)] 9

. . 1 . Ly ,
De esta forma, si F; tiene pT residuos cuadraticos moédulo p, entonces
tiene la misma cantidad de no residuos cuadraticos médulo p, estos es,

Qpl = IN,| = 252

1.2.5 Definicion. Sean p # 2 un primo, r # p otro primo con (%) =1,
FE una extensién del cuerpo F,, = K que contiene una p-ésima raiz de la
unidad a # 1, i.e., K < E, o =1 # «a y definamos

a(z) = [] (@ —a') € F2]

i€Qp

n(x) := H (z — a') € F,[z],

iEN,

entonces los cédigos ciclicos de longitud p sobre F, generados por
q(z), n(x), q(z)(x — 1), n(z)(x — 1) son llamados cédigos de resi-
duo cuadratico y se denotan por Q,N,Q y N.

1.2. Cadigos ciclicos y QR-Codigos
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1.3. Dualidad

Similar como en los espacios vectoriales euclidianos se describe el c6di-
go dual con base en una forma bilineal no degenerada, la cual se constru-
ye exactamente igual al producto escalar euclidiano. Para ello definimos

(1):K"x K" — K

mediante
n
(ulo) = ujv;,
j=1
donde K es un cuerpo, u = (u1,...,Up) y v = (V1,...,0p).

1.3.1 Lema. Sean u,v,w € K" y a,b € K. Entonces

(@) (u+vw) = (ufw) + (v]w)
() (aulv) = a(ulv)
(©) (ufv) = (v]w).

Es decir, (| ) es una forma bilineal simétrica.
(d) (Olv) = (v]|0) =0
(e) Si (ulv) =0, para todo v € K™, entonces u = 0.

Es decir, (| ) es una forma bilineal simétrica no degenerada.

DEMOSTRACION. Las primeras cuatro afirmaciones son inmediatas. Para
demostrar la tltima, sea v el j-ésimo vector de la base candnica de K™,
esto es, v = e;, entonces 0 = (ule;) = u;. Por lo tanto u = 0. O

1.3.2 Definicién. Sea C un [n, k]-cédigo sobre un cuerpo K.

(a) El cédigo dual de C, notado con C*, se define de la siguiente
manera:

Ct:={ue K" (ulc) =0, Ve e C}.
(b) C se denomina auto-ortogonal, si C C C*.

(c) C se denomina auto-dual, si C' = C*+.

Capitulo 1. Preliminares
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Puede verificarse sin dificultades que M~ es siempre un subespacio vec-
torial de K™, atin cuando M se simplemente un subconjunto de K™. En
particular, un cédigo auto-dual es siempre lineal.

1.3.3 Teorema. Sea C un [n, k]-c6digo sobre un cuerpo K con |K| = q.
Entonces

(a) C+ esun [n,n — k]-cédigo sobre K.
(b) (CH)=C.

(¢) G es una matriz generadora de C' si, y sélo si, G es una matriz de
control de C*.

(¢) H es una matriz de control de C si, y s6lo si, H es una matriz
generadora de C*.

(d) Si (I | A) es una matriz generadora de C (en forma estdndar),
entonces (—AT | I, ;) es una matriz generadora de C*, por lo
tanto una matriz de control de C.

(e) Si C es auto-dual, entonces k = 5. En particular, todo cédigo auto-
dual tiene longitud par.

DEMOSTRACION.

(a) Sea G una matriz generadora para C, cuyas filas estdn dadas por

fi=(gi1,--,9in), J=1,... .k

Entonces = (x1,...,2,) es un elemento de C* si, y sélo si,
(z|f;) = 0, para todo j = 1,...,k. Esto es equivalente a afirmar
que z es solucion del sistema homogéneo de k ecuaciones lineales en
las variables x4, ..., x, dado por

91121 + g12x2 + - + ginTn =
g21%1 + G222 + - + GonTn =

Jk1T1 + Gra®2 + -+ + Gentn, = 0.

En conclusion
reCt e G’ =0.

1.3. Dualidad
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(d)

()

Del algebra lineal sabemos que

n = Rang(G) + dimg{z € K" | GzT = 0}.
Es decir,

n = Rang(G) + dimg C*.

De donde se sigue que dimg C+ =n — k.
Siz e Cywve C entonces (z[v) = 0. Por lo tanto = € (C+)*.
Esto demuestra que C' C (C1)+. Ademais

dimg (CH)t =n— (n— k) = k = dimg C.
Con lo cual se tiene la igualdad.
En (a) se demostro que si G es una matriz generadora de C, entonces
G es una matriz de control de C*.

Reciprocamente, sea G una matriz de control de C+. Dado que C* es
un [n,n — kj-cédigo sobre K, se verifica que toda matriz generadora
de C* tiene n — k filas. Por lo tanto cualquier matriz de control de
C* tiene n — (n — k) = k filas. Supongamos entonces que las filas
de G estan dadas por

fj:(gjla'-'agjn)a j:].,,k}

Entonces (y|fj) = 0, para todo y € C* y para todo j = 1,..., k. Es
decir, cada f; pertenece a (C+)+ = C. Dado que las filas de G son
linealmente independientes y ademas el nimero de filas de G, que
es k, coincide con

kE=n—(n—k)=dimgC.
Por lo tanto G es una matriz generadora de C.

Usando (b) y (c) tenemos:
H es una matriz generadora de O si y solo si H es una matriz de
control de (C+)t =C.

Se verifica que

AT
= AT +1, AT
=0.

(AT | L) (I | A =(—AT | I,_4) ( I’“)

Capitulo 1. Preliminares
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Se sigue entonces que (—A” | I,,_;) es una matriz de control de C
y consecuentemente una matriz generadora de Cc+t.

(f) Si C es auto-dual, entonces n — k = k y se tiene la afirmacién.
O

1.3.4 Definicion. Sea r € N. Un cddigo C se denomina r-divisible,
si para todo ¢ € C se verifica que r | wt(c). En particular, si r = 2 se
dice que el cédigo es par y si 4 | wt(c), para todo ¢ € C, entonces C' se
denomina doblemente par.

1.3.5 Lema. (Divisibilidad) Sea C' un cddigo binario auto-dual de
longitud n. Entonces

(a) C es 2-divisible.

(b) Si4|wt(c), para todo ¢ en una base de C, entonces C' es un cédigo
doblemente par.

DEMOSTRACION.
(a) Sea ¢ = (c1,...,cp) € C. Dado que K = [Fy (caracteristica 2) tene-

mos i
0= (cle) Zc=21=wt(c)
J=1

Cj 760

Por lo tanto C es 2-divisible.

(b) Es suficiente demostrar que si ¢,d € C, 4 | wt(c) y 4 | wt(c),
entonces 4 | wt(c + ¢). Note inicialmente que

wt(c+ ') = wt(c) + wt(') — 2 |sop(c) Nsop(c’)|. (1.1)

De la auto-dualidad de C' se sigue que

0= (c|d) =

IIM@

Z 1 = |sop(c) Nsop(c)]| - 1.

ch

Es decir, 2 | |sop(c) Nsop(c’)|. Por lo tanto, si 4 | wt(c) y 4 | wt(),
usando (1.1) se sigue que 4 | wt(c+ ).

1.3. Dualidad



14 Darwin Villar

g

Entre los codigos auto-duales existe una clasificacién especial depen-
diendo del cuerpo sobre el cual estdn definidos y su r-divisibilidad, de la
siguiente manera.

1.3.6 Definicién. Sea C un cédigo auto-dual r-divisible, con r > 1.
Entonces, se dice que C' es un cédigo:

(a) Tipo I si es binario y no es doblemente par, i.e., r # 4.
(b) Tipo II si es binario y doblemente par.

c¢) Tipo I1II si es ternario, que a su vez por ser auto-dual implica ser
P q p P
3-divisible.

(d) Tipo IV sies un c6digo sobre Fy, en consecuencia es par.

Capitulo 1. Preliminares
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Tipos de automorfismos de
codigos tipo |l

Un teorema de Gleason, Pierce y Turyn [3] garantiza que, si s > 1
divide el peso de cada codeword en un cédigo binario auto-dual no trivial,
entonces s = 2 o s = 4. Los cbédigos binarios auto-duales satisfacen
automaticamente esta condicién, cuando s = 2. Los cddigos binarios
auto-duales doblemente par existen, si n es un multiplo de ocho [4].

Un teorema de C.L. Mallows y N.J.A. Sloane [6] demuestra que la
distancia minima d de un [n, k, d]-cédigo binario auto-dual satisface la
desigualdad:

d<4|f|+4, si n#22méd 24

d<4|3|+6, si n=22méd 24,

donde |z]| denota la parte entera de x. Los c6digos que alcanzan esta
cota son denominados extremales. Si n es un miltiplo de 24, enton-
ces un codigo binario auto-dual que alcance la cota forzosamente debe
ser doblemente par [7]. Por lo tanto, los cédigos binarios auto-duales y
extremales con longitud un multiplo de 24 resultan de especial interés.

En resumen los cddigos binarios auto-duales y extremales tienen
parametros [24m, 12m, 4m+4], para algin m natural. Shengyuan Zhang
[8] demostré que para m > 153 tales c6digos no existen y hasta el mo-
mento s6lo se encuentran caracterizados los casos m =1y m = 2, los
cuales corresponden respectivamente al [24, 12, 8]-cédigo extendido de

15
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Golay y al [48,24, 12]-c6digo de resto cuadratico. Como puede notarse,
tales cédigos tienen una longitud acotada n. La cota conocida hasta el
momento es de 3672 y como notamos anteriormente, la existencia solo
ha podido demostrarse para valores muy pequenos de m.

Otro problema interesante es la caracterizacién del grupo de automor-
fismos asociado a tales cédigos. Para una permutaciéon ¢ € Sym(n) y
v=(v1,...,v,) € F} se define

J(U) = (Ua(l)v v 7v0(n))'

El cédigo binario C' y su imagen son llamados equivalentes. Si C' =
o(C), entonces la permutacién o se denomina un automorfismo de C.
El conjunto de todos los automorfismos del cédigo C' forman el grupo
de automorfismos de C' y se notara con Aut(C).

Finalmente, si C' es un [n, k]—cddigo sobre Fy y o € Aut(C'). Entonces,
decimos que o es del tipo p — (¢, f) si 0 € Sym(n) estd compuesto por ¢
p ciclos y f puntos fijos.

2.1. Fundamentos algebraicos

Siendo C un cddigo lineal de longitud n y o € Aut(C') del tipo p—(c, f),
a lo largo de esta seccion se hard uso de una notaciéon estandar para
algunos conjuntos especiales tales como:

F,(C):={ce C|o(c) =c}, donde o € Aut(C).
E,(C):={veC|wt(v|g,) =0méd 2,i € {1,...,c+ f}}.
Sea ademas 7 la funcion
7 Fy(C) — FSH
& (n(@))i = 25,

donde j € Q;, 0 = Q...Q.r. En adelante notaremos su imagen

m(Fy(C)) con F,(C).

Veamos algunas nociones de F,(C), E,(C)y o € Aut(C). Sea o =
Qp...Qcyp, donde Qcyq ... Qe r son puntos fijos. Asi, se entenderd para
C = (c1,.--,¢n), Cla; = (cayy,---»c;), con Q = (Q1...8Qy), siendo
[ la longitud del ciclo. Luego, por ejemplo si

C = 000111111000000000011000 y o = (123)(456)(789),

Capitulo 2. Tipos de automorfismos de codigos tipo Il
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entonces C|(123y = (000) y Clyussy = (111). Note ademds que por
definicién si ¢ € E,(C) y f # 0, entonces c|g, = 0 para todo
sef{c+1,...,c+ f}. Por otro lado si

o=(123)(456)(789)(101112) y C = 101 000000 101 011 011 000 000,

entonces o(c) = (110 000 000 110 011 011 000 000). En este caso note
incluso que ¢ # o(c), por lo que ¢ ¢ F,(C), por definicién. Ademds, se
nota del ejemplo que para que un ¢ € C esté en F,(C) se debe cumplir
que cg, = cq,,méd 2, para todo Qy, Q. € Qj, con j € {1,...,c+ f}.

Finalmente, como claramente F,(C)UE,(C) C C, si C es doblemente
par, entonces ambos, tanto F,(C'), como E,(C'), también lo son. Y si C es
auto-ortogonal, mucho mas si es auto-dual, entonces ambos subcddigos
también lo son.

2.1.1 Lema. Sea C un c6digo auto-dual. Entonces Fy,(C) es auto-dual
de longitud n — ¢(p — 1). Ademas, si C' es doblemente par y p = 1 méd
46 f =0, entonces F,(C) también lo es.

DEMOSTRACION. Veamos inicialmente que F,(C) = F,(C). Clara-
mente 7 es una aplicacién lineal, como consecuencia de que o € Aut(C),
ademads sobreyectiva. Luego, sélo falta comprobar que 7 es inyectiva.
En efecto, si x € F,(C) tal que m(x) = 0, entonces z; = 0 para i €
{1,...,n}, por definicién de 7. Es decir, m(z) = 0 con lo que se tiene
que z = 0. De esta manera Kern(m)={0} y 7 es inyectiva. Por lo tanto
se tiene la afirmacién inicial.

Mostremos a continuacién que F,(C') es auto-ortogonal. Dado que C'
es auto-dual, para v,w € F;(C) C C se verifica que:

c+f
0= (vjw) pz vw; + Zi:cﬂ vwW;,

donde (vi,...,veyf) =7(v) y (w1,..., wers) = m(w), lo cual siempre es
posible por ser 7w biyectiva.

Como p es primo y p # 2, al ser C' un cddigo binario, se tiene que:

c+f
= Zi:l VW = (W(U)vﬂ-(w))v

dado que
C C
pZi:l Viw; = Zi:l v;w; mod 2.

2.1. Fundamentos algebraicos
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Ademds, como 7(v), m(w) son cualesquiera en F,(C), al serlo v,w €
1
F,(C), se tiene como consecuencia que F,(C) C F,(C) ", asi por defini-

cién F,(C') es auto-ortogonal.

Es ampliamente conocido que si K es un cuerpoy C < K™ conn € N,
entonces
dimg (C) + dimg (CF) = n.
De esta manera, como ya se sabe que F,(C) es auto-ortogonal, basta
—1
con mostrar que tiene la misma dimensién que F,(C)  para tener que

es auto-dual. Prosiguiendo en este sentido, se tiene del teorema 3.2 de
[12] y del hecho que F,(C) = F,(C) que

dimg, {v € F} | 0(v) = v} = 2dimy, F,(C) = 2dimy, F,(C).

Ahora, como

L 1, le Qj
(€)= { 0, otro caso,

es una base para Vp := {v € F} | o(v) = v}, se sigue que:

dim, 75 (C) = %(c L),

siendo (c+ f) la longitud de F,(C'), con lo que se tiene el resultado. Note
que como n = pc+ f, se verifica que ¢+ f = n—c(p—1).. Para terminar
veamos la tdltima afirmacién. Sea v € F,(C), entonces wt(v) = 0mdd
4y wt(v) = pd i m(v)i + D i_eyq Hfm(v)i. Luego, si p = 1mdd 4,
entonces:

wi(o) =p >0 w(@)i+ Y (o)
=3 w)i+ 37wy mod 4

c+f —n
=, m(v)i = wt(n(v)).

Como v € F,(C) es cualquiera entonces F,(C') es doblemente par. Igual-
mente, si f = 0, entonces:

wi(v) =p)  m(v);
=0 mod 4,

Capitulo 2. Tipos de automorfismos de codigos tipo Il
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y como p no es miultiplo de 4, entonces necesariamente lo debe ser

2 iz m(v)i = wi(m(v)). 0

2.1.2 Corolario. Sea C un cédigo auto-dual y doblemente par. Sip =1
méd 4y p#£ 1 méd 8, entonces ¢ es par.

DEMOSTRACION. Dado que C es auto-dual y doblemente par, por el
lema 2.1.1, se tiene que F,(C') también lo es. Por ende su longitud es
divisible por ocho. (Ver [4]) Entonces n — ¢(p — 1) = 0 méd 8, por otro
ladop—1=0méd 4y p—1 % 0 méd 8, por hipdtesis. Luego cémo
ademéas n = 0 méd 8, se sigue que ¢ = 0 méd 2, es decir, c es par. O

2.1.3 Lema. Dado C < F% | entonces C = F,(C) @ E,(C). Si ademés
C' es auto-dual, entonces dimy, E,(C) = (p — 1)¢/2. Mdas atn, el orden
multiplicativo de [2]= me¢d p en Z, divide a dimp, E5(C). En particular si
C' es auto-dual y 2 es una raiz primitiva mdédulo p, entonces c es par.

DEMOSTRACION. Sea v € C'y definamos w := v + Zf:_ol ot (v). Como
wt(o'(v)]a,) =wt(2(v)le,) = wt(vlg,),

para todo i € {0,...,p—1}, paratodo j € {1,...,c+ f}, dado que cada
par de ciclos son disjuntos dos a dos, esto es, Q;NQs =0, sil # sy que
(2, sblo reorganiza las coordenadas de v, por lo que no altera su peso.

Ahora, como o € Aut(C) y 0 = Qq...Qcyf, se sigue que
p—1 .
wlo; = v, + Zi:o o'(v)|q;,para todo j € {1,...,c+ f}.

Como C es binario, es entonces par o 2-divisible. Esto a su vez implica
que

wt(wlo,) = wt (Y- (), ) - 2k,
dado que el orden de o es p y k(v, ;). Es decir,
wt(wlo,) = (p+ Dwt(v]g,) — 2k
y como p es un primo impar se sigue que
wt(wlq,;) = 0 mdd 2,

para cada j € {1,...,c+ f}, es decir, w € E,(C).

2.1. Fundamentos algebraicos
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Note que

o <Z?71 ai(v)> = Z]:()l o (v), dado que o € Aut(C)

=0
= Zp . a'(v), ya que o es de orden p.
1=

Esto muestra que Zf:_ol o'(v) € F,(C). Por consiguiente para cualquier
v € C se verifica que

v = Zf;ol 7' (0) +w € Fy(C) + By (C)

(note que por ser C' un espacio vectorial sobre un cuerpo de caracteristica
dos, para todo v € C, se verifica que v = —v).

Mostremos a continuacién que F,(C) N E,(C) = 0. En efecto, sea
v € Fy(C) N Es(C), entonces por estar en ambos conjuntos, o(v) = v,
ain mas, ;(v)|q, = ;(v) y v tiene peso par. Como cada §2; es un ciclo
de longitud impar se tiene que para todo [ € Q;, v; = 0, para cada j €
{1,...,¢c+ f}, esto es, v = 0. En consecuencia

C= Fa(c) @ EO’(C)‘

Ademas, si C es auto-dual, entonces por el lema 2.1.1 se tiene que Fy,(C)
también lo es. Luego, como

dinlﬁr2 C = dim]}rz FU(C) + dimF2 EJ(C),

se tiene que

dimz, E, (C) :%n _ %(n Cep—1)) = %C(p _).

Finalmente como el tnico vector de E fijado por ¢ es O¢, se verifica
que p | 24 Eo(€) _ 1 1o que indica que

odime; Foc) = 1 méd p.
En efecto, sea ¢ € C, o € Aut(C), entonces definamos:
O(c):={d'(c) | i € Z},
dado que o es de orden p, se sigue que |O(c)| es uno o p, de hecho

|1, ceF,(C)
’O“’)"‘{p, )

Capitulo 2. Tipos de automorfismos de codigos tipo Il




Tesis de Maestria

21

para ¢ € C, mas atin podemos definir una relacién de equivalencia sobre
C' de la siguiente forma: para c,c € C

c~c:ede0(e)
& 3 €0,p—1]NZtal que ¢ = o'(c)

y claramente las clases de equivalencia de C' inducidas por esta relacién
corresponden a O(c), con ¢ € C. Luego se verifica que

UCGC O(c) = <Ucng(C) O(C)> U (chFU(C) O(C)) :

De esta manera |C| = |F,(C)| + s - p, donde s € Z, asi como ademés
se ha mostrado que C' = E,(C) & F,(C) se tiene que:

2dim]172 EO-(C)+dim]F2 FO-(C) — 2dim[[72 Fg(C) + Sp

0 equivalentemente

gdime, By (C)+dims, Fs (C) = gdims, Fa(C) 11164

dado que p # 2 esto es equivalente a decir que:

9dime, Eo(C) = 1 msd p.

Por otro lado, como 2P~Y = 1 méd p, por el pequeiio teorema de
Fermat, se sigue que ¢/2 € N, por consiguiente

¢ = 0mbd 2.

g

El lema anterior muestra que se puede obtener una matriz generadora
para C, GG, de la forma:

puntos

ciclos fijos
_ X | Y Ygen(F,(C))
o= () fmEo

2.1.4 Lema. Sea C un [n,k,d]-cédigo auto-dual binario con o €
Aut(C) de tipo p — (¢, f). Entonces se verifica que:

(a) Si f > 2d, entonces 2d — 2 — log,(d) < %(f +c).

2.1. Fundamentos algebraicos
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(b) Si f < 2d, entonces 3(f —¢) <1 +log2(ﬁ).
(¢) Sipe < 2d, entonces 6
.d=4,p=3,c=26
nd=4p="7c=1.

DEMOSTRACION. Empleando las cotas de Plotkin (ver [5])sobre un c6di-
go con pardmetros [I,m,d'], con d’ > d se tiene que:

d
m< . s
2 _2<2d_1>,51l<2d (1)

2" < 4d csil=2d. (2)

Para los casos (a) y (b), consideremos 7' C X, U Xy, donde X, X son
los conjuntos formados por una de las coordenadas de cada p ciclo y
las coordenadas de los puntos fijos, respectivamente, que definen F,(C).
Supongamos que X, C Ty |T| =c+t, con t < f. Definamos asi

Cr:={(v1,...,vcrf) € Fo(C) | v =0VieT}

y denotemos por Cr la versién de Cp agujereada en las coordenadas
i € T, luego la longitud de Cr es la longitud de F,(C) menos el nimero
de elementos de T, esto es,

n—clp—1) —(c+t)=f—t.

Dado que F,(C) es auto-dual
. Vo1
dimp, Cr Z§(n —c(p—1))=(c+1)

1
:§(f —c)—t

Para el caso f > 2d elegimqs T tal que t = f — 2d. En consecuencia, la
longitud de Cr serfa 2d, d(Cr) > d y dimg, Cr > 2d — 3(c+ f), de (2):
1
2d —5(c+f) < logy 4d

=logy 2% + log, d
= 2 + 10g2 d,

Capitulo 2. Tipos de automorfismos de codigos tipo Il



Tesis de Maestria 23

de donde se sigue (a)

Por otro lado si, J < 2d, tomamos T tal que ¢ = 0. Entonces, Cr tiene
longitud f, d(Cr) > d y dimg, Cr > £(f —¢), luego de (1) se sigue que:

d
%(f—c) < log, 2 (2d—f>’

con lo que se tiene (b).

Para (c¢) contemplemos dos casos. Primero, asumamos que pc < %d.
Como dimp, F;(C) < dimp, C existe v € C tal que o(v) # v. Luego,

o(v) +v#0

y claramente o(v) + v € E;(C). Si o(o(v) +v) = o(v) + v, entonces
0%(v) = v y como p es impar se tiene que v € F,(C), esto es una
contradiccién. Asi, definimos

w = o(o(v) +v) + (o(v) +v) #0.
Como
wt(o(o(v) +v) = wt(o(v) +v)) > d

y estos vectores tienen soporte en las pc < %d coordenadas de los p-
ciclos, ambos (o(o(v) +v) y o(v) 4 v) tienen unos en més de 3d de sus
posiciones. Asi wt(w) < d, lo que contradice que la distancia minima sea
d.

Supongamos ahora que %d < pe < 2d. Las cotas (1) y (2) aplicadas a
E,(C), definido en el lema 2.1.3, dan:

(p—1e d
2 < 2 i 2d (1’
< (Qd_pc> sipe<2d (1)

(p—1)c

272 < 4d ,sipe=2d. (2)

Adema&s como g—z <c¢,de (1’) y (2’), se tiene que:

d(p—1)

27 < 4d. (3)

Dado que p% se minimiza para p = 3, se sigue que 2% < 4d, mas esto
no se cumple para d > 12. Como ademas d debe ser par, se tiene entonces
que d < 10. Si d € {6,8,10} y se analizan todas las posibilidades para p

2.1. Fundamentos algebraicos
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y ¢ que cumplan la suposicién de que %d < pe < 2d, la tnica posibilidad
que no elimina (1’) y (2") son d = 6,p = 3¢ = 4.

Observemos este caso. Por hipétesis C' es auto-dual con distancia mini-
ma 6, cualesquiera cinco columnas de C son independientes. Por consi-
guiente, considerando primero €21, Q9, Q3, 4, existen vectores v, w € C
de la forma:

v =100 00 * * * *... % %k
w =000 01 % * % %...% %k,

siendo los asteriscos valores indeterminados. Luego,
a:=v+o(v) =110 sOt *x*x...000

b:=w+ o(w) =000 zyz **x...000,

con zyz € {110,011} y s = t. Si s = t = 1, se puede reempla-
zar a por a + o'(b) para algin i, llegando asf a s = t = 0. Cada
xxx € {000,110, 101,011}. Dado que el peso minimo es seis, * ** % 000.
Rotando ciclicamente o, 3, 4 de forma adecuada se puede tomar
b =000 110 110 110 00.. . 0. Sustituyendo a por ¢*(a) y rotando ciclica-
mente Qp, se puede considerar a|o, = 110, pero luego wt(a + b) = 4, lo
que contradice la distancia minima supuesta.

De esta forma, d < 4. Si d = 4 se tienen los casos I. y II. de (c¢) Si
d=2,p=3yc=1, se tendria que dimy,(E,(C)) = 1. Pero no hay
codigo de dimensiéon uno con peso par y tres coordenadas preservadas
por un 3-ciclo. O

2.1.5 Lema. Sea p un primo impar tal que 1 4+ 2 + ... + 2P~ ! es irre-
ducible sobre Fs. Sea P el conjunto de todos los polinomios de peso
par en Fo[z]/(zP — 1). Entonces P es un cuerpo con elemento identidad
x+x?+.. . +2P~1 Ademds, multiplicar por 1422423 4.. . +2P 1 € P
corresponde a realizar un desplazamiento hacia la derecha médulo el
ideal (P —1).

DEMOSTRACION. Notese inicialmente que P estd bien definido, ya que
dos representantes de clases laterales en Fo[x] /(2P —1) tienen ambos peso
par o impar. En consecuencia P es cerrado bajo adicién y multiplicacién.

Sean f,g € P con
fg=0mébd (aP —1).

Capitulo 2. Tipos de automorfismos de codigos tipo Il
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Entonces, (1 + z) divide a f y (1 4+ z) divide a g. Como también el
polinomio (1+xz+...+zP~!) divide a fg, se verifica que 1+z+...+2P~1
divide a f 6 divide a g, por ser 1 4+ z + ...+ 2P~ ! irreducible. Asi f =0
mé6d (P — 1) 6 g =0 méd (xP — 1).

Supongamos que f € P. Entonces f = (1 + x)g, para algin g €
Folz]/{zP — 1)y
fA+z+... +2P™ 1) =g -1)
= 0 méd (2P —1).
Entonces
f-1=flx+...+2P ) méd (zF — 1)

v 4. ..+2P~ ! es el elemento identidad de P y es asf un cuerpo. También
fx es f desplazado ciclicamente a la derecha, entonces la multiplicacién
por el polinomio 1422 +x3+...4+2P~! corresponde a un desplazamiento
ciclico a la derecha. O

Introduzcamos otra notacion. Supongamos que C es auto-dual con
C=F,(C)&® E,(C), como en el lema 2.1.3. Sea v € E,(C) con

vlg, =ar...ap
y definamos
fvla,) =a1+axx+...+apa? ! parai € {1,...,c}.

Hagamos que f induzca por componentes una funcién de E,(C)* sobre
(Falx]/(xP — 1))¢, donde E,(C)* corresponde a E,(C) con las coorde-
nadas correspondientes a los puntos fijos borradas. Por ende, si las con-
diciones del lema anterior se tienen, entonces P = Fyp-1. De hecho se
tiene el siguiente lema.

2.1.6 Lema. Supongamos que C' es cédigo auto-dual y 1+x 4. .. +zP~1
es irreducible sobre Fy. Entonces f(FE,(C)*) < F5,_; y su dimensién es
5. En particular ¢ es par.

DEMOSTRACION. Claramente f preserva la suma. Sea
Bi=1+a?+. . 2Pt € Folz]/(zP — 1).

Del lema anterior al multiplicar un polinomio de peso par por 3* corres-
ponde a desplazarlo ciclicamente ¢ veces a derecha. Entonces

1+8=1+=,

2.1. Fundamentos algebraicos
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es decir, {1+ 8,8+ (2%,...,8°"2 4+ 3P~!} es una base para Fy,-1 sobre
Fs.

Por consiguiente, como
B f(v) = f(o'(v) € f(E,(C)*) para todo v € E,(C)",

se tiene que f(E,(C)*) es cerrado bajo la multiplicacién por escalares
inducida desde Fop—1. Ahora del lema 2.1.3 se tiene que

diIIl]F2 EU(C)* = dirn]}?2 EO(C)
1
zic(p —1).
Luego, si dimg_, , f(E;(C)*) = k, entonces (2P~ 1)k = 23°P~1) de donde
se sigue que k = %c. O

2.1.7 Lema. Sip =3y C es un cdédigo auto-dual doblemente par, en-
tonces f(E,(C)*) es auto-dual sobre Fy bajo el producto interior definido

por
C
(ulv) :== Z uv?
i=1

para todo u,v € F,_,. Se verifica ademds que C' tiene distancia minima

d
por lo menos 5.

DEMOSTRACION. Como C' es doblemente par, si v € E,(C)*, entonces

wt(f(v)) = %Wt(v), es decir,

wt(f(v)) = 0 méd 2.

Por el lema anterior y [13] se tiene que f(E,(C)*) es auto-dual y
d(f(E-(C)") = §. 0

2.1.8 Corolario. Si C es un cédigo auto-dual doblemente par y p = 3,
entonces g < 2[§] +2. Si ademds C es extremal, entonces 57 < [¢].

DEMOSTRACION.De [13] un cédigo auto-dual cuaternario con pardme-

tros (¢, £) tiene distancia minima a lo mas 2| <] + 2. O
2 6
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2.1.9 Lema. Si p = 5 y C es un cdédigo auto-dual doblemente par,
Entonces f(Es(C)*) es auto-dual sobre Fig bajo el producto interior

dado por
C
(ulv) == Zuivf
i=1

para todo u,v € F5,_;.

DEMOSTRACION. Consideremos inicialmente la siguiente tabla para
Fig — {0}, donde o = 1+ z € Fa[z]/{x° — 1) es un elemento primi-
tivo.

1 01111 || « | 11000 || o2 | 10100
a3 [ 11110 || o* | 10001 || «° | 01001
ab [ 11101 | &7 | 00011 || &® | 10010
o’ | 11011 || ! [ 00110 || ! | 00101
a2 [ 10111 || o3 | 01100 || & | 01010

Tabla I

Fi6 C Falz]/ (2" — 1)

Supongamos f(u) € f(E-(C)*). Nétese que « satisface el polinomio
1+ 23 + 2. También, multiplicar por a'? corresponde a realizar un des-
plazamiento ciclico hacia la derecha. Para ¢ € {0, 1,2} sea a; el nimero
de componentes en f(u) que se pueden expresar de la forma o'(al?)
para algin j € {1,2,3,4,5}. Como

(a12j)(a12j)4 _ (aﬁoj) — 17
se tiene que (f(u)|f(u)) = ap + a1a® + a2a!?. Ahora, como
wt(u) = 4ag + 2a; + 2a2 = 0 méd 4,

se sigue que
a1 +as = 0mdd 2.

Adicionalmente, como
wt(u + o(u)) = 2a0 + 2a1 + 4az = 0 méd 4,

se tiene que
ao+ a1 = 0mébd 2,

2.1. Fundamentos algebraicos
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lo que a su vez implica que ag = a1 = a mdd 2 y asi
(f()1£ () = ao(1 + ® +al®) = 0.
Entonces (z|z) = 0 para cada = € f(E,(C)*). Siy € f(E,(C)¥),
0= (z+a'ylz + a'y)
= (z]2) + o' (yle) + o™ (z]y) + (ay|ay)
= a'(ylz) + o™ (zly).
Entonces,(y|z) = o (x|y) debe ser cero ya que o' varfa con i. De esta

manera como f(Eq(C)*) es un (c, §)-cédigo y (+|-) es no degenerado, se
sigue que f(E,(C)*) es auto-dual. O

Asi también se ha mostrado el siguiente corolario.

2.1.10 Corolario. Sip =5, C' es un cédigo auto-dual doblemente par y
(2, es reordenado de forma ciclica, entonces f(E,(C)*) también es auto-
dual. Ademds, cada palabra de cédigo en f(E,(C)*) con a; componentes
de la forma o/(a'?) cumple que ag = a; = as méd 2.

2.2. Exclusion de algunos primos del orden del
grupo de automorfismos

A continuacién se hace uso de las condiciones establecidas en la seccién
anterior, para caracterizar el grupo de automorfismos de los siguientes
codigos tipo II, haciendo uso de la contrarreciproca del:

I. Lema 2.1.4 (a)
1I. Lema 2.1.4 (b)
1. Lema 2.1.4 (¢)
1v. Corolario 2.1.2.
V. Lema 2.1.6.

v1. Corolario 2.1.8.

Ademas, las posibilidades cuando p = 2 quedan excluidas dado que las
técnicas empleadas consideran que p sea un primo impar.

Capitulo 2. Tipos de automorfismos de codigos tipo Il
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2.2.1. Caso [24,12,8]

Dado que éste cédigo C es de longitud 24, si p es el orden de o €
Aut(C), entonces p < 23. De esta manera los tipos posibles para o son:

plc| fllplec| fllp|c| [
270 |[2]1]22 2114
1] 2 g8l 0 1]19
10| 4 713 313
96 66| 7/[2]10
8§ [8]/4[5]9 1]17
27110 412, 2] 2
6 | 12 3115 1]13
5 | 14 21813111
4116 1j2t|[f17]1] 7
3 [181f [4[4][19]1]5
2 20 3192311

De estos tipos a continuacion se relacionaran aquellos excluidos por las
razones enunciadas al inicio de la seccion:

plecl| f Razoén plc| f Razoén plel f Razoén
31713 Iv. 31121 II1. V. 71117 I11.

35| 9 [II.,III.,V.{|5|3|9 |IL,III., V. || 11 | 1 | 13 | IL, IIL, V.
314 |12 I, III., VI | 5|2 | 14 II., III. 13| 1| 11 [L., III., IV., V.
313 |15 I, III, V.[| 5|1 |19, IOL.IV. V)| 17 | 1| 7 II.

3|2 |18 |I,III., VL.|| 7| 2 | 10 I1., TI1. 191 5 II., V.

Asi las tnicas posibilidades restantes son:

p|3 3|5 |7[11]23
2 11
fl1016[(413] 2|1

)
[0
(@)
=~
w

2.2.2. Caso [48,24,12]

Dado que éste codigo C' es de longitud 48, si p es el orden de o €
Aut(C), entonces p < 47. De esta manera los tipos posibles para o son:

2.2. Exclusion de algunos primos del orden del grupo de automorfismos
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ple | fllplc| fllplcel| fllplc| fllp|c|f
24| 0 9 |30 10 | 18 428 2122
331 2 8 32 9 21| , [3]33 13 138
22| 4 7|34 8 | 24 2|38 21 14
21 6 6 |36 7|27 143 |17 {731
20 [ 8 || 2[5 [38] ,[6[30 6] 6 510
19 [ 10 4 140 5 |33 5131|195 50
18 [ 12 3 |42 436 ., [4]20 5T
o [17 [ 14 2 | 44 3 139 3127 || B o
16 | 16 1 | 46 2 [ 42 2 34
15 | 18 16| 0 145 1141 | [2]1]19
14 | 20 15| 3 9] 3 a4 |37
13122, [14]6 88, 3115 3Tl
1224 1319|5713 212641 |1]7
11 | 26 1212 6 | 18 1137 [43]1]5
10 | 28 11| 15 5 (23 ([13 (3] 9 |[47]1] 1

De estos tipos a continuacién se relacionaran aquellos excluidos por
las razones enunciadas al inicio de la seccién:

p| ¢ | f | Razén ple| f Razén plc|f Razén
15 3 V. 7113 IL,1v., V. || 11 [1[37] I, V.
13| 9 V. 6|18 1I. 319 | II.,IV., V.
11| 15| IL, V. 523 1L, 1V, V. || 13[2]22 .
10 | 18 | II., VL. 5 [ 4128 1., III. 1135 [, III., IV., V.
9 (21| 1L, V. 3|33 |1, 1L, IV, V|| | |2 ]14 I
8 | 24 [, III., VI, 2| 38 II1. 1]31 1., III.
37 [27 |1, 10, V. U 43IV, Vo [ [2]10 .
6 |30 [, II1., VL. 513 . 129 1,10, V.
5 |33 | III., V. 4120 1I. 23 1|25 1., III.
4 |36 | III., VL. 7 13|27 1., III1. 209|119 II., IV., V.
3 |39 III., V. 2| 34 1., III. 31117 1I.
2 [42 [ 1L, VL. 1] 41 L. 37 (1|11 IL, IV, V.
I [45 | OL V| 13 ]15 ] 1L V. a1z II.
5193 | IV, V. 2| 26 1., III. 43111 5 11.
De esta manera las posibilidades restantes son:
p| 3| 3|3 |5 |7]|11]23]47
c|16]|14 12|86 | 4| 2|1
f10]6 12|86 4|21
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2.2.3. Caso [120,60,24]

Dado que éste cédigo C' es de longitud 120, si p es el orden de o €
Aut(C), entonces p < 113. De esta manera los tipos posibles para o son:

ple | fllplc]| f plc| f plc| f p |c| f
60 | 0 17 | 86 14| 78 12136 |[ 19 [1]101
59 | 2 16 | 88 13 [ 81 11| 43 515
58 | 4 15| 90 12 | 84 10 | 50 1198
57| 6 14| 92 11| 87 9 [ 57 || 93 [3T 51
56 | 8 13 94 10 | 90 8 | 64 5T 77
55 | 10 12| 96 o103 [7][T o7
54| 12 1] 98 ||, [8]96 6 | 78 VR
53 | 14 10 | 100 7 | 99 5185
52 116 || 2 9 [ 102 6 | 102 1192 29 B3] 33
51| 18 8 104 5 [ 105 3 99 2| 62
50 | 20 7 | 106 4| 108 2 | 106 L] 9l
49 | 22 6 | 108 3| 111 1| 113 3|27
48 | 24 5 | 110 2 114 10 | 10 31 [ 2] 58
47 | 26 4 112 1 ] 117 9| 21 1] 89
46 | 28 3 | 114 24 0 8 | 32 319
45 | 30 2 [ 116 23] 5 71 43 || 37 [2] 46
44 | 32 T [ 118 2210 ||, [ 6] 54 1] 83
43| 34 20| 0 21| 15 5165 9 38
12 | 36 39| 3 20 | 20 a7 || Y g
41 | 38 33 6 19 25 3| 87 5134
40 | 40 37| 9 18 | 30 2 [ 98 43 1

2 39 [ 42 36 | 12 17 | 35 1 [109 5T 36
38 | 44 35| 15 16 | 40 9 3 AT
37 | 46 34| 18 15| 45 8 | 16
36 | 48 33| 21 45 7120 || 53 2] 1
35 | 50 3224 ||, [13]| 55 6 | 42 1
34 | 52 31| 27 | |2 1260 | |13[5 | 55 || 59 |21 2
33 | 54 30 | 30 11| 65 4| 68 1
32 [ 56 29 | 33 10 | 70 38| | ¢ 12199
81|58 |, 28] 36 9| 75 2 | 94 1
30 | 60 27 | 39 8 | 80 1107 |67 1] 53
29 | 62 26 | 42 7 85 71 71 11| 49
28 | 64 25 | 45 6 | 90 6 | 18 73 [ 1] 47
27 | 66 24 | 48 5 95 5 35 79 | 1| 41
26 | 68 23 | 51 4100 | [17[ 4[5 | g3 1137
25 | 70 22 | 54 3105 3169 | 51731
24 | 72 21| 57 2 [ 110 2186 | 571153
23 | 74 20 | 60 1115 1103
22 [ 76 10 63 7 1 61 6 |20 1] 19
21 [ 78 18 | 66 16| 8 5 25 || 103 1] 17
20 | 80 17169 || 7[15] 15 | |19 4 | 44 |[107]1] 13
19 | 82 16 | 72 14| 22 363 ][ 109111
18 | 84 15 | 75 13| 29 218 || 113[1] 7
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De estos tipos a continuacién se relacionaran aquellos excluidos por
las razones enunciadas al inicio de la seccién:

pl| c f Razoén p | c f Razoén
39 3 V. 11| 65 | I, IV.,V.
371 9 V. 10 | 70 I
35| 15 V. 9 | 75 [I.,1IV. V.
33| 21 V. 8 | 80 I11.
31| 27 V. 7 | 8 [IL, IV., V.
29 | 33 | IL, V. 516 | 90 I11.
28 | 36 | II., VL 5 | 95 [IIL, IV., V.
271 39 | IL, V. 4 | 100 111
26 | 42 | II., VL 3 | 105 [IIL., IV., V.
25 | 45 II., V. 2 | 110 II1.
24 | 48 | I, VL 1 | 115 [III., IV., V.
23 | 51 I, V. 14 | 22 II.
22 | 54 1., VL. 13| 29 II.
21 | 57 I, V. 12 | 36 1I.
20 | 60 1., VI. 11| 43 II.
19 | 63 I, V. 10 | 50 L.

3 18 | 66 VI 9 | 57 I
17| 69 V. . 8 | 64 L.
16 | 72 | IIL., VL 7|71 I
15| 75 | III., V. 6 | 78 I11.
14 | 78 | III., VL 5| 85 I11.
13 | 81 III., V. 4 |1 92 II1.
12 | 84 | III., VL. 3199 T11.
11| 87 | IIL, V. 2 | 106 I11.
10 | 90 | III., VL. 1] 113 T11.
9 | 93 | III., V. 9 21 II., V.
8 | 96 | III., VL. 8 | 32 1I.
7199 | IIL, V. 7| 43 I, V.
6 | 102 | III., VL. 6 54 L
5 105 | IL,V. ||11[5 | 65 | L, V.
4 1108 | III., VL. 4 | 76 I II1.
3 | 111 | III., V. 3 | 87 | I, V.
2 | 114 | III., VL. 2 | 98 II1.
1 [ 117 | 1L, V. 1 [ 109 | II,V.
231 5 V., V. 9 3 Iv., V.
21| 15 V., V. 8 16 II.
19| 25 L, IV, V. 7 | 29 [1L,1V., V.
18 | 30 II. 6 | 42 II.

5 17| 35 [, IV, V| 13| 5 | 55 | I, IV.V.
16 | 40 1I. 4 | 68 L.
15| 45 [IL,IV., V. 3 | 81 [, 1V., V.
14 | 50 I. 2 | 94 II1.
13| 55 |L,IV.,V. 1 | 107 ML, IV., V,
12 | 60 I. 17| 6 18 II.

p lc| f Razoén
5| 35 1L
4| 52 L
17 | 3] 69 L
2| 86 I11.
1] 103 III.
5| 25 II., V.
4] 44 1I.
19 | 3| 63 I, V.
21 82 I11.
11101 | IIL, V.
4| 28 1L
3] 51 I
2 2| 74 1. II1.
1| 97 I1I.
3| 33 |II, IV, V.
29 | 2] 62 I
1| 91 [II,IV., V.,
3|27 1L
31 | 2| 58 L
1] 89 I11.
31 9 |II, IV, V.
37 | 2| 46 1L
1| 83 [L,IV., V.
2| 38 1L
4 1179 1101,
2| 34 11
43 1] 77 1. II1.
21 26 II.
47 1] 73 I III.
21 14 II.
53 1] 67 |L,IV., V.
59 | 1| 61 I, V.
61 | 1| 59 | I,IV.V.
67 | 1| 53 I,V.
71 1| 49 I
73 | 1| 47 1L
79 1| 41 1I.
83 | 1| 37 II., V.
89 | 1| 31 II.
97 | 1| 23 11
101 | 1| 19 |IL, IV.V.
103 | 1| 17 11
107 | 1| 13 IL.,V.
109 [ 1] 11 | 1L, IV.
113 | 1 7 II.

Capitulo 2. Tipos de automorfismos de codigos tipo Il



Tesis de Maestria 33
Luego las posibilidades restantes corresponden a:
p|! 31313 |33 (3|5 |5 |5 |77 |7 |11|17]19]23]29 |59
c |40 |38 |36(34|32[30(24 (2220|1716 |15|10| 7 |6 |5 | 4| 2
f101]6 12182430 0 |10]20| 1 8 [15]10| 1 6 | 5|42

2.2. Exclusion de algunos primos del orden del grupo de automorfismos
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Capitulo 3

Analisis de algunos tipos restantes

En el presente capitulo cuando se escriba 0, 1 se entenderan como los
vectores con todas las coordenadas 0 6 1, respectivamente, de tamafio
apropiado y por I,, se entendera como la matriz obtenida de la identidad
de tamano n x n reemplazando 1 por 1y 0 por 0, es decir, si 0 y 1 son de
longitud p, entonces I,, es una matriz de tamafio n x np. A continuacién
se dan unas definiciones necesarias para el estudio de algunos de los tipos
analizados a continuacién.

3.1. Caso [24,12,8]

Denotemos por C' = G4 el cddigo de Golay de longitud 24. Para este
caso un resultado trascendental de la teoria de automorfismos de cédigos
tipo IT es que el Aut(C) = Moy, donde May es el grupo esporddico simple
de Mathieu, que tiene elementos del tipo 3-(6,6) y 3-(8,0). Se analizaran
estos casos; considerando técnicas que se exploraran con mas detalle en
el codigo [48,24,12].

3.1.1 Definicion. Sea C un cédigo de longitud n. Entonces:

(a) Decimos que {i,7 | 1 <i,j <n,i # j}, una pareja de coordenadas
del cédigo, es un duo.

(b) Decimos que un clister es un conjunto de duos disjuntos tal que
un par de duos distintos forman el soporte de un vector de peso 4.

35
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(¢) Un d-conjunto para un cluster dado es un subconjunto de coor-
denadas tales que hay exactamente un elemento de cada duo del
cluster en él.

(d) Un conjunto definitivo para un cédigo es un cluster y un d-
conjunto con la condicién de que el cédigo es generado por los vecto-
res de peso cuatro resultantes del cluster y por el vector cuyo soporte
es el d- conjunto.

3.1.1. Tipo 3—(6,6)

Supongamos que ¢ € Aut(C) es del tipo 3-(6,6). Debido a que F,(C)
no puede tener vector alguno de peso 2 se tiene que F,(C) = Bya. (Ver
[14]) Sean X., Xy las coordenadas de los 3-ciclos y de los puntos fijos,
respectivamente. Veamos que Bjo tiene un conjunto definitivo. Si d es un
duo con d C X, o d C Xy, entonces se llega a una contradicciéon como
se muestra para el cédigo [48,24,12]. Por lo tanto cada duo contiene
exactamente un elemento de X. y Xy, pudiéndose considerar los duos
de la forma {€2;, 4}, siendo g, ..., Qg los 3-ciclos de 0. Asi el d— conjunto
es {€,2,3,4,5,6} 6 {1,2,3,4,5,6}; pero este ultimo genera una palabra
de cédigo de peso 6 en F,(C).

La accién natural del Sym(6) sobre X., y andlogamente sobre Xy,
preserva los duos y envia el d— conjunto en otro que define al mismo
cédigo. Por consiguiente al adjuntar f(E,(C)*) no importa la manera
como se organizan las coordenadas.

De [13], dado que f(E,(C)*) tiene distancia minima por lo menos
4, se sigue que f(E,(C)*) = Eg. La tnica forma como se podria
obtener un vector de peso 4 a través de esta construccién, seria si
vectores de peso cuatro en F,(C) y f(E,(C)*) tuviesen el mismo
soporte, lo que no es posible dado que por definicién vectores de
peso 4 en F,(C) tienen como soporte la unién de dos duos. Para o =
(123)(456)(789)(101112)(131415)(16 17 18)(19)(20)(21)(22)(23)(24)
del tipo 3-(6,6) se obtiene:

111111000000000000110000
000111111000000000011000

o | 000000111111000000001100
F-(€) = | 000000000111111000000110
000000000000111111000011
111000000000000000011111

Capitulo 3. Analisis de algunos tipos restantes
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011000000011110110000000
000011000110011110000000

o | 000000011110110011000000
E-(C) ~ 1 101000000101011011000000
000101000011101011000000
000000101011011101000000

Con lo que del lema 2.1.3 se obtiene una matriz G generadora del cédigo,
de la forma:

111111000000000000110000
000111111000000000011000
000000111111000000001100
000000000111111000000110
000000000000111111000011
111000000000000000011111
011000000011110110000000
000011000110011110000000
000000011110110011000000
101000000101011011000000
000101000011101011000000
000000101011011101000000

3.1.2. Tipo 3— (8,0)

Supongamos que o € Aut(C) es del tipo 3-(8,0). Del lema 2.1.1,
F,(C) = Ag, donde Ag denota el cédigo extendido de Hamming con
parametros [8,4,4], y por [13], f(E,(C)) = Ag también. Seleccionemos
el conjunto definitivo de f(E,(C)) como

{{1,2},{3,4},{5,6},{7,8},{1,3,5,7}}.

Se construyen los duos de F,(C) con la condicién de que vectores de
peso 4 de f(E,(C))y F,(C) no compartan el mismo soporte. Por el lema
3.2.14 se puede suponer que F,(C) tiene duos {1,2},{3,z}, con x # 4.
Debido a que Aut(f(E,(C))) contiene a (5,6)(7,8), (5,7)(6,8) se puede
suponer que z = 5 y se tiene el duo {4,y}, donde y es 7 u 8. Y como
Aut(f(E,(C))) contiene a (1,2)(7,8), se puede suponer en particular
y = 7. Entonces {6,8} es el duo faltante. El d— conjunto {1,5,4, 8}
no resulta, con lo que el d- conjunto ha de ser {1,3,4,8}. Para 0 =

3.1. Caso [24,12,8]
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(123)(456)(789)(10 11 12)(13 14 15)(16 17 18)(19 20 21)(22 23 24)
del tipo 3-(8,0) se obtiene:

111111111000111000000000
. | 000000111111111000111000
F>(€) = 1 000000000111000111111111
111000111111000000000111

011011011011000000000000
000000011011011011000000
000000000000011011011011
G ~ | 011000011000011000011000

Es(©) = | 101101101101000000000000
000000101101101101000000
000000000000101101101101
101000101000101000101000

Con lo que del lema 2.1.3 se obtiene una matriz G generadora del cédigo,
de la forma:

111111111000111000000000
000000111111111000111000
000000000111000111111111
111000111111000000000111
011011011011000000000000
000000011011011011000000
000000000000011011011011
011000011000011000011000
101101101101000000000000
000000101101101101000000
000000000000101101101101
101000101000101000101000

3.2. Caso [48,24,12]

A continuacion se analizardn los casos restantes para establecer cudles
son posibles tipos para automorfismos de un codigo tipo II con parame-
tros [48,24,12].
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3.2.1. Tipo 47— (1,1) :

3.2.1 Teorema. Si C es un cédigo tipo II de pardmetros [48,24,12] con
o € Aut(C) del tipo 47 — (1, 1), entonces C = Q.

DEMOSTRACION. Sea C* él cédigo obtenido de C' borrando la coor-
denada correspondiente al punto fijo de . Luego C' se obtiene de C*
agregandole un bit de control de paridad. De esta manera C* es ciclico
y por [11], fig. 7.1, los tnicos cédigos ciclicos de pardmetros [47,24] son
los codigos definidos en 1.2.5 como @ y N. Estos son equivalentes y por
ende, C = Q. (|

3.2.2. Tipo 23— (2,2) :

3.2.2 Definicién. Sea M € Fj*", decimos que M es una matriz cir-
culante si es de la forma

Co  Cn—1 & 1
Cc1 Co Cn—1 C9
C1 C ’
Ch2 - ocp
Cpn—1 Cp—2 "*° C1 €o

es decir, dada su primera columna cada una de las siguientes es una
permutacion ciclica respecto a la anterior. También suele definirse este
concepto no para permutaciones de columnas respecto a las anteriores,
sino de filas.

Ordenamos o = (1,2,...,23)(f1)(1,2,...,23)(f]), con fi un punto
fijo de o y ordenamos las coordenadas de la misma forma, es decir,
1,2,...,23, f1,1,2/,...,23, f{. Como F,(C) es un cédigo auto-dual de
parametros [4, 2], reordenando los puntos fijos, de ser necesario, se puede
hacer que F,(C) sea generado por

Entonces F,(C) es generado por v1 = (110 0), v = (00 1 1), donde
(0, 1 son vectores de longitud 23. Definamos

FEy = {UGEU(C)|Uj:07 paraj:l,...,237f1,f{~}7

3.2. Caso [48,24,12]
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de esta manera obtengamos ET de borrar en FE; las coordenadas
1,...,23, f1, f{. Ahora Ef es un cédigo ciclico de longitud 23 con dis-
tancia minima por lo menos 12. De la cota de Plotkin, si & = dimp, E7,

entonces 19
ok <9 =2
- <24 — 23> ’

lo que implica k < 4. Debido a que la permutaciéon 7 = (1/,2/,...,23)
actia sobre los vectores de Ej en orbitas de longitud 1 o 23 y como
ademds Fj es un cédigo de peso par, s6lo {0} es una érbita de longitud
1, de donde se tendria 2¥ = 1 méd 23 o k = 0. De esta forma E} = {0}
y la matriz generadora de F tiene la forma

(B 0T D 07],

donde B, D € F3**?3_ Si Rang(B) < 22, entonces Ef # {0}. Asi,
reduciendo el cédigo E,(C) & (v1 + Ex(C)) por filas se obtiene una
matriz generadora para C' de la forma:

0 ... 0JoJ1 ... 1]1
1 0

Is3 A ’
1 0

dénde las dltimas 23 filas generan a E,(C) & (vi + Ex(C)). Si llamamos
a las filas de esta matriz ve,wy,. .., wo3, entonces w; — o'~ 1(wy) € B,
que implica w; = ¢! (wy). Con lo que A es una matriz circulante.

Supongamos que w1y =10 ...01a; ... ag3 0, donde a; ... as3 =:a
es la primera fila de A. El siguiente lema limita las posibilidades para
tomar a.

3.2.3 Lema. Sea 7 = (1,...,p) y v € F5, donde v tiene una cadena de
s ceros y s unos, en particular si v;1 = v, se considerardn las cadenas
iniciales y finales de v como una sola. Entonces wt(v 4+ 7(v)) = 2s.

DEMOSTRACION. El vector v+ 7(v) sélo tiene un 1 en las coordenadas i
donde v; # 7(v);. Luego, i debe ser una cadena que inicia una coordena-
da de ceros o de unos, pues son las tinicas posiciones que al desplazarse
una vez no coincidiran con el mismo valor. U

3.2.4 Teorema. Si C es un cédigo doblemente par con pardametros
[48,24,12] y 0 € Aut(C) del tipo 23 — (2,2), entonces C' = Q.
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DEMOSTRACION. Claramente se pueden ordenar las coordenadas de tal
forma que a1 = 1, as3 = 0 y que la cadena de 1’s més larga en a inicie
en ai. Si hay r cadenas de unos en a, del lema anterior se sigue que

wt(wy + o(wy)) =2+ 2r,
con lo que se tiene que r € {5, 7, 9, 11}. También
wt(wy + vy +o(wy)) =2+ (24 —2r),
de donde se sigue que r ¢ {9, 11}. Como
wt(wi) =2+ wt(a) y

wt(wy + v) = 2+ (24 — wt(a)),

se verifica que wt(a) = 10,14. Andlogamente si 7 = (1/, ..., 23), se

prueba que
wt(wy 4+ o' (wy1)) = 2+ wt(a + 7(a)), y

wt(vy + wy + o' (wy)) = 24 (24 — wt(a + 7%(a))),
y de esta forma wt(a + 7¢(a)) = 10, 14.

Entonces hay cuatro casos a considerar correspondientes a los valores
de wt(a) y r. Primero se descompone wt(a) en r cantidades no negativas
correspondientes a las longitudes de cada cadena de unos, apareciendo
la més extensa primero. Dado que aplicar 0! es equivalente a realizar
una desplazamiento en sentido contrario, se pueden omitir algunas de
estas posibilidades.

Ahora, si se descompone también 23 —wt(a) en r factores no negativos
que representen por el contrario las longitudes de las cadenas de ceros
y se analizan las combinaciones posibles, de forma computacional se
obtiene que entre los 24566 vectores considerables, luego de verificar que
wt(a + 7%(a)) es 10 o 14 para cada i quedan dos, uno de peso 10 y otro
de peso 14. Basta ademas considerar solo cuando 1 < ¢ < 11, pues

wt(a + Ti(a)) = Wt(Tj (a) + 7t (a)),

con ¢ + j = 23. En efecto, los vectores resultantes, omitiendo los equi-
valentes al reemplazar o por ¢' y reordenar sus coordenadas para
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que coincidieran con las de ¢!, son a = 11011010000011010001010 y
a = 11101110011010011010110. Con el primero se cumple que

wt(vz + wy + 0% (wr) + 0'%(wy)) =8,

lo que conlleva a una contradiccion, mientras que con la segunda posi-
bilidad se llega a @. De donde se obtiene una matriz generadora de la
forma:

000000000000000000000000111111111111111111111111
100000000000000000000001111011100110100110101100
010000000000000000000001011101110011010011010110
001000000000000000000001101110111001101001101010
000100000000000000000001110111011100110100110100
000010000000000000000001011011101110011010011010
000001000000000000000001101101110111001101001100
000000100000000000000001010110111011100110100110
000000010000000000000001101011011101110011010010
000000001000000000000001110101101110111001101000
000000000100000000000001011010110111011100110100
Gas = 000000000010000000000001001101011011101110011010

48 = 000000000001000000000001100110101101110111001100
000000000000100000000001010011010110111011100110
000000000000010000000001101001101011011101110010
000000000000001000000001110100110101101110111000
000000000000000100000001011010011010110111011100
000000000000000010000001001101001101011011101110
000000000000000001000001100110100110101101110110
000000000000000000100001110011010011010110111010
000000000000000000010001111001101001101011011100
000000000000000000001001011100110100110101101110
000000000000000000000101101110011010011010110110
000000000000000000000011110111001101001101011010

3.2.3. Tipo 11 — (4,4) :

Ordenamos el automorfismo o = (1,...,11)...(34,...,44)(45) ... (48)
y ordenamos las coordenadas correspondientemente. El cédigo F,,(C) es
un [8,4] cédigo auto-dual, todos estos cddigos se encuentran listados en
[14]. Si A; es el nimero de palabras de cédigo en C de peso i, estos

nimeros se conocen de [6]. En particular

Por ende F,,(C) contiene 4 méd 11 vectores de peso 12 cuyas imdgenes
tiene peso 2 en F,(C). De esta manera de la lista de [14], F,(C) es
generado por [I4|I4]. Por ende,
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()= (4 )

donde 0 es la matriz nula de tamano 20 x 4, y E,(C) es generado por

(A10).

3.2.5 Lema. No existe w € E,(C), w # 0, tal que w es cero en dos de
los 11-ciclos.

DEMOSTRACION. Supongamos que w es no nulo sobre €;, ;. Del lema
2.1.6 w|q, € Fy1p y se puede multiplicar por un escalar tal que

wq, = 11000000000.

Luego wt(wl|g;) = 10 y claramente wt(w + o(w)) = 4, que es una con-
tradiccion. O

Por el lema 2.1.6, se puede suponer que:

sentsen = (5 o 5 7).

€

donde o = 11000000000 y 3, =, J,€ son distintos de cero por el lema
anterior. Entonces se puede asumir

A_(X 0 RS
“\o x 17U )

donde
1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
X = ;
o 0 -~ 0 1 1
R, S T, UEe€ Féoxn son matrices circulantes no nulas. Sean x1,..., T

las filas de A.

Supongamos que las primeras filas de R, S, T, U son r =
r...r1, S = S1...811,t = t1...t11, 4 = uy...u11, respectivamente,
y denotemos las cuatro filas de (I4|I;) por vi,...,vs. Al intercam-
biar Q3,€y, de ser necesario, se tiene que wt(r) < wt(s). Si wt(s) =
10, wt(r) =4 u 8, se sigue que

wt(z1 +v4) = 8 6 wt(x + v3 + v4) = 8.

De esta forma se tienen dos casos:

3.2. Caso [48,24,12]
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a. wt(r) =6, wt(s) =8.
b. wt(r) =4, wt(s) = 6.

Sean ¢,d el nimero de cadenas de unos en r,s, respectivamente. Del
lema 3.2.3,
wt(z1 + o(21)) = 2+ 2(c + d).

Entonces ¢ +d = 5,7,9,11. Claramente ¢,d < 5. Si ¢ o d es cinco,
entonces

wt((z1 + o(z1))|as) = 10 6 wt((z1 + o(z1))]a,) =10y

wi((z1 4+ o(21))le,) =2,

lo que conlleva a una contradicciéon como anteriormente. Si co d es 1,
wi((z1 + 0 (21))]as) =2 6 wt((z1 + o(21))l0,) =2y

wt((z1 + o(21))la,) =2,

que igualmente conlleva a una contradiccién. Asi las posibilidades son
c=2yd=3,c=3yd=2,c=3yd=40c=4yd=3. Parael
caso a., no es posible que c =3y d = 4.

Asumamos que la cadena de unos més extensa se da al inicio de r y sy
que 711 = s11 = 0. Se pueden excluir posibilidades para r al descomponer
wt(r) en ¢ enteros positivos, para que correspondan con las longitudes
de las cadenas de unos en r y haciendo lo mismo para 11 — wt(r) con
las cadenas de ceros, ademés de reemplazar o por o~ '. Realizando el
mismo proceso para s, excepto sin reemplazar ¢ por ¢!, se obtienen

573 combinaciones de valores de 7, s.

De éstas se excluyen las que no cumplan que x1,0(x1), ...,0%(z1) sean
ortogonales o que alguna combinacién lineal de elementos de esta base
genere un vector que al ser combinado con un vector de F,,(C) implique
alguna contradiccién.

Con estas condiciones, treinta posibilidades quedan. Si se reemplaza
o por o', 1 por Z};B o’ (x1), y se reorganizan las coordenadas acorde
a o', entonces la lista se reduce a seis posibilidades. Si se encuentra un
vector

9
v € (z1,0(21),...,07(21)),
tal que v|q, = 1100...0 o v|q, = 1100...0 y reordenando 21, ...,y se
reduce esta lista aiin méas a dos, que son
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r = 1110000000010, s = 11110100010
y r = 11100000010, s = 11100110100.

Para determinar T, U las treinta posibilidades mencionadas con ante-
lacién para 7, s pueden ser exploradas para t, u. Para ello se toman
en sentido contrario sobre €13, €4, posiblemente también u permutado
ciclicamente e invirtiendo la pareja ¢, u.

Asi, se prueba la ortogonalidad de z1; con z1,0(x1),...,0'%(x1), lo
que implica que o'!(z1) es ortogonal a todo o7 (x1). De esta manera sélo
tres posibilidades sobreviven para ¢, u, dos de las cuales son equivalentes.
Estas posibilidades emplean el caso b. enunciado antes y para xi; se
tienen

t = 00101100111, » = 01000000111
6 t = 11110100010, » = 01110000001.

Para la primera combinacién se verifica luego que
wt(zxy + o(z1) + 010(901) + 211 + 09(3511) + J10(9511)) =38,
y para la segunda
wt(z1 + o(z1) + 0% (x1) + 0> (x1) + 03 (211) + o (211) + 0°(211)) = 8.
Lo que conlleva a una contradiccion.

De esta forma se tiene el siguiente teorema

3.2.6 Teorema. No existe un codigo doblemente par con pardmetros
[48,24,12] y 0 € Aut(C) de orden 11.

3.2.4. Tipo 7—(6,6):

Ordenamos o = (1,...,7)...(36,...,42)(43)...(48) y las coordena-
das de C también de forma correspondiente. El cédigo F,(C) es un
cédigo auto-dual de pardmetros [12,6] listado en [14]. Dado que un vec-
tor de peso dos en F,(C) se obtiene a partir de un vector de peso ocho
en F,(C). En consecuencia F,(C) es Bja de [14]. Como para el caso
anterior,

A12 = 6 mdéd 7,

de donde se sigue que F,(C') contiene 6 méd 7 vectores v de peso doce.

3.2. Caso [48,24,12]
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Pero entonces
wi(r(v) = 6,

es decir, v tiene su soporte en Unicamente un 7-ciclo. Si vq,vy € F,(C)
tienen peso doce y 7(vy), m(v2) coinciden en posiciones correspondientes
a un mismo ciclo, entonces

wt(v) + v2) < 2,

y asi v1 = wvy. De esta forma hay exactamente seis vectores de peso
doce en F,(C), que se proyectan a vectores independientes en F,(C).
Entonces,

gen(Fy(0)) = (Is | Js — Is),
donde Jg es la matriz de tamano 6 x 6 con todas sus coordenadas 1.

Sean vy, ..., vs las filas de gen(F,(C)).
3.2.7 Lema. Seani e {1,...,6}y
V C{v €Ty |v=uwlq, conwe E,(C)},

tal que V' es un subespacio cerrado bajo o|q,. Entonces V' es un cédigo
ciclico generado por 0, 1110100, 1110010 é 1100000.

DEMOSTRACION.La accién de o|q, garantiza que V es un cédigo ciclico
par. Ademads, como

2T+ 1=0+2)1+z+23(1 + 2%+ 23)
se tiene el resultado. O

3.2.8 Lema. Sea v € E,(C), donde v tiene coordenadas cero en al
menos tres de las coordenadas de los 7-ciclos. Entonces wt(v) = 12 y
todas sus restricciones no nulas a los 7-ciclos de ¢ es una permutacién
de 1110100 6 1110010.

DEMOSTRACION. Sea
W= ({o'(v) | 0 <i < 6}).

Supongamos que W es no nulo sobre €2;,€Q;, €, y que existe 0 # w € W,
con w|g, = 0. Entonces

wt(wl,) = wt(wlq,) =6 y wt(w + o(w)) = 4.
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Si ahora se supone que existe w € W con wt(w|q;), wt(w|q,) € {4,6} y
wt(w +vj +vg) =8,

que es una contradiccién. Por ende si Wi := W|gq,, entonces por el lema
anterior, W;, W;, W, son todos cédigos ciclicos generados por 1110100
6 1110010. Si dos (o uno) son generados por el primero y uno (o dos)
por el segundo (respectivamente) y si w # 0 con w € W, entonces
wt(w + o(w) + o®(w)) € {4,8}, que es también una contradicciéon. [

Sea
_ Ie | Js—1Is
gel’l(C)— < A | 0 > )

donde 0 es la matriz nula de tamano 18 x 6 y [A | 0] genera a E,(C).
Ademids debido a la simetria de (I | Jg — Ig) se pueden ordenar los 7-
ciclos de cualquier forma conveniente y sélo organizar también de forma
adecuada los puntos fijos. Haciendo uso ahora de los dos lemas anteriores,
de tal forma que luego de reordenar los 7-ciclos A se reduzca a una matriz
de la siguiente forma

X 0 0 K L M
a. 0 X 0 N P R
0O 0 X S T U
6
X 0 K L M N
b 0O X P R S T
’ O 0oy, U V W |’
0O 0 0 Y B D
donde
1100000
0110000
X = . ’
0000011

con 0 la matriz nula de tamano apropiado y Y; siendo alguna de las
siguientes matrices:

1110100 1110010
0111010 0 0111001
0011101 1011100

3.2. Caso [48,24,12]
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Denotemos las 18 filas de (A | 0) por ws,...,wis. Se puede asumir
claramente que todas las matrices en las formas a. y b., son circulantes.
Consideremos la forma b. primero.

3.2.9 Lema. Si se tiene la forma b., entonces se puede reducir a la
forma a. o se puede suponer

Y, 0 VWY (Y 0VY Z
0 Y, B D) \0ovY YY)

donde
1110100 0111010
Y = 0111010 |, Z= | 0011101 |,
0011101 1001110

y 0 es el médulo de F3*7.

DEMOSTRACION. Al reemplazar o por ! se puede asumir que Y5 =Y.

Del lema anterior, si se reorganizan ciclicamente las coordenadas de los
ciclos 25, ¢, se puede suponer B = D =Y. Si la cerradura del generado

de las filas de
U
Y

bajo o|q, genera al subcédigo de peso par , notado con E,(C), al invertir
Q3, €y, la forma a. es obtenida. Por consiguiente, se puede suponer que
el generado de las filas de U esta contenido en el generado de las filas de
Y, y en consecuencia, U es cero al llevar la matriz a su forma escalonada
reducida, de ser necesario.

Si la cerradura del generado de las filas de

(v ) (¥)

bajo ol|q, 0 olq, genera el subcédigo de peso par, andlogamente se puede
llegar al caso a. Entonces se puede suponer, del lema anterior, que las
filas superiores de Y7, V, W son permutaciones ciclicas de 1110100. Al
reemplazar w3 por o(wy3) para algin 4, se puede considerar V = Y.
Reordenando ciclicamente {23 se puede suponer ademas que Y; =Y.

Veamos ahora que la fila superior z de Z es una permutacion ciclica
de 1110100. Si z = 1110100, entonces

Wt(w13 + ’wlﬁ) =8,
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que es una contradiccion. Sea ¢ = 1110100. Restringiendo los vectores a
los 7-ciclos se tiene wig =000 a a a, wi3 =00 a 0 a z. Definamos

wiy == wiz +wie=00aa0(a+2).

Reemplazando w3 por wiy e invirtiendo €4, Q25 se puede reemplazar z
por a + z. Esto significa que sélo es necesario considerar

z € {0011101, 0011101, 0100111}.

Si z = 0011101 é z = 0100111, al reemplazar o por o2 é o, res-

pectivamente y reordenar las coordenadas adecuadamente, se obtiene
z = 0111010. Este proceso fija a a pero implica hacer una reducciéon por
filas nuevamente de {wi,...,wia2}. O

3.2.10 Lema. Si se tiene la forma b., las filas superiores de K, L, P y
R se pueden suponer 0 o permutaciones ciclicas de 1100000.

DEMOSTRACION. Los representantes de las clases laterales del cédigo
ciclico generado por 1110100 en el subcédigo de F} de peso par son 0 y
permutaciones ciclicas de 1100000. Suméndoles a wy y wr, o*(w13) y/o
o’ (w1g) para algunos i, j, arroja el resultado deseado. O

Supongamos que K es nula sin pérdida de generalidad. Para encontrar
w tal que wi, o(wy),...,0%w;) sean ortogonales, es suficiente hallar wy
con 4 | wt(wy) y wy ortogonal a o(w1),o?(wy), 0% (wr).

Haciendo uso de las cadenas de unos y ceros como en el Tipo 11-(4,4),
las posibilidades para las primeras filas de M, N se pueden determinar.
Si la primera fila de M es una permutacion ciclica de 1110100, entonces

wi((wy + 0" (wi6))]as) =0

para algin i y wy +0*(w16) resultado que contradice el lema 3.2.8; anélo-
gamente sucede si la primera fila de N es una permutacion ciclica de
1110100. Las tnicas posibilidades para las primeras filas de M, N son
permutaciones de ciclos independientes de las siguientes combinaciones:
1101100, 1101100 6 1110010, 1110010. Al considerar la primera

wt(w1 4+ o(w;) + o*(wr)) = 8 y con la segunda

wt(wy + o?(wy) + o3 (wy)) = 8.

Entonces, K, L, P, R son matrices no nulas y sus filas superiores son
permutaciones ciclicas de 1100000. Supongamos que la primera fila de
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M (o N) es también una permutacion ciclica del mismo vector, entonces
la primera fila de N (o M) es una permutacién ciclica de 1110100 o de
11100101 (respectivamente). En cualquier caso

wt(w + o2 (wr) + o*(w1) + v1 +v3 + vg + vs + v6) = 8.

Asi, ninguna de las filas superiores de M, N,S,T es una permutacién
ciclica de 1100000. Al reemplazar w, w7 por o'(w1), 0’ (wr), respecti-
vamente, y reordenando ciclicamente 21,29 se puede asumir que las
filas superiores de K, P son 1100000.

Haciendo uso de las técnicas empleadas para el Tipo 11-(4,4), las pri-
meras filas de M y N (y de S'y T) se escogen de la siguiente lista, con
permutaciones de ciclos independientes e inversion de los dos vectores
admisibles: 1111110, 1101100; 1111000, 1001000; 6 1010000, 1101010.

Cada posibilidad para wi, y en consecuencia para wry, es comprobada
para cumplir con el criterio de ortogonalidad con respecto a wss, . . ., wis.
Treinta vectores resultan como posibles para wi, y asi para w; también.
Todas las parejas {w;, w7} probables pueden ser comprobadas para ver
si wi,...,wis son ortogonales. Sélo tres combinaciones pasan esta veri-
ficacion. Si

Q= Q4 U Q5 UQg,

entonces el conjunto {wi|q,wr|q} se puede escoger de:

{0011000 1111110 1100110, 1000001 0011011 1111101},
{0000110 0011110 0100010, 0001100 0101000 1101010} 6
{0000110 0100100 1110001, 0000011 1010110 0100001}.

En el primer caso si wy representa el primer vector,
Wt(wl + 0'2(101) + 0’4(11)1) + O'_l(wlg) +v1 +v3+v4+ V5 + 1)6) = 8.

En los dos casos siguientes si w; representa el primer vector de la pareja,
wt(wy +ot(wy) + 0 (w1) + o (wi3) + 02 (wig) +v1 +v3 +v4 +v5+vg) = 8.

Ahora supongamos que se tiene la forma a. Nuevamente, como en el
Tipo 11-(4,4) se pueden determinar las posibilidades para las filas supe-
riores de K, L, M. Al ordenar cada ciclo adecuadamente se puede asumir
la mayor cadena de unos a la izquierda. Existen siete posibilidades de
esta forma. Las cuales se reducen a cuatro al reemplazar o por o’ y wy
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por Z;;lo o’ (w1). Las once posibilidades, con permutaciones de los ciclos
Q4, s, Qg y permutaciones ciclicas independientes conllevan a todas las
opciones para wy y wiz. Cada eleccién para wy (o wi3) se pone a prueba
con

{ai (z;?zoaj(wl)) ‘ 0<k<3,0<i< 6},

para los pesos adecuados. Entonces para cada wisz y w7 se prueba su
ortogonalidad a cada conjunto

{o(wr) | 0 <i <5}

Un anélisis computacional de los resultados indica que al intercambiar
w1, wy,wis, de ser necesario, se puede asumir w;|o=1111000 1111110
1101010, donde

Q= Q4 UQ5 U Q.

Existen 12 posibilidades para la pareja {wr|q, wis]q}. En seis de ellos un
vector de peso 8 puede ser ficilmente encontrado entre {wz, ..., wis}.
Los otros seis se puede mostrar que son equivalentes a dos de ellos:

{1111000 1011001 0100001, 1100000 0111010 1100101},
{1010011 1100000 1011100, 0010001 1111110 0100001}.

En el primer caso wt(w; + o(w1) + o®(w1) + o%(w1) + wr + o(wr) +
o (wr) + o%(wr) + w1z + o(wi3)) = 8 y en el segundo, si * = wy +
o3 (wy) + o®(wy) + wy + w1z + o(wi3) + o3 (wi3) + o (w13), entonces

wt(x 4+ o(z)) = 8.

Para estos dos casos, haciendo uso de wi, wr, w13 se llega a una contra-
diccién. Asi se tiene el siguiente teorema.

3.2.11 Teorema. No existe un cédigo C' doblemente par de parametros
[48,24,12] con o € Aut(C) de orden 7.

3.2.5. Tipo 5—(8,8):

Se ordena o = (1,...,5)...(36,...,40)(41)...(48) y las coordenadas
también correspondientemente. Del lema 2.1.1 el cédigo F,, (C') es par con
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pardmetros [16,8]. Observando la lista en [14], existen dos alternativas
para F,(C): Ag @ Ag o Fi6, donde

11110000
00111100
gen(ds) =14 0001111
10101010
1111000000000000
0011110000000000
0000111100000000
00000011110000°00
gen(Be) =1 0 5 0 0000011110000
0000000000111 100
000000O0O0O0O0O0OTT1T11
1010101010101010

Ambos cédigos aparecen también para el caso cuando p = 3. Ambos
cédigos, Ag, Eig, tienen conjuntos definitivos. También cabe notar que
una vez se ha elegido el cluster resultan dos d-conjuntos que generan
el mismo cédigo, esto cambiando los representantes de un nimero im-
par de duos. En efecto, fijado un cluster, si se considera cada duo como
un conjunto ordenado y listandolos en algin orden, entonces se pueden
escoger dos d-conjuntos al tomar el primer elemento de cada duo para
un d-conjunto y para el otro todos los primeros elementos de los duos,
excepto en el dltimo que se toma el segundo. Estos dos d-conjuntos con-
llevan a dos c6digos distintos (pero equivalentes), y todos los d-conjuntos
llevan a un cédigo equivalente a uno de ellos.

Ahora, sean X., X las coordenadas que representan los 5-ciclos y los

puntos fijos de F,(C'), respectivamente. Supongamos que
FU(C) = Ag @ Ag.

Entonces F,(C) queda determinado por dos clusters C1,Cy y los d-
conjuntos D1, Do. Supongamos que cinco o mas coordenadas que consti-
tuyen un cluster se dan en X. o X;. Entonces cinco o mas coordenadas,
de digamos (', estaran en X ;. Por ende hay un duo, digamos d; € C1,
con di C Xy. Escojamos un duo dz € C1 con do N Xy # .

Asi, di Uds, conforma el soporte de un vector de peso 4 7w(v) € F,(C),
con v € F,(C); pero wt(v) = 4 u 8, que es una contradiccién. Luego,
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cada C; estd constituido por cuatro puntos de cada conjunto, X., Xy. Si
en C;, hay un duo dy € C; con di C X se llega a una contradiccién,
como anteriormente.

Entonces cada duo tiene un punto de X, y Xy. En consecuencia, hay
un d-conjunto conformado por cuatro puntos, tres de los cuales estan
en Xy, de donde se sigue que es el soporte de un w(v) € Fy(C), con
wt(v) =4 u 8, que no es posible. Supongamos ahora que

F,(C) = Ex.

Entonces F,(C) esta definido por un cluster Cy y un d-conjunto de D;j.
Si hay un duo d C Xy o X, entonces se llega a una contradiccién
como sucedié antes. De esta forma cada duo tiene un punto de X, y
Xy. Con lo que se puede asumir que D tiene siete elementos de Xy. Si
el octavo punto también estd en Xy, se obtiene una contradiccién. Por
consiguiente si las coordenadas izquierdas representan X, y las derechas
X, entonces los duos son {§);,z}, donde 1 <z <8y

gen(F,(C)) = Z

es
1100000O0(11000O0O0O0
01 10000O0CI011000O0O0
001100O0O0(001100°G00
0001100O0/00O0T1TT1O0TO0°0
0000110O0(00O0OO0OT1TT100
0000O01T1O0(00O0O0OO0CT1T10
0000O0O0OT1T1I[00O0O0O0CO0T11
100000O0OO0O(01 1111011

Sean z1,..., zg las filas de Z. Entonces

en(©) = (7).

donde [A | 0] genera a E,(C) y 0 es la matriz nula de tamafo 16 x 8.

3.2.12 Lema. Seav € E,(C),v # 0. Entonces v es cero en tres o menos
de los 5-ciclos.

DEMOSTRACION. Sea v € E,(C') cero en més de tres 5-ciclos. Entonces:

3.2. Caso [48,24,12]



54 Darwin Villar

L. v tiene 3-ciclos Q;,Q;, Q de peso 4, 5 ciclos 0.

II. v tiene 4 ciclos Q;, Q;, Q,  de peso 4, 4 ciclos 0 6

III. v tiene 2 ciclos €2;,€2; de peso 4, 2 ciclos de peso 2, 4 ciclos 0.

Sea w el vector con soporte {§2;,i}U{€;, j} para los casos L., II. y soporte
{Q4,3} U{Q;, 7} U{Q, k} U {2, 1} en II. Entonces

wt(w +v) = 8.

U
Por el lema 2.1.9, se puede establecer A al encontrar f(E,(C)*). Debido
al lema anterior, es un [8,4] cédigo auto-dual sobre Fi con distancia
minima de por lo menos 5; asi f(E,(C)*) debe ser un c6digo M DS con
distancia minima 5. Por consiguiente. Claramente cualquier permutacién
de
{z|1<z<8}

cambia los duos de F,(C) y transforma los d-conjuntos en otros que
conllevan al mismo cédigo. Entonces, las permutaciones de las posiciones
de los 5-ciclos se pueden efectuar de cualquier forma. Utilizando la tabla
I se obtiene f(E,(C)*). El producto interno se defini6 de tal forma que al
desplazar ciclicamente cualquier 5-ciclo (esto es, multiplicando cualquier
coordenada de f(E,(C)*) por a'?) hace que f(E,(C)*) sea auto-dual.
Por ende, del corolario 2.1.10, se obtiene que

Q

gen(f(Es(C)Y)) =

oo o0
oo Q O
o Q0 oo
0 oo o
¥ ¥ 8 =
* X L =
¥ ¥ W =

* % 8

donde w € {1,a,a?},z,y, z,* € F156 — {0}. Se obtiene un vector de peso
4 en f(E,(C)*), si una de las siguientes afirmaciones son ciertas.

= Dos de z,y, z son iguales.

» 1€ {x,y, 2}, si w=a?

alt e {x,y, 2}, siw=a.

» o ez y, 2}, siw=1.
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Sean uy, ..., uy las filas de gen(f(E,(C)*)). Usando el corolario 2.1.10 y
<’LL17 U2> = 07

se pueden determinar los conjuntos {z,y,z} para cada eleccién de w.
Dieciséis vectores resultan posibles para us.

En consecuencia, hay 6-16 = 96 posibilidades para us. Las 96 opciones
para us se prueban por ortogonalidad respecto a las 16 alternativas para
ug, de donde se llegan a sélo 41 parejas no ordenadas para {ug,us} y
en consecuencia también para {us,us}. Se pueden verificar estas pare-
jas y ver que no existen ternas {ug,us,us} tales que cualesquiera dos
elementos son por parejas mutuamente ortogonales.

Asi, de hecho, se puede mostrar que no existe un cédigo auto-dual con

parametros (8,4, 5]16. De esta forma se tiene el siguiente teorema.

3.2.13 Teorema. No existe un cédigo auto-dual C' de pardmetros
[48,24,12] con un automorfismo de orden 5.

3.2.6. Tipo 3 — (12,12) :

Si o € Aut(C) es del tipo 3 — (12,12), del corolario 2.1.8 se verifica
que f(E,(C)*) es auto-dual y de pardmetros [12,6,d']4, con d’ > 6. De
[13], se tiene que tal cédigo no existe. Luego o no puede ser del tipo
3—(12,12).

3.2.7. Tipo 3 —(14,6):

Si o € Aut(C) es del tipo 3 — (14, 6), no existen vectores de peso 2 en
F,(C) con parametros [20, 10], al ser auto-dual y doblemente par.

También los vectores de peso 4 tienen soporte en las coordenadas co-
rrespondientes a los 3-ciclos y por ende todos los vectores de peso 4 en
F,(C) pueden tener soporte en sélo un total de 14 coordenadas, es decir,
a lo més una posicién no nula en cada 3-ciclo. De [14], se sigue que no
puede existir este cédigo.

3.2.8. Tipo 3 — (16,0):

Supongamos ¢ como (1,2,3)(4,5,6)...(46,47,48) y ordenando las
coordenadas correspondientemente. El cédigo f(E,(C)*) es un cddi-

3.2. Caso [48,24,12]
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go doblemente par de parametros [16,8], por el lema 2.1.1. Entonces
Fy(C) = Ag @ Ag o Ei6. Del lema 2.1.7

es un cddigo auto-dual con pardmetros [16,8,d']4 con d' > 6. Estos
codigos de acuerdo a [15] tienen distancia minima 6.

Se describe a continuacién el procedimiento para construir C. Hay
cuatro c6digos, denotados como 52, 53, 54, y 55 en [15], los cuales son
candidatos a f(E,(C)). Cada uno de estos es fijado con gen(f(E-(C)))
como es listado en [15]. Para construir C, lo tnico que es necesario
es seleccionar el orden adecuado de las coordenadas de F,(C). Esto es
posible hacerlo por medio de los clusters, como para el Tipo 5-(8,8).

El cédigo C' tendra peso minimo 12, dado que las siguientes dos con-
diciones sean satisfechas:

a. El soporte de un vector de peso 4 en F,;(C') no puede estar contenido
en el soporte de un vector en f(E,(C)) de peso 6.

b. El soporte de un vector en F,(C) de peso 8 no puede ser igual al
soporte de un vector de peso 8 en f(E,(C)).
o(

(
Fijando las coordenadas de f(E,(C)), se pueden generar los 56 sopor-
tes de vectores de peso 6 en f(E,(C)) y los 870 soportes de vectores de
peso 8 en f(E,(C)). Consideremos

F,(C) = Es.

Se seleccionan primero los duos de las coordenadas que conforman el
cluster que define el subcddigo de E1g generado por los vectores de peso
4.

Para formar un cluster, se eligen primero dos duos y luego se van
anadiendo seis mas. Luego de anadir uno se verifica que se cumpla a.,
observando todas las posibles uniones de un par de duos. El ntimero de
parejas de duos se puede limitar haciendo uso de Aut(F(E,(C))) y del
hecho que cada coordenada debe hacer parte de algin duo.

La cantidad de duos necesarios es el siguiente: 9 si f(E,(C)) es 52, 5
si f(Ex(C)) es 53,91 f(Es(C)) es 54,y 18 f(E,(C)) es 55. En caso de
ser 53, no hay cluster que satisfaga a. Usando Aut(F(E,(C))) se puede
reducir el nimero de clusters para luego comprobar si cumplen b. En
caso de ser 52, 54 o 55, hay 26, 5 o 15 clusters, respectivamente, que
requieren de mas pruebas.
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Al examinar los subconjuntos de 4 duos, que constituyen el soporte
de vectores de peso 8 en F,(C) y comparandolos con los soportes de
vectores de peso 8 en f(E,(C)), no se encuentra conjunto de clusters
alguno que satisfaga b. Consideremos ahora,

F,(C) = Ag & As.

Primero se seleccionan dos duos de un cluster C'; para uno de los As.
Dos duos més se pueden agregar. Utilizando Aut(f(Es(C))) se puede
reducir el nimero de parejas de duos a comprobar. Se puede asumir
que el primer duo de C; contiene la primera coordenada. El siguiente
resultado permite disminuir atin mas las posibilidades.

3.2.14 Lema. Un cluster para Ag se puede seleccionar de tal forma que
cualquier par de coordenadas de Ag forma un duo. Una vez se ha elegido
el primer duo, los otros tres se determinan de forma tnica.

DEMOSTRACION. La primera afirmacién se sigue de que Aut(Ag) es do-
blemente transitivo, es decir, para todo x1, 22, y1,y2 € Ag existe un
d € Aut(Ag) tal que d(x;) = y;, i=1,2. La segunda se sigue de que hay
exactamente tres vectores de peso 4 en Ag cuyos soportes contienen el
primer duo. De la forma en que se define el cluster, los otros tres duos
al unir cada uno al primero da el soporte de estos tres vectores de peso

4. Il

Veamos un ejemplo, considere el caso donde f(E,(C)) es 55. Una base,
con coordenadas 1,...,16, aparece en la siguiente figura.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

w 1 w 0 1 0 0 0 0 O 1 0 0 O 1 0

1 0 0 0 w1l wO0O1 0 0 0 0 0 1 0

1 0 0 01 00 0 w 1 w 0 1 0O 0 O

o 0o 1. 0100 01 0 O 0 w 1 w 0

w 0 w 1 0 0 1 0 1 0 0 O 1 0O 0 O

0O 01 0 w 0 w1 0 O 1 0 1 0 0 O

0O 01 0 0 0 1 0 w 0 w 1 0 O 1 0

1 w 0 w 0 1 0 0 0 1 O o0 0 o0 O 1

Tabla II
Fy = {0,1,w,o}

Esta base se obtuvo de [15]. Aut(f(E-(C))) es (X,Y’), donde

3.2. Caso [48,24,12]
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X =(1,5,9,13,3,7,11,15)(2, 6, 10, 14, 4,8, 12, 16)
y Y = (1,3)(6,8)(9,13)(10,14)(11,15)(12, 16).

Las dos 6rbitas de coordenadas bajo (X,Y’) son precisamente las de las
coordenadas pares e impares. Claramente uno de los dos clusters debe
contener al menos dos coordenadas impares. Del lema anterior se puede
suponer que el cluster C7 contiene dos coordenadas impares.

Al examinar (X,Y) se puede suponer que un duo de C; es
{1,3} 6 {1,5}. Si seleccionamos {1,3},{a,b}. Utilizando el estabi-
lizador en (X,Y) de {1,3} se pueden reducir las opciones para
{a,b}, de tal forma que {1,3,a,b} cumpla la condicién a. Supon-
gamos que se elige {1,5},{c,d}. La 6rbita de {1,3} bajo (X,Y) es
{{1,3},{5,7},{9,11},{13,15}}. Por consiguiente se puede llegar al caso
anterior o se puede suponer que {c,d} y los otros dos duos contienen
precisamente dos coordenadas impares mas, digamos {9, 11} 6 {13,15},
por el lema anterior también.

Utilizando (X,Y") sélo es necesario considerar 23 casos para {c,d} de
tal forma que {1, 5, ¢,d} no incumpla a. A medida que se incluye algin
duo a C] es necesario verificar a. Cuando se completa C1, se forman los
posibles d-conjuntos; los cuales no satisfacen a.

De esta manera se supone que {1,3} es un duo de C}. Utilizando las 11
opciones para {a, b} se pueden completar el cluster C; y los d—conjuntos
puestos a prueba con la condicién a. Empleando el estabilizador de {1, 3}
(X,Y) para reducir los conjuntos definitivos equivalentes, se obtienen
74 de ellos para Ag. Luego para el segundo Ag se determinan conjuntos
definitivos que cumplan a. y b.; Para ello se hace uso directo del lema
anterior.

Dos posibilidades cumplen todas los requerimientos, y resultan ser
equivalentes, cambiando Ag por un elemento de (X,Y’). Las otras alter-
nativas para f(Es(C)) se puede verificar que no satisfacen a. y b. Estos
resultados se condensan en el siguiente teorema.

3.2.15 Teorema. Si C' es un cbédigo con pardmetros [48,24,12] y
o € Aut(C) de tipo 3-(6,0), entonces C = Q. f(E,(C)) estd de-
finido por la tabla II y F,(C) = Ag @ As siendo los dos con-
juntos definitivos de Ag {{1,3},{5,12},{7,10},{14,16},{1,5,7,14}} y
{{2,4},{6,13},{8,15},{9, 11}, {2,6,8,9}}

Cabe notar que hay otros resultados que por poco conllevan al cédigo
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buscado, por ejemplo si se considera f(E,(C)) como el cédigo 52 de [15]
resulta un conjunto definitivo para un Ag que cumpliera a. y b., mas no
para el segundo, esto resulta en un cédigo auto-ortogonal de parametros
[48,23,12].

3.3. Caso [120,60,24)]

Debido a que este caso es objeto de estudio actual en el trabajo doc-
toral del MSc. Javier de la Cruz bajo la asesoria del Prof. Dr.Wolfgang
Willems, no se tiene informaciéon con certeza sobre los primos que di-
viden el orden de Aut(C'). Sin embargo, en un articulo préximo a ser
publicado se muestra que los tinicos tipos restantes de orden 11, 17 y 59,
es decir, el 11-(10,10), 17-(7,1) y el 59-(2,2) no son posibles, al mismo
tiempo que se han excluido algunos tipos de orden 3, 5y 7.

3.3. Caso [120,60,24]
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ANEXOS

A continuacion se presentar algunos algoritmos empleados en el desa-
rrollo de esta tesis y que permitieron obtener resultados importantes.

4.1. Generador del codigo tipo II con parame-
tros [24,12,8]

b ——————= Generador Cédigo de Golay con parametros [24,12,8]--------
% En el programa se construye la matriz generadora para el cédigo
% con el fin de facilitar la creacién del mismo, empleando el hecho
% de que las filas de la matriz generadora constituye una base para
% el espacio formado por el cédigo, asi que cada Codeword queda
% determinado de manera uUnica por una combinacién lineal de escalares
% en Z2.
I=eye(12,24); YGenera la matriz identidad de tamafiol2x12 y deja el
%espacio para la matriz A
A(2,2:12)=[1 101110001 0]; %Construccién de matriz
% bloque A
A(1,2:12)=1; A(2:12,1)=1; for i=2:11
A(i+1,2:12)=circshift(A(i,2:12),[0,-1]1); /%Parte de la generadora
%del cédigo [24,12,8]-Golay
end
I(:,13:24)=A;%Superposicién de la matriz identidad y de la matriz A.
%Esta es la matriz generadora completa.
for i=1:2712
C(1:24,i)=(double(dec2binvec(i-1,12))*I)’;%Escalares que generaran
% a cada Codeword, dado que el campo es Z2.

61
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end
C(:,:)=mod(C(:,:),2); %Ubica a los elementos de la matriz en
% el espacio adecuado.

%Polinomio enumerador del peso

B=sum(C,1); c1=0;c2=0;c3=0;c4=0;c5=0;c6=0;c7=0;c8=0;c9=0;c10=0;

c11=0;c12=0;c13=0;c14=0;c15=0;c16=0;c17=0; for i=1:2"12

switch B(4)
case 8
cl=cl+1;
case 9
c2=c2+1;
case 10
c3=c3+1;
case 11
cd=c4+1;
case 12
cb=cb+1;
case 13
c6=c6+1;
case 14
c7=cT+1;
case 15
c8=c8+1;
case 16
c9=c9+1;
case 17
c10=c10+1;
case 18
cll=cl1+1;
case 19
cl2=cl12+1;
case 20
cl3=c13+1;
case 21
cld=cl14+1;
case 22
cl15=c15+1;
case 23
cl16=cl16+1;
case 24
cl7=cl7+1;
end
end
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4.2. Algoritmo para excluir tipos del grupo de
automorfismos de un cdédigo tipo II

clc; clear all; P=[2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,
43, 47, 53,

59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127];
N=[24,48,120;12,24,60;8,12,24]; TI=zeros(7,320); E=zeros(7,240);
co=1; ce=1; for i=1:3

j=1
n=N(1,1i);
d=N(3,i);
while P(j)<n
p=P(j);
k=floor(n/p);
for c=k:-1:1
e=4;
f=n-px*c;
TI(1,co)=p;
TI(2,co)=c;
TI(3,co)=f;
if £<2x*d;
if 0.5%(f-c)>(1+log2(d/(2*d-£)));
fprintf (’E1l tipo %g - (%g, %g) no es posible
por b\n’,p,c,f)
TI(e,co)=2;e=e+1;
end
elseif (2%d-2-log2(d))>0.5%(f+c);
fprintf (’E1l tipo %g - (%g, %g) no es posible por
a\n’,p,c,f)
TI(e,co)=1;e=e+1;
end
if " (p*c>2*d)
if d7=4;
fprintf (’E1l tipo %g - (%g, %g) no es posible
por c\n’,p,c,f)
TI(e,co)=3;e=e+1;
elseif (p==3 && c"=2)||(p==7 && c~=1)
fprintf (’E1l tipo %g - (%g, %g) no es posible
por c\n’,p,c,f)
TI(e,co)=3;e=e+1;
end
end
if 1==mod(p,4) && 17=mod(p,8)
if 0”=mod(c,2)
fprintf (’El tipo %g - (%g, %g) no es posible
por corolario\n’,p,c,f)
TI(e,co)=4;e=e+1;

4.2. Algoritmo para excluir tipos del grupo de automorfismos de un cédigo tipo Il
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end
end
if ((p==3) |1 (p==5) | | (p==11) | | (p==13) | | (p==19) | |
(p==29) | | (p==37) | | (p==53) | | (p==59) | | (p==61) | |
(p==67) | | (p==83) | | (p==101) | | (p==107) ) &&(0"=mod (c,2))
fprintf (’E1l tipo %g - (%g, %g) no es posible
por d\n’,p,c,f)
TI(e,co)=5;e=e+1;
elseif (p==3)&& ((d/2>2*floor(c/6)+2) ||
(floor(n/24)>floor(c/6)))
fprintf (’E1l tipo %g - (%g, %g) no es posible
por e\n’,p,c,f)
TI(e,co)=6;e=e+1;
end
if e>4
E(:,ce)=TI(:,co);
ce=ce+l;
end
co=co+1;

end
j=3+1;
end
ce=ce+l;
end

Este algoritmo se puede expresar por medio del siguiente flujograma:

Capitulo 4. ANEXOS



Tesis de Maestria 65

INICIO

Calcule tipo p-(c,f)

NO N

M éYa(f-c)>(1+logy(d/(2d-f)))?

[0} Sl
é2d-2-log,d>Y (f+¢)? El tipo p-(c,f) no es

posible por ii.
El tipo p-(c,f) no es
posible por i. Acumule p-(c,f),2
Acumule p-(c,f),1

Sl

El tipo p-(c,f) no es
i(p=3Ac#2)
v (p=7A c£7)?

posible por iii.

Acumule p-(c,f),3

El tipo p-(c,f) no es
posible por iii.

Acumule p-(c,f),3

Pp=1modan
p #1mod 8?

Sl
¢Es cimpar? ,|,

El tipo p-(c,f) no es
posible por iv.

Acumule p-(c,f),4

ép €(3,5,11,13,19,229,37,53,59,61,67,83,101,107}
Acesimpar?

El tipo p-(c,f) no es
posible por v.

El tipo p-(c,f) no es Acumule p-(c,f),5

posible por vi.

ép=3 A\d/2>2Lc/61 +2?

Acumule p-(c,f),6
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