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Introducción

Con el interés, cada vez más creciente, en almacenamiento y transmisión
de información, uno de los objetivos principales es conseguir la correcta
reconstrucción de ésta a partir de los datos léıdos o recibidos de una
fuente. Esto con el fin de garantizar una comunicación eficaz.

En esta tarea juega un papel vital la teoŕıa de la información y más
precisamente la teoŕıa de códigos, cuyo fin esencial es detectar y corregir
errores que puedan suceder durante el proceso de transmisión o lectura
de los datos, dependiendo del caso. Aśı, es de interés contar con códi-
gos que tengan la mayor capacidad posible, fijados unos parámetros, de
corregir errores.

Espećıficamente, en el caso de códigos binarios lineales existe una clase
que, entre los códigos de bloque, posee la mayor capacidad de detección y
corrección de errores. Éstos son los códigos doblemente pares extremales,
que si además cuentan con la condición de ser auto-duales, los automor-
fismos que se puedan definir sobre este espacio vectorial se comportan
de una manera particular, permitiendo aśı incluso obtener el código a
partir de la información proporcionada por el grupo de automorfismos
correspondiente.

Por esta razón en el presente trabajo de grado se proporcionan ini-
cialmente algunas definiciones básicas y resultados fundamentales para
la teoŕıa de códigos en general, con el fin de estudiar con cuidado las
técnicas introducidas por Huffman[1] y trascendidas por Yorgov[2], pa-
ra caracterizar automorfismos de códigos extremales tipo II, que son
los de nuestro interés. Resultados que son necesarios para el desarrollo
mostrado en el segundo caṕıtulo dedicado a obtener algunas condicio-
nes necesarias, dado el tipo p− (c, f) de un automorfismo de un código
extremal tipo II, con p un primo impar.

Estas Condiciones son empleadas en el caṕıtulo 2 para excluir algunos

v



VI Darwin Villar

de los tipos de una lista de posibilidades para cada uno de los códigos
analizados, estos son los de parámetros [24,12,8], [48,24,12] y [120, 60,
24], todos extremales tipo II.

Finalmente, en el caṕıtulo 3 de la lista resultante se determina si es
posible que exista un código auto-dual, doblemente par y extremal con
automorfismos del tipo estudiado en cada caso particular. Lo que al final
nos lleva a obtener el código en śı, para los casos en los cuales no se llega
a una contradicción.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Generalidades

1.1.1 Definición. Sea K un conjunto finito con q elementos (un alfabe-
to) y n ∈ N. Un subconjunto no vaćıo C de Kn se denomina un código
de bloque o simplemente un código de longitud n sobre el alfabeto K.
Los elementos de C se denominarán codewords. Si q = 2 o q = 3, en-
tonces llamaremos a C un código binario o ternario, respectivamente.

Recordemos que Kn es el producto cartesiano de n copias de K. Es
decir,

Kn = {(a1, . . . , an) | aj ∈ K}.
Como ejemplo de alfabeto K, con |K| = q podemos considerar el con-
junto de las clases residuales módulo q. Es decir, K = {0, 1, . . . , q − 1}.
Sobre este conjunto puede definirse una suma de tal forma que se obtie-
ne la estructura de grupo abeliano. Mas aún, si q es un número primo,
entonces Zq es un cuerpo. Un código binario corresponde entonces a un
código definido sobre el cuerpo Z2 y un ternario a uno definido sobre el
cuerpo Z3.

1.1.2 Definición. Sean K un cuerpo finito y n ∈ N. Para u =
(u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ Kn definimos la distancia Hamming
d entre u y v de la siguiente manera

d(u, v) := |{j | uj 6= vj , j = 1, . . . , n}|.

1
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Para los vectores u = (1, 1, 0, 0, 1), v = (0, 1, 1, 1, 0) ∈ Z5
2 se verifica

que d(u, v) = 4.

1.1.3 Teorema. La distancia Hamming d es una métrica. Es decir, para
todo u, v, w ∈ Kn se verifican

1. d(u, v) ≥ 0 y d(u, v) = 0 si y solo si u = v

2. d(u, v) = d(v, u) (Simetŕıa)

3. d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v). (Desigualdad triangular)

Además d es invariante bajo traslaciones. Es decir, para todo u, v, w ∈
Kn se verifica que d(u+ w, v + w) = d(u, v),

Demostración. La no negatividad y la simetŕıa son inmediatas. Sean
u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn), w = (w1, . . . , wn) ∈ Kn. Para la
desigualdad triangular note que si uj 6= vj , entonces uj 6= wj o vj 6= wj .
Con lo cual se sigue la afirmación.

Por otro lado,

d(u, v) = |{j | uj 6= vj , j = 1, . . . , n}|
= |{j | uj + wj 6= vj + wj , j = 1, . . . , n}|
= d(u+ w, v + w)

�

1.1.4 Definición. Sea C es un código de longitud n sobre un alfabeto
K.

1. Si |C| > 1, entonces llamaremos a

d(C) := mı́n{d(c, c′) | c, c′ ∈ C, c 6= c′}.

la distancia mı́nima de C. Si |C| = 1, entonces definimos d(C) :=
0.

2. Si d(C) = d y M = |C|, entonces diremos que C es un (n,M, d)-
código sobre K. Llamaremos a (n,M, d) los parámetros de C.

Capı́tulo 1. Preliminares
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Si el alfabeto K es un cuerpo, es ampliamente conocido que Kn es un
espacio vectorial. Los códigos lineales no son más que subespacios de es-
te espacio vectorial. Estos, contrario a los códigos en general, además de
ser un subconjunto de Kn, ofrecen abundantes ventajas. Por ejemplo el
codificador y el decodificador no necesita almacenar todos los codewords
sino solamente una base, ya que todos los codewords pueden representar-
se de manera única en términos de los elementos de ésta. Por otro lado,
la distancia mı́nima puede calcularse de manera más rápida utilizando
los pesos de los vectores, concepto que se definirá a continuación. No obs-
tante resulta decisiva la rapidez de algunos algoritmos de decodificación,
los cuales aprovechan la estructura de espacio vectorial.

1.1.5 Definición. Sea K un cuerpo finito y n ∈ N. Un código lineal
C es un subespacio vectorial del espacio Kn. Escribiremos para ello
C ≤ Kn. Si la dimensión dimK(C) = k y la distancia mı́nima d(C) =
d, entonces diremos que C es un [n, k]-código o más exactamente un
[n, k, d]-código sobre K. Llamaremos a [n, k, d] o [n, k, d]q, si |K| = q,
los parámetros de C.

Con ayuda de la función peso, la cual describimos a continuación,
se puede determinar la distancia mı́nima de un código lineal con una
simplificación considerable en los cálculos.

1.1.6 Definición. Sea K un cuerpo y n ∈ N.

1. Para x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn definimos

wt(x) := d(x, 0) = |{j | xj 6= 0}|

y lo llamaremos el peso de x. La función wt : Kn −→ N0 se
denomina función peso sobre Kn.

2. Si {0} 6= C ⊆ Kn, entonces se define el peso minimal de C,
notado con wt(C), de la siguiente manera

wt(C) := mı́n{wt(x) | 0 6= x ∈ C}.

Para C = {0} se define wt(C) = 0.

3. El soporte de un vector x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn se nota y define
mediante

sop(x) := {j | xj 6= 0}.

1.1. Generalidades
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Para U ⊆ Kn definimos además

sop(U) :=
⋃
u∈U

sop(u).

En particular wt(u) = |sop(u)| y

sop(U) = {j | ∃u = (u1, . . . , un) ∈ U, con uj 6= 0}.

1.1.7 Teorema. Si C 6= {0} es un código lineal, entonces d(C) =
wt(C).

Demostración. De la invariancia bajo traslaciones de d se sigue

d(C) = mı́n{d(c, c′) | c, c′ ∈ C, c 6= c′}
= mı́n{d(c− c′, 0) | c, c′ ∈ C, c 6= c′}
= mı́n{d(x, 0) | x ∈ C, x 6= 0}
= wt(C).

�

El teorema anterior reduce considerablemente el costo en el cálculo de
la distancia mı́nima de un código lineal. En efecto, se pasa de calcular(|C|

2

)
distancias a determinar |C| − 1 pesos. Notemos con Kk×n al con-

junto de todas las matrices con entradas en el cuerpo K, que poseen k
filas y n columnas. Si A ∈ Kk×n, entonces notaremos con AT la matriz
transpuesta de A y con Rang(A) el rango de A. Si f es un vector fila,
entonces fT denotará un vector columna.

1.1.8 Definición. Sea C un [n, k]-código sobre K.

1. Si k ≥ 1, entonces una matriz G ∈ Kk×n se denomina una matriz
generadora de C, si

KkG = {(u1, . . . , uk)G | uj ∈ K} = C.

En particular, se verifica que Rang(G) = dim(C).

2. Si k < n, entonces una matriz H ∈ K(n−k)×n se denomina una
matriz de control para C, si

C = {u | u ∈ Kn, HuT = 0}.

Del álgebra lineal se sigue que

Rang(H) = n− dim(ker(H)) = n− dim(C) = n− k.

Capı́tulo 1. Preliminares
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1.1.9 Definición. Se dice que G una matriz generadora de un [n, k]-
código C está en su forma estándar si es de la forma

G = (Ik | B) =


1 0 · · · 0 ∗ · · · ∗
0 1 · · · 0 ∗ · · · ∗
...

. . .
... ∗ · · · ∗

0 0 · · · 1 ∗ · · · ∗

 .

Por ejemplo para el código binario auto-dual doblemente par extremal
con parámetros [24, 12, 8] se tiene que la matriz generadora en su forma
estándar que está dada por:

G = (I12 | A) ∈ F12×24
2 ,

donde I12 ∈ F12×12
2 es la matriz identidad con unos en la diagonal

principal y ceros en las demás posiciones y A es la matriz dada por:

A =



0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1
1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1
1 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0
1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0
1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0
1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1



1.1.10 Teorema. Sea G ∈ Kk×n con filas g1 = (g11, . . . , g1n), . . . ,
gk = (gk1, . . . , gkn). Entonces G es una matriz generadora de un [n, k]-
código C sobre K, si y sólo si B = (g1, . . . , gk) es una base para C.

Demostración. Supongamos que B = (g1, . . . , gk) es una base para

1.1. Generalidades
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C. Entonces para todo u ∈ Kk se verifica que

uG = (u1, . . . , uk)

g11 . . . g1n
...

...
gk1 . . . gkn


= (u1g11 + · · ·+ ukgk1, . . . , u1g1n + · · ·+ ukgkn)

= u1g1 + · · ·+ ukgk ∈ C.

Es decir,

KkG = {uG | u ∈ Kk} = C,

y se tiene que G es una matriz generadora para C.

Rećıprocamente, supongamos que G es una matriz generadora para
C. Es decir, C = {uG | u ∈ Kk}. Entonces

(1, 0, . . . , 0)G = g1, . . . , (0, . . . , 0, 1)G = gk

y se tiene que las filas de G pertenecen a C. Por lo tanto

C = {uG | u ∈ Kk} = {u1g1 + · · ·+ ukgk | uj ∈ K}

y consecuentemente C = 〈g1, . . . , gk〉. Dado que dim(C) = k, se sigue
que B es una base para C. �

1.2. Códigos ćıclicos y QR-Códigos

En esta sección se tratarán algunos aspectos básicos sobre los códigos
ćıclicos y se definirán un tipo especial de ellos, los códigos de residuo
cuadráticos o QR-Codes, por sus siglas en inglés.

1.2.1 Definición. Decimos que C ≤ Fnq es un código ćıclico si
(c0, c1, . . . , cn−1) ∈ C implica que (cn−1, c0, c1, . . . , cn−2) ∈ C.

1.2.2 Lema. Sea C un [n, k]-código sobre Fq. Entonces, C es ćıclico si,
y sólo si,

C(x) :=
{∑n−1

i=0
cix

i + 〈xn − 1〉 | (c0, . . . , cn−1) ∈ C
}

es un ideal de Fq[x]/〈xn − 1〉, notado con C(x)E Fq[x]/〈xn − 1〉.

Capı́tulo 1. Preliminares
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Demostración. ⇒] : Sea C un código ćıclico, veamos que

C(x)E Fq[x]/〈xn − 1〉,

esto es, C(x) ≤ Fq[x]/〈xn − 1〉 y para todo h ∈ Fq[x]/〈xn − 1〉 se debe
verificar que hC(x) = C(x). La primera condición es clara por ser C(x)
cerrado con la suma de vectores y multiplicación por escalares, compro-
bemos entonces la segunda. En efecto, sea

∑n−1
i=0 cix

i + 〈xn− 1〉 ∈ C(x),
consideremos un caso base:

x
∑n−1

i=0
cix

i =
∑n−1

i=0
cix

i+1

= c0x+ . . .+ cn−1x
n

≡ c0x+ . . .+ cn−2x
n−1 + cn−1 mód 〈xn − 1〉

= cn−1 + c0x+ . . .+ cn−2x
n−1 ∈ C(x),

dado que C es ćıclico. Con lo que se muestra la afirmación.
⇐] :Supongamos que C(x) E Fq[x]/〈xn − 1〉, si α = c0 + c1x + . . . +
cn−1x

n−1 ∈ C(x), entonces xα = cn−1 + c0x + . . . + cn−2x
n−1 ∈ C(x),

luego (c0, c1, . . . , cn−1) ∈ C implica que (cn−1, c0, c1, . . . , cn−2) ∈ C. Con
lo que se tiene que C es ćıclico. �

1.2.3 Teorema. Sean C un [n, k]-código sobre Fq y C(x) su correspon-
diente ideal en Fq[x]/〈xn − 1〉. Entonces:

(a) Existe un único polinomio mónico g con grado mı́nimo n − k, tal
que g + 〈xn − 1〉 ∈ C(x), g | xn − 1 y

C(x) = 〈g〉 := {f · g + 〈xn − 1〉 | f ∈ Fq[x], grad(f) < k}

(b) B := (g, xg, . . . , xk−1g)es una base para C(x), ademásdimFq C =
n− grad(g).

(c) Si g =
∑n−k

i=0 aix
i, entonces:

G =


a0 a1 · · · ak 0 · · · 0
0 a0 a1 · · · ak 0 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · 0 a0 a1 · · · ak

 ∈ Fk×nq ,

es una matriz generadora para C.

1.2. Códigos cı́clicos y QR-Códigos
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Demostración.

(a) Mostremos inicialmente la unicidad de g. Sean g, h polinomios de
grado mı́nimo n − k con la propiedad enunciada, luego como am-
bos son mónicos grad(g − h) < n − k, entonces g − h = 0 por la
minimalidad de estos polinomios, y aśı g = h. Mostremos ahora su
existencia, dado que Fq[x]/〈xn−1〉 es un anillo de ideales principales
y C(x) es un ideal de éste, se sigue que existe g con grado mı́nimo
tal que C(x) = 〈g〉.
Finalmente veamos que g | xn − 1. En efecto, de la división con
resto se tiene que existen h, r ∈ Fq[x] tales que xn − 1 = gh + r,
con grad(r) < grad(g). De esta manera, r = (xn − 1) − gh,
aśı r ≡ −gh ∈ C(x), ya que C(x) es un ideal y g ∈ C(x). Con lo
que se concluye que r = 0 por minimalidad de g, es decir, g | xn−1 .

(b) De (a) se tiene que C(x) = 〈g〉, esto es, (g, xg, . . . , xk−1g) genera
a C(x) y claramente es linealmente independiente, en consecuencia
una base para C(x) y también dimFq C(x) = k − 1 + 1 = k

(c) Si g =
∑n−k

i=0 aix
i y a0 6= 0 por minimalidad de g, entonces como

nuevamente de (a), (g, xg, . . . , xk−1g) es una base para C(x) ∼= C,
entonces ((a0, a1, . . . , an−k, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, a0, a1, . . . , an−k))
un sistema de Fnq es una base para C sobre Fq.

�

1.2.4 Definición. Sean p un primo impar y a ∈ Z× con p - a. Entonces

a. Decimos que a es un residuo cuadrático módulo p si existe b ∈ Z,
tal que a ≡ b2 mód p.

b. Definimos el śımbolo de Legendre como la función(
.

p

)
: Z× −→ {−1, 0, 1},

dada por(
a

p

)
:=


1, Si a es un residuo cuadrático mód p
0, Si p | a
−1, Si a no es un residuo cuadrático mód p.

Capı́tulo 1. Preliminares
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Por ejemplo, en Z7 1, 2 y 4 son residuos cuadráticos módulo 7, ya que
4 ≡ 22 mód 7, 2 ≡ 42 mód 7 y 1 ≡ 62 mód 7 ≡ 12 mód 7. De hecho si
definimos:

Qp :=

{
a ∈ N | 1 6 a < p ∧

(
a

p

)
= 1

}
Np :=

{
a ∈ N | 1 6 a < p ∧

(
a

p

)
= −1

}
.

Se puede probar que |Qp| = |Np| = p−1
2 . En efecto, definamos

α : F×p −→ F×p

x 7−→ α(x) := x2,

Veamos que α ∈ End(F×p ). Sean a, b ∈ F×p , entonces

α(ab) = (ab)2 = a2b2 = α(a)α(b).

Ahora Kern(α) = {a ∈ Fp | a2 = 1} = {1,−1}. Entonces

|Qp| = |Im(α)| =
|F×p |

|Kern(α)|
=
p− 1

2
.

De esta forma, si F×p tiene p−1
2 residuos cuadráticos módulo p, entonces

tiene la misma cantidad de no residuos cuadráticos módulo p, estos es,
|Qp| = |Np| = p−1

2 .

1.2.5 Definición. Sean p 6= 2 un primo, r 6= p otro primo con ( rp) = 1,
E una extensión del cuerpo Fr = K que contiene una p-ésima ráız de la
unidad α 6= 1, i.e., K ≤ E, αp = 1 6= α y definamos

q(x) :=
∏
i∈Qp

(x− αi) ∈ Fr[x]

n(x) :=
∏
i∈Np

(x− αi) ∈ Fr[x],

entonces los códigos ćıclicos de longitud p sobre Fr generados por
q(x), n(x), q(x)(x − 1), n(x)(x − 1) son llamados códigos de resi-
duo cuadrático y se denotan por Q,N,Q y N .

1.2. Códigos cı́clicos y QR-Códigos
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1.3. Dualidad

Similar como en los espacios vectoriales euclidianos se describe el códi-
go dual con base en una forma bilineal no degenerada, la cual se constru-
ye exactamente igual al producto escalar euclidiano. Para ello definimos

( | ) : Kn ×Kn −→ K

mediante

(u|v) :=

n∑
j=1

ujvj ,

donde K es un cuerpo, u = (u1, . . . , un) y v = (v1, . . . , vn).

1.3.1 Lema. Sean u, v, w ∈ Kn y a, b ∈ K. Entonces

(a) (u+ v|w) = (u|w) + (v|w)

(b) (au|v) = a(u|v)

(c) (u|v) = (v|u).

Es decir, ( | ) es una forma bilineal simétrica.

(d) (0|v) = (v|0) = 0

(e) Si (u|v) = 0, para todo v ∈ Kn, entonces u = 0.

Es decir, ( | ) es una forma bilineal simétrica no degenerada.

Demostración. Las primeras cuatro afirmaciones son inmediatas. Para
demostrar la última, sea v el j-ésimo vector de la base canónica de Kn,
esto es, v = ej , entonces 0 = (u|ej) = uj . Por lo tanto u = 0. �

1.3.2 Definición. Sea C un [n, k]-código sobre un cuerpo K.

(a) El código dual de C, notado con C⊥, se define de la siguiente
manera:

C⊥ := {u ∈ Kn | (u|c) = 0, ∀c ∈ C}.

(b) C se denomina auto-ortogonal, si C ⊆ C⊥.

(c) C se denomina auto-dual, si C = C⊥.

Capı́tulo 1. Preliminares
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Puede verificarse sin dificultades que M⊥ es siempre un subespacio vec-
torial de Kn, aún cuando M se simplemente un subconjunto de Kn. En
particular, un código auto-dual es siempre lineal.

1.3.3 Teorema. Sea C un [n, k]-código sobre un cuerpo K con |K| = q.
Entonces

(a) C⊥ es un [n, n− k]-código sobre K.

(b) (C⊥)⊥ = C.

(c) G es una matriz generadora de C si, y sólo si, G es una matriz de
control de C⊥.

(c) H es una matriz de control de C si, y sólo si, H es una matriz
generadora de C⊥.

(d) Si (Ik | A) es una matriz generadora de C (en forma estándar),
entonces (−AT | In−k) es una matriz generadora de C⊥, por lo
tanto una matriz de control de C.

(e) Si C es auto-dual, entonces k = n
2 . En particular, todo código auto-

dual tiene longitud par.

Demostración.

(a) Sea G una matriz generadora para C, cuyas filas están dadas por

fj = (gj1, . . . , gjn), j = 1, . . . , k.

Entonces x = (x1, . . . , xn) es un elemento de C⊥ si, y sólo si,
(x|fj) = 0, para todo j = 1, . . . , k. Esto es equivalente a afirmar
que x es solución del sistema homogéneo de k ecuaciones lineales en
las variables x1, . . . , xn dado por

g11x1 + g12x2 + · · ·+ g1nxn = 0

g21x1 + g22x2 + · · ·+ g2nxn = 0
...

gk1x1 + gk2x2 + · · ·+ gknxn = 0.

En conclusión
x ∈ C⊥ ⇔ GxT = 0.

1.3. Dualidad
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Del álgebra lineal sabemos que

n = Rang(G) + dimK{x ∈ Kn | GxT = 0}.

Es decir,
n = Rang(G) + dimK C

⊥.

De donde se sigue que dimK C
⊥ = n− k.

(b) Si x ∈ C y v ∈ C⊥, entonces (x|v) = 0. Por lo tanto x ∈ (C⊥)⊥.
Esto demuestra que C ⊆ (C⊥)⊥. Además

dimK(C⊥)⊥ = n− (n− k) = k = dimK C.

Con lo cual se tiene la igualdad.

(c) En (a) se demostró que si G es una matriz generadora de C, entonces
G es una matriz de control de C⊥.

Rećıprocamente, seaG una matriz de control de C⊥. Dado que C⊥ es
un [n, n− k]-código sobre K, se verifica que toda matriz generadora
de C⊥ tiene n− k filas. Por lo tanto cualquier matriz de control de
C⊥ tiene n − (n − k) = k filas. Supongamos entonces que las filas
de G están dadas por

fj = (gj1, . . . , gjn), j = 1, . . . , k.

Entonces (y|fj) = 0, para todo y ∈ C⊥ y para todo j = 1, . . . , k. Es
decir, cada fj pertenece a (C⊥)⊥ = C. Dado que las filas de G son
linealmente independientes y además el número de filas de G, que
es k, coincide con

k = n− (n− k) = dimK C.

Por lo tanto G es una matriz generadora de C.

(d) Usando (b) y (c) tenemos:

H es una matriz generadora de C⊥ si y solo si H es una matriz de
control de (C⊥)⊥ = C.

(e) Se verifica que

(−AT | In−k)(Ik | A)T =(−AT | In−k)
(
Ik
AT

)
=−AT Ik + In−kA

T

=0.

Capı́tulo 1. Preliminares
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Se sigue entonces que (−AT | In−k) es una matriz de control de C
y consecuentemente una matriz generadora de C⊥.

(f) Si C es auto-dual, entonces n− k = k y se tiene la afirmación.

�

1.3.4 Definición. Sea r ∈ N. Un código C se denomina r-divisible,
si para todo c ∈ C se verifica que r | wt(c). En particular, si r = 2 se
dice que el código es par y si 4 | wt(c), para todo c ∈ C, entonces C se
denomina doblemente par.

1.3.5 Lema. (Divisibilidad) Sea C un código binario auto-dual de
longitud n. Entonces

(a) C es 2-divisible.

(b) Si 4 | wt(c), para todo c en una base de C, entonces C es un código
doblemente par.

Demostración.

(a) Sea c = (c1, . . . , cn) ∈ C. Dado que K = F2 (caracteŕıstica 2) tene-
mos

0 = (c|c) =
k∑
j=1

c2
j =

∑
cj 6=0

1 = wt(c) · 1.

Por lo tanto C es 2-divisible.

(b) Es suficiente demostrar que si c, c′ ∈ C, 4 | wt(c) y 4 | wt(c′),
entonces 4 | wt(c+ c′). Note inicialmente que

wt(c+ c′) = wt(c) + wt(c′)− 2 |sop(c) ∩ sop(c′)|. (1.1)

De la auto-dualidad de C se sigue que

0 = (c|c′) =

k∑
j=1

cjc
′
j =

∑
cj=c′j

1 = |sop(c) ∩ sop(c′)| · 1.

Es decir, 2 | |sop(c) ∩ sop(c′)|. Por lo tanto, si 4 | wt(c) y 4 | wt(c′),
usando (1.1) se sigue que 4 | wt(c+ c′).

1.3. Dualidad
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�

Entre los códigos auto-duales existe una clasificación especial depen-
diendo del cuerpo sobre el cual están definidos y su r-divisibilidad, de la
siguiente manera.

1.3.6 Definición. Sea C un código auto-dual r-divisible, con r > 1.
Entonces, se dice que C es un código:

(a) Tipo I si es binario y no es doblemente par, i.e., r 6= 4.

(b) Tipo II si es binario y doblemente par.

(c) Tipo III si es ternario, que a su vez por ser auto-dual implica ser
3-divisible.

(d) Tipo IV si es un código sobre F4, en consecuencia es par.

Capı́tulo 1. Preliminares



Caṕıtulo 2

Tipos de automorfismos de
códigos tipo II

Un teorema de Gleason, Pierce y Turyn [3] garantiza que, si s > 1
divide el peso de cada codeword en un código binario auto-dual no trivial,
entonces s = 2 o s = 4. Los códigos binarios auto-duales satisfacen
automáticamente esta condición, cuando s = 2. Los códigos binarios
auto-duales doblemente par existen, si n es un múltiplo de ocho [4].

Un teorema de C.L. Mallows y N.J.A. Sloane [6] demuestra que la
distancia mı́nima d de un [n, k, d]-código binario auto-dual satisface la
desigualdad:

d ≤ 4
⌊
n
24

⌋
+ 4, si n 6≡ 22 mód 24

d ≤ 4
⌊
n
24

⌋
+ 6, si n ≡ 22 mód 24,

donde bxc denota la parte entera de x. Los códigos que alcanzan esta
cota son denominados extremales. Si n es un múltiplo de 24, enton-
ces un código binario auto-dual que alcance la cota forzosamente debe
ser doblemente par [7]. Por lo tanto, los códigos binarios auto-duales y
extremales con longitud un múltiplo de 24 resultan de especial interés.

En resumen los códigos binarios auto-duales y extremales tienen
parámetros [24m, 12m, 4m+4], para algún m natural. Shengyuan Zhang
[8] demostró que para m > 153 tales códigos no existen y hasta el mo-
mento sólo se encuentran caracterizados los casos m = 1 y m = 2, los
cuales corresponden respectivamente al [24, 12, 8]-código extendido de

15
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Golay y al [48, 24, 12]-código de resto cuadrático. Como puede notarse,
tales códigos tienen una longitud acotada n. La cota conocida hasta el
momento es de 3672 y como notamos anteriormente, la existencia sólo
ha podido demostrarse para valores muy pequeños de m.

Otro problema interesante es la caracterización del grupo de automor-
fismos asociado a tales códigos. Para una permutación σ ∈ Sym(n) y
v = (v1, . . . , vn) ∈ Fn2 se define

σ(v) := (vσ(1), . . . , vσ(n)).

El código binario C y su imagen son llamados equivalentes. Si C =
σ(C), entonces la permutación σ se denomina un automorfismo de C.
El conjunto de todos los automorfismos del código C forman el grupo
de automorfismos de C y se notará con Aut(C).

Finalmente, si C es un [n, k]−código sobre Fq y σ ∈ Aut(C). Entonces,
decimos que σ es del tipo p− (c, f) si σ ∈ Sym(n) está compuesto por c
p ćıclos y f puntos fijos.

2.1. Fundamentos algebráicos

Siendo C un código lineal de longitud n y σ ∈ Aut(C) del tipo p−(c, f),
a lo largo de esta sección se hará uso de una notación estándar para
algunos conjuntos especiales tales como:

Fσ(C) := {c ∈ C | σ(c) = c}, donde σ ∈ Aut(C).

Eσ(C) := {v ∈ C | wt(v|Ωi) ≡ 0 mód 2, i ∈ {1, . . . , c+ f}}.
Sea además π la función

π : Fσ(C) −→ Fc+f2

x 7−→ (π(x))i := xj ,

donde j ∈ Ωi, σ = Ω1 . . .Ωc+f . En adelante notaremos su imagen

π(Fσ(C)) con Fσ(C).

Veamos algunas nociones de Fσ(C), Eσ(C) y σ ∈ Aut(C). Sea σ =
Ω1 . . .Ωc+f , donde Ωc+1 . . .Ωc+f son puntos fijos. Aśı, se entenderá para
C = (c1, . . . , cn), C|Ωj := (cΩj1 , . . . , cΩjl), con Ωj = (Ωj1 . . .Ωjl), siendo
l la longitud del ciclo. Luego, por ejemplo si

C = 000111111000000000011000 y σ = (123)(456)(789),

Capı́tulo 2. Tipos de automorfismos de códigos tipo II
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entonces C|(123) = (000) y C|(456) = (111). Note además que por
definición si c ∈ Eσ(C) y f 6= 0, entonces c|Ωs = 0 para todo
s ∈ {c+ 1, . . . , c+ f}. Por otro lado si

σ = (1 2 3)(4 5 6)(7 8 9)(10 11 12) y C = 101 000 000 101 011 011 000 000,

entonces σ(c) = (110 000 000 110 011 011 000 000). En este caso note
incluso que c 6= σ(c), por lo que c 6∈ Fσ(C), por definición. Además, se
nota del ejemplo que para que un c ∈ C esté en Fσ(C) se debe cumplir
que cΩjl ≡ cΩjkmód 2, para todo Ωjl,Ωjk ∈ Ωj , con j ∈ {1, . . . , c+ f}.

Finalmente, como claramente Fσ(C)∪Eσ(C) ⊆ C, si C es doblemente
par, entonces ambos, tanto Fσ(C), como Eσ(C), también lo son. Y si C es
auto-ortogonal, mucho más si es auto-dual, entonces ambos subcódigos
también lo son.

2.1.1 Lema. Sea C un código auto-dual. Entonces Fσ(C) es auto-dual
de longitud n− c(p− 1). Además, si C es doblemente par y p ≡ 1 mód
4 ó f = 0, entonces Fσ(C) también lo es.

Demostración. Veamos inicialmente que Fσ(C) ∼= Fσ(C). Clara-
mente π es una aplicación lineal, como consecuencia de que σ ∈ Aut(C),
además sobreyectiva. Luego, sólo falta comprobar que π es inyectiva.
En efecto, si x ∈ Fσ(C) tal que π(x) = 0, entonces xi = 0 para i ∈
{1, . . . , n}, por definición de π. Es decir, π(x) = 0 con lo que se tiene
que x = 0. De esta manera Kern(π)={0} y π es inyectiva. Por lo tanto
se tiene la afirmación inicial.

Mostremos a continuación que Fσ(C) es auto-ortogonal. Dado que C
es auto-dual, para v, w ∈ Fσ(C) ⊆ C se verifica que:

0 ≡ (v|w) ≡ p
∑c

i=1
viwi +

∑c+f

i=c+1
viwi,

donde (v1, . . . , vc+f ) = π(v) y (w1, . . . , wc+f ) = π(w), lo cual siempre es
posible por ser π biyectiva.

Como p es primo y p 6= 2, al ser C un código binario, se tiene que:

0 ≡
∑c+f

i=1
viwi = (π(v), π(w)),

dado que

p
∑c

i=1
viwi ≡

∑c

i=1
viwi mód 2.

2.1. Fundamentos algebráicos
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Además, como π(v), π(w) son cualesquiera en Fσ(C), al serlo v, w ∈
Fσ(C), se tiene como consecuencia que Fσ(C) ⊆ Fσ(C)

⊥
, aśı por defini-

ción Fσ(C) es auto-ortogonal.

Es ampliamente conocido que si K es un cuerpo y C ≤ Kn, con n ∈ N,
entonces

dimK(C) + dimK(C⊥) = n.

De esta manera, como ya se sabe que Fσ(C) es auto-ortogonal, basta

con mostrar que tiene la misma dimensión que Fσ(C)
⊥

para tener que
es auto-dual. Prosiguiendo en este sentido, se tiene del teorema 3.2 de
[12] y del hecho que Fσ(C) ∼= Fσ(C) que

dimF2 {v ∈ Fn2 | σ(v) = v} = 2 dimF2 Fσ(C) = 2 dimF2 Fσ(C).

Ahora, como

(ej)l :=

{
1, l ∈ Ωj

0, otro caso,

es una base para V0 := {v ∈ Fn2 | σ(v) = v}, se sigue que:

dimF2 Fσ(C) =
1

2
(c+ f),

siendo (c+f) la longitud de Fσ(C), con lo que se tiene el resultado. Note
que como n = pc+f , se verifica que c+f = n− c(p−1).. Para terminar
veamos la última afirmación. Sea v ∈ Fσ(C), entonces wt(v) ≡ 0mód
4 y wt(v) = p

∑c
i=1 π(v)i +

∑c
i=c+1 +fπ(v)i. Luego, si p ≡ 1mód 4,

entonces:

wt(v) =p
∑c

i=1
π(v)i +

∑c+f

i=c+1
π(v)i

≡
∑c

i=1
π(v)i +

∑c+f

i=c+1
π(v)i mód 4

=
∑c+f

i=1
π(v)i = wt(π(v)).

Como v ∈ Fσ(C) es cualquiera entonces Fσ(C) es doblemente par. Igual-
mente, si f = 0, entonces:

wt(v) =p
∑c

i=1
π(v)i

≡0 mód 4,

Capı́tulo 2. Tipos de automorfismos de códigos tipo II
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y como p no es múltiplo de 4, entonces necesariamente lo debe ser∑c
i=1 π(v)i = wt(π(v)). �

2.1.2 Corolario. Sea C un código auto-dual y doblemente par. Si p ≡ 1
mód 4 y p 6≡ 1 mód 8, entonces c es par.

Demostración. Dado que C es auto-dual y doblemente par, por el
lema 2.1.1, se tiene que Fσ(C) también lo es. Por ende su longitud es
divisible por ocho. (Ver [4]) Entonces n− c(p− 1) ≡ 0 mód 8, por otro
lado p − 1 ≡ 0 mód 4 y p − 1 6≡ 0 mód 8, por hipótesis. Luego cómo
además n ≡ 0 mód 8, se sigue que c ≡ 0 mód 2, es decir, c es par. �

2.1.3 Lema. Dado C ≤ Fn2 , entonces C = Fσ(C)⊕ Eσ(C). Si además
C es auto-dual, entonces dimF2 Eσ(C) = (p − 1)c/2. Más aún, el orden
multiplicativo de [2]≡ mód p en Zp divide a dimF2 Eσ(C). En particular si
C es auto-dual y 2 es una ráız primitiva módulo p, entonces c es par.

Demostración. Sea v ∈ C y definamos w := v +
∑p−1

i=0 σ
i(v). Como

wt(σi(v)|Ωj ) =wt(Ωi
j(v)|Ωj ) = wt(v|Ωj ),

para todo i ∈ {0, . . . , p−1}, para todo j ∈ {1, . . . , c+f}, dado que cada
par de ciclos son disjuntos dos a dos, esto es, Ωl ∩Ωs = ∅, si l 6= s y que
Ωj sólo reorganiza las coordenadas de v, por lo que no altera su peso.

Ahora, como σ ∈ Aut(C) y σ = Ω1 . . .Ωc+f , se sigue que

w|Ωj = v|Ωj +
∑p−1

i=0
σi(v)|Ωj ,para todo j ∈ {1, . . . , c+ f}.

Como C es binario, es entonces par o 2-divisible. Esto a su vez implica
que

wt(w|Ωj ) = wt
(∑p

i=0
σi(v)|Ωj

)
− 2k,

dado que el orden de σ es p y k(v,Ωj). Es decir,

wt(w|Ωj ) = (p+ 1)wt(v|Ωj )− 2k

y como p es un primo impar se sigue que

wt(w|Ωj ) ≡ 0 mód 2,

para cada j ∈ {1, . . . , c+ f}, es decir, w ∈ Eσ(C).

2.1. Fundamentos algebráicos
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Note que

σ
(∑p−1

i=0
σi(v)

)
=
∑p−1

i=0
σi+1(v), dado que σ ∈ Aut(C)

=
∑p−1

i=0
σi(v), ya que σ es de orden p.

Esto muestra que
∑p−1

i=0 σ
i(v) ∈ Fσ(C). Por consiguiente para cualquier

v ∈ C se verifica que

v =
∑p−1

i=0
σi(v) + w ∈ Fσ(C) + Eσ(C)

(note que por ser C un espacio vectorial sobre un cuerpo de caracteŕıstica
dos, para todo v ∈ C, se verifica que v = −v).

Mostremos a continuación que Fσ(C) ∩ Eσ(C) = ∅. En efecto, sea
v ∈ Fσ(C) ∩ Eσ(C), entonces por estar en ambos conjuntos, σ(v) = v,
aún más, Ωj(v)|Ωj = Ωj(v) y v tiene peso par. Como cada Ωj es un ciclo
de longitud impar se tiene que para todo l ∈ Ωj , vl = 0,para cada j ∈
{1, . . . , c+ f}, esto es, v = 0. En consecuencia

C = Fσ(C)⊕ Eσ(C).

Además, si C es auto-dual, entonces por el lema 2.1.1 se tiene que Fσ(C)
también lo es. Luego, como

dimF2 C = dimF2 Fσ(C) + dimF2 Eσ(C),

se tiene que

dimF2 Eσ(C) =
1

2
n− 1

2
(n− c(p− 1)) =

1

2
c(p− 1).

Finalmente como el único vector de E fijado por σ es 0C , se verifica
que p | 2dimF2 Eσ(C) − 1 lo que indica que

2dimF2 Eσ(C) ≡ 1 mód p.

En efecto, sea c ∈ C, σ ∈ Aut(C), entonces definamos:

O(c) := { σi(c) | i ∈ Z },

dado que σ es de orden p, se sigue que |O(c)| es uno o p, de hecho

|O(c)| :=
{

1, c ∈ Fσ(C)
p, c /∈ Fσ(C),

Capı́tulo 2. Tipos de automorfismos de códigos tipo II
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para c ∈ C, más aún podemos definir una relación de equivalencia sobre
C de la siguiente forma: para c, c′ ∈ C

c ∼ c′ :⇔ c′ ∈ O(c)

⇔ ∃i ∈ [0, p− 1] ∩ Z tal que c′ = σi(c)

y claramente las clases de equivalencia de C inducidas por esta relación
corresponden a O(c), con c ∈ C. Luego se verifica que

·⋃
c∈C O(c) =

( .⋃
c∈Fσ(C) O(c)

)
∪
( ·⋃

c6∈Fσ(C) O(c)

)
.

De esta manera |C| = |Fσ(C)| + s · p, donde s ∈ Z, aśı como además
se ha mostrado que C = Eσ(C)⊕ Fσ(C) se tiene que:

2dimF2 Eσ(C)+dimF2 Fσ(C) = 2dimF2 Fσ(C) + sp

o equivalentemente

2dimF2 Eσ(C)+dimF2 Fσ(C) ≡ 2dimF2 Fσ(C) mód p,

dado que p 6= 2 esto es equivalente a decir que:

2dimF2 Eσ(C) ≡ 1 mód p.

Por otro lado, como 2(p−1) ≡ 1 mód p, por el pequeño teorema de
Fermat, se sigue que c/2 ∈ N, por consiguiente

c ≡ 0 mód 2.

�

El lema anterior muestra que se puede obtener una matriz generadora
para C, G, de la forma:

puntos
ćıclos fijos

G =

(
X

∣∣∣∣ Y
)
}gen(Fσ(C))

A 0 }gen(Eσ(C)).

2.1.4 Lema. Sea C un [n, k, d]-código auto-dual binario con σ ∈
Aut(C) de tipo p− (c, f). Entonces se verifica que:

(a) Si f ≥ 2d, entonces 2d− 2− log2(d) ≤ 1
2(f + c).

2.1. Fundamentos algebráicos



22 Darwin Villar

(b) Si f < 2d, entonces 1
2(f − c) ≤ 1 + log2( d

2d−f ).

(c) Si pc ≤ 2d, entonces ó

i. d = 4, p = 3, c = 2 ó

ii. d = 4, p = 7, c = 1.

Demostración. Empleando las cotas de Plotkin (ver [5])sobre un códi-
go con parámetros [l,m, d′], con d′ ≥ d se tiene que:

2m ≤ 2

(
d

2d− 1

)
, si l < 2d (1)

2m ≤ 4d , si l = 2d. (2)

Para los casos (a) y (b), consideremos T ⊆ Xc ∪Xf , donde Xc, Xf son
los conjuntos formados por una de las coordenadas de cada p ciclo y
las coordenadas de los puntos fijos, respectivamente, que definen Fσ(C).
Supongamos que Xc ⊆ T y |T | = c+ t, con t ≤ f . Definamos aśı

CT := {(v1, . . . , vc+f ) ∈ Fσ(C) | vi = 0 ∀i ∈ T}

y denotemos por ĊT la versión de CT agujereada en las coordenadas
i ∈ T , luego la longitud de ĊT es la longitud de Fσ(C) menos el número
de elementos de T, esto es,

n− c(p− 1)− (c+ t) = f − t.

Dado que Fσ(C) es auto-dual

dimF2 ĊT ≥
1

2
(n− c(p− 1))− (c+ t)

=
1

2
(f − c)− t.

Para el caso f ≥ 2d elegimos T tal que t = f − 2d. En consecuencia, la
longitud de ĊT seŕıa 2d, d(ĊT ) ≥ d y dimF2 ĊT ≥ 2d− 1

2(c+ f), de (2):

2d − 1

2
(c+ f) ≤ log2 4d

= log2 22 + log2 d

= 2 + log2 d,
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de donde se sigue (a)

Por otro lado si, f < 2d, tomamos T tal que t = 0. Entonces, ĊT tiene
longitud f , d(ĊT ) ≥ d y dimF2 ĊT ≥ 1

2(f − c), luego de (1) se sigue que:

1

2
(f − c) ≤ log2 2

(
d

2d− f

)
,

con lo que se tiene (b).

Para (c) contemplemos dos casos. Primero, asumamos que pc < 3
2d.

Como dimF2 Fσ(C) < dimF2 C existe v ∈ C tal que σ(v) 6= v. Luego,

σ(v) + v 6= 0

y claramente σ(v) + v ∈ Eσ(C). Si σ(σ(v) + v) = σ(v) + v, entonces
σ2(v) = v y como p es impar se tiene que v ∈ Fσ(C), esto es una
contradicción. Aśı, definimos

w := σ(σ(v) + v) + (σ(v) + v) 6= 0.

Como
wt(σ(σ(v) + v) = wt(σ(v) + v)) ≥ d

y estos vectores tienen soporte en las pc < 3
2d coordenadas de los p-

ciclos, ambos (σ(σ(v) + v) y σ(v) + v) tienen unos en más de 1
2d de sus

posiciones. Aśı wt(w) < d, lo que contradice que la distancia mı́nima sea
d.

Supongamos ahora que 3
2d ≤ pc ≤ 2d. Las cotas (1) y (2) aplicadas a

Eσ(C), definido en el lema 2.1.3, dan:

2
(p−1)c

2 ≤ 2

(
d

2d− pc

)
, si pc < 2d (1’)

2
(p−1)c

2 ≤ 4d , si pc = 2d. (2’)

Además como 3d
2p ≤ c, de (1’) y (2’), se tiene que:

2
d(p−1)

4p ≤ 4d. (3)

Dado que p−1
p se minimiza para p = 3, se sigue que 2

d
2 ≤ 4d, mas esto

no se cumple para d ≥ 12. Como además d debe ser par, se tiene entonces
que d ≤ 10. Si d ∈ {6, 8, 10} y se analizan todas las posibilidades para p

2.1. Fundamentos algebráicos



24 Darwin Villar

y c que cumplan la suposición de que 3
2d ≤ pc ≤ 2d, la única posibilidad

que no elimina (1’) y (2’) son d = 6, p = 3c = 4.

Observemos este caso. Por hipótesis C es auto-dual con distancia mı́ni-
ma 6, cualesquiera cinco columnas de C son independientes. Por consi-
guiente, considerando primero Ω1, Ω2, Ω3, Ω4, existen vectores v, w ∈ C
de la forma:

v = 100 00 ∗ ∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗∗

w = 000 01 ∗ ∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗∗,

siendo los asteŕıscos valores indeterminados. Luego,

a := v + σ(v) = 110 s0t ∗ ∗ ∗ . . . 000

b := w + σ(w) = 000 xyz ∗ ∗ ∗ . . . 000,

con xyz ∈ {110, 011} y s = t. Si s = t = 1, se puede reempla-
zar a por a + σi(b) para algún i, llegando aśı a s = t = 0. Cada
∗∗∗ ∈ {000, 110, 101, 011}. Dado que el peso mı́nimo es seis, ∗∗∗ 6= 000.
Rotando ćıclicamente Ω2, Ω3, Ω4 de forma adecuada se puede tomar
b = 000 110 110 110 00 . . . 0. Sustituyendo a por σi(a) y rotando ćıclica-
mente Ω1, se puede considerar a|Ω3 = 110, pero luego wt(a+ b) = 4, lo
que contradice la distancia mı́nima supuesta.

De esta forma, d ≤ 4. Si d = 4 se tienen los casos I. y II. de (c) Si
d = 2, p = 3 y c = 1, se tendŕıa que dimF2(Eσ(C)) = 1. Pero no hay
código de dimensión uno con peso par y tres coordenadas preservadas
por un 3-ciclo. �

2.1.5 Lema. Sea p un primo impar tal que 1 + x + . . . + xp−1 es irre-
ducible sobre F2. Sea P el conjunto de todos los polinomios de peso
par en F2[x]/〈xp − 1〉. Entonces P es un cuerpo con elemento identidad
x+x2 + . . .+xp−1. Además, multiplicar por 1+x2 +x3 + . . .+xp−1 ∈ P
corresponde a realizar un desplazamiento hacia la derecha módulo el
ideal 〈xp − 1〉.

Demostración. Nótese inicialmente que P está bien definido, ya que
dos representantes de clases laterales en F2[x]/〈xp−1〉 tienen ambos peso
par o impar. En consecuencia P es cerrado bajo adición y multiplicación.

Sean f, g ∈ P con

fg ≡ 0 mód 〈xp − 1〉.
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Entonces, (1 + x) divide a f y (1 + x) divide a g. Como también el
polinomio (1+x+. . .+xp−1) divide a fg, se verifica que 1+x+. . .+xp−1

divide a f ó divide a g, por ser 1 + x+ . . .+ xp−1 irreducible. Aśı f ≡ 0
mód 〈xp − 1〉 ó g ≡ 0 mód 〈xp − 1〉.

Supongamos que f ∈ P. Entonces f = (1 + x)g, para algún g ∈
F2[x]/〈xp − 1〉 y

f(1 + x+ . . .+ xp−1) = g(xp − 1)

≡ 0 mód 〈xp − 1〉.

Entonces
f · 1 ≡ f(x+ . . .+ xp−1) mód 〈xp − 1〉

y x+. . .+xp−1 es el elemento identidad de P y es aśı un cuerpo. También
fx es f desplazado ćıclicamente a la derecha, entonces la multiplicación
por el polinomio 1+x2+x3+. . .+xp−1 corresponde a un desplazamiento
ćıclico a la derecha. �

Introduzcamos otra notación. Supongamos que C es auto-dual con
C = Fσ(C)⊕ Eσ(C), como en el lema 2.1.3. Sea v ∈ Eσ(C) con

v|Ωi = a1 . . . ap

y definamos

f(v|Ωi) := a1 + a2x+ . . .+ apx
p−1 para i ∈ {1, . . . , c}.

Hagamos que f induzca por componentes una función de Eσ(C)∗ sobre
(F2[x]/〈xp − 1〉)c, donde Eσ(C)∗ corresponde a Eσ(C) con las coorde-
nadas correspondientes a los puntos fijos borradas. Por ende, si las con-
diciones del lema anterior se tienen, entonces P = F2p−1 . De hecho se
tiene el siguiente lema.

2.1.6 Lema. Supongamos que C es código auto-dual y 1+x+. . .+xp−1

es irreducible sobre F2. Entonces f(Eσ(C)∗) ≤ Fc2p−1 y su dimensión es
c
2 . En particular c es par.

Demostración. Claramente f preserva la suma. Sea

β := 1 + x2 + . . .+ xp−1 ∈ F2[x]/〈xp − 1〉.

Del lema anterior al multiplicar un polinomio de peso par por βi corres-
ponde a desplazarlo ćıclicamente i veces a derecha. Entonces

1 + β = 1 + x,
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es decir, {1 + β, β + β2, . . . , βp−2 + βp−1} es una base para F2p−1 sobre
F2.

Por consiguiente, como

βif(v) = f(σi(v)) ∈ f(Eσ(C)∗) para todo v ∈ Eσ(C)∗,

se tiene que f(Eσ(C)∗) es cerrado bajo la multiplicación por escalares
inducida desde F2p−1 . Ahora del lema 2.1.3 se tiene que

dimF2 Eσ(C)∗ = dimF2 Eσ(C)

=
1

2
c(p− 1).

Luego, si dimF2p−1 f(Eσ(C)∗) = k, entonces (2p−1)k = 2
1
2
c(p−1) de donde

se sigue que k = 1
2c. �

2.1.7 Lema. Si p = 3 y C es un código auto-dual doblemente par, en-
tonces f(Eσ(C)∗) es auto-dual sobre F4 bajo el producto interior definido
por

(u|v) :=
c∑
i=1

uiv
2
i

para todo u, v ∈ Fc2p−1 . Se verifica además que C tiene distancia mı́nima

por lo menos d
2 .

Demostración. Como C es doblemente par, si v ∈ Eσ(C)∗, entonces

wt(f(v)) =
1

2
wt(v), es decir,

wt(f(v)) ≡ 0 mód 2.

Por el lema anterior y [13] se tiene que f(Eσ(C)∗) es auto-dual y
d(f(Eσ(C)∗)) ≥ d

2 . �

2.1.8 Corolario. Si C es un código auto-dual doblemente par y p = 3,
entonces d

2 ≤ 2b c6c+ 2. Si además C es extremal, entonces n
24 ≤ b

c
6c.

Demostración.De [13] un código auto-dual cuaternario con paráme-
tros

(
c, c2
)

tiene distancia mı́nima a lo más 2b c6c+ 2. �
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2.1.9 Lema. Si p = 5 y C es un código auto-dual doblemente par,
Entonces f(Eσ(C)∗) es auto-dual sobre F16 bajo el producto interior
dado por

(u|v) :=
c∑
i=1

uiv
4
i

para todo u, v ∈ Fc2p−1 .

Demostración. Consideremos inicialmente la siguiente tabla para
F16 − {0}, donde α = 1 + x ∈ F2[x]/〈x5 − 1〉 es un elemento primi-
tivo.

1 01111 α 11000 α2 10100

α3 11110 α4 10001 α5 01001

α6 11101 α7 00011 α8 10010

α9 11011 α10 00110 α11 00101

α12 10111 α13 01100 α14 01010

Tabla I
F16 ⊆ F2[x]/〈x5 − 1〉

Supongamos f(u) ∈ f(Eσ(C)∗). Nótese que α satisface el polinomio
1 +x3 +x4. También, multiplicar por α12 corresponde a realizar un des-
plazamiento ćıclico hacia la derecha. Para i ∈ {0, 1, 2} sea ai el número
de componentes en f(u) que se pueden expresar de la forma αi(α12j)
para algún j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Como

(α12j)(α12j)4 = (α60j) = 1,

se tiene que (f(u)|f(u)) = a0 + a1α
5 + a2α

10. Ahora, como

wt(u) = 4a0 + 2a1 + 2a2 ≡ 0 mód 4,

se sigue que

a1 + a2 ≡ 0 mód 2.

Adicionalmente, como

wt(u+ σ(u)) = 2a0 + 2a1 + 4a2 ≡ 0 mód 4,

se tiene que

a0 + a1 ≡ 0 mód 2,
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lo que a su vez implica que a0 ≡ a1 ≡ a2 mód 2 y aśı

(f(u)|f(u)) = a0(1 + α5 + α10) = 0.

Entonces (x|x) = 0 para cada x ∈ f(Eσ(C)∗). Si y ∈ f(Eσ(C)∗),

0 = (x+ αiy|x+ αiy)

= (x|x) + αi(y|x) + α4i(x|y) + (αy|αy)

= αi(y|x) + α4i(x|y).

Entonces,(y|x) = α3i(x|y) debe ser cero ya que α3i vaŕıa con i. De esta
manera como f(Eσ(C)∗) es un

(
c, c2
)
-código y (·|·) es no degenerado, se

sigue que f(Eσ(C)∗) es auto-dual. �

Aśı también se ha mostrado el siguiente corolario.

2.1.10 Corolario. Si p = 5, C es un código auto-dual doblemente par y
Ωi es reordenado de forma ćıclica, entonces f(Eσ(C)∗) también es auto-
dual. Además, cada palabra de código en f(Eσ(C)∗) con ai componentes
de la forma αi(α12j) cumple que a0 ≡ a1 ≡ a2 mód 2.

2.2. Exclusión de algunos primos del orden del
grupo de automorfismos

A continuación se hace uso de las condiciones establecidas en la sección
anterior, para caracterizar el grupo de automorfismos de los siguientes
códigos tipo II, haciendo uso de la contrarrećıproca del:

i. Lema 2.1.4 (a)

ii. Lema 2.1.4 (b)

iii. Lema 2.1.4 (c)

iv. Corolario 2.1.2.

v. Lema 2.1.6.

vi. Corolario 2.1.8.

Además, las posibilidades cuando p = 2 quedan excluidas dado que las
técnicas empleadas consideran que p sea un primo impar.
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2.2.1. Caso [24,12,8]

Dado que éste código C es de longitud 24, si p es el orden de σ ∈
Aut(C), entonces p ≤ 23. De esta manera los tipos posibles para σ son:

p c f

2

12 0
11 2
10 4
9 6
8 8
7 10
6 12
5 14
4 16
3 18
2 20

p c f

2 1 22

3

8 0
7 3
6 6
5 9
4 12
3 15
2 18
1 21

5
4 4
3 9

p c f

5
2 14
1 19

7
3 3
2 10
1 17

11
2 2
1 13

13 1 11

17 1 7

19 1 5

23 1 1

De estos tipos a continuación se relacionarán aquellos excluidos por las
razones enunciadas al inicio de la sección:

p c f Razón

3 7 3 IV.

3 5 9 II., III., V.

3 4 12 II., III., VI.

3 3 15 II., III., V.

3 2 18 I., III., VI.

p c f Razón

3 1 21 III. V.

5 3 9 II., III., V.

5 2 14 II., III.

5 1 19 I., III. IV. V.

7 2 10 II., III.

p c f Razón

7 1 17 III.

11 1 13 II., III., V.

13 1 11 II., III., IV., V.

17 1 7 II.

19 1 5 II., V.

Aśı las únicas posibilidades restantes son:

p 3 3 5 7 11 23

c 8 6 4 3 2 1

f 0 6 4 3 2 1

2.2.2. Caso [48,24,12]

Dado que éste código C es de longitud 48, si p es el orden de σ ∈
Aut(C), entonces p ≤ 47. De esta manera los tipos posibles para σ son:
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p c f

2

24 0
23 2
22 4
21 6
20 8
19 10
18 12
17 14
16 16
15 18
14 20
13 22
12 24
11 26
10 28

p c f

2

9 30
8 32
7 34
6 36
5 38
4 40
3 42
2 44
1 46

3

16 0
15 3
14 6
13 9
12 12
11 15

p c f

3

10 18
9 21
8 24
7 27
6 30
5 33
4 36
3 39
2 42
1 45

5

9 3
8 8
7 13
6 18
5 23

p c f

5

4 28
3 33
2 38
1 43

7

6 6
5 13
4 20
3 27
2 34
1 41

11

4 4
3 15
2 26
1 37

13 3 9

p c f

13
2 22
1 35

17
2 14
1 31

19
2 10
1 29

23
2 2
1 25

29 1 19

31 1 17

37 1 11

41 1 7

43 1 5

47 1 1

De estos tipos a continuación se relacionarán aquellos excluidos por
las razones enunciadas al inicio de la sección:

p c f Razón

3

15 3 V.
13 9 V.
11 15 II., V.
10 18 II., VI.
9 21 II., V.
8 24 I., III., VI.
7 27 I., III., V.
6 30 I., III., VI.
5 33 III., V.
4 36 III., VI.
3 39 III., V.
2 42 III., VI.
1 45 III., V.

5 9 3 IV., V.

p c f Razón

5

7 13 II., IV., V.
6 18 II.
5 23 II., IV., V.
4 28 I., III.
3 33 I., III., IV., V.
2 38 III.
1 43 III., IV., V.

7

5 13 II.
4 20 II.
3 27 I., III.
2 34 I., III.
1 41 III.

11
3 15 II., V.
2 26 I., III.

p c f Razón

11 1 37 III., V.

13
3 9 II., IV., V.
2 22 II.
1 35 I., III., IV., V.

17
2 14 II.
1 31 I., III.

19
2 10 II.
1 29 I., III., V.

23 1 25 I., III.

29 1 19 II., IV., V.

31 1 17 II.

37 1 11 II., IV., V.

41 1 7 II.

43 1 5 II.

De esta manera las posibilidades restantes son:

p 3 3 3 5 7 11 23 47

c 16 14 12 8 6 4 2 1

f 0 6 12 8 6 4 2 1
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2.2.3. Caso [120,60,24]

Dado que éste código C es de longitud 120, si p es el orden de σ ∈
Aut(C), entonces p ≤ 113. De esta manera los tipos posibles para σ son:
p c f

2

60 0
59 2
58 4
57 6
56 8
55 10
54 12
53 14
52 16
51 18
50 20
49 22
48 24
47 26
46 28
45 30
44 32
43 34
42 36
41 38
40 40
39 42
38 44
37 46
36 48
35 50
34 52
33 54
32 56
31 58
30 60
29 62
28 64
27 66
26 68
25 70
24 72
23 74
22 76
21 78
20 80
19 82
18 84

p c f

2

17 86
16 88
15 90
14 92
13 94
12 96
11 98
10 100
9 102
8 104
7 106
6 108
5 110
4 112
3 114
2 116
1 118

3

40 0
39 3
38 6
37 9
36 12
35 15
34 18
33 21
32 24
31 27
30 30
29 33
28 36
27 39
26 42
25 45
24 48
23 51
22 54
21 57
20 60
19 63
18 66
17 69
16 72
15 75

p c f

3

14 78
13 81
12 84
11 87
10 90
9 93
8 96
7 99
6 102
5 105
4 108
3 111
2 114
1 117

5

24 0
23 5
22 10
21 15
20 20
19 25
18 30
17 35
16 40
15 45
14 50
13 55
12 60
11 65
10 70
9 75
8 80
7 85
6 90
5 95
4 100
3 105
2 110
1 115

7

17 1
16 8
15 15
14 22
13 29

p c f

7

12 36
11 43
10 50
9 57
8 64
7 71
6 78
5 85
4 92
3 99
2 106
1 113

11

10 10
9 21
8 32
7 43
6 54
5 65
4 76
3 87
2 98
1 109

13

9 3
8 16
7 29
6 42
5 55
4 68
3 81
2 94
1 107

17

7 1
6 18
5 35
4 52
3 69
2 86
1 103

19

6 6
5 25
4 44
3 63
2 82

p c f

19 1 101

23

5 5
4 28
3 51
2 74
1 97

29

4 4
3 33
2 62
1 91

31
3 27
2 58
1 89

37
3 9
2 46
1 83

41
2 38
1 79

43
2 34
1

47
2 26
1

53
2 14
1

59
2 2
1

61
2 59
1

67 1 53

71 1 49

73 1 47

79 1 41

83 1 37

89 1 31

97 1 23

101 1 19

103 1 17

107 1 13

109 1 11

113 1 7
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De estos tipos a continuación se relacionarán aquellos excluidos por
las razones enunciadas al inicio de la sección:

p c f Razón

3

39 3 V.
37 9 V.
35 15 V.
33 21 V.
31 27 V.
29 33 II., V.
28 36 II., VI.
27 39 II., V.
26 42 II., VI.
25 45 II., V.
24 48 I., VI.
23 51 I., V.
22 54 I., VI.
21 57 I., V.
20 60 I., VI.
19 63 I., V.
18 66 VI.
17 69 V.
16 72 III., VI.
15 75 III., V.
14 78 III., VI.
13 81 III., V.
12 84 III., VI.
11 87 III., V.
10 90 III., VI.
9 93 III., V.
8 96 III., VI.
7 99 III., V.
6 102 III., VI.
5 105 III., V.
4 108 III., VI.
3 111 III., V.
2 114 III., VI.
1 117 III., V.

5

23 5 IV., V.
21 15 IV., V.
19 25 II., IV., V.
18 30 II.
17 35 II., IV., V.
16 40 II.
15 45 II., IV., V.
14 50 I.
13 55 I., IV.,V.
12 60 I.

p c f Razón

5

11 65 I., IV.,V.
10 70 I.
9 75 III., IV., V.
8 80 III.
7 85 III., IV., V.
6 90 III.
5 95 III., IV., V.
4 100 III.
3 105 III., IV., V.
2 110 III.
1 115 III., IV., V.

7

14 22 II.
13 29 II.
12 36 II.
11 43 II.
10 50 I.
9 57 I.
8 64 I.
7 71 I.
6 78 III.
5 85 III.
4 92 III.
3 99 III.
2 106 III.
1 113 III.

11

9 21 II., V.
8 32 II.
7 43 II., V.
6 54 I.
5 65 I., V.
4 76 I.,III.
3 87 III., V.
2 98 III.
1 109 III., V.

13

9 3 IV., V.
8 16 II.
7 29 II., IV., V.
6 42 II.
5 55 I., IV.,V.
4 68 I.
3 81 III., IV., V.
2 94 III.
1 107 III., IV., V.

17 6 18 II.

p c f Razón

17

5 35 II.
4 52 I.
3 69 I.
2 86 III.
1 103 III.

19

5 25 II., V.
4 44 II.
3 63 I., V.
2 82 III.
1 101 III., V.

23

4 28 II.
3 51 I.
2 74 I.,III.
1 97 III.

29
3 33 II., IV., V.
2 62 I.
1 91 III., IV., V.

31
3 27 II.
2 58 I.
1 89 III.

37
3 9 II., IV., V.
2 46 II.
1 83 III., IV., V.

41
2 38 II.
1 79 I.,III.

43
2 34 II.
1 77 I.,III.

47
2 26 II.
1 73 I.,III.

53
2 14 II.
1 67 I., IV., V.

59 1 61 I., V.

61 1 59 I., IV.,V.

67 1 53 I.,V.

71 1 49 I.

73 1 47 II.

79 1 41 II.

83 1 37 II., V.

89 1 31 II.

97 1 23 II.

101 1 19 II., IV.,V.

103 1 17 II.

107 1 13 II.,V.

109 1 11 II., IV.

113 1 7 II.
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Luego las posibilidades restantes corresponden a:

p 3 3 3 3 3 3 5 5 5 7 7 7 11 17 19 23 29 59

c 40 38 36 34 32 30 24 22 20 17 16 15 10 7 6 5 4 2

f 0 6 12 18 24 30 0 10 20 1 8 15 10 1 6 5 4 2

2.2. Exclusión de algunos primos del orden del grupo de automorfismos
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Caṕıtulo 3

Análisis de algunos tipos restantes

En el presente caṕıtulo cuando se escriba 0̄, 1̄ se entenderán como los
vectores con todas las coordenadas 0 ó 1, respectivamente, de tamaño
apropiado y por Īn se entenderá como la matriz obtenida de la identidad
de tamaño n×n reemplazando 1 por 1̄ y 0 por 0̄, es decir, si 0̄ y 1̄ son de
longitud p, entonces Īn es una matriz de tamaño n×np. A continuación
se dan unas definiciones necesarias para el estudio de algunos de los tipos
analizados a continuación.

3.1. Caso [24,12,8]

Denotemos por C = G24 el código de Golay de longitud 24. Para este
caso un resultado trascendental de la teoŕıa de automorfismos de códigos
tipo II es que el Aut(C) ∼= M24, donde M24 es el grupo esporádico simple
de Mathieu, que tiene elementos del tipo 3-(6,6) y 3-(8,0). Se analizaran
estos casos; considerando técnicas que se explorarán con más detalle en
el código [48,24,12].

3.1.1 Definición. Sea C un código de longitud n. Entonces:

(a) Decimos que {i, j | 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j}, una pareja de coordenadas
del código, es un duo.

(b) Decimos que un clúster es un conjunto de duos disjuntos tal que
un par de duos distintos forman el soporte de un vector de peso 4.

35
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(c) Un d-conjunto para un cluster dado es un subconjunto de coor-
denadas tales que hay exactamente un elemento de cada duo del
cluster en él.

(d) Un conjunto definitivo para un código es un cluster y un d-
conjunto con la condición de que el código es generado por los vecto-
res de peso cuatro resultantes del cluster y por el vector cuyo soporte
es el d- conjunto.

3.1.1. Tipo 3− (6, 6)

Supongamos que σ ∈ Aut(C) es del tipo 3-(6,6). Debido a que Fσ(C)
no puede tener vector alguno de peso 2 se tiene que Fσ(C) = B12. (Ver
[14]) Sean Xc, Xf las coordenadas de los 3-ciclos y de los puntos fijos,
respectivamente. Veamos que B12 tiene un conjunto definitivo. Si d es un
duo con d ⊂ Xc o d ⊂ Xf , entonces se llega a una contradicción como
se muestra para el código [48,24,12]. Por lo tanto cada duo contiene
exactamente un elemento de Xc y Xf , pudiéndose considerar los duos
de la forma {Ωi, i}, siendo Ω1, . . . ,Ω6 los 3-ciclos de σ. Aśı el d− conjunto
es {Ωi, 2, 3, 4, 5, 6} ó {1, 2, 3, 4, 5, 6}; pero este último genera una palabra
de código de peso 6 en Fσ(C).

La acción natural del Sym(6) sobre Xc, y análogamente sobre Xf ,
preserva los duos y env́ıa el d− conjunto en otro que define al mismo
código. Por consiguiente al adjuntar f(Eσ(C)∗) no importa la manera
como se organizan las coordenadas.

De [13], dado que f(Eσ(C)∗) tiene distancia mı́nima por lo menos
4, se sigue que f(Eσ(C)∗) = E6. La única forma como se podŕıa
obtener un vector de peso 4 a través de esta construcción, seŕıa si
vectores de peso cuatro en Fσ(C) y f(Eσ(C)∗) tuviesen el mismo
soporte, lo que no es posible dado que por definición vectores de
peso 4 en Fσ(C) tienen como soporte la unión de dos duos. Para σ =
(1 2 3)(4 5 6)(7 8 9)(10 11 12)(13 14 15)(16 17 18)(19)(20)(21)(22)(23)(24)
del tipo 3-(6,6) se obtiene:

GFσ(C) =



111111000000000000110000
000111111000000000011000
000000111111000000001100
000000000111111000000110
000000000000111111000011
111000000000000000011111
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GEσ(C) =



011000000011110110000000
000011000110011110000000
000000011110110011000000
101000000101011011000000
000101000011101011000000
000000101011011101000000


Con lo que del lema 2.1.3 se obtiene una matriz G generadora del código,
de la forma:

G =



111111000000000000110000
000111111000000000011000
000000111111000000001100
000000000111111000000110
000000000000111111000011
111000000000000000011111

011000000011110110000000
000011000110011110000000
000000011110110011000000
101000000101011011000000
000101000011101011000000
000000101011011101000000


3.1.2. Tipo 3− (8, 0)

Supongamos que σ ∈ Aut(C) es del tipo 3-(8,0). Del lema 2.1.1,
Fσ(C) ∼= A8, donde A8 denota el código extendido de Hamming con
parámetros [8,4,4], y por [13], f(Eσ(C)) ∼= A8 también. Seleccionemos
el conjunto definitivo de f(Eσ(C)) como

{{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8}, {1, 3, 5, 7}}.

Se construyen los duos de Fσ(C) con la condición de que vectores de
peso 4 de f(Eσ(C)) y Fσ(C) no compartan el mismo soporte. Por el lema
3.2.14 se puede suponer que Fσ(C) tiene duos {1, 2}, {3, x}, con x 6= 4.
Debido a que Aut(f(Eσ(C))) contiene a (5,6)(7,8), (5,7)(6,8) se puede
suponer que x = 5 y se tiene el duo {4, y}, donde y es 7 u 8. Y como
Aut(f(Eσ(C))) contiene a (1,2)(7,8), se puede suponer en particular
y = 7. Entonces {6, 8} es el duo faltante. El d− conjunto {1, 5, 4, 8}
no resulta, con lo que el d- conjunto ha de ser {1, 3, 4, 8}. Para σ =

3.1. Caso [24,12,8]
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(1 2 3)(4 5 6)(7 8 9)(10 11 12)(13 14 15)(16 17 18)(19 20 21)(22 23 24)
del tipo 3-(8,0) se obtiene:

GFσ(C) =


111111111000111000000000
000000111111111000111000
000000000111000111111111
111000111111000000000111



GEσ(C) =



011011011011000000000000
000000011011011011000000
000000000000011011011011
011000011000011000011000
101101101101000000000000
000000101101101101000000
000000000000101101101101
101000101000101000101000


Con lo que del lema 2.1.3 se obtiene una matriz G generadora del código,
de la forma:

G =



111111111000111000000000
000000111111111000111000
000000000111000111111111
111000111111000000000111

011011011011000000000000
000000011011011011000000
000000000000011011011011
011000011000011000011000
101101101101000000000000
000000101101101101000000
000000000000101101101101
101000101000101000101000



3.2. Caso [48,24,12]

A continuación se analizarán los casos restantes para establecer cuáles
son posibles tipos para automorfismos de un código tipo II con paráme-
tros [48,24,12].
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3.2.1. Tipo 47− (1, 1) :

3.2.1 Teorema. Si C es un código tipo II de parámetros [48,24,12] con
σ ∈ Aut(C) del tipo 47− (1, 1), entonces C ∼= Q.

Demostración. Sea C∗ él código obtenido de C borrando la coor-
denada correspondiente al punto fijo de σ. Luego C se obtiene de C∗

agregándole un bit de control de paridad. De esta manera C∗ es ćıclico
y por [11], fig. 7.1, los únicos códigos ćıclicos de parámetros [47, 24] son
los códigos definidos en 1.2.5 como Q y N . Estos son equivalentes y por
ende, C ∼= Q. �

3.2.2. Tipo 23− (2, 2) :

3.2.2 Definición. Sea M ∈ Fn×nq , decimos que M es una matriz cir-
culante si es de la forma

c0 cn−1 · · · c2 c1

c1 c0 cn−1
. . . c2

... c1 c0
. . .

...

cn−2
. . .

. . .
. . . cn−1

cn−1 cn−2 · · · c1 c0


,

es decir, dada su primera columna cada una de las siguientes es una
permutación ćıclica respecto a la anterior. También suele definirse este
concepto no para permutaciones de columnas respecto a las anteriores,
sino de filas.

Ordenamos σ = (1, 2, . . . , 23)(f1)(1′, 2′, . . . , 23′)(f ′1), con f1 un punto
fijo de σ y ordenamos las coordenadas de la misma forma, es decir,
1, 2, . . . , 23, f1, 1

′, 2′, . . . , 23′, f ′1. Como Fσ(C) es un código auto-dual de
parámetros [4, 2], reordenando los puntos fijos, de ser necesario, se puede
hacer que Fσ(C) sea generado por(

1 1 0 0
0 0 1 1

)
.

Entonces Fσ(C) es generado por v1 = (1̄ 1 0̄ 0), v2 = (0̄ 0 1̄ 1), donde
(0̄, 1̄ son vectores de longitud 23. Definamos

E1 := {u ∈ Eσ(C) | uj = 0, para j = 1, . . . , 23, f1, f
′
1.},

3.2. Caso [48,24,12]
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de esta manera obtengamos E∗1 de borrar en E1 las coordenadas
1, . . . , 23, f1, f

′
1. Ahora E∗1 es un código ćıclico de longitud 23 con dis-

tancia mı́nima por lo menos 12. De la cota de Plotkin, si k = dimF2 E
∗
1 ,

entonces

2k ≤ 2

(
12

24− 23

)
= 24,

lo que implica k ≤ 4. Debido a que la permutación τ = (1′, 2′, . . . , 23′)
actúa sobre los vectores de E∗1 en órbitas de longitud 1 o 23 y como
además E∗1 es un código de peso par, sólo {0̄} es una órbita de longitud
1, de donde se tendŕıa 2k ≡ 1 mód 23 o k = 0. De esta forma E∗1 = {0̄}
y la matriz generadora de E tiene la forma

[B 0̄T D 0̄T ],

donde B, D ∈ F22×23
2 . Si Rang(B) < 22, entonces E∗1 6= {0̄}. Aśı,

reduciendo el código Eσ(C) ⊕ (v1 + Eσ(C)) por filas se obtiene una
matriz generadora para C de la forma:

0 . . . 0 0 1 . . . 1 1

I23

1
A

0
...

...
1 0

 ,

dónde las últimas 23 filas generan a Eσ(C)⊕ (v1 +Eσ(C)). Si llamamos
a las filas de esta matriz v2, w1, . . . , w23, entonces wi − σi−1(w1) ∈ E1,
que implica wi = σi−1(w1). Con lo que A es una matriz circulante.

Supongamos que w1 = 1 0 . . . 0 1 a1 . . . a23 0, donde a1 . . . a23 =: a
es la primera fila de A. El siguiente lema limita las posibilidades para
tomar a.

3.2.3 Lema. Sea τ = (1, . . . , p) y v ∈ Fp2, donde v tiene una cadena de
s ceros y s unos, en particular si v1 = vp se considerarán las cadenas
iniciales y finales de v como una sola. Entonces wt(v + τ(v)) = 2s.

Demostración. El vector v+ τ(v) sólo tiene un 1 en las coordenadas i
donde vi 6= τ(v)i. Luego, i debe ser una cadena que inicia una coordena-
da de ceros o de unos, pues son las únicas posiciones que al desplazarse
una vez no coincidirán con el mismo valor. �

3.2.4 Teorema. Si C es un código doblemente par con parámetros
[48, 24, 12] y σ ∈ Aut(C) del tipo 23− (2, 2), entonces C ∼= Q.
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Demostración. Claramente se pueden ordenar las coordenadas de tal
forma que a1 = 1, a23 = 0 y que la cadena de 1’s más larga en a inicie
en a1. Si hay r cadenas de unos en a, del lema anterior se sigue que

wt(w1 + σ(w1)) = 2 + 2r,

con lo que se tiene que r ∈ {5, 7, 9, 11}. También

wt(w1 + v2 + σ(w1)) = 2 + (24− 2r),

de donde se sigue que r 6∈ {9, 11}. Como

wt(w1) = 2 + wt(a) y

wt(w1 + v2) = 2 + (24− wt(a)),

se verifica que wt(a) = 10, 14. Análogamente si τ = (1′, . . . , 23′), se
prueba que

wt(w1 + σi(w1)) = 2 + wt(a+ τ i(a)), y

wt(v2 + w1 + σi(w1)) = 2 + (24− wt(a+ τ i(a))),

y de esta forma wt(a+ τ i(a)) = 10, 14.

Entonces hay cuatro casos a considerar correspondientes a los valores
de wt(a) y r. Primero se descompone wt(a) en r cantidades no negativas
correspondientes a las longitudes de cada cadena de unos, apareciendo
la más extensa primero. Dado que aplicar σ−1 es equivalente a realizar
una desplazamiento en sentido contrario, se pueden omitir algunas de
estas posibilidades.

Ahora, si se descompone también 23−wt(a) en r factores no negativos
que representen por el contrario las longitudes de las cadenas de ceros
y se analizan las combinaciones posibles, de forma computacional se
obtiene que entre los 24566 vectores considerables, luego de verificar que
wt(a+ τ i(a)) es 10 o 14 para cada i quedan dos, uno de peso 10 y otro
de peso 14. Basta además considerar solo cuando 1 ≤ i ≤ 11, pues

wt(a+ τ i(a)) = wt(τ j(a) + τ i+j(a)),

con i + j = 23. En efecto, los vectores resultantes, omitiendo los equi-
valentes al reemplazar σ por σi y reordenar sus coordenadas para

3.2. Caso [48,24,12]



42 Darwin Villar

que coincidieran con las de σi, son a = 11011010000011010001010 y
a = 11101110011010011010110. Con el primero se cumple que

wt(v2 + w1 + σ6(w1) + σ16(w1)) = 8,

lo que conlleva a una contradicción, mientras que con la segunda posi-
bilidad se llega a Q. De donde se obtiene una matriz generadora de la
forma:

G48 =



000000000000000000000000111111111111111111111111
100000000000000000000001111011100110100110101100
010000000000000000000001011101110011010011010110
001000000000000000000001101110111001101001101010
000100000000000000000001110111011100110100110100
000010000000000000000001011011101110011010011010
000001000000000000000001101101110111001101001100
000000100000000000000001010110111011100110100110
000000010000000000000001101011011101110011010010
000000001000000000000001110101101110111001101000
000000000100000000000001011010110111011100110100
000000000010000000000001001101011011101110011010
000000000001000000000001100110101101110111001100
000000000000100000000001010011010110111011100110
000000000000010000000001101001101011011101110010
000000000000001000000001110100110101101110111000
000000000000000100000001011010011010110111011100
000000000000000010000001001101001101011011101110
000000000000000001000001100110100110101101110110
000000000000000000100001110011010011010110111010
000000000000000000010001111001101001101011011100
000000000000000000001001011100110100110101101110
000000000000000000000101101110011010011010110110
000000000000000000000011110111001101001101011010


�

3.2.3. Tipo 11− (4, 4) :

Ordenamos el automorfismo σ = (1, . . . , 11) . . . (34, . . . , 44)(45) . . . (48)
y ordenamos las coordenadas correspondientemente. El código Fσ(C) es
un [8,4] código auto-dual, todos estos códigos se encuentran listados en
[14]. Si Ai es el número de palabras de código en C de peso i, estos
números se conocen de [6]. En particular

A12 = 17296 ≡ 4 mód 11.

Por ende Fσ(C) contiene 4 mód 11 vectores de peso 12 cuyas imágenes
tiene peso 2 en Fσ(C). De esta manera de la lista de [14], Fσ(C) es
generado por [I4|I4]. Por ende,
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gen(C)=

(
Ī4

∣∣∣∣ I4

)
A 0

,

donde 0 es la matriz nula de tamaño 20 × 4, y Eσ(C) es generado por
(A | 0).

3.2.5 Lema. No existe w ∈ Eσ(C), w 6= 0̄, tal que w es cero en dos de
los 11-ćıclos.

Demostración. Supongamos que w es no nulo sobre Ωi, Ωj . Del lema
2.1.6 w|Ωi ∈ F210 y se puede multiplicar por un escalar tal que

w|Ωi = 11000000000.

Luego wt(w|Ωj ) = 10 y claramente wt(w + σ(w)) = 4, que es una con-
tradicción. �

Por el lema 2.1.6, se puede suponer que:

gen(f(E)) =

(
α 0 β γ
0 α δ ε

)
,

donde α = 11000000000 y β, γ, δ, ε son distintos de cero por el lema
anterior. Entonces se puede asumir

A =

(
X 0 R S
0 X T U

)
,

donde

X =


1 1 0 · · · 0 0
0 1 1 0 · · · 0
...

. . .
. . .

. . . · · ·
...

0 0 · · · 0 1 1

 ;

R, S, T, U ∈ F10×11
q son matrices circulantes no nulas. Sean x1, . . . , x20

las filas de A.

Supongamos que las primeras filas de R, S, T, U son r =
r1 . . . r11, s = s1 . . . s11, t = t1 . . . t11, u = u1 . . . u11, respectivamente,
y denotemos las cuatro filas de (Ī4|I4) por v1, . . . , v4. Al intercam-
biar Ω3,Ω4, de ser necesario, se tiene que wt(r) ≤ wt(s). Si wt(s) =
10, wt(r) = 4 u 8, se sigue que

wt(x1 + v4) = 8 ó wt(x1 + v3 + v4) = 8.

De esta forma se tienen dos casos:

3.2. Caso [48,24,12]
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a. wt(r) = 6, wt(s) = 8.

b. wt(r) = 4, wt(s) = 6.

Sean c, d el número de cadenas de unos en r, s, respectivamente. Del
lema 3.2.3,

wt(x1 + σ(x1)) = 2 + 2(c+ d).

Entonces c + d = 5, 7, 9, 11. Claramente c, d ≤ 5. Si c o d es cinco,
entonces

wt((x1 + σ(x1))|Ω3) = 10 ó wt((x1 + σ(x1))|Ω4) = 10 y

wt((x1 + σ(x1))|Ω1) = 2,

lo que conlleva a una contradicción como anteriormente. Si c o d es 1,

wt((x1 + σ(x1))|Ω3) = 2 ó wt((x1 + σ(x1))|Ω4) = 2 y

wt((x1 + σ(x1))|Ω1) = 2,

que igualmente conlleva a una contradicción. Aśı las posibilidades son
c = 2 y d = 3, c = 3 y d = 2, c = 3 y d = 4, o c = 4 y d = 3. Para el
caso a., no es posible que c = 3 y d = 4.

Asumamos que la cadena de unos más extensa se da al inicio de r y s y
que r11 = s11 = 0. Se pueden excluir posibilidades para r al descomponer
wt(r) en c enteros positivos, para que correspondan con las longitudes
de las cadenas de unos en r y haciendo lo mismo para 11 − wt(r) con
las cadenas de ceros, además de reemplazar σ por σ−1. Realizando el
mismo proceso para s, excepto sin reemplazar σ por σ−1, se obtienen
573 combinaciones de valores de r, s.

De éstas se excluyen las que no cumplan que x1, σ(x1), . . . , σ9(x1) sean
ortogonales o que alguna combinación lineal de elementos de esta base
genere un vector que al ser combinado con un vector de Fσ(C) implique
alguna contradicción.

Con estas condiciones, treinta posibilidades quedan. Si se reemplaza
σ por σi, x1 por

∑i−1
j=0 σ

j(x1), y se reorganizan las coordenadas acorde

a σi, entonces la lista se reduce a seis posibilidades. Si se encuentra un
vector

v ∈ 〈x1, σ(x1), . . . , σ9(x1)〉,

tal que v|Ω3 = 1100 . . . 0 o v|Ω4 = 1100 . . . 0 y reordenando Ω1, . . . ,Ω4 se
reduce esta lista aún más a dos, que son
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r = 1110000000010, s = 11110100010
y r = 11100000010, s = 11100110100.

Para determinar T,U las treinta posibilidades mencionadas con ante-
lación para r, s pueden ser exploradas para t, u. Para ello se toman
en sentido contrario sobre Ω3, Ω4, posiblemente también u permutado
ćıclicamente e invirtiendo la pareja t, u.

Aśı, se prueba la ortogonalidad de x11 con x1, σ(x1), . . . , σ10(x1), lo
que implica que σ11(x1) es ortogonal a todo σj(x1). De esta manera sólo
tres posibilidades sobreviven para t, u, dos de las cuales son equivalentes.
Estas posibilidades emplean el caso b. enunciado antes y para x11 se
tienen

t = 00101100111, u = 01000000111
ó t = 11110100010, u = 01110000001.

Para la primera combinación se verifica luego que

wt(x1 + σ(x1) + σ10(x1) + x11 + σ9(x11) + σ10(x11)) = 8,

y para la segunda

wt(x1 + σ(x1) + σ2(x1) + σ3(x1) + σ3(x11) + σ4(x11) + σ5(x11)) = 8.

Lo que conlleva a una contradicción.

De esta forma se tiene el siguiente teorema

3.2.6 Teorema. No existe un código doblemente par con parámetros
[48, 24, 12] y σ ∈ Aut(C) de orden 11.

3.2.4. Tipo 7− (6, 6) :

Ordenamos σ = (1, . . . , 7) . . . (36, . . . , 42)(43) . . . (48) y las coordena-
das de C también de forma correspondiente. El código Fσ(C) es un
código auto-dual de parámetros [12,6] listado en [14]. Dado que un vec-
tor de peso dos en Fσ(C) se obtiene a partir de un vector de peso ocho
en Fσ(C). En consecuencia Fσ(C) es B12 de [14]. Como para el caso
anterior,

A12 ≡ 6 mód 7,

de donde se sigue que Fσ(C) contiene 6 mód 7 vectores v de peso doce.

3.2. Caso [48,24,12]



46 Darwin Villar

Pero entonces
wt(π(v)) = 6,

es decir, v tiene su soporte en únicamente un 7-ciclo. Si v1, v2 ∈ Fσ(C)
tienen peso doce y π(v1), π(v2) coinciden en posiciones correspondientes
a un mismo ciclo, entonces

wt(v1 + v2) ≤ 2,

y aśı v1 = v2. De esta forma hay exactamente seis vectores de peso
doce en Fσ(C), que se proyectan a vectores independientes en Fσ(C).
Entonces,

gen(Fσ(C)) = (Ī6 | J6 − I6),

donde J6 es la matriz de tamaño 6× 6 con todas sus coordenadas 1.

Sean v1, . . . , v6 las filas de gen(Fσ(C)).

3.2.7 Lema. Sean i ∈ {1, . . . , 6} y

V ⊆ {v ∈ F7
2 | v = w|Ωi , con w ∈ Eσ(C)},

tal que V es un subespacio cerrado bajo σ|Ωi . Entonces V es un código
ćıclico generado por 0̄, 1110100, 1110010 ó 1100000.

Demostración.La acción de σ|Ωi garantiza que V es un código ćıclico
par. Además, como

x7 + 1 = (1 + x)(1 + x+ x3)(1 + x2 + x3)

se tiene el resultado. �

3.2.8 Lema. Sea v ∈ Eσ(C), donde v tiene coordenadas cero en al
menos tres de las coordenadas de los 7-ciclos. Entonces wt(v) = 12 y
todas sus restricciones no nulas a los 7-ciclos de σ es una permutación
de 1110100 ó 1110010.

Demostración. Sea

W := 〈{σi(v) | 0 ≤ i ≤ 6}〉.

Supongamos que W es no nulo sobre Ωi,Ωj ,Ωk y que existe 0 6= w ∈W ,
con w|Ωi = 0. Entonces

wt(w|Ωi) = wt(w|Ωk) = 6 y wt(w + σ(w)) = 4.
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Si ahora se supone que existe w ∈W con wt(w|Ωj ),wt(w|Ωk) ∈ {4, 6} y

wt(w + vj + vk) = 8,

que es una contradicción. Por ende si Wl := W |Ωl , entonces por el lema
anterior, Wi,Wj ,Wk son todos códigos ćıclicos generados por 1110100
ó 1110010. Si dos (o uno) son generados por el primero y uno (o dos)
por el segundo (respectivamente) y si w 6= 0 con w ∈ W , entonces
wt(w + σ(w) + σ3(w)) ∈ {4, 8}, que es también una contradicción. �
Sea

gen(C)=

(
Ī6

∣∣∣∣ J6 − I6

)
A 0

,

donde 0 es la matriz nula de tamaño 18 × 6 y [A | 0] genera a Eσ(C).
Además debido a la simetŕıa de (Ī6 | J6 − I6) se pueden ordenar los 7-
ciclos de cualquier forma conveniente y sólo organizar también de forma
adecuada los puntos fijos. Haciendo uso ahora de los dos lemas anteriores,
de tal forma que luego de reordenar los 7-ciclos A se reduzca a una matriz
de la siguiente forma

a.

 X 0 0 K L M
0 X 0 N P R
0 0 X S T U


ó

b.


X 0 K L M N
0 X P R S T
0 0 Y1 U V W
0 0 0 Y2 B D

 ,

donde

X =


1100000
0110000

...
0000011

 ,

con 0 la matriz nula de tamaño apropiado y Yi siendo alguna de las
siguientes matrices: 1110100

0111010
0011101

 ó

 1110010
0111001
1011100

 .
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Denotemos las 18 filas de (A | 0) por w1, . . . , w18. Se puede asumir
claramente que todas las matrices en las formas a. y b., son circulantes.
Consideremos la forma b. primero.

3.2.9 Lema. Si se tiene la forma b., entonces se puede reducir a la
forma a. o se puede suponer(

Y1 0 V W
0 Y2 B D

)
=

(
Y 0 Y Z
0 Y Y Y

)
,

donde

Y =

 1110100
0111010
0011101

 , Z =

 0111010
0011101
1001110

 ,

y 0 es el módulo de F3×7
2 .

Demostración. Al reemplazar σ por σ−1 se puede asumir que Y2 = Y .
Del lema anterior, si se reorganizan ćıclicamente las coordenadas de los
ciclos Ω5,Ω6, se puede suponer B = D = Y . Si la cerradura del generado
de las filas de (

U
Y

)
bajo σ|Ω4 genera al subcódigo de peso par , notado con Eσ(C), al invertir
Ω3,Ω4, la forma a. es obtenida. Por consiguiente, se puede suponer que
el generado de las filas de U está contenido en el generado de las filas de
Y , y en consecuencia, U es cero al llevar la matriz a su forma escalonada
reducida, de ser necesario.

Si la cerradura del generado de las filas de(
V
Y

)
o

(
W
Y

)
bajo σ|Ω5 o σ|Ω6 genera el subcódigo de peso par, análogamente se puede
llegar al caso a. Entonces se puede suponer, del lema anterior, que las
filas superiores de Y1, V,W son permutaciones ćıclicas de 1110100. Al
reemplazar w13 por σi(w13) para algún i, se puede considerar V = Y .
Reordenando ćıclicamente Ω3 se puede suponer además que Y1 = Y .

Veamos ahora que la fila superior z de Z es una permutación ćıclica
de 1110100. Si z = 1110100, entonces

wt(w13 + w16) = 8,

Capı́tulo 3. Análisis de algunos tipos restantes



Tesis de Maestrı́a 49

que es una contradicción. Sea a = 1110100. Restringiendo los vectores a
los 7-ćıclos se tiene w16 = 0̄ 0̄ 0̄ a a a, w13 = 0̄ 0̄ a 0̄ a z. Definamos

w′13 := w13 + w16 = 0̄ 0̄ a a 0̄(a+ z).

Reemplazando w13 por w′13 e invirtiendo Ω4,Ω5 se puede reemplazar z
por a+ z. Esto significa que sólo es necesario considerar

z ∈ {0011101, 0011101, 0100111}.

Si z = 0011101 ó z = 0100111, al reemplazar σ por σ2 ó σ4, res-
pectivamente y reordenar las coordenadas adecuadamente, se obtiene
z = 0111010. Este proceso fija a a pero implica hacer una reducción por
filas nuevamente de {w1, . . . , w12}. �

3.2.10 Lema. Si se tiene la forma b., las filas superiores de K,L, P y
R se pueden suponer 0̄ o permutaciones ćıclicas de 1100000.

Demostración. Los representantes de las clases laterales del código
ćıclico generado por 1110100 en el subcódigo de F7

2 de peso par son 0̄ y
permutaciones ćıclicas de 1100000. Sumándoles a w1 y w7, σi(w13) y/o
σj(w16) para algunos i, j, arroja el resultado deseado. �

Supongamos que K es nula sin pérdida de generalidad. Para encontrar
w1 tal que w1, σ(w1), . . . , σ6(w1) sean ortogonales, es suficiente hallar w1

con 4 | wt(w1) y w1 ortogonal a σ(w1), σ2(w1), σ3(w1).

Haciendo uso de las cadenas de unos y ceros como en el Tipo 11-(4,4),
las posibilidades para las primeras filas de M,N se pueden determinar.
Si la primera fila de M es una permutación ćıclica de 1110100, entonces

wt((w1 + σi(w16))|Ω5) = 0

para algún i y w1+σi(w16) resultado que contradice el lema 3.2.8; análo-
gamente sucede si la primera fila de N es una permutación ćıclica de
1110100. Las únicas posibilidades para las primeras filas de M,N son
permutaciones de ciclos independientes de las siguientes combinaciones:
1101100, 1101100 ó 1110010, 1110010. Al considerar la primera

wt(w1 + σ(w1) + σ2(w1)) = 8 y con la segunda

wt(w1 + σ2(w1) + σ3(w1)) = 8.

Entonces, K,L, P,R son matrices no nulas y sus filas superiores son
permutaciones ćıclicas de 1100000. Supongamos que la primera fila de
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M (o N) es también una permutación ćıclica del mismo vector, entonces
la primera fila de N (o M) es una permutación ćıclica de 1110100 o de
11100101 (respectivamente). En cualquier caso

wt(w1 + σ2(w1) + σ4(w1) + v1 + v3 + v4 + v5 + v6) = 8.

Aśı, ninguna de las filas superiores de M,N,S, T es una permutación
ćıclica de 1100000. Al reemplazar w1, w7 por σi(w1), σj(w7), respecti-
vamente, y reordenando ćıclicamente Ω1,Ω2 se puede asumir que las
filas superiores de K,P son 1100000.

Haciendo uso de las técnicas empleadas para el Tipo 11-(4,4), las pri-
meras filas de M y N (y de S y T ) se escogen de la siguiente lista, con
permutaciones de ciclos independientes e inversión de los dos vectores
admisibles: 1111110, 1101100; 1111000, 1001000; ó 1010000, 1101010.

Cada posibilidad para w1, y en consecuencia para w7, es comprobada
para cumplir con el criterio de ortogonalidad con respecto a w13, . . . , w18.
Treinta vectores resultan como posibles para w1, y aśı para w7 también.
Todas las parejas {w1, w7} probables pueden ser comprobadas para ver
si w1, . . . , w12 son ortogonales. Sólo tres combinaciones pasan esta veri-
ficación. Si

Ω := Ω4 ∪ Ω5 ∪ Ω6,

entonces el conjunto {w1|Ω, w7|Ω} se puede escoger de:

{0011000 1111110 1100110, 1000001 0011011 1111101},
{0000110 0011110 0100010, 0001100 0101000 1101010} ó

{0000110 0100100 1110001, 0000011 1010110 0100001}.

En el primer caso si w1 representa el primer vector,

wt(w1 + σ2(w1) + σ4(w1) + σ−1(w13) + v1 + v3 + v4 + v5 + v6) = 8.

En los dos casos siguientes si w1 representa el primer vector de la pareja,
wt(w1 +σ4(w1)+σ5(w1)+σ(w13)+σ5(w16)+v1 +v3 +v4 +v5 +v6) = 8.

Ahora supongamos que se tiene la forma a. Nuevamente, como en el
Tipo 11-(4,4) se pueden determinar las posibilidades para las filas supe-
riores de K,L,M . Al ordenar cada ciclo adecuadamente se puede asumir
la mayor cadena de unos a la izquierda. Existen siete posibilidades de
esta forma. Las cuales se reducen a cuatro al reemplazar σ por σi y w1
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por
∑i−1

j=0 σ
j(w1). Las once posibilidades, con permutaciones de los ciclos

Ω4,Ω5,Ω6 y permutaciones ćıclicas independientes conllevan a todas las
opciones para w7 y w13. Cada elección para w7 (o w13) se pone a prueba
con {

σi
(∑k

j=0 σ
j(w1)

) ∣∣∣ 0 ≤ k ≤ 3, 0 ≤ i ≤ 6
}
,

para los pesos adecuados. Entonces para cada w13 y w7 se prueba su
ortogonalidad a cada conjunto

{σi(w7) | 0 ≤ i ≤ 5}.

Un análisis computacional de los resultados indica que al intercambiar
w1, w7, w13, de ser necesario, se puede asumir w1|Ω=1111000 1111110
1101010, donde

Ω = Ω4 ∪ Ω5 ∪ Ω6.

Existen 12 posibilidades para la pareja {w7|Ω, w13|Ω}. En seis de ellos un
vector de peso 8 puede ser fácilmente encontrado entre {w7, . . . , w18}.
Los otros seis se puede mostrar que son equivalentes a dos de ellos:

{1111000 1011001 0100001, 1100000 0111010 1100101},
{1010011 1100000 1011100, 0010001 1111110 0100001}.

En el primer caso wt(w1 + σ(w1) + σ5(w1) + σ6(w1) + w7 + σ(w7) +
σ5(w7) + σ6(w7) + w13 + σ(w13)) = 8 y en el segundo, si x = w1 +
σ3(w1) + σ5(w1) + w7 + w13 + σ(w13) + σ3(w13) + σ5(w13), entonces

wt(x+ σ(x)) = 8.

Para estos dos casos, haciendo uso de w1, w7, w13 se llega a una contra-
dicción. Aśı se tiene el siguiente teorema.

3.2.11 Teorema. No existe un código C doblemente par de parámetros
[48,24,12] con σ ∈ Aut(C) de orden 7.

3.2.5. Tipo 5− (8, 8) :

Se ordena σ = (1, . . . , 5) . . . (36, . . . , 40)(41) . . . (48) y las coordenadas
también correspondientemente. Del lema 2.1.1 el código Fσ(C) es par con
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parámetros [16,8]. Observando la lista en [14], existen dos alternativas
para Fσ(C) : A8 ⊕A8 o E16, donde

gen(A8) =


1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 1 0 1 0



gen(E16) =



1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0


.

Ambos códigos aparecen también para el caso cuando p = 3. Ambos
códigos, A8, E16, tienen conjuntos definitivos. También cabe notar que
una vez se ha elegido el cluster resultan dos d-conjuntos que generan
el mismo código, esto cambiando los representantes de un número im-
par de duos. En efecto, fijado un cluster, si se considera cada duo como
un conjunto ordenado y listándolos en algún orden, entonces se pueden
escoger dos d-conjuntos al tomar el primer elemento de cada duo para
un d-conjunto y para el otro todos los primeros elementos de los duos,
excepto en el último que se toma el segundo. Estos dos d-conjuntos con-
llevan a dos códigos distintos (pero equivalentes), y todos los d-conjuntos
llevan a un código equivalente a uno de ellos.

Ahora, sean Xc, Xf las coordenadas que representan los 5-ciclos y los

puntos fijos de Fσ(C), respectivamente. Supongamos que

Fσ(C) = A8 ⊕A8.

Entonces Fσ(C) queda determinado por dos clusters C1, C2 y los d-
conjuntos D1, D2. Supongamos que cinco o más coordenadas que consti-
tuyen un cluster se dan en Xc o Xf . Entonces cinco o más coordenadas,
de digamos C1, estarán en Xf . Por ende hay un duo, digamos d1 ∈ C1,
con d1 ⊂ Xf . Escojamos un duo d2 ∈ C1 con d2 ∩Xf 6= ∅.

Aśı, d1∪d2, conforma el soporte de un vector de peso 4 π(v) ∈ Fσ(C),
con v ∈ Fσ(C); pero wt(v) = 4 u 8, que es una contradicción. Luego,
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cada Ci está constituido por cuatro puntos de cada conjunto, Xc, Xf . Si
en Ci, hay un duo d1 ∈ Ci con d1 ⊂ Xf se llega a una contradicción,
como anteriormente.

Entonces cada duo tiene un punto de Xc y Xf . En consecuencia, hay
un d-conjunto conformado por cuatro puntos, tres de los cuales están
en Xf , de donde se sigue que es el soporte de un π(v) ∈ Fσ(C), con
wt(v) = 4 u 8, que no es posible. Supongamos ahora que

Fσ(C) = E16.

Entonces Fσ(C) está definido por un cluster C1 y un d-conjunto de D1.
Si hay un duo d ⊂ Xf o Xc, entonces se llega a una contradicción
como sucedió antes. De esta forma cada duo tiene un punto de Xc y
Xf . Con lo que se puede asumir que D1 tiene siete elementos de Xf . Si
el octavo punto también está en Xf , se obtiene una contradicción. Por
consiguiente si las coordenadas izquierdas representan Xc y las derechas
Xf , entonces los duos son {Ωx, x}, donde 1 ≤ x ≤ 8 y

gen(Fσ(C)) =: Z

es 

1̄ 1̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 1 1 0 0 0 0 0 0
0̄ 1̄ 1̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0 1 1 0 0 0 0 0
0̄ 0̄ 1̄ 1̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0 0 1 1 0 0 0 0
0̄ 0̄ 0̄ 1̄ 1̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0 0 0 1 1 0 0 0
0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 1̄ 1̄ 0̄ 0̄ 0 0 0 0 1 1 0 0
0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 1̄ 1̄ 0̄ 0 0 0 0 0 1 1 0
0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 1̄ 1̄ 0 0 0 0 0 0 1 1
1̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0 1 1 1 1 1 1 1


.

Sean z1, . . . , z8 las filas de Z. Entonces

gen(C) =

(
Z

A | 0

)
,

donde [A | 0] genera a Eσ(C) y 0 es la matriz nula de tamaño 16× 8.

3.2.12 Lema. Sea v ∈ Eσ(C), v 6= 0. Entonces v es cero en tres o menos
de los 5-ciclos.

Demostración. Sea v ∈ Eσ(C) cero en más de tres 5-ciclos. Entonces:
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I. v tiene 3-ciclos Ωi,Ωj ,Ωk de peso 4, 5 ciclos 0̄.

II. v tiene 4 ciclos Ωi,Ωj ,Ωk,Ωl de peso 4, 4 ciclos 0̄ ó

III. v tiene 2 ciclos Ωi,Ωj de peso 4, 2 ciclos de peso 2, 4 ciclos 0̄.

Sea w el vector con soporte {Ωi, i}∪{Ωj , j} para los casos I., II. y soporte
{Ωi, i} ∪ {Ωj , j} ∪ {Ωk, k} ∪ {Ωl, l} en II. Entonces

wt(w + v) = 8.

�
Por el lema 2.1.9, se puede establecer A al encontrar f(Eσ(C)∗). Debido
al lema anterior, es un [8,4] código auto-dual sobre F16 con distancia
mı́nima de por lo menos 5; aśı f(Eσ(C)∗) debe ser un código MDS con
distancia mı́nima 5. Por consiguiente. Claramente cualquier permutación
de

{x | 1 ≤ x ≤ 8}

cambia los duos de Fσ(C) y transforma los d-conjuntos en otros que
conllevan al mismo código. Entonces, las permutaciones de las posiciones
de los 5-ciclos se pueden efectuar de cualquier forma. Utilizando la tabla
I se obtiene f(Eσ(C)∗). El producto interno se definió de tal forma que al
desplazar ćıclicamente cualquier 5-ciclo (esto es, multiplicando cualquier
coordenada de f(Eσ(C)∗) por α12i) hace que f(Eσ(C)∗) sea auto-dual.
Por ende, del corolario 2.1.10, se obtiene que

gen(f(Eσ(C)∗)) =


α 0 0 0 1 1 1 α2

0 α 0 0 x y z w
0 0 α 0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 α ∗ ∗ ∗ ∗

 ,

donde w ∈ {1, α, α2}, x, y, z, ∗ ∈ F16−{0}. Se obtiene un vector de peso
4 en f(Eσ(C)∗), si una de las siguientes afirmaciones son ciertas.

Dos de x, y, z son iguales.

1 ∈ {x, y, z}, si w = α2.

α14 ∈ {x, y, z}, si w = α.

α13 ∈ {x, y, z}, si w = 1.
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Sean u1, . . . , u4 las filas de gen(f(Eσ(C)∗)). Usando el corolario 2.1.10 y

〈u1, u2〉 = 0,

se pueden determinar los conjuntos {x, y, z} para cada elección de w.
Dieciséis vectores resultan posibles para u2.

En consecuencia, hay 6·16 = 96 posibilidades para u3. Las 96 opciones
para u3 se prueban por ortogonalidad respecto a las 16 alternativas para
u2, de donde se llegan a sólo 41 parejas no ordenadas para {u2, u3} y
en consecuencia también para {u3, u4}. Se pueden verificar estas pare-
jas y ver que no existen ternas {u2, u3, u4} tales que cualesquiera dos
elementos son por parejas mutuamente ortogonales.

Aśı, de hecho, se puede mostrar que no existe un código auto-dual con
parámetros [8, 4, 5]16. De esta forma se tiene el siguiente teorema.

3.2.13 Teorema. No existe un código auto-dual C de parámetros
[48,24,12] con un automorfismo de orden 5.

3.2.6. Tipo 3− (12, 12) :

Si σ ∈ Aut(C) es del tipo 3 − (12, 12), del corolario 2.1.8 se verifica
que f(Eσ(C)∗) es auto-dual y de parámetros [12, 6, d′]4, con d′ ≥ 6. De
[13], se tiene que tal código no existe. Luego σ no puede ser del tipo
3− (12, 12).

3.2.7. Tipo 3− (14, 6) :

Si σ ∈ Aut(C) es del tipo 3− (14, 6), no existen vectores de peso 2 en
Fσ(C) con parámetros [20, 10], al ser auto-dual y doblemente par.

También los vectores de peso 4 tienen soporte en las coordenadas co-
rrespondientes a los 3-ciclos y por ende todos los vectores de peso 4 en
Fσ(C) pueden tener soporte en sólo un total de 14 coordenadas, es decir,
a lo más una posición no nula en cada 3-ciclo. De [14], se sigue que no
puede existir este código.

3.2.8. Tipo 3− (16, 0) :

Supongamos σ como (1, 2, 3)(4, 5, 6) . . . (46, 47, 48) y ordenando las
coordenadas correspondientemente. El código f(Eσ(C)∗) es un códi-
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go doblemente par de parámetros [16,8], por el lema 2.1.1. Entonces
Fσ(C) = A8 ⊕A8 o E16. Del lema 2.1.7

f(Eσ(C)) = f(Eσ(C)∗)

es un código auto-dual con parámetros [16, 8, d′]4 con d′ ≥ 6. Estos
códigos de acuerdo a [15] tienen distancia mı́nima 6.

Se describe a continuación el procedimiento para construir C. Hay
cuatro códigos, denotados como 52, 53, 54, y 55 en [15], los cuales son
candidatos a f(Eσ(C)). Cada uno de estos es fijado con gen(f(Eσ(C)))
como es listado en [15]. Para construir C, lo único que es necesario
es seleccionar el orden adecuado de las coordenadas de Fσ(C). Esto es
posible hacerlo por medio de los clusters, como para el Tipo 5-(8,8).

El código C tendrá peso mı́nimo 12, dado que las siguientes dos con-
diciones sean satisfechas:

a. El soporte de un vector de peso 4 en Fσ(C) no puede estar contenido
en el soporte de un vector en f(Eσ(C)) de peso 6.
b. El soporte de un vector en Fσ(C) de peso 8 no puede ser igual al
soporte de un vector de peso 8 en f(Eσ(C)).

Fijando las coordenadas de f(Eσ(C)), se pueden generar los 56 sopor-
tes de vectores de peso 6 en f(Eσ(C)) y los 870 soportes de vectores de
peso 8 en f(Eσ(C)). Consideremos

Fσ(C) = E16.

Se seleccionan primero los duos de las coordenadas que conforman el
cluster que define el subcódigo de E16 generado por los vectores de peso
4.

Para formar un cluster, se eligen primero dos duos y luego se van
añadiendo seis más. Luego de añadir uno se verifica que se cumpla a.,
observando todas las posibles uniones de un par de duos. El número de
parejas de duos se puede limitar haciendo uso de Aut(F (Eσ(C))) y del
hecho que cada coordenada debe hacer parte de algún duo.

La cantidad de duos necesarios es el siguiente: 9 si f(Eσ(C)) es 52, 5
si f(Eσ(C)) es 53, 9 si f(Eσ(C)) es 54, y 18 f(Eσ(C)) es 55. En caso de
ser 53, no hay cluster que satisfaga a. Usando Aut(F (Eσ(C))) se puede
reducir el número de clusters para luego comprobar si cumplen b. En
caso de ser 52, 54 o 55, hay 26, 5 o 15 clusters, respectivamente, que
requieren de más pruebas.
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Al examinar los subconjuntos de 4 duos, que constituyen el soporte
de vectores de peso 8 en Fσ(C) y comparándolos con los soportes de
vectores de peso 8 en f(Eσ(C)), no se encuentra conjunto de clusters
alguno que satisfaga b. Consideremos ahora,

Fσ(C) = A8 ⊕A8.

Primero se seleccionan dos duos de un cluster C1 para uno de los A8.
Dos duos más se pueden agregar. Utilizando Aut(f(Eσ(C))) se puede
reducir el número de parejas de duos a comprobar. Se puede asumir
que el primer duo de C1 contiene la primera coordenada. El siguiente
resultado permite disminuir aún más las posibilidades.

3.2.14 Lema. Un cluster para A8 se puede seleccionar de tal forma que
cualquier par de coordenadas de A8 forma un duo. Una vez se ha elegido
el primer duo, los otros tres se determinan de forma única.

Demostración. La primera afirmación se sigue de que Aut(A8) es do-
blemente transitivo, es decir, para todo x1, x2, y1, y2 ∈ A8 existe un
δ ∈ Aut(A8) tal que δ(xi) = yi, i=1,2. La segunda se sigue de que hay
exactamente tres vectores de peso 4 en A8 cuyos soportes contienen el
primer duo. De la forma en que se define el cluster, los otros tres duos
al unir cada uno al primero da el soporte de estos tres vectores de peso
4. �

Veamos un ejemplo, considere el caso donde f(Eσ(C)) es 55. Una base,
con coordenadas 1, . . . , 16, aparece en la siguiente figura.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

ω 1 ω 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
1 0 0 0 ω 1 ω 0 1 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 1 0 0 0 ω 1 ω 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 ω 1 ω 0
ω 0 ω 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 ω 0 ω 1 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 ω 0 ω 1 0 0 1 0
1 ω 0 ω 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

Tabla II
F4 = {0, 1, ω, ω}

Esta base se obtuvo de [15]. Aut(f(Eσ(C))) es 〈X,Y 〉, donde

3.2. Caso [48,24,12]
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X = (1, 5, 9, 13, 3, 7, 11, 15)(2, 6, 10, 14, 4, 8, 12, 16)
y Y = (1, 3)(6, 8)(9, 13)(10, 14)(11, 15)(12, 16).

Las dos órbitas de coordenadas bajo 〈X,Y 〉 son precisamente las de las
coordenadas pares e impares. Claramente uno de los dos clusters debe
contener al menos dos coordenadas impares. Del lema anterior se puede
suponer que el cluster C1 contiene dos coordenadas impares.

Al examinar 〈X,Y 〉 se puede suponer que un duo de C1 es
{1, 3} ó {1, 5}. Si seleccionamos {1, 3}, {a, b}. Utilizando el estabi-
lizador en 〈X,Y 〉 de {1, 3} se pueden reducir las opciones para
{a, b}, de tal forma que {1, 3, a, b} cumpla la condición a. Supon-
gamos que se elige {1, 5}, {c, d}. La órbita de {1, 3} bajo 〈X,Y 〉 es
{{1, 3}, {5, 7}, {9, 11}, {13, 15}}. Por consiguiente se puede llegar al caso
anterior o se puede suponer que {c, d} y los otros dos duos contienen
precisamente dos coordenadas impares más, digamos {9, 11} ó {13, 15},
por el lema anterior también.

Utilizando 〈X,Y 〉 sólo es necesario considerar 23 casos para {c, d} de
tal forma que {1, 5, c, d} no incumpla a. A medida que se incluye algún
duo a C1 es necesario verificar a. Cuando se completa C1, se forman los
posibles d-conjuntos; los cuales no satisfacen a.

De esta manera se supone que {1, 3} es un duo de C1. Utilizando las 11
opciones para {a, b} se pueden completar el cluster C1 y los d−conjuntos
puestos a prueba con la condición a. Empleando el estabilizador de {1, 3}
〈X,Y 〉 para reducir los conjuntos definitivos equivalentes, se obtienen
74 de ellos para A8. Luego para el segundo A8 se determinan conjuntos
definitivos que cumplan a. y b.; Para ello se hace uso directo del lema
anterior.

Dos posibilidades cumplen todas los requerimientos, y resultan ser
equivalentes, cambiando A8 por un elemento de 〈X,Y 〉. Las otras alter-
nativas para f(Eσ(C)) se puede verificar que no satisfacen a. y b. Estos
resultados se condensan en el siguiente teorema.

3.2.15 Teorema. Si C es un código con parámetros [48,24,12] y
σ ∈ Aut(C) de tipo 3-(6,0), entonces C ∼= Q. f(Eσ(C)) está de-
finido por la tabla II y Fσ(C) = A8 ⊕ A8 siendo los dos con-
juntos definitivos de A8 {{1, 3}, {5, 12}, {7, 10}, {14, 16}, {1, 5, 7, 14}} y
{{2, 4}, {6, 13}, {8, 15}, {9, 11}, {2, 6, 8, 9}}.

Cabe notar que hay otros resultados que por poco conllevan al código

Capı́tulo 3. Análisis de algunos tipos restantes
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buscado, por ejemplo si se considera f(Eσ(C)) como el código 52 de [15]
resulta un conjunto definitivo para un A8 que cumpliera a. y b., mas no
para el segundo, esto resulta en un código auto-ortogonal de parámetros
[48,23,12].

3.3. Caso [120,60,24]

Debido a que este caso es objeto de estudio actual en el trabajo doc-
toral del MSc. Javier de la Cruz bajo la asesoŕıa del Prof. Dr.Wolfgang
Willems, no se tiene información con certeza sobre los primos que di-
viden el orden de Aut(C). Sin embargo, en un art́ıculo próximo a ser
publicado se muestra que los únicos tipos restantes de orden 11, 17 y 59,
es decir, el 11-(10,10), 17-(7,1) y el 59-(2,2) no son posibles, al mismo
tiempo que se han excluido algunos tipos de orden 3, 5 y 7.

3.3. Caso [120,60,24]
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ANEXOS

A continuación se presentar algunos algoritmos empleados en el desa-
rrollo de esta tesis y que permitieron obtener resultados importantes.

4.1. Generador del código tipo II con paráme-
tros [24,12,8]

% -------Generador Código de Golay con parámetros [24,12,8]--------

% En el programa se construye la matriz generadora para el código

% con el fin de facilitar la creación del mismo, empleando el hecho

% de que las filas de la matriz generadora constituye una base para

% el espacio formado por el código, ası́ que cada Codeword queda

% determinado de manera única por una combinación lineal de escalares

% en Z2.

I=eye(12,24); %Genera la matriz identidad de tama~no12x12 y deja el

%espacio para la matriz A

A(2,2:12)=[1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0]; %Construcción de matriz

% bloque A

A(1,2:12)=1; A(2:12,1)=1; for i=2:11

A(i+1,2:12)=circshift(A(i,2:12),[0,-1]); %Parte de la generadora

%del código [24,12,8]-Golay

end

I(:,13:24)=A;%Superposición de la matriz identidad y de la matriz A.

%Ésta es la matriz generadora completa.

for i=1:2^12

C(1:24,i)=(double(dec2binvec(i-1,12))*I)’;%Escalares que generarán

% a cada Codeword, dado que el campo es Z2.

61



62 Darwin Villar

end

C(:,:)=mod(C(:,:),2); %Ubica a los elementos de la matriz en

% el espacio adecuado.

%Polinomio enumerador del peso

B=sum(C,1); c1=0;c2=0;c3=0;c4=0;c5=0;c6=0;c7=0;c8=0;c9=0;c10=0;

c11=0;c12=0;c13=0;c14=0;c15=0;c16=0;c17=0; for i=1:2^12

switch B(i)

case 8

c1=c1+1;

case 9

c2=c2+1;

case 10

c3=c3+1;

case 11

c4=c4+1;

case 12

c5=c5+1;

case 13

c6=c6+1;

case 14

c7=c7+1;

case 15

c8=c8+1;

case 16

c9=c9+1;

case 17

c10=c10+1;

case 18

c11=c11+1;

case 19

c12=c12+1;

case 20

c13=c13+1;

case 21

c14=c14+1;

case 22

c15=c15+1;

case 23

c16=c16+1;

case 24

c17=c17+1;

end

end
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4.2. Algoritmo para excluir tipos del grupo de
automorfismos de un código tipo II

clc; clear all; P=[2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,

43, 47, 53,

59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127];

N=[24,48,120;12,24,60;8,12,24]; TI=zeros(7,320); E=zeros(7,240);

co=1; ce=1; for i=1:3

j=1;

n=N(1,i);

d=N(3,i);

while P(j)<n

p=P(j);

k=floor(n/p);

for c=k:-1:1

e=4;

f=n-p*c;

TI(1,co)=p;

TI(2,co)=c;

TI(3,co)=f;

if f<2*d;

if 0.5*(f-c)>(1+log2(d/(2*d-f)));

fprintf(’El tipo %g - (%g, %g) no es posible

por b\n’,p,c,f)

TI(e,co)=2;e=e+1;

end

elseif (2*d-2-log2(d))>0.5*(f+c);

fprintf(’El tipo %g - (%g, %g) no es posible por

a\n’,p,c,f)

TI(e,co)=1;e=e+1;

end

if ~(p*c>2*d)

if d~=4;

fprintf(’El tipo %g - (%g, %g) no es posible

por c\n’,p,c,f)

TI(e,co)=3;e=e+1;

elseif (p==3 && c~=2)||(p==7 && c~=1)

fprintf(’El tipo %g - (%g, %g) no es posible

por c\n’,p,c,f)

TI(e,co)=3;e=e+1;

end

end

if 1==mod(p,4) && 1~=mod(p,8)

if 0~=mod(c,2)

fprintf(’El tipo %g - (%g, %g) no es posible

por corolario\n’,p,c,f)

TI(e,co)=4;e=e+1;

4.2. Algoritmo para excluir tipos del grupo de automorfismos de un código tipo II
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end

end

if ((p==3)||(p==5)||(p==11)||(p==13)||(p==19)||

(p==29)||(p==37)||(p==53)||(p==59)||(p==61)||

(p==67)||(p==83)||(p==101)||(p==107))&&(0~=mod(c,2))

fprintf(’El tipo %g - (%g, %g) no es posible

por d\n’,p,c,f)

TI(e,co)=5;e=e+1;

elseif (p==3)&& ((d/2>2*floor(c/6)+2)||

(floor(n/24)>floor(c/6)))

fprintf(’El tipo %g - (%g, %g) no es posible

por e\n’,p,c,f)

TI(e,co)=6;e=e+1;

end

if e>4

E(:,ce)=TI(:,co);

ce=ce+1;

end

co=co+1;

end

j=j+1;

end

ce=ce+1;

end

Este algoritmo se puede expresar por medio del siguiente flujograma:

Capı́tulo 4. ANEXOS
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