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Instituto de Geodesia Aplicada a las Obras Piblicas
Universidad de Stuttgart

1. INTRODUCCION. CONCEPTOS BASICOS

1.1. Observaciones sobre la notacidn utilizada

Trataremos el tema con matrices. Naturalmente, las letras
mayusculas como A, B, C, etc. representaran matrices. Los vec-

tores se denotardn por letras mindsculas: a, b, ¢, etc.

La matriz traspuesta de una matriz A se designard por A

y lo mismo para los vectores traspuestos: a', b', cT, etc.

En el calculo de compensacidén utilizaremos siempre A para
la matriz de ecuaciones de observacién y B o BT para la matriz
de ecuaciones de condicidn. Por ejemplo, las ecuaciones de ob-

servacidn se escriben entonces:

AX =4 +V,

y, por ejemplo, las ecuaciones de condicidn son:

Bl v = w;

Siempre serd P la matriz de pesos. Si P es diagonal, na-
turalmente se trata de observaciones independientes. En caso con
trario se trata de observaciones correladas. Q serd la matriz

cofactor. Es claro que P es la inversa de @:
P=Q*' yP!'=q.

A veces estas matrices figuraran con indices. Por ejemplo,

la matriz P es la matriz de pesos para las cantidades &, y es-
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cribiremos Pxx si se trata de pescs para los valores X, etc.

x seradn los parametros incdgnita. En el caso de linealiza-
cidén los valores aproximados se designaran por X, - En las 1li-
nealizaciones apareceran también diferenciales que designaremos
por dx. Asi:

x + dx = X.

Pero en las ecuaciones se representan las incégnitas tanto por

x como dx dependiendo del contexto.
Otros vectores utilizados son:

k: usualmente pardmetros de Lagrange.
t(o I): observaciones.
v: residuales o correcciones.

w: términos independientes de las ecuaciones de condicién.

Ademas de estas matrices y vectores se utilizaran los si-

guientes escalares:

n: numero de observaciones en un problema de compensacién.
h: namero de incdgnitas.
r: namero de condiciones correspondientes a la redundan-

cia del problema.

Ejemplos de aplicacidn

Ejemplo 1. Compensacidén de observaciones indirectas:Las ecuacio

nes de observacidén son (problema lineal):
AXx =12+ V.
Las ecuaciones normales son entonces:
(ATP A) x = ATP &
y la solucidn es:

x = (ATP A)-2 ATP 3.
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Ejemplo 2. Compensacidn de condiciones: Las ecuaciones de condi-

cidén son:

donde w estad definido por

w = Cte - B%,
Las ecuaciones normales en la misma notacidn son entonces:

(B"P B)k = w

con la solucidn general:
k= (8'P B) 'y

y las correcciones:

v: P7'B k.

Con esta notacidén estamos utilizando ademas otro sistematismo.
En efecto, para las ecuaciones de observacién hemos escrito
A x = % + v, mientras que para las condiciones hemos utiliza-
do BT, escribiendo B'v = w. La matriz A tiene n filas (nGmero
de observaciones) y h columnas (nimero de incégnitas) con n>h.
La matriz BT tiene n columnas (nGmero de observaciones) y r fi-
las (redundancia) con n>r. El sistematismo de notacidn consis-
te en que si se trata de una matriz no traspuesta, el nUmero de
filas es mayor que el numero de columnas, y si se designa la ma
triz como una matriz traspuesta, el numero de colummas es mas
grande que el numero de filas. Con este criterioc es posible sa-
ber siempre si 1la matriz es 'ancha' o 'alta'. Naturalmente, el
mismo criterio se aplica a vectores. Si escribimos a es claro

que nos referimos a un vector columna:

Y
0
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y si escribimos b' nos estamos refiriendo a un vector fila:

b' = (b

, bys +ves b ).

t
Los elementos de las matrices normalmente se designan con

dos indices. Por ejemplo:

a a seww a
11 12 1h
a a ve e a
21 22 2h
a a a
nl n2 nh

Pero en el cllculo de compensacidén muchas veces se utiliza otra

notacidn:
a b cnwe N
1 1 1
a b ceinie D
2 2 2
A = s : s
a b SRS
n n n

Es la notacién de Gauss. En muchas publicaciones antiguas, préac-

ticamente en todas, se utiliza esta notacidén de diferentes le-

tras con un indice en lugar de una letra con doble indice como

se utiliza en la matematica.

1.2. Observaciones sobre la linealizacién y la ley de cadena de

funciones de varias variables

Sabemos bien que la mayoria de los problemas de compensa-
cidén tienen base no lineal y la notacidn que se utiliza normal-

mente en los libros de compensacidn es una notacidn lineal.

Es un hecho que la mayoria de los problemas no son lineales

;cbébmo es que se tratan siempre como lineales?

Distinguiremos entre problemas con base lineal y prcblemas

no lineales, y para dar una notacién un poco clara utilizaremos
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las matrices de Jacobli que contienen las derivadas parciales de

estas funciones.

Naturalmente, la base para linealizar problemas en el cil-

culo de compensacidén es el desarrollo de Taylor y la derivacién.

Base: Linealizacidn por Taylor. Diferencial total,

Si, por ejemplo, tenemos una funcidn
Vo= EL5K, o Koy o0y Xp)
la diferencial total se escribe:

dy = (af/ax,) dx, + (af/ax,) dx, + ... + (3f/3x,) dx,

~

y esto, naturalmente, es una forma lineal. Utilizando ahora dos
vectores podemos escribir esta diferencial total en forma de ma-
trices, por eso introducimos el vector:
(af/a%)Y = (ob/om,, 38/9%, +.4» 8E/0% Y,
y el vector de diferenciales:
dxT = (dx, dx, ... dx ).

Con esta notacidn la diferencial total se escrihe, como se ve fa-
cilmente:

dy = (af/ax)"'dx (producto escalar)

Generalizacidn de diferencial total

Sean y,, ¥Y,, ..., Yy funciones de las mismas variables x,,
Xas eoes X
vy, = £, (%, X,y coey Xg)
Y, = £, (x,, X, «v0y X,)
YGZFE (Xl, xl’ LIRS | xn)e

E1l conjunto de estas funciones puede considerarse como una apli-

cacién f de R"™ en R®, y, naturalmente, la forma difcrencial sera:
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dy = (af/ax)Tdx.
(3£/3x) se trata de un conjunto de funciones de una apiicacién
de R" en R®, y, naturalmente, podemos escribir las diferentes di

ferenciales totales de la forma:

dy, = (3f,Ax,) dx, + (3f /8x,)dx, + ... + (3F,/3x,)dx,
dy, = (3f,/3x,) dx, + (3F,/3x,)dx, + ... + (3F,/3x,)dx,
dy, = (3£,/3%,) dx, + (3F,/3x, ) + ... + (3F ,/9%,)x,

Podemos escribir estas ecuaciones en forma matricial con
ayuda de la matriz que contiene todas las derivadas parciales,
llamada matriz de Jacobi: af

i
(;;f).

Las ecuaciones se expresan en forma matricial dando el vec-
tor columna dy como el producto de la matriz de Jacobi por el

vector de diferenciales dx.

Podemos dar ahora algunas observaciones sobre la matriz de

Jacobi. Dicha matriz puede escribirse como vector columna:

(af,./az(_)"

(3f,73x)7
cuyos elementos son vectores fila, o como una fila:
(af/3x,, ....., 3af/ax,).

En estas dos diferentes maneras se ve claramente la sistematiza-
cién. (af/ax) indica que se trata de una matriz, ya que x es un

vector y f es un vector. Si se escribe esta matriz en la forma:

(af,/ax)T

(af.}agg)‘
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es claro que cada elemento corresponde a una fila porque x es un
vector mientras que f,, ..., f, son escalares. Pero si la escri
bimos en la forma:

(ai/axl! af__/axzy s $ely 35/3)(")

los elementos de este vector son columnas, porque f tiene forma

de vector y x; (i =1, ..., n) son escalares.

Supongamos ahora que x,, X,, ..., X, sean a su vez funcio-

nes de otras variables, t,, t,, ..., t

xl - gl (tl’ t:t ’ tr)
xn = gn (tl’ tz’ MR tr)‘
Podemos escribir:
x =g ().

Y, naturalmente:

dx = (3g/3t) dt.

Sustituyendo en la aplicacién original las x por las fun-

ciones g, podemos expresar:

y, = £,0g,(t,, covy t), g0t e, £, galt,, e, £0))
y’ - f:(g‘(tlp LA ? tr)’ g,(t ’ . ] tp); gn(tly 1 tr))
Ve = Folg dt,, vony ), Gt s Tpds G5l s £.))
Es decir:

De donde:

dy = (af (g(t))/at) dt.

La ley de la cadena dice que la matriz de Jacobi resultante

es el producto de las matrices de Jacobi correspondientes a f y

af (g(t)/ar = (af/ax) (ag/at).

Esta importante ley puede obtenerse mediante la sustitucidn
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lineal de diferenciales. Combinando:
dy = (3£/3x) dx, dx = (3g/3t) dt,
resulta:

dy = (3£/2x) (3g/2t) dt

lo cual es equivalente a la ley de la cadena. En estas ultimas
expresiones hemos efectuado sustituciones lineales. Esto resul-
ta vdlido ya que se trata de elementos diferenciales correspon-
dientes al primer término del desarrollo de Taylor, 1los cuales
tienen estructura de relaciones lineales aunque las funciones
£, g dadas no sean lineales. Esta propiedad se aplica ea los cal
culos de compensacidn partiendo de funciones no lineales y éfeg
tuando el desarrollo de Taylor para cuyos primeros términos se
aplican propiedades de funciones lineales que facilitan el cam~

bio de variables. Veamos unos pequefios ejemplos.

Ejemplo 1 de aplicacidén: Propagacidén de errores en un sis-

tema poligonal.

Sea una poligonal de puntos P,, P,, ..., P,, con angulos

»
8,,Bg..» Bp_; ¥ lados s,, S,, ..., S,_;. Introducimos un siste-
ma de coordenadas locales x, Y.

X

8, s, 8, s. 8, Bo-, 5
' O "
n
F, P, B net

Buscamos la expresidén de las variaciones (diferencial total) de
las coordenadas x,, y, de P, en funcidén de las distancias, de los
angulos, y, naturalmente, de las diferenciales dg;, ds;, i = 1,

.ssy N=1. Basta considerar

dx (af/28,)d8, + ... + (af/a8,_,)d8,_; + (af/3s,)ds, +

+ ... + (3af/as,_y)ds,_,
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donde f ha de ser tal que:

Xo = £08,, Sgs cevn Sp_1s Byy Bgy o0y By ).

Y se trata entonces de un problema clasico. En particular pode-

mos considerar sdlo la expresidn de los efectos dB8 sobre dx.

Supongamos ahora una cadena de tridngulos, segun la figura,
en la que se han medido, ademds, los lados s;, s, de estos trién
gulos. Introducimos un sistema de coordenadas x, y. Consideremos
el punto P, y deseamos un expresién de las variaciones dx, en

funcién de las mediciones s; y de la forma de las cadenas:
dx, = (3f/3s,)ds, + ... + (3f/3s,_;)ds,_;.

Este nuevo problema puede resolverse utilizando el problema an-
terior mds fAacil y aplicando la regla de la cadena. En efecto,
podemos tratar la cadena de tridngulos como construida sobre 1la
poligonal anterior y usar la expresidén de dx en funcidn de ds.
Por otra parte, es posible hallar expresiones de 1los angulos 8
de los triangulos de la cadena en funcidn de los lados que for-

man los triangulos respectivos, del tipo
ds = (ag/as)ds,

que sustituidas en los ds,, ..., d8,_; de 1la férmula correspon-
diente a la poligonal nos permite resolver el problema. En este

proceso cada punto tiene asociada una pequefia matriz de Jacobi.

Ejemplo 2: Red de trilateracidn

El ejemplo mas facil es un cuadrilatero como el de la fi-

gura.
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" Sean 1;, i =1,..., 6,dis~
tancias observadas. Se trata de
una compensacién por condicio-

nes de la forma:

-

£(1,, ...,1,) = ¢ = cte,

El1 problema es deducir di-

L, cha funcidbn, que posteriormente
habra que linealizar. Con cinco
de las distancias medidas la figura queda determinada siendo 1la
sexta superabundante. Debe existir, por tanto, una relacidén en-
tre las seis medidas. La formulacién de esta relacién no es tri

vial. Hay soluciones que utilizan el &rea de diferentes trian-
gulos para formular la ecuacién. Hay también métodos que utili-
zan una analogia entre el calculo de compensacién y el de siste
mas eldsticos de la Mecénica en forma de ecuacién de equilibrio.

Estos métodos son dificiles.

Un procedimiento completa-
mente diferente es el siguiente:
Consideremos 1los tridngulos de la-
dos 1,, 1,, 14 ¥y 1,, 1,, 1,. En

éstos pueden deducirse los an-

gulos a&,, a, y a,, a,. Por otra

parte, utilizando el lado 1,, podemos deducir a,. Efectuada esta

transformacidén resulta mas facil establecer la condicidn de su-

perabundancia para el nuevo conjunto de incégnitas. Se trata aho
ra de una ecuacidén de lado de uso habitual en Geodesia que pode-
mos linealizar para los elemantos diferenciales y en la que fi-

nalmente podemos sustituir las relaciones diferenciales entre

los @ y los 1.

Este método ha sido muy utilizado en la literatura clisica de
la Gecdesia entre los aflos 1950 y 1970 con el uso de la trilate-

racidén. E1 procedimiento de sustitucién facilita la compensacién
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de redes de trilateracidn por medio de condiciones.

1.3. Compensacidn de observaciones indirectas

En las dltimas decadas se ha desarrollado la compensacion
de observaciones indirectas para compensar grandes redes en sus-
titucidn del método de observaciones condicionadas. Las antigu=
triangulaciones europeas, por ejemplo, las de Francia, Alemania.
Espafla, fueron compensadas practicamente siempre con el método
de condiciones.El1lo es debido a quc la redundancia que, natural-
mente coincide con el nimero de ecuaciones condicionadas a resol
ver y con el numero de ecuaciones normales, no era muy dgrande.
Por ejemplo, en la compensacidén de la triangulacidn nacional de
Sajonia (Alemania) calculada por Nagel en el Gltimo siglo se re-

solvieron (en 10 afios cdon ayuda de logaritmos) 80 ecuaciones.

La resolucién del sistema de ecuaciones normales era el pro
blema principal. Sin embargo, con el advenimiento de computado-
ras, este problema ya no es decisivo. Hoy en dia, el nUmero de
ecuaciones no tiene mucha importancia y la cuestidn principal
es la organizacidbén de datos. Por ejemplo, en la compensacidn de
las trilateraciones de segundo, tercer y cuarto orden con miles
de puntos hay soluciones directas por el método de observaciones
indirectas. Por esto el método de condiciones es poco usado ac-
tualmente prevaleciendo el tratamiento de observaciones indirec-
tas. Este Gltimo método es bien conocido, sin embargo, haremos

unas observaciones.

Sean &,, &,, ,.., &, las observaciones y sean m,, M,, ...,

m, los correspondientes errores medios. Los pesos respectivos
vienen dados por:

p, =c/m, ..., p, = c/mg.

A las observaciones corresponde el vector &, y a los pesos la ma-

triz P:
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en caso de independencia. En el caso de que las observaciones es

tén correladas la matriz de pesos es:

Y sea v el vector de correcciones (residuales) a las observacio-

nes: | v
y_:

Vn
Las ecuaciones de observacidén son entonces:
£ +x=Llx) (M

o bien, escritas en componentes:

Lo+ v, = (X, ..., Xp)
£, + v; & (%, , cw-y Xp)
Ly + Vo= FalXi e swns Xpds

Las observaciones % podran ser angulos, direcciones, distan
cias, acimutes, etc. En general, ! y la estructura de la matriz
de pesos (observaciones independientes o correladas) dependeréan
solamente del método de observacidn. Asi es diferente la observa
cidén de angulos mediante vuelta completa del horizonte, observa-
cién por sectores, medida de angulos en todas las combinaciones.
Segun el método de medicidn la matriz P puede tener elementos

fuera de la diagonal.

En compensacién de redes x corresponde a coordenadas o di-
ferenciales de coordenadas y también, inclusive, naturalmente,

las incégnitas de orientacidn. Pueden considerarse diversos ti-
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pos de coordenadas: coordenadas de tipo plano (x, y), de tipo
proyeccidn, coordenadas esféricas (8, A) o elipsdidicas (B, L).
Estd claro que la relacidn entre estas coordenadas de diferen-
tes tipos y las observaciones que a su vez pueden ser direccio-
nes, angulos, distancias, acimutes, etc., practicamente siempre
es no lineal, y por eso es correcto escribir que * + v es una
funcién de x:

L+yvo= £(x).

Naturalmente, 57 = (Xy;, .., Xp) y siempre n debe ser més

grande que h. Deben resolverse las ecuaciones (1) que tienen co-
mo incégnita lcs x (de 1 a h) y los v (de 1 a n). Se trata enton
ces de h + n incdgnitas y n ecuaciones. Por esto no existe una
solucidén Gnica de este sistema y debe introducirse una condicién
para obtener unicidad de solucidén. La condicidn que se afiade es
que la forma cuadréitica vIP v sea minima. Con esto el matemdti-
co puede resolver el sistema de ecuaciones, originalmente no li-

neales, y la solucidn serd tal que
a (vPv)/ax = 0

que corresponde a:

I
O

a(v'Pv)/axy

Utilizando la regla del productc para las derivaciones par-
ciales, podemos traducir dichas derivadas parciales en ecuacio-
nes, que, ya que las v son funciones no lineales de x, daran lu-

gar a las ecuaciones normales no lineales:

a(v'Pv)/ax = (a(v'Pv)/av) . (av/ax) = 2v'P(av/3ax) = O.

Como

I<
1]
I
Bl
x
—
i
jr

sera:

@
<
~
@

%
I
w
-
~
a
x
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Entonces las ecuaciones normales adoptaran la forma:
2v'P(af/3x) = O.
Y si trasponemos y sustituimos v de (1), resulta finalmente:
(af/ax) P(£(x) - &) = O. (2)

Estas son las ecuaciones normales no lineales y contienen, como
se ve, las incdégnitas x y la matriz de Jacobi traspuesta, pero
no aparecen las incdégnitas v. Hay exactamente h ecuaciones para
resolver con h incégnitas x. Podemos dar una vez mas el proble-
ma al matemdtico el cual va a resolver estas ecuaciones no li-
neales por un método numérico, normalmente por un método que

utiliza valores aproximados x, de x:

1%
I
=

+ dx,

o bien: X =X, + X, + X

si se trata de un método iterativo. En este caso se ha de utili-
zar la derivacidén en la proximidad de x resultando una expresidn
en dx. Ya que en la matriz de Jacobi y en la funcidén f las incédg
nitas son las x, se debe aplicar la ley de la cadena o de produc
to. E1 resultado son unas ecuaciones normales de tipo lineal, pe
ro que son diferentes de las que se utilizan habitualmente. Sien
do x = x, + dx, las expresiones resultantes para las ecuaciones

normales son (la demostracidn es algo laboriosa):
[(af/ax)TP(af/3x) + Bldx = - (3£/3x)TP(£f(x ) - 2)

ecuaciones lineales de un problema no lineal. Esta solucidn es
"exacta" en el sentido de que las ecuaciones y la condicidn

!TPX = min. se han utilizado en su forma original de ecuaciones
no lineales aunque después se ha recurrido a una linealizacién

aproximativa.

Normalmente el término B no se utiliza. Pero hay problemas
en los cuales dicho término (que corresponde a la no linealidad

del problema original) debe ser utilizado. Esta situacion ocurre,
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por ejemplo, en un caso particular de grandes redes: grandes re
des de cables de tensado como por ejemplo, en los tejado:; olim-
picos de Munich. El andlisis de estas redes corresponde comple-
tamente a una compensacibn de observaciones indirectas no linea
les utilizando el término B. Si el término B no se utiliza re-
sulta un sistema singular carente de solucidn, mientras que la
adicidén de este término no lineal da como solucidn una figura
de equilibrio de esfuerzos en cada punto de la red. Es una apli
cacidén muy interesante. Incluso, los métodos que existen hoy
dia en Stuttgart para calcular grandes redes geodésicas tienen
su origen en este problema desarrollado entre 1970 y 1971 para
determinar la forma de equilibrio en sistemas de hasta 6000 in-
cégnitas. Posteriormente se ha realizado un estudio en Stuttgart
para averiguar si el tratamiento no lineal en redes geodésicas
es ventajoso. La respuesta fue decepcionante: si los valores
aproximados estan lejos de los valores definitivos, la conver-
gencia de la formulacidén normal sin este término B es, al con-
trario, mucho mds rapida que la convergencia con la matriz B.

Naturalmente, sin el término B tenemos:
(af/ax)TP(af/ax)dx = - (a£/ax)TP(£(x,) - L).

Estas son las ecuaciones habituales en observaciones indirectas.

Generalmente se utiliza la notaciédn:

1]
|
®

f(x) - 2

Si ademé&s escribimos

(af/2x)" = A

resultan las ecuaciones normales en su forma mas conocida, obte-
nidas aplicando 1la Condicién'xTPX = min. a las ecuaciones de ob

servacidén linealizadas. La matriz A contiene las derivadas par-

ciales de las funciones con respecto a las incdgnitas. Son dos

caminos diferentes.



o

K. Linkwitz

Las incdgnitas dx pueden ser sustituidas por otras incdgni-
tas mas cémodas utilizando la ley de la cadena aplicada anterior
mente. Por ejemplo,

en lugar de utilizar los dx correspondientes

a longitud y latitud, podemos introducir coordenadas planas me-

diante una sustitucidén lineal utilizando la ley de la cadena. Ls

te método facilita el tratamiento de la compensacién de grandes

redes aplicdndola mediante sustitucidén al caso plano.

El conjunto de todas las férmulas que se utilizan en la com
pensacidén por ecuaciones indirectas figura en las tablas (1) y

(2) siguientes:

TABLA n? 1. Observaciones indirectas: Relaciones lineales
: L 2 x=dx 3 v 4 L=ty
% ! T
x 2 | [(ATPA) ATP ]2 I x
o o liacaTeayt ATP-1)a = Iv=
- =[1- (A pA) AT Plv
= e = L2 = (I -Ao)V
4 1i =
T = T =1 “_
_’-_ = [A(ATPA)_ lATPI_l_,z A.i A_)S = A(A PA) A -t =
‘ = AL
TABLA n? 2. Observaciones indirectas. Cofactores
1 _': 2 X = dx 3 \" 4 7 = £+ V
. £ IQ. =P Q. = AATPA)|Q =A(ATPA) 1AT-T |Q _=A(ATPA)~'AT
= L9 X LV %2
x 2 |0 =(ATPa)-*AT |0 = (ATPA)™: 0 Q .=(ATpa)~ AT
= X2 XX X2
3 =P~ 'eA(ATPA) AT
v Q . =A(ATPA)-*All 0 v (AEA] 0
b Q =Q, Q.-
AVAY AR % A X
4 T -1,T
. - - Qzi=A(A'PA)'A
i |0, =AGATPA) AT o, =A(ATPA)! 0 B
- 2 Q=00
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La Tabla numero 1, de cuatro filas y cuatro columnas, con-
tiene las relaciones lineales en la compensacidén por indirectas
Numeramos las columnas con 1y 2, 3y 4 y lo mismo las filas. E1l
objeto de la tabla es expresar cada cantidad de una fila en fun
cibén de cada cantidad de una columna mediante una relacidn 1li-
neal. Por ejemplo, los parametros x se pueden expresar en fun-

cién de las observaciones originales & en la forma:
— T -1 5T
x = [(A"PA)"'A'P].2.

La tabla numero 1 sirve de preparacidn para la numero 2.
Esta Gltima contiene todas las matrices cofactor y estd distri-
buida también en cuatro filas y cuatro columnas. La deduccidn
de las matrices cofactor se realiza mediante la ley de propaga-

cidén de errores. Por ejemplo:

- p- _ T -1 T
Qs © P A(A'PA)"T A",

Estas tablas son la base del cadlculo de compensacién y sir
ven ademas para otros estudios como, por ejemplo, el estudio de

confianzas y errores groseros.

2. METODOS MODERNOS PARA COMPENSAR GRANDES REDES
2.1. Motivaciébn

Consideremos la fiqura adjunta. ¢Qué tipo de red geodésica
representa dicho grafico? Si las lineas representan direcciones,
se trata de una triangulacidén.Si
las lineas representan distancias
es una trilateracidn. Si represen
tan direcciones y distancias medi
das es una red de triangulacidn-
trilateracidén. Si las lineas re-
presentan diferencias de alturas,
se trata de una red de nivelacién.

Si las lineas corresponden a diferencias de gravedad se trata e
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una red gravimétrica. Con esto queremos decir que una misma con
figuracidén de puntos de puntos puede determinar una red con di-
ferentes tipos de mediciones: las lineas pueden representar di-
recciones, distancias, diferencias de altura, diferencias de gra
vedad, etc. Surge la cuestidén de si existe un método de compen-
sacién que tenga en cuenta, por un lado la situacidn relativa

de los puntos y por otro las mediciones que se realizan entre

éstos. La respuesta es afirmativa: se puede describir mediante

una matriz la "topologia" de la red (qué puntos estdn comunica-
dos con cudles otros) y las mediciones pueden describirse a tra
vés de otra matriz. Este método permite estudiar separadamente

la topologia o relaciones entre puntos y el impacto de estas re
laciones representadas por la matriz de ramas y nudos, en la so
lucidén del sistema. En efecto, la existencia o no de relaciones
entre puntos dard lugar a valores cero 0 no cero en los lugares

respectivos de la matriz del sistema de ecuaciones normales.

A cada problema de compensacién de una red perténece una ma
triz de ramas y nudos designada por C que se construye de la ma-

nera sigulente:

1. Tamafio de la matriz: Si el problema considera h puntos y n ob

servaciones entonces la matriz C de ramas y nudos tien h colum~

nas y n filas.

2. Cada fila correspondiente a una observacién o relacién consta de
ceros, un -1 en la posicidn correspondiente al punto de partida
de la observacidén y un +1 en la posicidn correspondiente al pun-

to extremo final de la observacidn.

Ejemplo: Pequeiia red de cuatro puntos con cuatro observaciones

En la figura se indica con una flecha el sentido de la ob-

servacién. Las observaciones son las siguientes:
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r, : de P, a P,
r, : de Py, a P,
ry : de P, a P,
r, : de P, a P,

rsy : de P; a Py
r. : de P_ a P

h = nam. de columnas =

r +1 0 -1 0 ,

1 = num. de puntos = 4

-1 41 . ;
P * 9 = n = nuam. de filas =
€ = r 0 +1 -1
. = nam. de observacio-
-1 41

Ts 9 M 0 nes = 6.
s 0 (0] +1 -1

Por ejemplo, la segunda fila corresponde a la segunda observa-
cién y 1lleva un -1 en la tercera columna por ser P, el punto ini
cial y un +1 en la primera por ser P, el punto final; los demas

elementos son cero.

Si este grafico corresponde a una red de nivelacidn, la ma-
triz A de las ecuaciones de observacidn coincide con esta matriz
C, A =C, y la flecha puede indicar la direccibn desde el punto

mas alto al més bajo. Naturalmente las ecuaciones normales son:

(ATPA)x = ATP

| =2

donde E representa diferencias de altura. Por lo tanto debemos
asignar un valor fijo a un punto, si no, se trata de una red 11
bre, Pero podemos suponer nula la altitud de ese punto y utili -
zar la matriz de ramas y nudos en todos 10s Casos en que compen-—

semos redes de nivelacidn.

El mismo tipo de matriz sirve para describir redes detrian
gulacidn, trilateracidn, etc. Los numeros de las diferentes co-

lumnas describen claramente la estructura de la matriz de las
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ecuaciones normales: cada columna de C determina un elemento de
la diagonal de las normales. Y, por otra parte, habré elementos
no nulos en los lugares fuera de la diagonal de las ecuaciones

normales solamente si en las dos columnas correspondientes de C
(una columna corresponde al numero de la fila del elemento con-
siderado y la otra columna al nimero de la columna de dicho ele
mento) hay elementos no nulos situados en la misma fila. Poste-
riormente aplicaremos la matriz de ramas y nudos a problemas de

triangulacién y trilateracidén de redes.

2.2. Observaciones sobre la linealizacidén de diferentes tipos

de ecuaciones de observacidbn

En el caso dgeneral:

L+ v= £ (x),

donde la funcidén f puede tener muchas formas que habran de linea
lizarse casi siempre. En triangulaciones, cada observacidén im-
plica dos puntos: P, y P . Por ejemplo, en una observaciédn de
direccién g, P; serd el punto estacibn donde se encuentra el teo
dolito y corresponde al punto inicial en la matriz de ramas y
nudos, mientras que P, sera la seflal observada y corresponde al

punto final de la respectiva fila de la matriz.

Podemos establecer en P, un sistema de coordenadas para-
lelo al sistema x,y dado. La ecuacidn de observacidn para una

direccién es siempre del tipo

L, + v, = arctg(ly, - y;)/{x, - xi)].at

o, indica 1la incbébgnita de orienta-
cidén. La ecuacidén linealizada co- X

rrespondiente es: Py
Ve (YorYai /ST udx;—(Xo %o ;) /5] dy; -

~(YouYoi ) /STl + (3, =% )/5%, Ay, -

""’zﬁt (1)

{
<
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pi_§ . En el caso de que la observacién
. L sea un angulo puede repetirse es
/‘: ta ecuacidén dos veces, o bien,
P, plantear la fdérmula directamente.

Sean tres puntos Pi-l'P'l' P‘l#l
y sea 8; el &ngulo P;_;P;P,,;. Es claro que la ecuacién no lineal
para 8; es la diferencia entre las de las direcciones P; hacia
P;.1 ¥y P; hacia P;_;:

"

8; +v; = arctgl(y;, 1= v;i)/(x; = x3)] - arctg (y; - y;)/(x;_- x;) 1.

Observamos que 1a ecuacidn es similar a la correspondiente a di
recciones, pero ahora la diferencia de las dos direcciones eli-
mina la incdgnita de orientacidn. Efectuando la linealizacién
se obtiene una ecuacién en dx;_;, dx;,;, dx;, dy;_;, dy;,;, dy;
del mismo tipo que la correspondiente a direcciones.
Consideremos ahora el caso en que se haya observado una dis

tancia 14 entre dos puntos, P; y Py.

En este caso la funcidn es: Py

Ly + V= (Xy= X1 7+ (yg - ¥i)2- Lig

Y linealizando resulta:

Vi = (Xok = Xo1)/Six « @3 + (Yok = Yoi)/Six - dy; -
- (xok - xoi)/sik . dxk - (yok - yoi)/sik . dyk -1 . (2)

Estas ecuaciones corresponden al caso de coordenadas planas.
Si se considera otro tipo de coordenadas pueden utilizarse ecua-
ciones similares efectuando previamente una proyeccién mediante

ciertas correcciones a las observaciones.

Incluso, si deseamos compensar una red en coordenadas es-
féricas o coordenadas elipsdidicas las ecuaciones son del mis-
moe tipo, tanto para angulos como. para distancias. En general,
en los coeficientes de las ecuaciones linealizadas 1o0s numera-

dores siempre contienen diferencias de coordenadas.y los deno-
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minadores son distancias o distancias al cuadrado. Siendo, por
tanto, similar la estructura podemos utilizar la matriz C para
construir las ecuaciones tipicas de los dos problemas. La idea
basica es la siguiente: si multiplicamos la matriz C por el vec
tor x de coordenadas obtenemos un vector que contiene las dife-
rencias de coordenadas que forman los coeficientes de las ecua-

ciones de observacidén. Para el ejemplo anterior obtendriamos:

Xo = X%,
X, - X,
X, =X,
X, - X,
X, - X,
Xy, = X,

2.3. Tratamiento de redes de tipo trilateracidn pura

Consideraremos aqui con detalle la utiiizacidn de la matriz
C en una trilateracidén pura. Para redes de tipo triangulacién y

triangulacibén-trilateracidén el procedimiento es similar.

Sea una red constituida por t puntos fijos (red con datum
prefijado) y h puntos incdgnita en la que se han efectuado n ob
servaciones de distancias. La correspondiente matriz C tendrd n
filas y h + t columnas, h referentes a los puntos incdgnita y t
a los puntos fijos. Por conveniencia en notacidén llamaremos C_

a la matriz total y C y C. a las submatrices correspondientes

f
a los puntos incégnita y fijos respectivamente:
c = c c n filas
N f
s = h + t columnas
h t

Definicidén de algunos vectores y matrices

Llamaremos x_, en lugar de x, al vector de coordenadas de

todos los puntos. Podemos escribir:
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Xa
Xo
Xh
%X ot =
s X (3)
h+1
Xf
x
h+t

La notacidén x, no es accidental ya que 1los valores asigna-
dos a los puntos 1, ..., h seran los valores aproximados para
los puntos incégnita. Observemos que las incdgnitas son los di-
ferenciales dx;, dy;,i =1, ..., hy mientras que los xy son cons
tantes correspondientes a los puntos fijos, y los x, son valo-

res aproximados provisionales. Andlogo para las coordenadas y:

Ya

Yh Yo
X = =

Yha

h+1 Ye

yh&t

Sea ahora R una matriz diagonal definida por:

donde cada elemento r, viene dado por:

ry = J(xok = yoi)z * (yok - yoi)z

para t =1, ..., n. Consideremos finalmente la matriz habitual

de pesos:



96 K. Linkwitz
Podemos construir los vectores diferencia de coordenadas multi-

plicando C_una vez por el vector xs y otra vez por el vector yS.
s = 2
Consideremos el vector u definido por:

u=0C .%x_ .
= 5 =5

Teniendo en cuenta la particién de C y x, podemos escribir:

u = Cx, + Cxf.

Andlogamente, si definimos el vector t por t = CS. Y
podemos escribir:

t = Cy, + Cyf.

En el ejemplo del cuadrilatero si consideramos el punto 4

como fijo, resultara:

-1 + 1 Xoy = Xo;
+1 -1 Xo1 — Xos
-1+ _ Xo1 = Xo1i
+1 Xoa2 — Xos
-1 +1 Xos — Xo2
_1 xO! - x°h

Cs- %, = (CCg)e x4 = u.

En este caso Xf €S un escalar.

Para las y  las expresiones son analogas. La matriz R es

ahora:

donde:

Le
|

~
e

L T T T I T P DY
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Con los elementos de los vectores u y t formamos las matri-

ces diagonales:

.Un th
En nuestro ejemplo la matriz U corresponde a diferencias de coor-
denadas.

Con ayuda de los vectores y matrices anteriormente defini--
dos se pueden escribir directamente las ecuaciones de observa
cién y las ecuaciones normales. Pero antes de hacer esta cons-
truccidén trataremos el problema de trilateracidn con notacidn
convencional, para, posteriormenté, traducir las férmulas resul

tantes a la notacidn con matriz C.
Las ecuaciones no lineales son del tipo:
L+ v o= £x).
Efectuando la linealizacidn resulta:
v =(ag/ax)/  dx £ =Adx -1
o

donde A es la matriz de Jacobi evaluada en x,.

Para preparar la traduccidén de nuestra formulacidn conven-

cional descomponemos la matriz A en dos submatrices de la forma
(A, B). (6)
El vector de incdgnitas es:
dx’ = (dx;, «osp A%, dY;s 5005 A¥5)

que descompondremos en la forma:

donde:
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dx’ = (dx,, ..., dx)

dy' = (dy,» ..., dy,)-
A es la parte correspondiente a dx y B la parte correspondien-
te a dy.
Las ecuaciones de observacidén se escriben entonces:
v=Adx + Bdy - £. (7)

La matriz de ecuaciones normales es:

AT ATp A Alp B

P(A B)

B' B'"P A B'P B
y el sistema de ecuaciones normales se escribe:

ATP A dx + ATP B dy = ATP

I

oFp (8)

| @ =

B'P A dx + B'P B dy

Con esto hemos dividido las ecuaciones de observacién y las ecua
ciones normales en una parte que corresponde a las incdgnitas

dx y en otra que corresponde a las incégnitas dy. Hemos organiza-

do las incégnitas en la forma: X,, ..., X, y después y,, ..., y,:
X,, o e oy Xh ylg L R Yh
xl
: ATP A ATP B
Xh
Y
: BTP A B'P B
Yh
La traduccién de las expresiones (1), ..., (5) en las ecua-

ciones convencionales (6), ..., (8) es muy simple. En las ecua-

ciones (6) a (B8) las matrices A, B y sus traspuestas son:



Compensacién de grandes redes... 99

A=U.R' C
F: T -
Al=cl. g=t. v
(9)
B=T.R!'. C
BT=cT. R-'. T

(las matrices R, U y T son simétricas). Con ayuda de (9) pode-
mos formular las ecuaciones normales que corresponden a (8). En

forma matricial resulta:

CtTR'UPUR'C CTR'UPTR!C cTrR'uepP

| =0 | =0

dx
CTR'TPUR'C C'R'TPTR'C dy cértTrP
que puede escribirse también en la forma siguiente:

cT(rr2PUY) C CT(R™* U PTC dx c'r*UpP

: (10)
cT(RT*TPUC Cc' (RTZPT)C dy cTrR*TP

jer | =2

Las cuatro matrices entre paréntesis son matrices diagonales si
las observaciones son independientes. Ya que el producto de la

matriz C' por una matriz diagonal y por la matriz C tiene la mis
ma estructura que la matriz C' por la matriz identidad y por la
matriz C, resulta que las ecuaciones normales tienen la estruc-
tura correspondiente a la matriz C'C, lo cual permite organizar

ya la solucidn sin el contenido de las diagonales.

Ello facilita el mismo andlisis previo para diversos tipos
de redes (redes de electromecanica, de canales en hidrografia,
eléctricas, de comunicaciones, etc.) que tienen la misma matriz
C. La matriz C describe, independientemente de qué tipo de red
se trate, la relacidén entre puntos y ramas, y la parte diagonal
U, T, describe el contenido fisico del problema. Los métodos nu-
méricos de resolucidn como el de matrices.con huecos o el del
gradiente conjugado se pueden apticar de forma andloga a todos
estos problemas que utilizan 1la misma estructura de la matriz C.
Asi, en nuestro caso de triangulnéiunes la estfuctura C‘y la re-

solucidn es la misma, pero U y T serin diferentes en cada caun
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2.4. Tratamiento de redes de tipo-triangulacidén pura

El desarrollo es completamente andlogo y la estructura de
las ecuaciones lineales por triangulacidén es similar al caso an-

terior.

2.5. Tratamiento de redes de tipo trilateracidn y triangulacidn

(redes mixtas)
Es una combinacidén de los dos casos antericres.

2.6. Ideas bisicas sobre la resolucidn numérica de grandes sis-

temas de ecuaciones normales.

2.6.1. Generalidades. Importancia de una estructura adecuada de

las ecuaciones normales: Organizacidén de datos.

Hay dos razones por las cuales es importante que la estruc

tura se organice de forma adecuada:

1. E1 tiempo para resolver grandgs sistemas ha de ser pequefio
por razones de economia. El progreso en este campo es verdade-
ramente grande. En 1970 se resolvian los grandes sistemas con
2000 & 3000 incébgnitas empleando para ello media hora. Hoy dia
los mismos sistemas se resuelven en algunos minutos. La reduc-
cibén del tiempo ha sido del orden de mls de cien veces. Por

otra parte, si las coordenadas provisionales son poco aproxima-
das o bien si hay errores groseros (segin la experiencia en cual
quier material geodésico de observacidn suele haber de un 3 a

un 5 por ciento de errorés groseros, de identificacidn, etc.)

es necesario repetir 1os cdlculos algunas veces.

2. E1 tamafio de la computadora y especialmente el espacio nece-
sario en su memoria central. Con una adecuada organizacidén es

posible utilizar computadoras muy pequefias para resclver grandes

sistemas.

Estas dos exigencias condicionan los métodos que se utili-
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zan hoy dia en soluciones practicas. Nos limitaremos aqui a dar

algunas ideas basicas considerando con algin detalle el método

del gradiente conjugado.

2.6.2, Métodos exactos

- La estructura de banda

En cualquier caso, tendremos la matriz ATPA, de tamafio hxh,
correspondiente a las ecuaciones normales. Segin el método gene-
ral de Gauss de eliminacidn, la resolucidn consiste en 1la conver
sién de esta matriz en una matriz triangular para la cual se de-
terminan 1as incdgnitas mediante un proceso recursivo. Este pro-
ceso de convertir la matriz original en una matriz triangular con
siste en la hultiplicacién de esta matriz por otras que se desa-
rrollan en el proceso de calculo. En este proceso resulta parti-
cularmente ihteresante, por la simplificacibén que supone, el ca-
so de matrices banda, para las que sdlo hay elementos no nulos
en las proximidades de la diagonal. No obstante, en Geodesia es
muy dificil organizar los datos de modo que la matriz resulte
con esfructura de banda por 1o que el método de matrices banda
tiene poca importancia en redes geodésicas. En cambio en Fotogra-
metria si hay problemas en que su regularidad permite el trata-
miento de estructura de banda, habiéndose desarrollado algorit-
mos especialmente adecuados. Un ejemplo conocido es el algoritmo
de HYCHOL desarrollado hace quince aflos y que utiliza la estruc-
tura de banda y el método de Cholesky. El algoritmo es muy rapi-
do en caso de estructuras regulares como en Fotogramétria mien-

tras que en problemas de Geodesia hay otros métodos mas rapidos.

- Matrices con huecos

Es asimismo interesante el caso de matrices con gran nume-
ro de ceros. El problema consiste en organizar las filas y co-

lumnas de manera que haya un maximo de ceros.

En este sentido hay dos métodos alternativos: la factoriza-
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cién o descomposicidén matricial y el método del gradiente con-
suagado. T.as caracteristicas de ambos son diferentes: mientras
1a Aescomposicién matricial ocupa bastante memoria y poco tiem
no, el método del gradiente conjugado, al contrario, ocupa me-
nos memoria pero necesita realizar mas iteraciones. lLa elec-
~i4n Ael método depende de las caracteristicas y exigencias de?
ordenador” asi, si disponemos de una pequefia computadora para
1a cual el tiempo de ejecucidén es barato, no resulta aconseja-
h1e el método del gradiente conjugado. Sin embargo, con una com

putadora adecuada, como el IBM capaz de tratar grandes sistemas
con una organizacidén adecuada se puede aplicar el método del

gradiente con tiempos cortos. Por ejemplo, para unos 1000 pun-
tos, que corresponden practicamente a 6000 incébégnitas, y con

tres iteraciones no lineales, el tiempo de ejecucidn puede re-
ducirse practicamente a cuatro minutos. La eleccidn entre ite-
raciones lineales y no lineales no es absoluta sino que depen-

de del problema y de la computadora.

2.6.3. Métodos iterativos

Expondremos aqui las ideas basicas (debidas a los mateméa-
ticos suecos Hestenes y Stiefel, 1952) sobre el algoritmo "gra-
diente conjugado". Este método es muy interesante y permite so-

luciones en pequefias (?) computadoras,

Sea Hx = k un sistema de ecuaciones lineales. La idea de
Hestenes y Stiefel consiste en considerar primeramente la for-
ma cuadratica asociada siguiente:

F(x) = ﬁrﬁl - 2575 + cte.

que puede ser interpretada como la aplicacidén del vector X en

el escalar F(x). Si buscamos el “e~tor x para el que la forma
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cuadratica da un valor minimo resultan las ecuaciones lineales

siguientes:

que corresponden a:

aF(x)/ax = O.

Se pueden resolver las ecuaciones lineales buscando directamen-
te el minimo de la forma cuadratica. El1 problema es exactamente
el de la compensacidén ya que la forma cuadratica XTPX correspon
de del mismo modo a las ecuaciones de observacidn indirectas.
Para éstas tenemos:

viey = (x'aT- 21P(ax - 4) = x" (ATPA) x - 28 Pax + £TP2

que corresponde a la forma cuadratica:

F(x) = x'H x - 2 k x + cte,

con H=aATP A
k =*%pa
2P 2 = cte

Hay pues una traduccidén directa entre la notacidédn de Stie-
fel y Hestenes y la notacidn de observaciones indirectas en la

que se apoya el método del gradiente conjugado.

Se selecciona primeramente un valor aproximado x, de 1las
incégnitas que sustituido en las ecuaciones Hx, = k da lugar a
unos residuos r,

r, = k - Hx, = P,

que expresan que 1los X, no son lo suficientemente exactos para
hacer consistente el sistema de ecuaciones. Con estos primeros
residuos se calcula un factor a;

a; =rl_,r/pl W B,

compuesto a partir de los residuos y del valor P; del primer ci

clo. Con estos valores se calcula una segunda aproximacién:
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X;j = Xj-1 + 93P
- - —i
vy unos segundos residuos:

r; = rj_; — o;H P;.

Se calcula ahora un factor 8; en la forma:

R I
B; =rj r;/riy ri,

esto es, el cociente de dos formas cuadraticas. Con B; se corri-
ge el valor P;. El procedimiento es recursivo y en la siguiente

iteracidén tendremos:

Pisi = -ri +8, Pi

i =rl r./P! A P,

@i+l = 'y Ii/5341 i+l

Xi,p = X3 +t a5, Py

Pist = 85 = S B Bygg
_ AT 1

Bisi = Bisi TienflLs Py

Este método da una solucidn exacta en h iteraciones.

Es interesante observar ahora que el método se puede tradu-
cir una vez mas en la notacidn introducida mediante las matri-
ces U, T, k y C. Cada vector P se divide en un P correspondien
te a las coordenadas y y un P correspondiente a las orientacio-
nes 0. En general, al igual que en la organizacién de las incédg
nitas, los factores del método del gradiente conjugado se orga-

nizan en tipos que pertenecen a X, a y y a las orientaciones.

E1l calculo de ia fofma cuadratica que utiliza la matriz H
que corresponde a las ecuaciones normales, consume mucho tiem-
po y es interesante la traducciédn de esta forma cuadratica en

- términos de la matriz de ramas y nudos y se ve (el desarrollo
€s un poco extenso) que puede transformarse en una forma cua-
dratica completamente diferente que tiene solamente 10S pesos

y los vectores.
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La misma técnica se aplica al cadlculo de r .:r en la for-

mulacidén general se calcula por:

ry = rj.; - a;H

|"v
s

y la traduccidn consiste en descomponer r; en una parte que per
tenece a las incodgnitas x, otra que pertenece a las incdgnitas

Y, Y otra que pertenece a la orientacién.

Los elementos de la matriz A se expresan en funcidn de las
diferencias en X, de las diferencias en y y de las distancias.
Si en una red las distancias mas pequeflas son de 10 cm y las mas
grandes de 50 cm, podréan aparecer errores de redondeo en una com
putadora. Por esto existe un tratamiento que consiste en esca-
lar los elementos de la matriz A con 1o que en lugar de hacer h
pasos para obtener el valor de x suficientemente aproximado bas
ta con hacer un nimero de pasos comprendido entre h/5 y h/3. Ob
tenido x se recalculan las derivaciones parciales de A. las ecua
ciones no lineales se determinan con valores aproximados cerca-
nos a los definitivos y se repite el proceso. Los valores x en
el primer paso pueden ser muy poco aproximados: es suficiente
darlos graficamente en la mayoria de los casos. Por la misma ra-
z4n no se necesita una divisidn entre puntos céntricos y excén-
tricos; los excéntricos se tratan como incdgnitas y las medidas
entre pares de puntos céntricos y excéntricos se trata, en el
cdlculo, como una observacidn de alto peso. Si el algoritmo
del gradiente conjugado se descompone segun hemos visto 1la téc

nica es muy fuerte.

2.6.4. Unas observaciones mas sobre la técnica del método del

gradiente conjugado

Segun 1.3. las ecuaciones normales exactas para observa-

ciones indirectas son las siguientes:

(af/ax); P(E(X)/, - %) = O, (10)



106 K. Linkwitz
Las ecuaciones de observacidn son:

L+ v o= £(x). (11)

En lugar de las ecuaciones normales (10) resolvemos las ecuacio-

nes lineales normales:
T s T
(a£/3x)/} P(ag/ax)/, dx = (3£/3x)/] P& (12)

Utilizando la matriz de ramas y nudos escribimos:

=1
(af/ax) = = = I voRSC

| (9)
B ] T R C I

Observemos que los términos de las ecuaciones (10) se calculan

en los valores X de la solucién definitiva mientras que en las

ecuaciones normales lineales las derivadas se calculan para los

valores X, .

lores provisionales ¥, burdamente estimados.

1) Con estos x, se determina la matriz de (9) que corresponde a

las derivadas parciales de las funciones en X,.

2) Mediante el método del gradiente conjugado se busca la solu-

cién de (12) en forma de proceso iterativo, x,, X

X,s ++es Xp. El

proceso se termina en la iteracidén i-ésima si para un e fijado
IX;,1 - X3 < e, considerando el ultimo valor hallado como solu-

ciébn.

3) Con el X, del apartado nGmero 2) se calcula una vez mas:

(af/ax)/, = = 5
r
y con esta matriz A se controlan las ecuaciones no lineales (10).
Si el segundo miembro de estas ecuaciones es cero se termina la
iteracién, pero si la diferencia entre cero y el resultado de
sustituir x,. es mas grande que un § dado, volvemos una vez mas

al apartado nimro 2) utilizando los valores x, como valores ini-



Compensacién de grandes redes... 107

ciales y hallando otros X.,is «-«s Xp, -

De nucvo, i la difercen
cia entre dos x consecutivos es menor que e se termina el ciclo
interior y calculando’ las derivadas parciales en X.,; se prueba
una vez mas si el segundo miembro de (10) es mayor o menor que
el § fijado. Si es menor, el proceso finaliza, y si es mayor se
repite una vez mas el ciclo lineal 2). Este es el proceso a se-
guir hasta que las ecuaciones no lineales (10) se cumplan para

los X definitivos.

La divisidén de la resolucidén numérica en ciclos interiores
lineales mediante el método del gradiente conjugado y ciclos ex-
teriores no lineales para comprobar las ecuaciones (10) y corre

gir cada vez la matriz (af/3x)tiene muchas ventajas:

1. En los ciclos interiores no se necesitan las h iteraciones

ya que es suficiente terminar el ciclo cuando | x; < €.

sl T Xy

i |
Normalmente bastan de h/3 a h/5 iteraciones.

2. La estimacién de los valores iniciales x, puede ser grosera;

es suficiente una estimacidén por métodos graficos.

3. Los errores muy groseros se detectan ya en 1os primeros ci-

clos internos con el x, aproximado.

4. La técnica de escalonar las matrices permite hallar una so-
lucidén a pesar de que las observaciones puedan ser muy hetero-
géneas. Por ejemplo, es posible un tratamiento simulténeo de
distancias entre 0.0001 km y 50 km en una compensacién. Como
consecuencia, no es necesario distinguir entre puntos '"céntri-
cos" y puntos "excéntricos". Todos son igualmente tratados co-
mo incégnitas no siendo necesaria la reduccién de excéntricos

a céntricos.
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3. ERRORES GROSEROS (PEQUENOS) Y TECNICAS PARA SU DETECCION. EL

PROBLEMA DE LA FIABILIDAD

3.1. Motivaciébn
Ejemplo n2 1.

Sea un sistema de coordenadas rectangulares y consideremos

un problema de interseccidn directa: desde los puntos A y B se
miden los &ngulos o y B indica
x4 dos en la figura para determi-

P nar el punto P. La precisién
del punto P determinado se'dei
cribe mediante la matriz Q. Po

B demos preguntar ¢cudles son los

valores de s y B que correspon

den a la determinacién "dptima”
del punto P? Este es un problema de optimizacidn. La soluciébn
depende de los pesos de a y de 8. Cuando los pesos son simila-

res, los valores de a y B deben verificar: a + B8 = 909,

La fiabilidad de la configuracién con dos observaciones a,
B es igual a cero ya que al no existir observaciones superabun-

dantes no hay ni compensacién ni residuos y no existe método pa-

ra detectar errores.

Ejemplo n2 2.
Sean tres puntos dados P,, P,, P, desde los que se miden
las distancias &,, %,,%, a un punnto P situado segun la figura.
Sea-é%, un error grosero en la ob-
servacidén &,. En este caso hay re-
dundancia y puede realizarse la com
pensacién obteniendo los residuos
V,, Vi, V,. que seran todos ellos

muy pequefics. Aunque hay un error PA

grosero, a causa de la configura-

-
- - ]
- L1
2 @ o[> >
O
=
o
°
*
- ™
L
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cidn de la figura no resultan grandes diferencias en 1los resi-

duos. Vemos cdmo en este tipo de problemas puede haber configu-

raciones para las que sez dificil detectar errores groseros.

3.2. Base del estudio analitico de problemas como 10S expues-

tos en 3.1.

El medio para estudiar analiticamente el problema son to-
das las relaciones lineales que hemos tratado en las tablas nu

meros 1 y 2.

En el lugar (3,1) de la tabla n? 1, los residuos se expre

san en funcidén de las observaciones por:
v = [A(ATP A)7'ATP - 1] . &,

y del lugar (3,3) de la tabla n? 2 tenemos que la matriz cofactor

de v es:
Q,, = P7' - A(ATP A)™* AT,
De estas dos expresiones deducimos:
v=-0Q,, P2 ' (1)

con 1o que v es funcién de la matriz cofactor de los residuos.
Buscamos ahora una interpretacidén de esta Gltima ecuacidn. Pa-

ra ello expresemos primeramente en forma matricial la relacidn

anterior:
vV, 9., q9,. s qxi s qxn Ll
vz 9, 9,. c qzi s 934 z:
v, q, 49;. R C IR « F L3
v, | Tgs Bpg 5> Ggi =225 Dyp 5
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Seleccionemos la observacidn %;, y asignémosle un error

grosero $§&;. & contiene ahora la observacién original y la cons

tante &L, .

En la férmula anterior se multiplica el vector %; por la

matriz - Q,, P que no depende del error Jgrosero supuestd ya que
sus elementos q;; se determinan solamente con los valores apro-
ximados de las icégnitas (solamente con la configuracidén de 1la
red). En consecuencia, el error dJrosero §& repercute en 1los re-

siduos en la forma siguiente:

8V, = Qyy 81

sV = q;i Gl'i

8V, = dp5 82

Es decir, el efecto de un error grosero se transmite sola
mente por los elementos de la columna i-ésima de la matriz -Q, P
y especialmente el efecto del error grosero §4; sobre el residuo
Vi sélo depende del elemento q;;. Si q;; es muy pequefio, unerror
grosero grande s¢; no tiene apenas influencia en el residuo v;.
Es interesante, pues, conocer cudles son los valores numéricos
de la matriz - Q, P, y especialmente de los elementos de la dia
gonal. Dejemos de momento este problema y veamos ahora el efecto

de un error grosero §%; sobre la solucidén x.
Segun 1la casilla (2,1) de la tabla n? 1 sabemos que:
x = (ATP A)"! ATP 2

(naturalmente, en problemas diferenciales X representa las co-

rrecciones dx a 1o0s parametros), que podemos representar en la

forma:
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| Xl a, a, 5 %, B Qi e an 1}
xz 31 32 Bi e Bn
KX = . = . .
- . . ’:1*6!:5'
Xp Ky K, K .o 3 %

asignando el mismo error grosero a la observacidén i-ésima. El

efecto en el vector x es:

§X

It

7 a; 883

§X

B; 424

= . -

§Xp = kj 643
Es claro que un error grosero influird en todas las incég-
nitas ya que normalmente la columna i-ésima de la matriz
(ATP A)-' ATP no tiene elementos cero. Estas relaciones permi--
ten estudiar la influencia de cada error grosero en las icdg-
nitas si conocemos previamente el error grosero, pero, natural

mente, éste es el problema.

A grandes rasgos, un error grosero corresponde a un resi-

duo grande. Hemos de aclarar un poco mas esta cuestidn.

En nuestro resultado basico §v; = q;;8%; (2) se indica cé-
mo todo depende de los valores q;;. Por ejemplo, en el caso de
que q;; = O resulta §v; = 0 para todo 6%;. Por supuesto, en es-
te caso, ningun error é2; influye en el residuo correspondiente
a la misma observacidén y la confianza de la observacidén i-ésima
es cero como en el ejemplo anterior. Si q;; = 1, entonces 8v;=62,,
lo que nos dice que un error grosero se transmite integramente
al residuo correspondiente a la misma observacién. Por ahora no
sabemos cuales son los posibles valores de q}i, puede ser cero
si el problema tiene redundancia, o también uno o mis de uno.

Es interesante'por tanto estudiar los valores numéricos que pue-

den corresponder-a q.,. Dichos valores numéricos pueden estudiar
1
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se con ayuda de las tablas nams. 1 y 2.

Segin la casilla namero (3,3) de la tabla n2 2:

Qvv = P} - A(ATP A)? AT.

Y segln la casilla (4,4) de la misma tabla:

B T PN
Oii = A(A' P A) A .

Otra relacién muy importante de la misma tabla es:
Qv = qgv = 0O,

que expresa que la correlacién de v vy Y es cero. Por otra parte,

sabemos que:

De estas cuatro relaciones se deduce:
Quv = Qgp - QI%- (3)

Q,q corresponde a la inversa de los pesos dados y es, por
tanto, una matriz diagonal. Entonces, si conociésemos los valo-
res de la matriz cofactor de las observaciones compensadas po-

driamos determinar Q,, .

Para estimar Qz3 tenemos varias posibilidades: Podemos, me-
diante las ecuaciones (3), estimar directamente los elementos

de Q3 en lugar de Q,,- Un elemento gz, ;; de Qzg debe verificar

ya que, como el error de cada observacidn compensada se calcula

después de la compensacidn por:

mzi

= mo‘ q‘i.j_ti ’

si la compensacidn tiene un efecto favorable, debe ser qi;%; me

nor que 1.

Es posible dar ahora una acotacidén mids exacta de los valo-

res de Q;;. En efecto, por un lado la traza de la matriz
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_ T ~1 AT
QIE = A(A'P A) A
es igual a:

traza (Qzz) = QG g ¢t qizi e G5 g,
1

1 2

Por otro lado, se demuestra, mediante algunos cdalculos, que la
traza de Qgy es igual a h. Entonces, el promedio de los SOR
1

es:

en el caso en que P = I. En general:

n
( ®qgzP)/n ="h/n
i=1
si P™! = Qpy. Se deduce que el valor de un elemento de esta ma-

triz depende concretamente de la redundancia. Normalmente la re
dundancia en problemas de compensacidn no es grande y por ello
se puede decir que si la redundancia es pequefla, se puede aco-

tar qgyg; en la forma:
0.8 < qi;%; < 0.9.

Este resultado, teniendo en cuenta la ecuacidén base de la depen

dencia entre las matrices Qzz y Q es equivalente a:

vy?

0.1 < q, , <O0.2

1 1
ya que:
L M 1 -4qy 1 si P=1I
11 I. 4
este es un resultado muy importante. El1 aumento de la precisiodn
a causa de la compensacidén no es muy grande; los errores medios
de antes de la compensacidén se multiplican por /0.9 &6 /0.8,

lo cual es practicamente equivalente a un aumento de precisidn
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del 10 por ciento si la redundancia es del 20 por ciento.

Mediante la ecuaciédn Qy v, =1 -qg i se ve que si la pre
cisién de los © es pequefia, {a}precisiénld; los residuos seréa
grande. Si, por ejemplo, qvivi se aproxima mads y méas a 1, 1lo
que significa que aumenta la precisién de las observaciones com
pensadas, la precisidén de los residuos es mls y mds grande. En
nuestra estimaéién, los factores q, son mas pequefios cuanto me
nor es la redundancia del problema, y si la redundancia es cero,
los valores q son igualmente cero como hemos visto. Y este efec

to se aprecia también en la expresidn de q definido por:

q.. = d P .
11 v,V i
11

En el caso de que la precisién de las observaciones sea peque-
fa, (P, es pequeflo) q,  también serd pequeflo, y por tanto un

1 11
error grosero en &, afectara poco al residuo v, . Es posible en
tonces que todos los residuos sean pequeflos y sin embargo, ha-
ya errores groseros, No obstante, la unica posibilidad que exis
te es la investigacidn a través de los valores vV, que podemos
conocer ;Como podemos detectar entonces errores groseros? E1l
Gnico camino son los test estadisticos, que pueden aplicarse en

diversas circunstancias y a diversos parédmetros:
1) m se calcula mediante la fdérmula:
m, = /TP v/h

y podemos comparar este valor con una estimacién previa (por ejem

plo, la unidad).

2) Podemos contrastar también los residuos mismos. Para ello uti

‘lizamos el valor w dado por Baarda:

1

w; o= | vy |/mvi =] V. ’/(mDJ q‘i“i)'

Los valores de q, ..  son pequefios, por lo que el valor m, . sera
1 1 1

en general mucho mds pequefio que m,. La redundancia tiene gran
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efecto. w; es un numero comprendido entre 1 y 4 y la aplicacién
del test consiste en comparar este valor con un valor 8w (del

orden de 3 6 4, dependiendo de la confianza). Si w; > 8w, en-

1
tonces es probable que la cbservacidén tenga un error grosero.

En el test entra directamente la redundancia.

Con esta técnica es posible seleccionar residuos que, me-
diante este test, tienen la posibilidad de terner errores gro-
seros y, entonces, solamente entonces, se calcuia el 6%, que
pertenece a un §v, detectado en este test. Y normalmente por
eso se da el limite de posibilidades donde pueden detectarse
errores groseros, porque solamente si los factores q;; son apro
ximados a 1 es posible seleccionaf también el error grosero que

pertenece a év, . Esta es la base de la técnica.

Las relaciones lineales nos permiten investigar 1la influen
cia de errores groseros en los residuos. En funcidn de 1la redun
dancia los factores de multiplicacidn tienen diferentes valores:
son mads pequefios cuanto menor es la redundancia, se aproxima a
cero si la redundancia es cero (lo cual nos dice que no se de-
tectan errores groseros). Todo el proceso de detectar errores
groseros es una cuestidén de redundancia. La Gnica poéibilidad
que existe es investigar los residuos y para ello hay principal
mente dos posibilidades. podemos comparar la estimacidn ante-
rior de m, con el m/ calculado como resultado de la compensa-
cidén. Si esto nos da pie para suponer gque hay errores groseros,
podemos entrar en un test de diferentes residuos. En éste, sa-
biendo que 1las q;; reflejan para cada residuo la redundancia.
si el valor calculado es mas grande que el prescrito por el

test podemos suponer que Vv, esta causado por un error grosero.
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4., APLICACION DE LA COMPENSACION A DIFERENTES ORDENES DE REDES
NACIONALES

4.1. Ejemplos de compensaciones recientes

Mencionaremos aqui dos ejemplos de grandes compensaciones
recientes. La primera es la redefinicidén del datum norteamerica
no, trabajo que se efectga practicamente desde 1970. La idea es
utilizar todas las observaciones del Gltimo siglo en el conti-

rnente norteamericano.

La vieja compensaciédn, a cau
sa de las dificultades numéricas,
se realizaba por el método apro-
ximado de Bowie. En el método de

Bowie se consideran cadenas que

forman poligonales de redes del

tipo de la figura.

Cada cadena se compensaba independientemente cé las otras
cadenas y, posteriormente, se procedia a una unificacién de es-
tas diferentes triangulaciones. Naturalmente, se incluian unas
determinaciones astronémicas para la ecuacidn de Laplace, unas
observaciones para la orientacidn y unas mediciones de bases
para la escala. A partir de 1970 se procedid a una recompensa-

cidén utilizando todas las observaciones.

La técnica que se aplicaba era dividir la totalidad de
la red en subredes diferentes y hacer la compensacidn en las
subredes para detectar errores groseros. La experiencia nos
dice que el numero de errores groseros de los datos (no de las
observaciones) es del 3 al 5 por ciento (errores de copia, de
identificacibén, intercambio de céntricos y excéntricos, falsos
numeros asignados, etc). Para eliminar esos errores se efect(an

compensaciones parciales, porque al tratar un material de 500.000
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observaciones es muy dificil detectar errores groseros.

Una segunda gran compensacidén interesante es la compensa-
cién de la red australiana. En
Australia la técnica que se apli-
caba data de hace treinta aflos.
Es una red solamente de poligo-
nales (hay algunas triangulacio-

nes y trilateraciones, pero la

mayor parte son poligonales).

Las longitudes de los lados de las poligonales son aproximada-
mente de 10 a 15 km. Las configuraciones no tienen mucha redun-
dancia., La redundancia en cada poligonal entre dos puntos fijos
(si observamos todo lo posible) es 3, 1o que nos dice que n-h es
3 independiente del numero de puntos. Hay 3 condiciones: dos de
coordenadas y una de angulo. Por eso ya sabemos que el factor
critico h/n es aproximadamente 1, ya gye n y h son grandes. Por

eso la confianza de una red de poligonales es pequefia.

4.2. La nueva observacidén de las redes de sequndo, tercero vy

cuarto orden en Baden-Wiirttemberg desde 1970. Métodos utiliza-

dos.

Es un gran trabajo que se efectida hoy en dia y que se es-
t4 terminando en estos aflos. Daremos una estadistica que demues
tra la magnitud de este trabajo. Daremos el nimero de puntos en
los diferentes Ordenes afio por afio, lo que mostrara claramente

el progresoc en este trabajo.
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Tabla de los trabajos

Nimero de puntos observados y compensados

Pals Red 1971 1972 1973 1975 1977 1979 1981 1984
1 orden 102 102 102 | 102 102 102
................... B (ooilt’ Bl ECll
Baden- I " 250 319 389 | 463 463 | 483
wurceemberg | 11w | oz | | | o2 | ssz2 | eonr | s | serr
3750 bt T T T Tokss |pstsz | 180 | szez0 |sotes

I orden4 58 58

Baviera IT 397 397
W RO, (U e o B o g i

70550 km® | I1IT * | Sl BRI T
R o I N PSS | B, R S

v 26356 26356

En 1971, en Baden-Wiirttemberg, habia practicamente 1 punto
de primer orden por cada 3 km?*. A partir de 1975, en Baden-Wirt--
temberg aumenta el numero de puntos observados y compensados
gracias al programa ASTRI. En afios anteriores las compensacio--
nes se habian efectuado por métodos graficos y por métodos nu-
méricos, pero con pequefios ordenadores que sbélo permitian el
tratamiento simultdneo de 20 puntos. Pero con el programa ASTRI
(de la Universidad de Stuttgart) que utiliza la técnica del gra
diente conjugado, ya en 1975 habia una capacidad de tratamien-
to de 3000 puntos simultaneos (practicamente 9000 incdgnitas),
con una capacidad de 58 K en la memoria central. El programa
permite, ademds, que todas las observaciones de los trabajos
de campo se traten al final de la campafia en el campo. Prac-
ticamente, se ve que hay 9000 nuevos puntos en 2 afios en 1la

red de cuarto orden.

En los primeros aflos habla uno o dos observadores en el
campo, nerc en la época en que se termina en 292 orden (entre

1979 y 1981) habla hasta 34 observadores en el campo, con to-
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rres temporales para la acomodacidén de reflectores, que podian
construirse en hora y media o dos horas, capaces de soportar
vientos de una velocidad de 50 m/seg. Era posible tratar un
gran nuamero de puntos (unos 1000 por afio) ya que la compensa-
cidén era posible con ayuda de la programacidn. Hoy en dia, se
realiza un preandlisis de las planificaciones de las redes de
cuarto orden, que hace posible detectar, ya en la planificaciébn,
partes débiles de la red, y orientar las observaciones en con-

secuencia.

Es muy interesante ver la precisidn de estas redes:

IT orden: mg =+ 1.7cm y 2.1 cm
my = +1.3cm y 3.0cm
ITI orden: me = 0.7 cm y 1.0 cm
my = 0.6cm y 1.0cm
M 5 0.4cm y 1.1 cm

IV orden:

fly = 0.4.cm y 1.2 ¢cm

Pricticamente BadenWiittemberg dispone hoy en dia de mds de un
punto por km? con precisidén de 1 cm. Se estd revolucionando la
medicidén de distancias de las bases. Es posible analizar y com-
pensar 1los miles de observaciones en cada invierno que sucede

a la campafia de verano en que el nimero de observadores aumen-

ta hasta 34.

Al principio habia muchas medidas de é&ngulo, pero al final
es practicamente una trilateracidn pura con muy pocas observa-

ciones de angulos.

4.3. Aplicacidn en redes taquimétricas

En 52 y 62 orden (tareas catastrales, de agrimensura, etc.)

se encuentran redes taquimétricas con un estacionamientco libre.
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Esta técnica se utiliza en los levantamientos topograficos.

& A X
S - ~
b S ’1 \\ I/
E:’ X‘-’-~-:\~ _——"‘Q
RN “’ﬁé = ;
52 e P /
-F’ S ’a’ /
N - s /
Il
ol S
~o \ '/ P
-~ -
‘\‘\/,’___--—‘O
(@ Puntos con teodolito @5\ :
~ \
/ ~
QO Puntos de vinculacién / R \
i ~ )
X Puntos libres. * \‘Cj

Consideremos la figura adjurita: hay tres puntos de teodoli-
to, hay puntos de vinculacién y puntos libres. Hay puntos comu-
nes con redundancias. Se trata entonces de compensar una red de
este tipo. Es un sistema de puntos de estacidén en los que se ob
servan otros puntos, algunos de los cuales se observan mas tarde
desde otra estacidn (puntos de vinculacién). En cada estaciédn
se observan puntos libres, puntos de vinculacién, puntos de les
vantamientos catastrales, etc. Hay redes que se constituyen de
200 a 300 puntos de teodolito, 100 a 300 puntos de vinculaciédn
y 2000 a 5000 puntos libres. La superficie es pequefla y los mé-
todos de compensacidén permiten analizar y compensar estas redes
simultdneamente mediante transformacidén de coordenadas; cada
sistema de teodolito es tratado al principio como un sistema
libre de coordenadas que se vincula entonces con otros siste-
mas mediante los puntos de vinculacidn. Finalmente se realiza

una compensacidén total de los datos.

El método es fuerte y con mucha libertad para el gedme-
tra a la hora de determinar las uniones y seleccionar puntos

de vinculacibdn. Es una consecuencia mas del desarrollo de po-
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sibilidades de andlisis y compensacidén de grandes redes. Tene-

mos nosotros un sistema denominado T.A.N.A. que puede aplicar-
se en ordenadores personales y que se utiliza en oficinas pe-
queflas y en las empresas privadas que tratan octe tipo de le-

vantamientos.



PUBLICACIONES DEL INSTITUTO DE ASTRONOMIA Y GEODESIA
DE LA UNIVERSIDAD COMPLUTENSE — MADRID

(Antes Seminario de Astronomia y Geodesia)

1.—Efemérides de 63 Asteroides para la oposicién de 1950 (1949).

2.—E. PAJARES: Sobre el cilculo grafico de valores medios (1949).

3.—1J. PENsApO: Orbita del sistema visual ¢> U Maj (1950),

4—Efemérides de 79 Asteroides para la oposicién de 1951 (1950).

5.—J. M. Torrosa: Correccién de la 6rbita del Asteroide 1395 “Aribeda” (1950).
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