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Introduccion

Un proceso natural puede modelizarse utilizando sistemas dinamicos discretos. En la naturaleza existen muchas interacciones diferentes; por lo que podemos pensar que un
proceso natural puede explicarse por la iteracion alternada de diferentes dinamicas |1]. Para simplificar, suponemos sélo dos dinamicas discretas diferentes: Dy y Dy . La

Dy Dy Dy

dindmica resultante sera: D : xg — 1] — 19 — x3..., donde {x(, x1, x9, ...} son los valores de la variable x que describe el sistema fisico [2]. Las propiedades de
conexidad del conjunto de Julia para un polinomio complejo P.(z) de grado d > 2 estéan intimamente relacionadas con las propiedades dinamicas de los puntos criticos, como
nos dice el teorema de Fatuo-Julia: (¢) El conjunto de Julia es conexo si y solo si las Orbitas criticas estan acotadas. (¢2) El conjunto de Julia es totalmente no-conexo si (pero
no solo si) todas las orbitas criticas estan no-acotada. (¢¢7) Para un polinomio con al menos una orbita critica no acotada, el conjunto de Julia es totalmente no-conexo si
y solo si todas las orbitas criticas acotadas son aperiddicas. El teorema de Fatou-Julia para polinomios cuadraticos complejo P(z) = 22 4c¢.d=2. seconoce como la
dicotomia fundamental. Cada P, del mapa cuadratico tiene un punto critico simple en 0 y una érbita critica simple. (¢) El conjunto de Julia de P, es conexo si la orbita de 0
es acotada. (22) El conjunto de Julia de P, es totalmente no-conexo si la érbita de 0 es no-acotada En este trabajo mostraremos que, si iteramos alternativamente dos mapas

cuadraticos, el conjunto de Julia alternado puede ser, ademas de conexo y totalmente no-conexo, también no-conexo.

1. Conjuntos de Julia alternados

Definimos el conjunto de Julia alternado relleno
K¢y, (0 Ke,e,) como el conjunto de puntos del plano
complejo cuyas Orbitas estan acotadas cuando itera-
mos alternativamente el sistema:
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Las iteraciones par e impar de P, responden a:
295 = Z%z’—l +CV 29i41 = Z%Z + C1.

Es facil probar la siguiente proposicion: Proposicion
(i) Si z9; es acotada, z9;_; también es acotada. (ii)
Si z9; es no-acotada, z9;11 también es no-acotada.
Dado que el estudio de la conexidad de los conjun-
tos de Julia de P, es una tarea dificil, se introdu-
ce el siguiente polinomio cuartico complejo auxiliar:
Qerey © 211 = (252 4+ ¢1)? + ¢9 (2. 5) para pro-
bar el siguiente teorema: Teorema 2.1 La acotacién/
no-acotacion de {QEFCQ} implica la acotacién/ no-
acotacion de {ngz } Por lo tanto, ya se puede enun-
ciar el siguiente teorema: Teorema 2.2 El conjuntos
de Julia del sistema alternado P ¢, y el conjunto de
Julia del sistema cuartico Q¢,¢, son lo mismo para

los dos valores dados del parametro ¢y y ¢o.

Ejemplo

La Fig. 1 muestra el conjunto de Julia del mapa
cuadratico z,11 = 27% + (—0,76 + 0,12). Como es sa-
bido, este conjunto de Julia es totalmente no-conexo
porque (—0,76 + 0,1z) no pertenece al conjunto de
Mandelbrot. Sin embargo, el conjunto de Julia alter-
nado Ke,¢,, cuando cg = (—0,76 + 0,17) y ¢ toma
diferentes valores en la vecindad de c9, puede ser co-
nexo, no-conexo y totalmente no-conexo.
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Figura 1

En esta seccion, de acuerdo con el Teorema 2.2, com-
probamos graficamente que las propiedades de cone-
xidad de los conjuntos de Julia de Q¢,¢, son transte-
ridos a los conjuntos de Julia alternados de F,,

2. Zonas de conexidad

El polinomio cudrtico Q¢ ¢, tiene tres puntos criti-
cos: 0, /—c1 y —y/—cy, pero las érbitas de ++/—c
son las mismas, excepto en el punto inicial, debido
a la paridad de Q¢,¢,. Segun el teorema de Fatou-
Julia, existen tres posibilidades sobre las orbitas de
los puntos criticos de Q¢ ¢,

(i) Las érbitas de 0 y £+/—c estan acotadas. Enton-
ces, el conjunto de Julia alternado K¢, es conexo.
(ii) Las orbitas de 0 y £+/—c1 no estan acotadas.
Entonces, el conjunto de Julia alternado K¢, es to-
talmente no-conexo.

(iii) La orbita de 0 estd acotada y las drbitas de
+./—c1 no estan acotadas, o la drbita de 0 no
estda acotada y las érbitas de £4/—c; estan acota-
das.

Entonces, el conjunto de Julia alternado K¢, ¢, es no-
conexo si las orbitas acotadas de los puntos criticos
son periddicas y es totalmente no-conexo si las orbi-
tas acotadas de los puntos criticos son aperiodicas.
Para un valor dado del parametro co ., es posible en-
contrar, por medio de un programa de ordenador, las
zonas de conexidad de ¢y en las proximidades de ¢
que originan conjuntos de Julia alternados rellenos
K¢, CONEXO0S, NO-CONEXOS Y totalmente no-conexos.
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Figura 2

La Fig. 2a representa las zonas de conexidad para
Keie, cuando cp = —0,76 + 0,1z, la parte real de ¢
esta en el intervalo |—0,77, —0,75] v la parte imagi-
naria de ¢ estd en el intervalo [0,09¢, 0,11¢] (negro
si todas las orbitas estan acotadas, gris si las hay
acotadas y no-acotadas, y blancas si todas son no-
acotadas). La Fig. 2b es una ampliacién del cuadrado
a de la Fig. 2a con ¢o = —0,76 + 0,17 . La par-
te real de ¢; esta en el intervalo [—0,766, —0,759]
y la parte imaginaria de ¢y esta en el intervalo
0,099z, 0,1067] . Se dan seis puntos representativos
en las zonas de conexidad. A (¢; = —0,76 + 0,17)
vy B (¢ = —0,762 4+ 0,102¢) , en la zona blanca,
corresponden a conjuntos de Julia alternados total-
mente no-conexos. C (¢ = —0,7628 + 0,10287) vy E
(¢ = —0,764 + 0,1042) , en la zona gris, correspon-
den a conjuntos de Julia alternados no-conexos. D
(c; = —0,763181 + 0,103171%) esta cerca del limite
de las zonas gris/blanca. F (¢; = —0,765 + 0,1057) |,
en la zona negra, corresponde a un conjunto de Julia
alternados conexo.

3. Orbitas criticas

La Fig. 3 muestra las orbitas de los puntos criticos
0y —+/—c1 de Q¢,¢, que corresponden a los puntos
A B, C, D, EyF dela Fig. 2b (para ++/—c1 son
la misma, excepto en el punto inicial). El segundo
punto de las érbitas de £+/—c es ca.
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Figura 3

En las Figs. 3a v 3b (puntos A y B de la Fig. 2b)
las orbitas criticas son no-acotadas. En la Fig. 3c
(punto C de la Fig. 2b) las érbitas de £/—c1 son
no-acotadas, pero la dorbita de 0 es periddica de pe-
riodo 15. Fijémonos que el punto critico C esta den-
tro del disco de la zona no-conexa (Fig. 2b), no en
el cuerpo principal de esta zona. El punto D de la
Fig. 2b esta cerca de la frontera entre las zonas gris
y blanca (es imposible, con programas de compu-
tacion de precision finita, determinar un valor de cq
en esta frontera). En la Fig. 3d, que corresponde al
punto D, las érbitas de ++/—cq son no-acotadas, pe-
ro la orbita de 0 es acotada. Esta orbita critica es
no-periodica. Por tanto, el conjunto de Julia alterna-
do es totalmente no-conexo. En la Fig. 3e (punto E
de la Fig. 2b) las orbitas de los dos puntos criticos
son no-acotadas, pero la orbita de 0 es periddica de
periodo 1. Fijémonos que el punto E esta en el cuerpo
principal de la zona gris de la Fig. 2b. Finalmente,
en la Fig. 3f (punto F de la Fig. 2b) todas las orbitas
criticas son periodicas de periodo 1.

4. Dibujo de los conjuntos de Julia
alternados

En la Fig. 4 se muestran tres ejemplos de conjuntos
de Julia alternados rellenos K¢, (a la izquierda) y
Keye, (a la derecha) cuando co = —0,76 + 0,12 y
c1 esta en la vecindad de ¢y (comparar con la Fig.
1). También se muestran los puntos criticos del po-
linomio Q¢ ¢,- Los conjuntos de Julia alternados to-
talmente no-conexos de la Fig. 4a corresponden al
punto B (¢ = —0,762 + 0,102¢) de la Fig. 2b, los
conjuntos de Julia alternados no-conexos de la Fig.
4h corresponden al punto C (¢; = —0,7628+-0,10287)
de la Fig. 2b y los conjuntos de Julia alternados co-

nexos de la Fig. 4c corresponden al punto F (¢] =
—0,765 + 0,1057) de la Fig. 2b.
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Los conjuntos de Julia alternados K¢, v Keoey
muestran una alternancia grafica evidente. Por ejem-
plo, en la Fig. 4a, puede verse la alternancia grafica
de los conjuntos de Julia alternados K¢, : aba't’ . ..
(a la izquierda) y Kc,e, : bab’a’ ... (ala derecha).
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