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El6sz6

Az optimalizalas a matematika, illetve informatika igen széles teriilete, mely
szamos elméleti és gyakorlati problémat, modszert és eredményt foglal magaba. Ez
a tertilet a matematika olyan againak jelentds részét képezi, mint az analizis, a nu-
merikus matematika vagy az operaciokutatas megfelel6 fejezetei.

Ennél sziikebb a folytonos feladatok kore, mely nem tartalmazza a kombinato-
rikus €s egyéb diszkrét problémak, illetve azok megoldasanak vizsgalatat.

A folytonos optimalizalasi feladatok tertilete is tovabb bonthato kiilonbozd
szempontok szerint. Az egyik ilyen szempont a korlatozasi feltételek létezése.
Amennyiben az optimalizalando fliggvény, azaz a célfiiggvény értelmezési tarto-
manyanak minden pontja szoba johet a feladat megoldasanal, Ggy korlatozasi fel-
tételek nélkiili optimalizalasi feladatrol beszéliink. A fuggetlen valtozok osszefiig-
géseire adott megszorito feltételek, azaz un. korlatozasi feltételek létezése esetén a
célfiiggvény értelmezési tartomanyanak csupan azon pontjai johetnek szoba, me-
lyek az adott feltételeket kielégitik.

Egy masik szempont a célfliggvény €és az esetleges korlatozasi feltételek specia-
lis tulajdonsagai, mint a linearitas vagy konvexitas. Ezek kihasznalasa nagyban
megkonnyitheti a problémak vizsgalatat és megoldasat, de nem ad valaszt az élta-
lanos problémak megoldasara. A késdbbiekben részletesen targyalt eljarasok vizs-
galatakor foként az altalanos esettel foglalkozunk, mely semmilyen megszoritast
nem tesz a célfiiggvények alakjara vonatkozoan, kivéve, hogy kiszamitasuk meg-
feleld kozelitéssel szamitogép segitségével lehetséges legyen.

A folytonos optimalizalasi feladatok egy tovabbi osztalyozasi szempontja a
megoldasok globalis volta. Ha egy adott feladat aktualis megoldasa olyan, hogy
nem adhatd jobb, az esetleges korlatozasi feltételeket kielégité megoldas a cél-
fuggvény értelmezési tartomanyan, akkor a megoldast globalisnak nevezziik. Ab-
ban az esetben, ha ez az adott megoldasnak csupan valamilyen kornyezetére érvé-
nyes, a megoldas lokalis. Az utobbi fogalomkorbe tartozéd feladatok vizsgalatat
egyrészt a valos €letbdl vett gyakorlati problémak bizonyos osztalyainak jellemzoi
tették szikségessé, mint példaul egyes rendszerek stabilitasanak vizsgalata. Ez
alatt értendd, hogy egy onszabalyz6 rendszer esetében egy lokalis optimum meg-
felel6 kornyezetébdl a vezérlés a rendszert mindig az adott lokalis optimumbhely
felé kényszeritheti. Ezen feladatok megoldasat nagyban konnyiti, hogy az adott
célfiiggvény derivaltfiggvényének (amennyiben létezik) zérushelyei lokalis
szelsoértékhelyek, ha nem nyeregpontok. A szimbolikus algebrai szamitogépes
rendszerek is segitséget nyujthatnak a klasszikus optimalizalasi problémak megol-
dasatol egészen a grafikai megjelenitésig (Id. pl. [45]). Ettdl eltekintve is szamos
hatékonynak mondhato eljaras létezik a lokalis optimalizalasi feladatok megoldasa-
ra. A valdsagban némely egyszeri approximacios modszer aranylag biztonsagosan
megoldja a gyakorlati lokalis optimalizalasi problémakat. A globalis optimum kere-
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sése azonban mas, komolyabb erofeszitéseket igényel, és kiszamitasa NP-nehéz
probléma. Egyszeriibb esetben a feladat megoldhato gy is, hogy az 6sszes lokalis
optimum pont kozil a legjobbat keressiik. Ehhez azonban meg kell talalnunk min-
den lokalis optimumot. Az eredeti feladat célfiiggvényének differencialhatosaga
esetén ezzel ekvivalens feladat, hogy egy nemlinearis egyenletrendszer minden
gyokét megkeressiik. Gyakorlati vizsgalatok is azt mutatjak [33], hogy erre a ha-
tékony lokalis keresok onmagukban nem nyudjtanak megfeleld eszkozt. A lokalis
modszerek globalis problémak megoldasahoz valo felhasznalasakor azok atgon-
dolt, 6sszehangolt alkalmazasa azonban lényegesen jobb eredmények elérését teszi
lehetové.

Vilagos, hogy hagyomanyos lokalis kereséssel teljes bizonyossaggal globalis
megoldast talalni tetszoleges, ismeretlen szerkezetl feladat esetén lehetetlen. Ez
azon mulik, hogy barmilyen lokalis modszer csupan lokalis informaciot hasznal —
a gradiens modszer példaul adott pontbdl a fiiggvény lokalis novekedése legmere-
dekebb iranyanak és a gradiens abszolut értékének ismeretét hasznositja. Ezen lo-
kalis informaciok azonban semmit sem mondanak arrdl, hogy a célfiiggvény ho-
gyan viselkedik egy bizonyos kornyezeten kiviil. Annak zaloga tehat, hogy egyal-
talan reménytink lehessen egy globalis optimalizalasi probléma megnyugtatd meg-
oldasara, olyan adatok kiszamitasa és felhasznalasa, melyek a célfiiggvényre vo-
natkozo globalis informéaciot is hordoznak valamely tartomany pontjai felett.

A tobb, mint négy évtizede létez0 intervallum analizis [60] tette lehetéve, hogy
ilyen modszerek létrejohessenek, és egy adott feladat optimumara elméletileg tet-
szbleges pontossaggal also, illetve felsé korlatot adjanak. Bar az eljarasok egy ré-
sze szintén évtizedek oOta létezik, azok allando javitasa és vizsgalata a modszerek
elméleti jelentdsége miatt egyre fontosabb feladatta valik. Az intervallum analizis
segitségével bizonyos kérdésekre bizonyitod erejii valaszok nyerhetok, €s a gyakor-
lati alkalmazasok terén is jelentos elorelépések varhatok a repiildgép-tervezéstol a
robotikaig.

Ezen dolgozat 6t fo részre tagozodik. Az elsé fejezetben bemutatjuk magat a
problémat, valamint rovid attekintést adunk a globalis optimalizalas egyéb tertile-
tein elért eredményekrol, azok elonyos tulajdonsagairol és hatranyairdl. A masodik
fejezet az intervallum analizis alapjait, az intervallumos muveletek elméletének te-
riletét mutatja be. Ennek segitségével vezetjiik be az intervallumos modszereket és
hasznalatuk gyakorlatat. A harmadik fejezet az intervallum-felosztasi globalis op-
timalizalasi modszerekkel foglalkozik. Ebben a részben részletesen targyaljuk az
intervallum-felosztasi algoritmusokban rejlé lehetdségeket, Gsszegezziik az eddigi
eredményeket, kiegészitjik azokat €s tovabbi elméleti eredményeket kozliink.
Ezek egyrészt ezen modszerek konvergenciajanak részletes vizsgalatat tartalmaz-
zék, masrészt a vizsgalodasba Uj elemeket vonnak be. A negyedik fejezet az inter-
vallum-felosztasi eljarasok egy uj agat mutatja be, melyen beliil egy hatékony mod-
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szer felallitasanak a lehetdségeit jarja kortl, részletesen leirva annak elméleti és
gyakorlati hatasait. A zaro fejezet az algoritmusok egy osztalyan 0j lehetdséget
mutat be a gyorsitott intervallum-felosztasi eljarasok elméleti vizsgalatahoz, és an-
nak segitségével tobb eredményt is k6zol. Ezek utan kovetkezik az sszefoglalas
magyar €s angol nyelven, mely a kozolt eredményeket fogja Ossze, €s a tovabbi
vizsgalodasi korokre, nyitott problémakra mutat ra. A dolgozatot a konnyebb atte-
kinthetoség érdekében az irodalomjegyzéken és tartalomjegyzéken kiviil algorit-
musok, abrak és tablazatok jegyzékei, valamint targymutatd €s figgelék egészitik
ki.
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1. Bevezetés

1.1. Az optimalizalasi probléma

A globalis optimalizalasi probléma altalanos alakjat a kovetkezoképpen adhat-
juk meg:

min 7 (x). (1)

xeS§

Az (1) jeloléseiben S-et (SCR” valamely ne N értékre) a lehetséges megoldasok
halmazanak nevezziik, a minimalizaland6 f: R”"—>R fliggvény pedig a probléma
célfiiggvénye. A feladat megoldasa a globalis minimum 7, a globalis minimum he-
lye x" (f"=f(x")), azonban kiilonbozé elméleti és gyakorlati meggondolasok vé-
gett szokas lokalis vagy mas néven helyi megoldasokrol is beszélni, melyeket a ko-
vetkez6képpen definialhatunk:

1. Definicié. Azt mondjuk, hogy x’ €8 lokdlis minimumhelye (1)-nek, ha 3e>0
gy, hogy VxeS értékre, melyre igaz, hogy ||x—x’| <e, teljesiil az f(x*)<f(x)
Osszefliggés.

Korlatozasi feltételek nélkuli feladatrol szigoru értelemben akkor beszéliink, ha
S nem valddi részhalmaza az n-dimenzios valos térnek, azaz ha S=R”. Korlatozott
optimalizalasi probléma esetén a lehetséges megoldasok S halmazat tobbfélekép-
pen is megadhatjuk. Az § egy szokasos megadasa a kovetkezo alakban torténik:

S={x:g,(x)<0j=1,...,m}, {Z)

ahol m a korlatozasi feltételek szama. Itt a korlatozo fuggvények, azaz a g;-k
alakjarol még semmit sem feltételeziink, ezért amennyiben egy adott feladat mas
alakban szerepel, az konnyedén az (2)-nek megfeleld alakra hozhato. Igy a
g;(x)=0 alaku feltétel helyettesitheté a 0-g;(x)<0 feltétellel, valamint a g;(x)=0
feltétel a g;(x)<0 és 0-g;(x)<0 feltételparral.

Az (1) és (2) altal leirt globalis optimalizalasi problémak néhany gyakori specia-
lis formaja a kovetkezoképpen definialhato:

e linearis optimalizaldsi probléma, illetve linedris programozasi feladat: a fela-
dat felirasaban szerepl6 0sszes figgvény, azaz f €¢s minden g; linearis;
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e linedrisan korlatozott optimalizalasi probléma: minden g; korlatozasi fugg-
vény linearis, azaz § egy altalanositott poliéder, f tetszéleges fliggvény;

e intervallumokkal korlatozott feladat: olyan specialis, linearisan korlatozott op-
timalizalasi probléma, melyben az § egy zart intervallum;

e kvadratikus programozasi feladat: specialis linearisan korlatozott optimalizala-
si probléma, melynek célfiiggvénye, f, kvadratikus fuggvény;

e konvex optimalizaldsi probléma: a felirasban szereplé minden fuggvény kon-
vex;

e nemlinedris optimalizaldsi probléma: a felirasban szerepld valamely fiiggvény
nem linearis.

A fenti definiciok nem adjak osztalyozasat az optimalizalasi problémaknak; a
kvadratikus €s a konvex optimalizalasi problémak esetében példaul a két problé-
mahalmaznak van k6zos része, de mindkettonek van olyan része is, mely a masik-
hoz nem tartozik. A linearis €s nemlinearis problémak azonban osztalyozast adnak
meg.

Az optimalizalasi problémak nehézségét a bonyolultsagelméletbol ismert fogal-
makkal is leirhatjuk. Azon feladatok osztalyat, melyek valamilyen determinisztikus
algoritmus segitségével a feladat leirasanak fliggvényében polinomialis 1d6 alatt
megoldhatok, P problémaosztalynak nevezziik. A feladatok egy masik lényeges
bonyolultsagi osztalyat alkotjak a nemdeterminisztikus algoritmussal polinomialis
id6 alatt megoldhato feladatok. Ez utobbi osztaly az NP problémaosztaly. Mas
szoval, a P osztaly azon feladatokat tartalmazza, melyeket , konny(i” megoldani, az
NP osztaly pedig azokat, melyekre , konny(” egy adott értékrdl eldonteni, hogy az
adott feladatnak megoldasa-e. A P nyilvan részhalmaza az NP problémaosztalynak.
Az ellentétes tartalmazast eddig sem bizonyitani, sem cafolni nem sikerilt. Egy
feladatot NP-teljesnek neveziink, ha NP-beli, és barmely NP-beli probléma
polinomialis id6 alatt az adott feladat alakjara hozhato. Az NP osztaly legnehezeb-
ben megoldhato feladatainak osztalya ez, mivel ha egy NP-teljes feladatrol kidertiil-
ne, hogy P-beli, akkor az a definicio értelmében azt jelentené, hogy P=NP. Ennél
altalanosabb definiciot kapunk, ha nem tessziik fel egy problémardl azt sem, hogy
NP-beli: azt mondjuk, hogy egy feladat NP-nehéz, ha barmely NP-beli probléma
polinomialis id6 alatt az adott feladat alakjara hozhato.

Ezek utan lassuk néhany optimalizalasi feladatfajta bonyolultsagat. A linearis
programozasi feladatokat megoldo algoritmusok kozott 1étezik olyan, mely bar-
mely linearis problémat polinomialis id6 alatt megold (példaul az ellipszoid algo-
ritmus vagy bizonyos mas belsé pontos moddszerek), igy a linearis programozasi
feladatok osztalya P-beli. Ezzel szemben mar a kvadratikus programozasi felada-
tok esetében a probléma NP-nehéz, példaul ha a célfuiggvény nem pozitiv
szemidefinit kvadratikus fliggvény, azaz nem konvex. Sot, indefinit kvadratikus
programozasi feladat esetében annak eldontése, hogy adott pont lokalis minimum-
e, szintén NP-nehéz probléma.
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A globalis optimalizalas tehat az esetek tulnyomo tobbségében NP-nehéz prob-
lémak megoldasat jelenti. A kovetkezokben roviden bemutatunk néhany eljarast,
melyek hatékony megoldast adnak az (1) feladat specialis eseteire.

1.2. A globalis optimalizalasi modszerek attekintése

A globalis optimalizalas témakorében szamos modszer létezik, melyek tobbsége
erdsen tamaszkodik a célfuggvény valamilyen specialis tulajdonsagara. Bizonyos
modszerek a fiiggvények széles osztalyain felhasznalhatok, azonban eredményes
miikodést ezek esetében is altalaban csak a specialis feltételeknek eleget tevo fela-
datok esetében varhatunk el. A kovetkezOkben roviden, felsorolasszerien atte-
kintjiik a globalis optimalizalasi modszerek leggyakrabban eldfordulo valfajait (1d.
példaul [4, 32, 38, 56]). Eltekintiink a linearis esettol, amely elég specialis €s szé-
leskort irodalommal rendelkezo tertilet. Kihagytuk a felsorolasbol az olyan specia-
lis eseteket is, mint a multiplikativ programozas, a tort programozas vagy a
trajektoria modszerek.

1.2.1. D.C. optimalizalas

Ahhoz, hogy a d.c. (difference of convex functions) optimalizalasrol beszélhes-

s s

2. Definicié. Az /- C—R (CcR” konvex halmaz) fliggvényre azt mondjuk, hogy
d.c. fiiggvény, ha léteznek olyan p és g konvex fuggvények p.q: C—R, melyekre
J(x)=p(x)-g(x) minden x € C esetén.

A d.c. optimalizalasi modszerekkel megoldhato feladatok osztalya ezek utan a
kovetkezo altalanos alakban irhato fel:

min f(x)
xeC
gj(x) S O (4]- = 1"' '7”7)’
ahol C egy zart, konvex részhalmaza R”-nek, valamint f és a g; fiiggvények d.c.

fuggvények. Bizonyithatd, hogy minden ilyen alaku feladat un. kanonikus alakra
hozhato. A kanonikus d.c. optimalizalasi probléma alakja:

min ¢’ x

xeD

g(x)=0,

ahol D egy zart, konvex részhalmaza R"-nek, és g: R"—R konvex fiiggvény.
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Altalaban elég nehéz probléma adott d.c. fliggvényhez megadni egy d.c. fel-
bontast, azaz a figgvényt konvex fliggvények kiilonbségeként felirni. Mindazo-
naltal minden folytonos fuggvény tetszolegesen jol kozelithetd d.c. fiiggvénnyel,
igy az alabbiakban felsorolasra kertild modszerek kozelitd megoldast képesek
szolgaltatni tetszoleges folytonos fliggvények esetében is.

Szamos eljaras létezik, mely képes specialis esetekben hatékonyan megoldani a
kanonikus d.c. optimalizalasi problémat. Ezek kozil csak néhanyat emlitiink itt.

Elkévetd algoritmus:

A modszer mikodésének feltételei a kovetkezok:
e a D halmaz olyan politop legyen, melynek belseje nem iires,
e ag(x)=0 an. lényeges feltétel legyen, azaz a keresett optimalis megoldast a
célfiggvény a g(x)=0 helyen vegye fel,
e a lehetséges megoldasok halmaza robusztus, azaz belsd pontjainak halmaza
pozitiv mérték.
Az élkoveto algoritmus a fenti feltételek teljesiilése esetén a kanonikus d.c. op-
timalizalasi problémat véges lépésben megoldja.

Kupos korlatozas és szétvalaszidas algoritmus:
Az algoritmus a kovetkez6 alaku feladatok megoldasara alkalmas:

min c(x
xeX,yel ( ’y)
(x.y)ez

gly)=0,

ahol ¢ linearis fuggvény, X és Y politopok, Z poliéder, g pedig folytonos és
kvazikonvex.

Amennyiben az eljaras véges Iépésben véget ér, akkor a feladat vagy nem old-
hat6 meg, vagy az eredményként kapott megoldas optimalis. Ellenkez6 esetben, ha
az algoritmus iteracioinak sorozata egymasba agyazott halmazrendszereket épit
fel, azok minden torlodasi pontja optimalis megoldasa a feladatnak [38, 56].

Prizmatikus algoritmus politopokon:
A megoldand6 optimalizalasi probléma alakja a kovetkezo:
min £ (x) - g(x),
ahol D egy politop, f €és g pedig konvex fuggvények. Maga az eljaras lényegében
egy korlatozas és szétvalasztas elvén mikodo algoritmus.

Az algoritmus konvergenciajara ugyanaz jellemzo, mint a kupos korlatozas és
szétvalasztas algoritmusara.
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1.2.2. Kvadratikus programozas

A kvadratikus optimalizalasi problémak altalanos alakja a kovetkezoképpen ir-

hato fel:

min Ix"Ox+c'x,
ahol D poliéder, O pedig valos, szimmetrikus matrix. Ezen problémakor jelentds
irodalommal rendelkezik, és szamos modszer sziletett megoldasara, ezért itt in-
kabb ezen problémak megoldasanak nehézségére mutatunk ra.

A feladat O paramétermatrixatdl nagyban fiigg annak megoldhatosaga, illetve a
megoldd algoritmusok bonyolultsaga. Harom egymastol lényegében kiilonbozo
esetet szokas a kvadratikus optimalizalasi feladatok korében megkiilonboztetni,
melyek a kovetkezok:

e ha O pozitiv szemindefinit — konvex kvadratikus programozas,
e amennyiben Q indefinit — indefinit kvadratikus programozas,
e () negativ szemidefinit esetén — konkav kvadratikus minimalizalas.

Pardalos és Vavasis 1991-ben bizonyitottak [5S0], hogy az elsO, azaz a konvex
programozas esetét leszamitva a kvadratikus programozasi feladat NP-nehéz. A
konvex programozas klasszikus esetét leszamitva tehat a kvadratikus optimalizala-
si problémak nehézsége nem tér el az altalanos globalis optimalizalasi probléma-
kétol.

1.2.3. Lipschitz optimalizalas

A Lipschitz optimalizalas [49] szintén specialis alaku feladatok megoldasara al-
kalmas eljarasok gyijtoneve. Az altalanos Lipschitz optimalizalasi probléma a ko-
vetkezdképpen irhato fel:

min f(x),

xeD

ahol a DCR” kompakt halmaz, f pedig Lipschitz-folytonos fiiggvény D felett, azaz
Vx1,x2€D értékekre | f(x1)-f(x2) | <L [ x1-x2 | teljesiil. Ahhoz, hogy ezt a fela-
datosztalyt megoldhassuk, tovabbi specialis feltételeket sziikséges szabni a D
kompakt halmazra. Altalaban négy ilyen specidlis esetet szokas vizsgalni:

e D={xeR" : a<x<b}, azaz D egy tobb dimenzids intervallum;

e D egy n-dimenzios szimplex;

e D={xeR" : Ax<b}, azaz egy politop;

e D={xeR": gy(x)<0, j=1,....m}, ahol g;(x) Lipschitz-folytonos minden j-
re valamely Z; halmaz felett.
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A kilonbozd specialis esetekben mas-mas modszer alkalmazhato a feladatok
megoldasara. A legrégebbi eljaras az Gn. Piyavskii-Shubert modszer, vagy mas né-
ven fiirészfog algoritmus [51]. Ez egy iterativ eljaras, mely minden olyan esetben
alkalmazhat6 és konvergal is, amikor D egy intervallum vagy mas specialis halmaz
[49].

Amennyiben D egy szimplex, és létezik egy olyan 7’cD ponthalmaz, melynek
pontjaiban az f értékei elore ismertek vagy konnyen kiszamithatok (elonyos ilyen-
kor a szimplex csucsainak halmazat 7-nek valasztani), akkor a flirészfog algorit-
muséhoz hasonld, de annal jobb also becslés adhato egy linearis kozelités segitsé-
gével. Az egyeb, fentebb felsorolt feladatosztalyokra szamos, a korlatozas €s szét-
valasztas elvén mikodo eljaras 1étezik.

1.2.4. Homotdépia médszerek

A homotopia modszerek valdjaban egyenletrendszereket oldanak meg, specialis
esetekben azonban, amikor az optimalizalasi feladat célfiiggvénye differencialhato,
ez lehetdséget ad az optimalizalasi feladatok megoldasara is. Két dolog miatt is
érdemes megemliteni ezeket a modszereket. Az egyik, hogy az egyenletrendszere-
ket megoldd algoritmusok optimalizalasra vald felhasznalasanak ezen elve elég
gyakran kertl felhasznalasra a gyakorlati problémak esetében, a masik, hogy a
modszer bizonyos valtozatai korlatos tartomany felett tetszoleges analitikus, foly-
tonosan differencialhat6 fliggvény esetén alkalmazhatok.

A modszer lényege, hogy amennyiben a megoldandd egyenletrendszer alakja
f()=a, a H(x,H)=(1-1)f"(x)+1(f(x)-a) homotopiafiiggvény felirasat kovetden
a 0<7<1 paramétert /=0 értéken rogzitjiik. Ebben az esetben az f°(x)=0 egyen-
letrendszer megoldasaval adodik a homotopiafiiggvény H(x,0)=0 megoldasa. A ¢
paraméter valtoztatasaval eljutva a /=1 esethez a homotopiafiiggvény megoldasa
éppen az eredeti egyenletrendszer megoldasat szolgaltatia. Az f* figgvény meg-
valasztasanak, illetve az algoritmus egyéb részleteinek leirasatol itt eltekintiink.

A modszer igazan akkor hatékony, ha f polinom.

1.2.5. Sztochasztikus modszerek

A globalis optimalizalas hatékony, aranylag robusztus és megbizhato, altalano-
san alkalmazhat6 valfajat alkotjak a sztochasztikus modszerek. A feladatosztaly,
melyre alkalmazhatok, igen tag, a kompakt halmazon folytonos fliggvények opti-
malizalasi problémaibol all. Jo alkalmazhatosaguknal fogva szamos valtozatuk 1é-
tezik. A leggyakrabban hasznalt osztalyukat a kétfazisi modszerek alkotjak. Je-
lent6s elméleti hattérrel rendelkeznek még a véletlen keresdk, valamint a véletlen



Bevezetés 10

figgvény modszerek, utobbi gyakorlati alkalmazhatosagarol, sot, akar hatékony
megvalositasarol azonban a kutatasok jelenlegi fazisaban még nincs szo.

A kétfazisi modszerek nevilket onnan kaptak, hogy két, egymastol jol elkiilo-
nithetd részbol allnak: az elsé fazist a globalis rész alkotja, mely tobbnyire véletlen
pontokban torténd fuggvényértékelésbdl all, a masodik fazist ezen pontokbdl in-
dulo lokalis keresés képezi. A kétfazisi modszereknek is szamos csoportja létezik.
Harom {6 csoportot szokas kiilon kezelni, melyek a kovetkezok:

o egyszerii véletlen keresck: ezek tulajdonképpen csak globalis fazisbol allnak,
elméletileg 1 valoszinliséggel konvergalnak, de konvergenciajuk sebessége a
valtozdszam novelésével exponencialisan csokken;

o multistart eljardsok: a globalis fazis utan minden 0j pontbdl helyi keresét indi-
tanak, és megvizsgaljak a kapott pontokban a fuggvényértékeket;

o klaszterezd eljarasok: a globalis fazisban kijelolt, illetve a lokalis fazisban ka-
pott pontokat nem izolaltan kezelik, hanem kiilonféle normak felhasznalasaval
klaszterekbe soroljak Oket uigy, hogy egy klaszteren belil 1évé pontok barme-
lyikébdl az adott lokalis keresd ugyanazt a lokalis minimumhelyet talalna meg
[23].

A sztochasztikus modszerek esetében az 1 valdszinliségli konvergencia miatt
nagyon lényeges kérdés a helyes megallasi feltételek megallapitasa. Az egyszerii
véletlen keresoknél ez a kovetkez6 modon fogalmazhatdo meg. Jelolje a lehetséges
megoldasok (kompakt) halmazat D, az optimumhelyekét D”, az optimumhelyek €
sugari kornyezetét pedig B.(D*):={xeD : |x-x"| <e valamely x"eD" pont-
ra}. Ebben az esetben annak a valoszinlisége, hogy & darab véletlenszerlien va-
lasztott pontbol legalabb egy valamelyik globalis optimumhely & sugari kornyeze-
tébe essen, 1-(1—u(Bg(D*)))k, ahol a p egy valos mérték. Igy ha azt akarjuk,
hogy ez a valosziniiség legalabb 1-0 legyen valamely kicsi, pozitiv & értékre, a vé-
letlen modon kivélasztandd pontok k& szamara a kovetkezo also korlat adodik:

logd
n> :
log(1-w(B,(D")))

Ez a korlat elméletileg helyes, azonban figyelmen kiviil hagyja a feladat specifikus-
sagat. Egy j0 megallasi feltételnek a sztochasztikus optimalizalasi modszerek ese-

tében fuggenie kell a véletlen pontok valasztasatol, magatol a problématol, a va-
lasztott lokalis modszert6l, a varhatd informaciovesztéstol és a rendelkezésre allo
szamitasi kornyezettol. Jol megvalasztott megallasi feltétel esetén a sztochasztikus
modszerek elég megbizhatoan mikodhetnek.
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1.3. Globalis optimalizilas — az dltalanos eset

Az el6z0 alfejezet pontjaiban a teljesség igénye nélkil felsorolt példak jellegze-
tes képét adjak a széleskorlien hasznalt, illetve vizsgalt globalis optimalizalasi
modszereknek. A feladatokban szerepld fiiggvények alakjaval szemben leggyak-
rabban tamasztott kovetelmények elég szigortiak. A legjobb algoritmusok termé-
szetesen a linearis eset megoldasara léteznek, de mas specialis esetekben is meg-
bizhat¢ eljarasok allnak rendelkezésre; igy példaul a kvadratikus, a konvex vagy a
d.c. programozasi feladatok esetében. Egyik probléma tehat, hogy ha a probléma-
osztalyok széles skalgjat kivanjuk megoldani, minden osztaly szamara mas-mas
modszer alkalmazand6. Masrészt a feladat sajatossagait néha nem is olyan konnyt
felismerni, nem beszélve annak kihasznalasara tett kisérletek esetén felmeriild
problémakrol (példaul amilyen d.c. programozas esetén a kanonikus alak felirasa).
Ezek a gondok azonban altalaban nem jelentkeznek ennyire €lesen, mivel a gya-
korlati életben gyakran egy-egy jol korulhatarolhatd osztaly feladatait sziikséges
mas-mas paraméterekkel megoldani. Nehézségek akkor mertiilnek fel leginkabb, ha
az adott feladatosztalyra nem létezik megbizhat6 eljaras.

A masik probléma tehat a megbizhatosag. Mivel az eddig vazolt eljarasok tobb-
sége csupan lokalis informaciot hasznal fel, az altalanos alakua, tobb lokalis mini-
mummal rendelkezd célfiiggvények esetében mar egyszerlinek tind problémak
megbizhatd megoldasa is komoly nehézségekbe itkzhet. A pontos és megbizhato
modszerek keresése a 90-es években egyre nagyobb hangsulyt kapott, és azok az
alkalmazasok széles teriiletein lassan felvalthatjak az aranylag gyors, de altalanos
esetben megbizhatatlan eredményeket szolgaltato eljarasokat.

A kovetkezo fejezetekben — az intervallum-matematikaba torténd bevezetést
kovetden — bemutatasra keriil a globalis optimalizal6 modszerek egy megbizhatod
osztalya, az intervallumos eljarasok kore.
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2. Intervallum analizis, az intervallum-felosztas
elve

Az intervallum analizis hasznalata a hagyomanyos optimalizalasi eljarasok két
alapvetd hianyossagat igyekszik helyrehozni. Egyrészt nem ismeretes olyan ha-
gyomanyos, valos fliggvény kiértékelésen alapuld modszer, amely tetszoleges
pontossaggal koril tudna hatarolni a globalis optimumhelyek halmazat, valamint
magat az optimumértéket. Ez azt jelenti, hogy amennyiben egy algoritmus egy fe-
ladatot bizonyithatoan meg is old, a megoldas pontossagara elég nehéz korlatot
adni. Masrészt a hagyomanyos eljarasok tobbsége magan a feladaton kivil vala-
milyen elég specialis tulajdonsagra és informaciora (példaul d.c. felbontas vagy
Lipschitz konstans) tamaszkodik. Intervallum analizis felhasznalasaval lehetévé
valik olyan modszerek 1étrehozasa, melyek képesek csupan a feladatban megadott
paraméterek segitségével (a fliggvényt kiszamito eljaras birtokaban) elére rogzitett
hibahatarokon beliil megadni egy tetszoleges globalis optimalizalasi feladat megol-
dasat. Mi tobb, adott esetben tetszéleges pontossaggal tudjak koriilhatarolni a glo-
balis optimumhelyek halmazat.

Az intervallum analizis atyjaként R.E. Moore-t szokas emlegetni [46], az els6
intervallumokkal kapcsolatos vizsgalatok kezdete azonban az 50-es évekre nyulik
vissza, €s a lengyel M. Warmus [63] és a japan T. Sunaga [60] nevéhez fizddik.
Azota szamos monografia jelent meg, mely az intervallum analizis targykorét tag-
lalja, néhany jelentés konyv ezek kozal R.E. Moore [47], G. Alefeld és J.
Herzberger [1], H. Ratschek és J. Rokne [53] és [55], E.R. Hansen [36] és R.B.
Kearfott [40] muvei.

Ebben a fejezetben eldszor megadjuk az intervallum analizis alapvetd fogalmait
€s elméletét, melyek a késdbbiekben targyalasra kertil6 eredmények magyarazata-
hoz sziikségesek. Ezutan az intervallum-aritmetika megvalositasanak lehetoségeit
soroljuk fel, kulon kitérve azok tulajdonsagaira. Végiil megmutatjuk az interval-
lum-aritmetika felhasznalasat a globalis optimalizalasban.

2.1. Jelolések és fogalmak

A szamitogépek folytonos feladatok kiszamitasahoz valéd felhasznalasakor a le-
begOpontos szamabrazolas kétfajta hibat is eredményezhet. Elsddlegesen a valos
szamok rogzitett hosszusagu kerekitett abrazolasakor, masodsorban az ebbdl ere-
do hibak tovabbi szamitasok soran valé halmozodasakor. Az intervallum analizis
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elve mindkét hibat kiktiszoboli oly modon, hogy a valds szam kozelitd abrazolasa
helyett az értéket egy also és felsd korlatbol allo szamparral jellemzi, melyek egy
tetszOleges valos szammal szemben mar lehetnek az adott lebegdpontos aritmetika
segitségével pontosan abrazolhat6 értékek. igy az adott szampar altal rogzitett in-
tervallum kozéppontja a pontos értéktol soha sem tér el jobban, mint az interval-
lum szélességének a fele.

srer

hasznalni fogjuk:

3. Definicié. Az X=[a,b]={xeR": a<x<b} mennyiséget valds, kompakt inter-
vallumnak nevezziik, ahol acR"” és beR" az intervallum also, illetve felsé kor-
ldtja.

A tovabbiakban az egydimenzios valdés kompakt intervallumok halmazat I-vel,
az n-dimenzidsokét pedig 1"-nel jeloljiik. Ha DcR” egy tetszéleges halmaz, akkor
I(D)-vel jeloljik D intervallumait, azaz I(D)={Xel": XcD}. Mas szoval
I=I(R), illetve I"=I(R"). Az intervallumokat nagybetiis szedéssel kiilonboztetjiik
meg a valos értékektdl. Az Xel” intervallum also és felso korlatjat az Ib: I"—>R”,
illetve az ub: 1I"—>R" fiiggvények segitségével adjuk meg, igy tehat

X={xeR" : Ib(X)<x<ub(X)}.

Egy intervallum szélességét a w: 1"—R fiiggvénnyel definidljuk, ezen definicid
szerint w(X)=ub(X)-Ib(X), Xel”". A zér6 szélességli, egyetlen pontbol 4ll6 in-
tervallumokat pontintervallumoknak nevezziik. A késobbiekben hasznalatos to-
vabbi jelolés az intervallum kézéppontjat szolgaltato m: 1" —R” fiiggvény, melyre
m(X)=(lb(X)+ub(X))/2, XeI".

Ugyanakkor a valos fiiggvényeknek megfeleltetiink bizonyos intervallum értel-
mezeési tartomanyu és értékkészletl fliggvényeket, melyek eleget tesznek a kovet-
kez6 elvnek:

4. Definicié. Legyen f: D—R valos fuggvény, ahol DcR”. Az F: I(D)—1 in-
tervallum értékd fliggvényt az f valos fuggvény egy befoglaldfiiggvényének nevez-
ziik, amennyiben teljesiil ra a kovetkezd sszefliggés:

VX el(D) f(X)cF(X), 3)
ahol f(X)={f(x) : xeX} azf fuggvény X feletti értékkészletét jeloli.

A (3)-ban megfogalmazott osszefuggést az intervallum-aritmetika befoglaldsi
elvének nevezziik, és szemléletesen a 1. Abran lathato egydimenzios esetben.
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y A

FX) | S(X)

/ fx)

1. Abra. A befoglalas elve: F(.X) tartalmazza f(X)-et, az f értékkészletét az X in-
tervallum felett.

A négy aritmetikai alapmuivelet intervallumokra valo kiterjesztésének definicidja
az X, Y el jelolést hasznalva a kovetkezoképpen adhato meg [46, 47]:

X +7 =[Ib(X)+1b(Y),ub(X)+ub(¥)],
X =Y =[Ib(X)—ub(Y),ub(X)—1b(Y)],
X -7 =[min(Ib(X) Ib(Y), Ib(X)ub(Y), ub(X) Ib(¥), ub(X) ub(Y)), )
max(Ib(X)1b(Y), Ib(X)ub(¥), ub(X)Ib(¥), ub(X ) ub(¥))],
X/Y =X [1/hub@),1/Ib(Y)], feltéve, hogy 0¢ Y.

A fenti definiciok bizonyos értelemben a legjobb befoglalofiiggvényeket szolgal-
tatjak a négy aritmetikai alapmuveletre mint kétvaltozos fiiggvényre, azaz a befog-
lalofiiggvény értéke egyenld a miveletek, azaz az érintett fuggvények értékkész-
letével.

Az alapmuveletek ezen definici6ja matematikailag azonban néhany szokasos al-
gebrai tulajdonsaggal nem rendelkezik [53]. igy a kivonas és az osztas nem inver-
zel az Osszeadasnak, illetve a szorzasnak, példaul [0,1]-[0,1]=[-1,1]#[0,0],
lletve [1,2]/[1,2]=[1/2,2]#[1,1]. Igaz azonban, hogy VX el X-XD[0,0] és
X/X>2[1,1]. Hasonloképpen a szorzas nem disztributiv az dsszeadasra nézve, ér-
vényes azonban a szubdisztributivitas, azaz VX, Y, Z el-re X(Y+Z)cXY+XZ. Az
Osszeadas és a szorzas kommutativak €s asszociativak. Teljestil tovabba egy fontos
osszefiiggés, melynek definicioja:

5. Definicié. Az F: I(D)—1 (DcR") intervallumfiiggvény izofon (avagy a be-
Jfoglaldsra nézve monoton), ha
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VX,Yel(D), Xc¥ = FWX)cFQ@). (5)

A négy alapmuvelet (4)-ben megadott definicioja izoton fiiggvényeket definial.

A befoglalofiggvények megvalositasahoz tobb modszer is rendelkezésre all,
melyek kiulonb6z6 pontossaggal és eltérd informacio-, illetve miveletigénnyel ren-
delkeznek. Egy befoglalofiggvény pontossagat, hasznalhatosagat tobb modon is
jellemezhetjuk. A kovetkezo definiciod [47] segitségével ezen tulajdonsagot mérjiik.

6. Definicio. Azt mondjuk, hogy az f:D —> R (DcR") valos fliiggvény
F 1(D) — I befoglalofiiggvénye o-konvergens, ha 3¢ >0 valds konstans és a>0,

hogy
VXel(D)  w(F(X)-w(f(X))<cw*(X). (6)

Az intervallum-aritmetikai megvalositas lehetdségeit adjuk meg a kovetkezd
alfejezetekben. A konkrét megvalositasok esetében nem targyaljuk kiilon a gya-
korlati szempontbol elengedhetetlen specialis kerekitések témakorét. Az interval-
lum analizis 6nmagaban nem veszi figyelembe az adott szamitogépes kornyezetet.
Ez azt eredményezhetné, hogy egyes intervallumok also vagy fels6 korlatai az
adott szamitogépen nem lennének pontosan abrazolhatok. A kellemetlen kovet-
kezmények elkertiilése végett minden egyes intervallumos mivelet elvégzése utan
egy un. kifelé kerekités sziikséges, azaz minden [a,b] (a,hbcR") intervallum he-
lyett az [awm, by ] intervallumot tekintjik, ahol ay<a és by >b altalaban az eredeti
korlatokhoz legkozelebb esd racionalis értékek, melyek az adott szamitdogépes
kornyezetben pontosan abrazolhatok. Ha tehat egy tetszolegesen adott X interval-
lum kifelé kerekitett valtozatat Xy-mel jeloljiik, akkor barmely /° megfeleld inter-
vallumfiiggvény esetében az /'(X) érték helyett valojaban az F'\(Xv) szamitando.

2.2. Befoglalofiiggvények

2.2.1. A természetes kiterjesztés

A négy alapmuvelet (4)-ben megadott definicioja mellé tetszoleges elemi valds
fuggvényre megadhato olyan befoglalofiiggvény, amely pontos befoglalast ad, azaz
barmely argumentum esetén a befoglalofiiggvény értéke egyenld a valos fliggvény-
nek az adott intervallum feletti értékkészletének intervallumburkdaval (itt interval-
lumburok alatt az a legszitkebb intervallum értendd, amely tartalmazza az érték-
készlet halmazat). Az elemi fuggvények mellett ez barmely, logikai miveletekkel
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megadott fliggvényre is igaz, mint példaul az elojelfiiggvény. Végtelen értékek
eléfordulasa esetén sziikségessé valik az intervallumok fogalmanak kiterjesztése
(d. pl. [57]), mellyel itt kiilon nem foglalkozunk.

Feltessziik, hogy minden olyan elemi fliggvény befoglalofiiggvényét megadtuk a
fenti modon, melyekbdl egy adott /: D—R (DcR") valds fiiggvény felépithetd.
Ebben az esetben az f egy befoglalofuggvénye megadhatd rekurziv modon ugy,
hogy a valos fliggvényt alkotd elemi fuggvények kiszamitasi sorrendjében értékel-
juk ki az argumentumként megadott, illetve a szamitasok soran adodé intervallu-
mokon a megfelel6 elemi figgvények befoglalofiiggvényeit. Ezt a modszert, illetve
az ily modon kapott befoglalofuiggvényt nevezziik az f fliggvény rermészetes be-
foglalofiiggvényének vagy fermészetes intervallum-kiterjesztésének. Szokasos ezt
a fajta kiterjesztést naiv intervallum-kiterjesztésnek is nevezni.

A valos fliggvények és természetes befoglalofliggvényeik kozott nem kolesono-
sen egyértelmii a megfeleltetés. Ugyanazt a valos fliggvényt altalaban tobbfélekép-
pen is felépithetjiik elemi figgvények és az alapmuveletek segitségével. A valos
fuggvények kiillonbozd alaku természetes kiterjesztései altalaban eltérnek. Egy
egyszeru példa erre a szubdisztributivitas egyenes kovetkezménye abban az eset-
ben, amikor nem teljesiil az egyenldség. Tekintsiik ehhez az f(x)=x(1-x)=x-x’
fuggvényt. Ennek természetes kiterjesztése mind az /(X)=X(1-X), mind pedig
az F>(X)=X-X" befoglalofiiggvény, mégis, példaul az X=[0,5, 1] érték esetében
Fi(X)=[0, 0,5], mig F»(X)=[-0,5, 0,75]. Az értékkészletet, azaz az
f(X)=[0, 0,25] értéket mindkettd tartalmazza ugyan, fennall azonban a szigort
J(X)cFi(X)cF,(X) tartalmazas.

Bar az elemi fiiggvények befoglalofiiggvényei definicio szerint pontosak — ab-
ban az értelemben, hogy megegyeznek a megfeleld valos fliggvény argumentum
feletti értékkészletének intervallumburkaval —, az azokbdl felépitett természetes
kiterjesztések koziil altalaban mar egyik sem az. Ez azt eredményezi, hogy tetszo-
leges intervallum felett teljesiil ugyan a (3) befoglalasi elv, a természetes befoglalo-
fuggvény altal szolgaltatott intervallum azonban Iényegesen bdvebb, mint az érték-
készlet intervallumburka. Igaz azonban a kovetkezo allitas [53].

1. Tétel (Ratschek-Rokne). Barmely /: D—»R (DcR") valos fiiggvény egy F
természetes kiterjesztése 1-konvergens, azaz

VX el(D) w(F(X))=-w(f(X))=0(W(X)).

A fuggvények széles osztalyaira olyan befoglalofiiggvényeket, melyek kiszami-
tasa a valos fliggvény alakjanak ismeretében automatikusan elvégezheto, legegy-
szeriibb a természetes befoglalassal generalni. Ennél jobb eredmények, bizonyos
esetekben 2-konvergens, azaz kvadratikusan konvergens befoglalofiiggvények
konstrualhatok azonban a kozépponti formulak segitségével.
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2.2.2. A kozépponti formulak

A kozépponti formulakkal befoglalofiggvények széles osztalyai definialhatok.
A kozépponti formulak vagy kozépponti fliggvények (central forms) altalanos de-
finicioja a kovetkezo [53]:

7. Definicié. Legyen - D—>R (DcR") valos fiiggvény, Xel(D) intervallum,
DocD halmaz, B: I(X)—>D, valés vektor értékti fuggvény. Az s: XxDy—R
figgvényt definialjuk a kovetkezoképpen: s(x,c)=f(x)-f(¢) minden xeX és
ceD, értékre. Ha létezik egy olyan pozitiv egész r, tovabba §: I(X)—1, valamint
G I(X)—1" (p=1,...,r) intervallum fliggvények ugy, hogy

s(x,B(r)) eSY) Z_(Y—B(Y))'G”(Y),

minden Yel(X), xeY esetén, akkor az
F@)=fB@)+ST)

intervallum fliggvényt az f kozépponti fiiggvényének nevezzik X felett, ahol B a
kifejtési pontot kijelold fiiggvény.

cpep

[47].

2. Tétel (Moore). Legyen [ a 7. Definicionak megfelel6 kozépponti fliggvény. Ha
az ott megadott G” (p=1,...,r) fiiggvények korlatosak és a B kifejtési pontot ki-
jelold fuggvényre igaz, hogy minden YelI(X)-re B(Y)eY, akkor F' 1-konvergens
befoglalofiiggvénye f-nek.

Specialis fliggvények esetében jobb befoglalofiiggvények is adhatok. Ilyen eset,
amikor az f valos fliggvény Lipschitz folytonos [42].

3. Tétel (Krawczyk-Nickel). Ha a 7. Definicioban szereplé r=1 és G' Lipschitz
folytonos, akkor az /' kozépponti figgvény 2-konvergens, amennyiben a 3 kifejtési
pontot kijelolé fiiggvényre igaz, hogy minden Ye I(X)-re f(Y)eY.

A kozépponti fliggvények gyakorlatban széles korben alkalmazott valtozatai a
Taylor formulak vagy Taylor figgvények. Ezek szoros kapcsolatban allnak a valos
analizisbdl ismert formulakkal, pontos definiciojuk a kovetkezoképpen adhaté meg
[53]:

8. Definicid. Az n-dimenzios valos f figgvény k-adrendu Taylor fliggvénye (k>1)
X felett
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(7t)
Rro =@+ 3 2w T Dy oy

= e Al
ahol Yel(X), F M az f A-dik derivaltfuggvényének egy befoglalofiiggvénye, to-
vabba a kovetkezo roviditéseket és jeloléseket hasznaljuk:
c=m(Y),
ST -
2= Z, A
M= H ="t ’

87\.1+ Ay f(x
D" f(X)————ax o

D* fxye PPN e VY eI X),x Y.

A NG =1,...,n),

A Taylor fiiggvények valoban befoglalofiiggvények, valamint a 7. Definicio ér-
telmében kozépponti fiiggvények is. Specialis alakjuknal fogva azonban a 2. €s 3.
Tételeknél erdsebb allitas is igaz rajuk [53].

4. Tétel (Ratschek-Rokne). Ha £>1 és a parcialis derivaltfliggvények F ) befog-
lalofiiggvényei korlatosak minden |A|=k értékre, akkor a k-adrendii Taylor
fuggvény 2-konvergens.

Y

tumaban megadott intervallum kozéppontjatol. A kiszamitas otlete E. Baumanntol
szarmazik [2], és segitségével javithatd a Taylor fuggvények altal adhato befogla-
lasok szélessége. A pontos definicié a kovetkezo.

9. Definicio. Az alabbi két értéket az ¥ el(X) intervallum Baumann kozepeinek
nevezzik:

ub(Y), ub(F/(1)) <0,
¢, =1Ib(D), Ib(F/(Y)) =0,
ub((I)IbY), ~Ib(F X )ub(r),
ub(F()) ~ Ib(F/(V))
Ib(?), ub(F(1)) <0,
¢ = qub(y), Ib(F/(¥)) = 0,
Ib(F/(V)Ib(Y), —ub(F/Dub(r),

Ib(£7(Y)) - ub(F(Y))
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ahol az als6 index a komponenst jeloli.

A Baumann kozepek segitségével jobb Taylor fliggvények adhatok, mely tulaj-
donsagot a kovetkezo két egyenlotlenség irja le [55]:

Ib(7,(Y,B(Y))) <Ib(Z(Y,c ),
ub(7;(Y,¢")) < ub(Z(Y,B(Y))),

ahol [ tetszoleges kifejtési pontot kijelolo fiiggvény, melyre B(}Y)eY teljesul. A
futtatasi eredmények azt mutatjak [55], hogy a Baumann kozepek hasznalataval a
befoglalofiiggvény hivasok 10-20 szazaléka takarithatd meg optimalizalasi felada-
tok megoldésa esetén.

Tovabbi feladat a derivaltfiggvények és azok befoglalofiiggvényeinek megada-
sa. Ezen értékek kiszamitasa torténhet numerikus modszerekkel, szimbolikus elja-
rasokkal és egyéb hatékony modon, melyre a kovetkezo két alfejezetben mutatunk
be néhany kiszamitasi modszert.

2.3. Differencidlhanyados fiiggvények befoglalofiigg-
vényei

2.3.1. Az automatikus differencialas

A Taylor fiiggvények szamitasanal sziikség van a derivaltfiiggvény, a Hesse
matrix, illetve elméletileg akar magasabb rendii differencialhanyados fiiggvények
befoglalofuggvényeinek megadasara, melyre egyszeri modszert nyljt az automati-
kus differencidlas.

Az automatikus differencialas fogalma alapvetden két modszert takar. Az egyik
az an. eldre tarto modszer (angolul forward) [52], amelyet az alabbiakban roviden
ismertettink, és az egyszeriség kedvéért automatikus differencialasnak neveziink.
A masik a hatra tarto modszer (angolul backward) [30], amelyet mas néven gyors
automatikus differencialasnak is neveznek. Ez az eljaras valoban hatékonyabb az
elére tartd modszernél, megvalositasa azonban nagyobb tarigényl és komolyabb
programozasi hatteret kovetel.

Az (elére tartd) automatikus differencialas valés /- R"—R fiiggvények diffe-
rencialhanyados fliggvényeinek az értékét szamolja ki a 2.2.1. alfejezetben leirt
természetes intervallum-kiterjesztés rekurziv elvéhez hasonloan. Az ezeket az 6sz-
szefuggéseket leird képleteket kiilon-kiilon sziikséges megadni a kilonbozoé rendil
differencialhanyadosok kiszamolasahoz. Ebben az értelemben az automatikus dif-
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ferencialaskor megkulonboztetink gradiens, Hesse, vagy magasabb rend( aritme-
tikat.

Az intervallumaritmetikéban valo felhasznalhatosag érdekében a valos pontokat
mindentitt intervallumos befoglalasokkal helyettesitjiik. Ez nem valtoztat a mod-
szer mikodésén, mivel minden befoglalofiggvény felfoghato két valos értéki
figgvényként az intervallumok komponensei mint valds vektorok felett.

Ennek fényében a gradiensaritmetika a kovetkez6 alaka parokkal operal:

I'=(G,G"), Gel, G'el".

A C(X)=C (Xel”, Cel) konstansfiiggvénynek a @(X)=(C,0), mig a P, (X)=X;,
(X;eI) projekcionak a I7,(X)=(X,,E') part feleltetjik meg, ahol E' az i-dik
n-egységvektor pontintervallumat jeloli. A négy alapmivelet definicidja az
X=(X,X") és Y=(V,Y") parokra a kovetkezoképpen adhato meg.

X+Y=(X+V,X'+Y"),

X-Y=(X-Y,X'-Y"),

XY=(XYY - X'+X.T7,

Y- X'-X.Y'

X/Y:(X/Y, = j, feltéve, hogy 0 ¢ V.
Az - R—>R valos elemi fuggvény F: I—1 befoglalofuiggvényére az X=(X,X")

feletti értéket az alabbi modon definialjuk.
DX = (FLX)F X)X},

ahol /" az f derivaltfuggvényének egy befoglalofiggvénye.

Ehhez hasonloan megadhatdak az osszefuiggések a Hesse-aritmetikara vonatko-
zoan is. Ekkor a szamitast intervallumokbdl all6 harmasokon végezziik, amelyek a
kovetkezé alakuak.

Q=(H,H',H"), Hel, H'el" H"el"™".

K¢ét ilyen harmas kozott a négy alapmiivelet gy végzendo, hogy az eredmény elsd
két komponense a gradiensaritmetikat hasznalva szamitodik, a harmadik kompo-
nensek kiszamitasi szabalyait pedig a kovetkezo osszefliggések szolgaltatjak.
L=X+Y 3 Z"=X"+F",
Z=X-Y=3Z"=X"-¥",
2=X-Y=Z"=X-Y'+X'-'YV'+Y'-X'+Y- X",
X"-72''Y'-Y'-Z2'-Z-Y"

Z=XIY=Z"= - , feltéve, hogy 0¢ Y,

ahol értelemszertien X=(X, X", X"), Y=(Y,Y',Y") és Z=(Z,Z',Z"). Legyen most
/i R—>R tetszoleges valos elemi fuggvény /. I—>1 befoglalofiggvénnyel, vala-
mint jelolje az els6 €s masodik derivaltfiiggvények befoglalofliggvényeit /7, illetve
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F". Ekkor az adott elemi fliggvényt egy tetszoleges X=(X, X", X") harmasra a ko-
vetkezOképpen értelmezziik:

O(X) = (F(X),F/(X)- X", F'(X) X"+ F"(X) X -X).

Az automatikus differencialas széles korben nem hasznalatos, mivel kiilon arit-
metikat igényel, akarcsak az intervallumos modszerek. Az operator overloadinggal
felszerelt objektumorientalt programozasi nyelvek azonban koénnyedén lehetové
teszik a megvalositast az automatikus differencialas esetében éppugy, mint az in-
tervallum-aritmetika esetében.

2.3.2. Lejto fiiggvények

A Taylor formulahoz hasonlo koézépponti fliggvények kiszamitasahoz az auto-
matikus differencialasnal jobb modszer is adhatd, melyet az Un. /ej1d fiiggvények
[41] hasznalata biztosit. Az alabbi rovid ismertetés az egydimenzios esetet mutatja
be, tobb dimenziora az oOtlet ugyanugy kidolgozhato (pl. [36]). Legyen f valos
fuggvény. Az f lejto fliggvénye alatt a kovetkezo fliggvényt értjuk:

SO~ f(x)

gx,y) =

Az egyszerlibb eset az, amikor f racionalis fuggvény. Ekkor f(y)—f(x) analitikus
uton eloszthatd y-x-szel, igy explicit modon kiszamitva a lejtd fliggvény értékeét.
Amennyiben X € I tetszoleges, €s x,y € X, akkor nyilvan

JO) ef(x)+g(x, X)(y—x)
teljesiil minden y € X-re, és a Taylor formulakhoz hasonloan megad egy elséfoka
kozelitést az f fuggvényre X felett. Mivel a definiciobol adodoan g(x,y)ef’ (X)
mindig teljestl, igy a lejtd figgvények segitségével altalaban jobb elsdfoka koze-
lités adhato, mint a megfelelé Taylor fiiggvényekkel.
Konnyen igazolhato, hogy a négy alapmiiveletre a lejté fliggvények a kovetke-
zOképpen adhatok meg:

J(x) g(x,y)
konstans 0
X 1
J1(x)£f2(x) g1(x,y)£ga(x,y)
J1(x)f2(x) S1(x)g2(x, )% g1(x,y)f2(y)
Si(x) 8 (e, )1 (x) - £/1(x)g,(x, )
Jo(x) ()1 ()
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A tablazatban foglalt Osszefuggések segitségével felirhatd barmely racionalis
fuggvény. Mas befoglalofiiggvényekhez hasonloan a lejt6 fliggvények segitségével
megadott befoglalas is fligg a fiiggvény alakjatol, azaz a valos fliggvény azonos
atalakitasokkal altalaban olyan alakra hozhatd, melynél a vele kifejezett befoglalo-
figgvény pontosabb, esetleg tokéletes korlatokat szolgaltat az adott fliggvény ér-
tékkészletére vonatkozoan.

Erdemes megjegyezni, hogy komplex fliggvények befoglalasa esetén a lejtd
fuggvényekkel ellentétben a Taylor formula egyaltalan nem is hasznalhato, mivel
nem igaz a kozépértéktétel.

Irracionalis fiiggvények befoglalasa esetén a modszer annyiban modosul, hogy
az adott fuggvény analitikus felirasaban szerepld irracionalis elemi fliggvényekhez
azok derivaltfuggvényét vessziik igénybe a rekurziv kiszamitas soran. Az igy ke-
letkezé vegyes alak a benne szerepld lejtd fiiggvények miatt szintén pontosabb
eredményeket szolgaltat 4ltalaban, mint akar derivaltfiiggvényeket, vagy akar au-
tomatikus differencialast alkalmazva.

2.4. Az intervallum-felosztas elve

A befoglalofiiggvények segitségével a valos fuiggvények széles osztalyain meg-
adhatok az értelmezési tartomany specialis részhalmazai, nevezetesen részinter-
vallumai felett also ¢€s felso korlatok az értékkészlet halmazara. Olyan befoglalo-
figgvény létezése, amely véges lépésben tetszdleges fliggvényre pontos befoglalast
ad, nem ismeretes, €s az optimalizalasi probléma NP-nehéz voltanal fogva nem is
valoszinl, hogy létezik. Egyes befoglalofiiggvények azonban lehetdséget adnak
iterativ eljarasok felépitésére, melyek segitségével az optimum helye, illetve értéke
tetszoleges pontossaggal megkozelitheto.

Ezen modszerek kozé tartoznak az intervallumos Newton modszerek, melyek a
szakirodalomban el6szor Moore-nal kertilnek elé [47], majd késobb szamos fino-
mitason mentek keresztiil. Mai formajukban jol hasznalhatok az intervallumos glo-
balis optimalizalo eljarasokban, feltételezik azonban, hogy az érintett intervallum
kicsi, €s a célfiiggvény kétszer folytonosan differencialhato, és ki is hasznaljak az
els6 és masodik derivaltfiiggvények ismeretét. Elviik a valés Newton modszerek
elvén alapszik. Az intervallumos Newton modszereket leginkabb a késdbbiekben
targyalasra keriilé intervallum-felosztasi algoritmusok keretein beliil, azok gyorsi-
tasara hasznaljak. A gyakorlatban ugyan igen hatékonyak, hatasuk azonban elmé-
leti eszkozokkel nehezen kezelhetd. A tesztek soran is jo, de elég eltérd eredmé-
nyeket szolgaltatnak. Mivel ezen dolgozat igyekszik minél altalanosabb esetekben
vizsgalni a globalis optimalizalasi feladatokat, valamint azokra elméleti eredmé-
nyeket adni, igy ezen eljarasok részletesebb vizsgalatat a jelen anyagbol kihagytuk.
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Az intervallum-felosztasi modszerek mikodése azon alapszik, hogy a jelenleg
rendelkezésre allo, automatikusan kiszamithatd befoglalofiiggvények szinte minde-
gyike a-konvergens valamilyen >0 értékre. Ez azt jelenti, hogy csokkentve a be-
foglalofiiggvény argumentumaban szerepld intervallum szélességét, az egyre job-
ban kozeliti a megfeleld valos fuggvény értékkészletét, azaz

WFX)-w(f(¥)) >0, haw(¥)—>0. )

Folytonos célfiiggvények esetében ez azt is jelenti egyben, hogy a befoglalofiigg-
vény szélessége zérohoz tart, tehat

W(F(Y)) =0, haw(¥)—>0.

Az a—konvergencia ily modon lehetdve teszi a korlatozas €s szétvalasztas elvé-
nek felhasznalasat. Ebbol az elvbol a kovetkezdekben ismertetésre keriild altalanos
eljaras épithetd fel az (1) feladat megoldasara az Sel” esetben. Az eljaras soran
kezdetben csupan egyetlen intervallumot tekintiink, amely maga az S tartomany.

1. Algoritmus. A korlatozas és szétvalasztas elvének hasznositasa a globalis mi-
nimalizalasi feladatok intervallum-aritmetika segitségével valé megoldasara.

1. Bontsuk fel a vizsgéalatban résztvevo intervallumok valamelyikét ki-
sebb részintervallumokra!

2. Toroljuk az ujonnan keletkezett intervallumok kozil a tovabbi
vizsgalodasokbol azokat, melyeken a célfiiggvény befoglalofiigg-
vény értekének also korlatja nagyobb egy mar rendelkezésre allo, a
minimum értékére adott felsé korlatnal! Folytassuk az eljarast az 1.
pontban!

A fenti eljarasvazlatban a szétvalasztast az intervallumok tovabbdarabolasa adja,
mig a korlatozasra a befoglalofiiggvények részintervallumok felett szamitott érté-
kei adnak lehetdséget. Az algoritmus mitkddését a 2. Abra szemlélteti.

Az eljaréassal kapcsolatban két megjegyzést kell tenniink.

1. Megjegyzés. Az 1. Algoritmus a jelen formaban soha nem all le, mikzben az el
nem tavolitott részintervallumok ossztérfogata monoton csokken. Az aktualis
ossztérfogatok sorozatanak also korlatja a globalis minimumhelyek intervallum-
burkai térfogatanak 6sszege (ami nem feltétlentl nulla).

Hasonlo tulajdonsag figyelhetd meg a részintervallumokon szamitott célfuigg-
vény alsd korlatainak esetében is, amennyiben a befoglalofiggvény olyan, hogy
teljesiti a (7) feltételt (az Gn. zéro-konvergenciart), ahol minden Y az § részinter-
valluma. Ez a kovetkezoképpen fogalmazhatd meg.
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2. Megjegyzés. Ha feltessziik, hogy a befoglalofiiggvény eleget tesz (7)-nek, ak-
kor izoton befoglalofiiggvény esetén az 1. Algoritmus végrehajtasa soran a meg-
maradt intervallumokon szamitott alsé korlatok minimuma monoton névéd soro-
zatot alkot. A globélis minimum ezen sorozatnak felsé korlatja. Nem izoton be-
foglalas esetén ilyen részsorozat mindig kivalaszthato a sorozatbol.

y/\/_v\/\ﬁ“‘\ / I I

>
T S x| F(X)
s
- =rxy gAY
F(X3)  F(Xs)
- X ia—2X2 it X >
S8 P L.

2. Abra. Az intervallum-felosztas elve: a kezdeti S intervallumot elébb felosztjuk
az X1, Xa, X; intervallumokra, majd az X3, intervalumot az X,, X5 intervallumokra.

A fels6 korlatokra hasonld megallapitas nem tehetd. Igaz azonban, hogy ha az
1. Algoritmus 1. pontjaban felbontasra keriil6 intervallumok egy-egy véletlen mo-
don kivalasztott pontjaban felvett célfiggvényértékek sorozatat tekintjik, akkor
annak also torlodasi pontja éppen a globalis minimum.

A kovetkezd fejezetben részletes leirasra keriilnek az intervallum-felosztasi
modszerek, azok valfajai és tulajdonsagaik. A vizsgalatok kozéppontjaban a k-
16nboz6 algoritmusok konvergenciaja, illetve az altaluk szolgaltatott eredmény
pontossaga all.
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3. Az intervallum-felosztasi eljarasok

A kovetkezokben kizarolag a kovetkezo alakt globalis optimalizalasi problé-
makkal foglalkozunk:

min £ (x), 8)

ahol Xel” tobb dimenzios valos intervallum és /2 R”"—>R tetszdleges, szamito-
géppel kiszamithato valos fiiggvény. A gyakorlatban leggyakrabban el6fordulo
korlatozasi feltételek nélkiili optimalizalasi problémak ilyen alakban mindig felir-
hatok. A feladat ilyenkor nem tartalmaz valodi, fiiggvényekkel megadott korlato-
zasi feltételeket, csupan a feladatban eléforduld valtozokra (paraméterekre) rogzit
bizonyos also ¢és felso korlatokat.

A korlatozott feladatok esetében a megoldast egyrészt a célfliggvény modosita-
saval érhetjiik el. A célfiiggvényhez olyan p: R"—R un. biintetdfiiggvényt adunk,
mely a lehetséges megoldasok halmazan belil nulla értéket vesz fel, azon kiviil pe-
dig pozitiv. Jeloljik a lehetséges megoldasok halmazat S-sel, és legyen a globalis
optimum értéke f*:=minxE sf(x)! A p buntetéfiiggvény akkor jo, ha minden x ¢ §
esetén f*<f(x)+p(x). Az intervallumos modszerek alkalmazasakor— mas mod-
szerekkel ellentétben — a buintetéfliggvényeket nem szikséges a lehetséges meg-
oldasok hataran a célfliggvényhez illeszteni, amennyiben az eljaras nem tartalmaz a
célfuggvény folytonossagat vagy differencialhatosagat feltételezo kiegészitd eljara-
sokat. Igy altalaban a p=c valasztas jo, ahol ¢ egy elég nagy konstans. Tovabbi
megoldasok talalhatok a [37] forrasban.

Az intervallum-felosztasi modszerek a 2.4. alfejezetben ismertetett elvet alkal-
mazzak a globalis optimum befoglalasanak finomitasara. Ezen modszerek kétféle-
képpen gyorsithatok. Az egyik mod a befoglalofiiggvények javitasa, a masik a ki-
egészitd eljarasok, illetve az egyes 1épések tokéletesitése. A kovetkezOkben az
utobbi utat valasztva elébb attekintjik az eddig elért eredményeket, és ujabb el-
méleti eredményekkel egészitjiilk ki oket, melyeket részben numerikus eredmé-
nyekkel is demonstralunk.

Az intervallum-felosztasi eljarasok szamos, egymassal ekvivalens modon defini-
alhatok (pl. [7, 9, 10]). A kovetkezo egyszer eljarasvazlat egy ilyen lehetséges
definiciot ad meg;:

2. Algoritmus. Az intervallum-felosztasi eljaras modellalgoritmusa.

1. Legyen L egy iires lista, 4:=X az aktualis intervallum! Allitsuk a &
iteracio-szamlalot k=1 értékre!
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2. Daraboljuk az A4 intervallumot véges s>2 szama A4, (i=1,...,s)
részintervallumra ugy, hogy A=uU 4 és (Vi j=1,...,s; i#))
int(4,)Nint(4,)=S teljesiljon, ahol az ,int” egy halmaz belsejét
jeloli!

3. Vegytk fel a listara az Gjonnan keletkezett intervallumokat, azaz le-
gyen L:=LU{A4,}u...U{4,}!

4. Toroljink bizonyos elemeket a listarol, melyek nem tartalmazhatnak
globalis optimumbhelyet!

5. Valasszunk ki egy uj 4 <L aktualis intervallumot a listarol, és
emeljiik le onnan, azaz legyen L:=L\{A4 }!

6. Ha a megallasi feltétel nem teljesiil, noveljik az iteracio-szamlalot,
k:=k+1, és térjunk vissza a 2. lépéshez!

7. Nyomtassuk ki az eredményt, és STOP!

A 2. Algoritmus részleteket nem rogziti, a konkrét eljarasok az egyes lépések
pontositasaval nyerhetok. Az algoritmus leallasakor a listan maradt részintervallu-
mok unioja tartalmazza az 6sszes globalis minimumbhelyet.

A modern intervallum-felosztasi modszerek felépitése néha eltér ugyan a fenti
modellalgoritmus szerkezetétdl, elméletileg azonban az esetek tulnyomoé tébbségé-
ben annak megfelelden mikodik, annak segitségével jol leirhato, illetve arra visz-
szavezethet6. Az elméleti vizsgalatokhoz egyszerlisége miatt a 2. Algoritmust
hasznaljuk. A modellalgoritmus egyes lépéseinek rogzitése, illetve kifejtése az in-
tervallum-felosztasi modszerek széles korét definialja.

Az algoritmus 1. 1épése az elokészito rész, mely csak egyszer kertil végrehajtas-
ra. Az L listan mindig az X azon részintervallumai talalhatok, melyekrdl az algo-
ritmus eddig nem tudta még eldonteni, kizarhatok-e a tovabbi vizsgalatokbol. A
sziikséges fliggveényhivasok szamanak csokkentése érdekében a listan minden
egyes Y részintervallummal egytitt tarolhatok tovabbi informaciok, mint példaul az
Y felett szamitott befoglalofiiggvény érték also korlatja, vagy a célfiiggvény
derivaltfiiggvényére adhato befoglalas vetileteinek szélességei. Az iteracio-
szamlalo a késobbiekben ismertetésre kertilo elméleti vizsgalatok miatt sziikséges.

3.1. Az intervallumok felosztasa

A 2. Algoritmus 2. lépésével kezdddik az iteracios rész. Azok a modszerek,
amelyekben s=2 és a keletkezett két 0j részintervallum egybevago, azaz az 4 inter-
vallumot két egyenld részintervallumra vagjuk, az intervallumfelezé eljarasok. A
leggyakoribb ¢€s egyben legegyszeriibb megvalositasa a 2. [épésnek, amikor az 4
intervaliumot az egyik legszélesebb élére merdlegesen vagjuk két egyenld részre. A
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vagas iranya azonban lényegesen megvaltoztathatja az algoritmus sebességét. Az
erre vonatkozo vizsgalatok négy kiilonboz6 modszert emelnek ki a vagas iranya-
nak kijelolésére vonatkozolag [25]. A vagas iranyanak kijelolése minden lépésben
egy-egy k (k=1,...,n) szam kivalasztasat jelenti, mely egy D: N—>R segédfligg-
vény segitségével adhatd meg:

k =min {j: D(j)=max D)},

j=1 i=1

ahol k£ adja meg azt a koordinatat, melyre merdlegesen a vagas torténni fog. A &
kivalasztasat a D fliggvény definicidja egyértelmiien meghatarozza. Az egyes vaga-
si iranyokat rogzit6 szabalyokhoz tartozo D fiiggvények:

A szabaly. Ez a fentebb emlitett legszélesebb élre merdleges vagast ado irany
[47, 59], melyet a kovetkezd D ad meg:

D(i):=w(X)),

ahol az als6 index a komponenst — vettiletet jeloli. Ez a technika
uniform részintervallumok generalasat célozza.

B szabaly. A kovetkezo fuggvényt G.W. Walster ajanlotta, és E.R. Hansen irta
le eloszor [36]:

D(@i):=w(F!(X))w(X)).
Ez a D fliggvény a célfliggvény egydimenzios projekcioinak valtoza-
sara ad fels6 korlatot.
C szabaly. Formailag a B szabalyban szerepld D segédfiiggvényhez hasonloan
adhato meg ez a szabaly, melyet D. Ratz definialt el6szor [57]:

D(i):=w(F;(X)(X;~m(X))).
Amennyiben Ib(F/(X))=0 vagy ub(F,(X))=0, a B és C szabalyok
megegyeznek. Mas esetekben ez nem igaz.
D szabaly. Az A szabalyhoz hasonldan ez sem igényli a derivaltfliggvény befog-
lalofliggvényének kiszamitasat, a hozza tartozo segédfuggveény [25]:
w(X,) 0eX,,
w(X,.)/min|x‘ 0¢gX,.

xeX;

D)=

A D szabaly az A szabalyhoz képest altalaban jobban kikiiszoboli a
befoglalofiiggvény pontatlansagabol adodo hibat, és elonyos a kilon-
b6z6 nagysagrendi komponensek esetén.

A vagés soran tovabbi jelentdséggel birhat s, a keletkezd részintervallumok
szama. Az s novelésének kovetkezményeit feliletesen vizsgalva annyi megallapit-
hat6, hogy kevesebb iteracio sziikségeltetik ugyanolyan stiriségu felbontas elére-
s€¢hez, ugyanakkor egy-egy iteracio tobb elemi miveletet kovetel. Az egy iteracios
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cikluson beluli vagasok szamanak novelésére tobb lehetdség is rendelkezésre all,
melyeket bovebben a 4. fejezetben targyalunk.

A szakirodalomban eddig alig vizsgalt lehetoség a vagasi aranyoknak az
ekvidisztans beosztason alapuld darabolastol eltéré megoldasa. Kézenfekvonek
tunik, hogy bizonyos esetekben az eljaras gyorsithato, ha az aktualis intervallum
azon hatarahoz kozelitve, mely hatar kozelében a célfliggvény a legkisebb értéket
felveszi, egyetlen iteracios cikluson beliil stritjik a vagasok szamat. Ennek termé-
szetes egyszerusitése, hogy a 4. l1épésben azokat az elemeket toroljik a tovabbi
keresésbol, melyek felett a célfiggvény bizonyithatéan szigorian monoton (Id. 3.3.
fejezet).

3.2. Az intervallum-felosztasi modszerek listakezelése

A 2. Algoritmus 3. lépésében a vagas kovetkeztében eldalld 1) intervallumokat
beillesztjitk az L listaba. A lista gyakorlati megvalositasakor figyelembe kell venni
az algoritmus 5. lépésének végrehajtasat. Attol fliggden, hogy milyen szabaly sze-
rint jeloljik ki, illetve emeljik le az 0j aktualis intervallumot a listardl, a lista ele-
meit célszerll lehet rendezetten tartani. A kivalasztast meghatarozo értékek szerint
rendezve a listat, arrol mindig a legelsd elem valaszthato aktualis intervallumkeént.
Ebben az esetben a lista |L| méretétdl fliggden legalabb s-log | Ll mivelet
konstansszorosara van sziikség az Uj intervallumoknak a rendezett listaba valo be-
illesztéséhez. Rendezetlen lista esetében ez s konstansszorosara redukalhato, mig
az Uj aktualis intervallum kijeloléséhez ebben az esetben a lista mind az IL | elemét
meg kell vizsgalni. Igy, ha c-k a megfelelé6 konstansok, akkor egyetlen iteracio
esetén a 4. Iépésben torténd torlés miiveletétdl eltekintve rendezetlen lista esetében
o0sszesen

c1|L|+eas, 9

mig rendezett listanal
c3teaslog|L | (10)
a listakezelés muveletigénye a legrosszabb esetben [17, 20]. Ha az eljarast k, itera-
cios cikluson keresztil folytatjuk, és ekozben nem torliink elemet a listarol, akkor

megmutatjuk, hogy a kétféle listakezelés milyen nagysagrendbeli miveletigénnyel
bir [20].
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3.2.1. Rendezetlen listakezelés

Tekintsiik eloszor a rendezetlen esetet. A kovetkezokben belatjuk, hogy ebben
az esetben a listakezelésre forditott mulveletigény az elvégzett iteracios ciklusok
szamatol négyzetesen fiigg [20].

S. Tétel. Ha a 2. Algoritmusban alkalmazott lista rendezetlen, és az Uj listaelem
kivalasztasa sziikségessé teszi a listaelemek vizsgalatat, akkor a k-dik iteracidig a
listakezelésre forditott miveletigény a legrosszabb esetben

T(s,ko) = O(skq). (11)

Bizonyitas. A korabban megallapitott (9) miiveletigény alapjan egyetlen iteracios
ciklusban legrosszabb esetben ¢ |L |+c,s miivelet szitkséges az aktudlis interval-
lum listarol vald kivalasztasahoz, illetve az Gjonnan keletkez6 intervallumok listara
L| és s értékek egyi-

helyezéséhez, ahol a ¢;, ¢, konstansok nem fliiggenek a 4,
kétol sem.

Tekintsiik a 2. Algoritmus mitkodését. Az elso iteracios ciklus végén az L listan
s-1 darab elem talalhato, valamint minden tovabbi iteracié soran a listaelemek
szama s-1-gyel no a legrosszabb esetben, tehat amikor nem torlink semmit az L
listarol. Ebbol adodik, hogy |L|=(s-1)k a k-dik iteracios ciklus végén. Ily médon
a ko-dik 1épésig a listaelemek kezeléséhez szikséges mlveletigény 6sszesen

ky kqy k?. k
T(s,ky) =D (¢|L|+¢,5) =D (e, (s =Dk +c,s) =c,(s — I)L;L——L +c,sk,,
k=1 k=1

amibol kovetkezik az allitasbeli (11) egyenldség. O

Lényeges, hogy a bizonyitas valoban nem tételezi fel sem az aktualis intervallum
kivalasztasara, sem annak darabolasara vonatkozd szabalyok ismeretét, azaz tet-
szOleges, a 2. Algoritmus altal meghatarozott intervallum-felosztasi eljaras esetén
alkalmazhat6. Ez a kovetkezOkben ismertetésre keriilé rendezett esetre akkor nem
igaz, ha a lista rendezettségének megtartasahoz csupan konstansnyi miiveletre van
szitkség minden iteracios ciklusban, mint példaul Hansen algoritmusanal.

3.2.2. Rendezett listakezelés

A kovetkezd eredmény a 5. Tételhez hasonld allitast fogalmaz meg rendezett
listakezelés esetén [20].

6. Tétel. Ha a 2. Algoritmusban alkalmazott lista rendezett, és az 0] listaelem ki-
valasztasa sziikségessé teszi a listaclemeknek a lista rendezését ado érték szerinti
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vizsgalatat, akkor a ko-dik iteracioig a listakezelésre forditott maveletigény a leg-
rosszabb esetben

T(s,ko)=0(sko(logs+logky)). (12)

Bizonyitas. A (10) miveletigény szerint a 2. Algoritmus egyetlen iteracios ciklus-
ban a listaclemek kezelésére forditott miveletigény c3+cyslog|L|, ahol c5 és c4
fuggetlen konstansok, valamint az 5. Tétel bizonyitasabol |L|=(s—1)k a k-dik
iteracio végen. A k-dik iteracioig osszegezve tehat

T(s,k) =Y (e, +e,sloglk(s ~1)) = (13)

ko
= cik, +¢,8) logk +c,slog(s—1)-k,.
k=1
A (13) egyenloségben eredményiil kapott osszeg masodik tagjat a kovetkezo-
képpen becsulhetjiik felilrdl:
ky+1

kO
glogk & !logx dg = Fla‘[xlnx—x]f"” _

(14)
2

((k, + D)(In(k, +1)=1)+1)—
Ina

1

Ina

ahol a a kérdéses logaritmusfliggvény alapja, melynek értéke a nagysagrendet jol
lathatoan nem befolyasolja.

Behelyettesitve a (14) egyenlttlenséget a (13) egyenletbe, majd elvégezve a
szukséges atalakitasokat kapjuk a

T'(s,ky)<csk, +c,s —1—((kn +1)(In(%, +1)—1)+1)— ky j+c4slog(s—1)-k0
' Ina ' Ina

egyenl6tlenséget. Ez igazolja az allitast. O

A (12) osszefuggeés szerint a k(-dik iteracio befejeztéig a listakezelés kologk,
nagysagrendi maveletet igényel, azaz lényegesen kevesebbet, mint a rendezetlen
esetben. Fontos azonban megjegyezni, hogy ez akkor igaz csupan, ha a rendezett L
lista megvalositasakor olyan adatstruktarat alkalmazunk, mely optimalis mivelet-
igényl keresést képes megvaldsitani.

A listakezeléskor felmertl egy hibrid megoldas lehet6sége is, melynek részleteit
a kovetkezokben fejtjiik ki.
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3.2.3. Vegyes listakezelés

Megvalosithato egy vegyes listakezelés is, mely a rendezett és rendezetlen lista-
kezelés modszereit egyesiti. Ennek egyik valtozata [24] az, amikor egy p, elére
rogzitett hosszisagl kilon listan taroljuk a kivalasztasi rendezés szerinti legjobb
elsé po darab intervallumot. Ezt minden iteracios ciklusban az 0 részintervallu-
mokkal frissitjiik, ha lehetséges. Ellenkezd esetben a rendezetlen listabol potoljuk
az éppen torolt aktualis intervallumot.

Ehhez hasonlo lehetséges modszer [20], hogy az L listanak csupan az elsd, leg-
feljebb p, konstans darabbol allo részét tartjuk rendezetten, a lista fennmarado ré-
szébe egyszerlien ,last in” modszerrel helyezziik fel a listaelemeket. A lista els6 p
(1 < p < po) eleme a kivalasztasi rendezés szerint talalt legjobb elemekbdl all.
Ekkor minden egyes uj aktualis intervallum kivalasztasa a listarol valami ¢; kons-
tans 1dot kovetel, mivel a lista els6 p elemének rendezettsége miatt a lista legelsd
eleme valaszthatd aktualis intervallumként. Egy 0 részintervallum listara helyezé-
sekor eldszor megvizsgaljuk, hogy az beilleszthetd-e az L rendezett elemei kozé.
Ha igen, akkor beirjuk, €s ezzel p=p, esetén a lista eddigi p(-dik eleme a rende-
zetlen részbe tolodik, ha nem, akkor hozzafiizziik 6t a lista végéhez. Ez legrosz-
szabb esetben c,logp, miveletet igényel. Az ) aktualis elem kivalasztasa, vala-
mint az 0j s darab elem listara helyezése Gsszesen cs+cgslogp, miveletet igényel,
ahol ¢s és ¢ konstansok. Ez dnmagaban azt jelentené, hogy tetszoleges k(-dik ite-
racioig a listakezelés miveletigénye csupan linearisan fugg 4, értékétol, mivel p,
értéke konstansként rogzithetd. Ez az eredmény azonban nem igaz példaul akkor,
ha p, iteracios cikluson keresztil nem sikertil a lista rendezett részébe (j interval-
lumot beilleszteni, azaz a lista rendezetlenné valik. Altalanos esetben p, értékét
elég nagynak valasztva ez persze ritkan kovetkezik be, de elméletileg tetszolegesen
gyakran el6fordulhat. Az ebbdl adodo hatranyokat elkertlend6 két tovabbi médo-
sitast eszkozlink az eljarason, melyek az alabbiak.

1. A rendezett rész elemeit csak akkor potoljuk, ha a rész teljesen kiurtlt,
akkor azonban a listabol a rendezés szerinti legjobb p, darabbal teljesen
feltoltjuk.

2. A p, értékét nem rogzitjik konstansként, hanem ugy allapitjuk meg, hogy
az mindig az L lista hosszanak egy konstans k-adrésze legyen.

Az igy eloallo listakezeld algoritmust hibrid listakezelésnek fogjuk nevezni. A
kovetkezo tétel ennek miiveletigényét adja meg.

7. Tétel. Alkalmazzuk a 2. Algoritmusban a hibrid listakezelési modszert. Ekkor a
ko-dik iteracioig a listakezelésre forditott miiveletigény legrosszabb esetben

T(s,ky)=0(ky log(sky)). (15)
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Bizonyitas. A feltételek szerint az elemeket ebben az esetben két elkiilonitett rész-
ben taroljuk, az egyik rendezett, a masik nem. Ha az Osszes tarolt elemek szama
|L |, akkor a rendezett rész legfeljebb po=x | L | elembdl all, ahol 0<k<1 egy
rogzitett konstans.

A listakezelés folyamata két fo esetre kiilonithet6 el, az egyik az az eset, amikor
a rendezett részben vannak elemek, a masik, amikor a rendezett rész kiiiriil, és azt
a rendezetlen részbdl 0 elemekkel toltjuk fel. Legrosszabb esetben az elébbi csu-
pan p, iteracio utan befejezddik, mivel a rendezett rész kiurul. A kovetkezd mii-
velet, azaz a rendezett rész feltoltése egyetlen iteracio alatt elvégezhetd.

A rendezett rész masodik esetbeli feltoltése a kovetkezoképpen zajlik. El6szor a
rendezetlen listarész elemeibol rendezziik az elsé p, darabot

11=Csp0'10g Po (16)
1d6 alatt. Ezutan a maradék | L I -po elemet beillesztjik az 0j rendezett részbe, a

kihull6 elemek atkeriilnek a rendezetlen rész mar vizsgalt elemei k6zé. Minden
ilyen beillesztés log po nagysagrendt ido6 alatt elvégezhet6. Az Gsszes elemre ez

12=C6( IL | -po)-log Po (17)

miiveletigényt jelent.

Az 5. Tétel bizonyitasaban alkalmazott gondolatmenet alapjan tudjuk, hogy a
ko-dik iteracio utan legrosszabb esetben a listaclemek szama | L | =ko(s-1). Al-
kalmazzuk ezt a (17) egyenletre, €s a kapott képletet adjuk hozza (16)-hoz:

1=cspo-log potcs(ko(s-1)-po)-log po. (18)

Tudjuk, hogy az adott, L listaju iteracioban p, értéke x| L |, ahol k rogzitett
konstans. Ez azonban azt jelenti, hogy

po=x| L|=xko(s-1). (19)
Alkalmazzuk most ezt az dsszefliggést (18)-ban.
1=(csktce(1-x))ko(s-1) log(xko(s-1)). (20)

Ezt a 7 darab miiveletet legrosszabb esetben is csupan minden p-dik iteracié utan
szitkséges elvégeznink, ahol ebben az esetben p, értéke monoton novekszik.
Amortizalt analizist [5] alkalmazva a 7 altal megadott miveletigényt szétoszthatjuk
a rakovetkezo p, iteracio kozott, megkapva igy a miiveletigény egyetlen iteraciora
vonatkoztatott tlagos értékét. Ha ehhez az | L| aktualis értékét hasznaljuk, akkor
ezzel alsd becslést kapunk |L| nové értékére, és igy ezen keresztul po-ra. Ezek
alapjan az egyetlen iteraciora vonatkoztatott iddbonyolultsag

: ! ! 21)
BT b ) e 80, 5 s i
o 1'(s,ky) PR e e

ahol ¢7 az els6 Iépcsd miiveletigénye. Helyettesitsiik most be a (20) egyenletet a
(21) osszefiiggésbe:
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ek +8.(l-x)

k\T(s,ky) < log(kk, (s—1))+c, ,

ami megfelel a tételben kimondott eredménynek. O

A 7. Tétel elméleti legrosszabb esetre vonatkozo fels6 korlatja kp-ban ugyano-
lyan j6, mint a rendezett esetben (6. Tétel), az s-t6l valo fuiggés szerint pedig annal
is jobb. Vegyiik €szre, hogy ehhez az eredményhez a hibrid listakezelés mindkét
feltétele sziikséges. Amennyiben ugyanis az 1. feltételt megsértve a rendezett részt
folyamatosan potoljuk ki p, elemre, akkor legrosszabb esetben minden egyes itera-
cioban végig kell keresniink a lista rendezetlen részét, ami végsé soron ugyanazt a
ko-tol vald fuggeést eredményezi, mint a rendezetlen eset (Id. 5. Tétel). A masodik
feltételt elhagyva és p, értékét allandonak tekintve a pj-nak a listahossztol valod
fliggése megszinik, igy az amortizalt analizis olyan tagot eredményez a képletben,
mely k-t elsé fokon tartalmazza egy iteraciora vetitve, ami a felso korlatban ma-
sodfoku tagot ad, a rendezetlen esethez hasonldan.

Tovabbi kérdés, hogy vajon tovabb novelheté-e a listakezelés hatékonysaga,
ami a ko-tol valo fliggést illeti. A kovetkezo tétel erre ad valaszt.

8. Tétel. Amennyiben a 2. Algoritmusban az elemek listara helyezése és az 0 ak-
tualis elem kivalasztasa nem eredményez azonos rendezettséget, akkor a listake-
zelés muveletigényének ky-tol, azaz az elvégzett iteraciok szamatol valo fuggésére
kapott kylogk, nagysagrend legrosszabb esetben optimalis.

Bizonyitas. Azt fogjuk igazolni, hogy amennyiben az adott nagysagrend nem lenne
optimalis, l1étezne olyan algoritmus, amely tetszéleges n elemet & (nlogn)-nél hata-
rozottan gyorsabban tudna rendezni.

Jelolje a rendezendd » darab adatot a,,a,,...,a,. Linearis idoben meghataroz-
» a;, tovabba legyen a egy tetszdleges,
max-nal nagyobb érték. Ezutan az algoritmus a kovetkezo.

haté a legnagyobb elem, max:=max;-;
Tekintsiik a 2. Algoritmus egy olyan megvalositasat, melyben a listakezelés leg-
rosszabb esetben k¢logk-nal hatékonyabb, feltéve, hogy az algoritmus 4, 1épésben
véget ér. Most felhelyezziik az n darab elemunket a listara, és elkezdjiik 6ket on-
nan sorban levenni a kérdéses rendezés szerint. Minden eltavolitott elem helyett
legalabb két uj elemet helyezink a listara, melyek értéke a fentebb megadott a.
Elégezve n darab iteraciot, a megadott » darab adatot igy a rendezésnek meg-
felelo sorrendben emeltiik le a listarol kevesebb, mint nlogn id6 alatt, ami ellent-
mondas. |

1. Kovetkezmény. A rendezett és hibrid listakezelés legrosszabb esetben optimalis
muveletigényU.
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3.2.4. A Hansen algoritmusok listakezelése

E.R. Hansen algoritmusanak listakezelése joval egyszeriibb az eddig targyaltak-
nal, a FIFO listakezelésnek felel meg. Ez azt jelenti, hogy mindig a lista legszéle-
sebb intervalluma kertil felosztasra, és a listan szerepl6 intervallumok darabolasa
uniform intervallumokat eredményez. Az algoritmus ezaltal elég robusztus, maga a
listakezelés minden iteracios ciklusban konstans miiveletigényt, tehat a listakezelés
iteracioszamtol valo fiiggése linearis. Hatranya, hogy a listaelemek torlése (a mo-
dellalgoritmus 4. 1épése) nélkil semmi mast nem csinal, csupan egyenlé méretd, kis
szélességli részintervallumokra darabolja a kiindulasi intervallumot. Igy a modszer
— gyorsito eljarasok kizarasa esetén — legjobb esetben sem képes gyorsabban
mikodni a legrosszabb esetnél, azaz a keresési fat szélességében teljesen bejarja.

A 2. Algoritmusban bevezetett L listan kiviil az ujabb eljarasokban szokas egy
tovabbi, ugynevezett eredménylistat is felhasznalni. Ez azt célozza, hogy az L lista
elemei kozil azokat, amelyek bizonyos korlatokon belil megkozelitik a globalis
optimumot vagy annak helyét, leemeljik az L listardl, és athelyezziik az eredmény-
listara. Igy a tovabbi elsérendli vizsgalatokbol ezek a részintervallumok kizarha-
tok. Nagyobb jelentdséggel ez akkor bir, ha az optimumbhelyek teljes halmazat ki-
vanjuk minél pontosabban meghatarozni. Az eredménylista a modellalgoritmusba
beillesztheto, példaul az 5. 1épés részeként. Ekkor az 0j 5. 1épés a kovetkezo ala-
kot veszi fel:

57 Valasszunk ki egy uj A</ aktualis intervallumot a listarol, és
emeljiik le onnan, azaz legyen L:=L\{A4 }! Ha A megfelel bizonyos
feltételeknek, helyezziik fel az eredménylistara, és ismételjiik az S’
lépést! Egyébként térjink ra a kovetkezo lépésre!

A 6. 1épésben szerepld megallasi feltétel ekkor az L lista kiuriilése. Igy a 2. Al-
goritmus vizsgalata magaban foglalja ezen kettOs listakezelést megvalositod eljara-
sok vizsgalatat is.

3.2.5. Listakezelési eljarasok legjobb esetben

A listakezelés iteracioszamtol fliggd miiveletigénye nyilvan egy modszer eseté-
ben sem lehet jobb a linearisnal, mivel minden iteracios ciklusban torténik legalabb
konstans miveletigényt listamiivelet. Ebbol kovetkezik, hogy Hansen algoritmusa
az elméleti vizsgalatok szempontjabol optimalis listakezelést hajt végre, listakeze-
lésre forditott miiveletigénye mind legjobb, mind legrosszabb esetben linearis.

Rendezetlen listakezeléskor a legjobb eset is kvadratikus muveletigényt ered-
ményez, mivel minden egyes lépésben végig kell vizsgalni a teljes listat az 0 aktua-
lis elem kivalasztasahoz.



Az intervallum-felosztasi eljarasok 35

Rendezett listat alkalmazva legjobb esetben mindig az aktualis intervallum to-
vabbdarabolasakor keletkezd 0j intervallumok egyben a rendezés szerinti legjob-
bak. Igy azok listara helyezése konstans miiveletet igényel csupan. A rendezett
listakezelés tehat a legjobb esetben linearis miveletigény(i. A hibrid listakezelés
hasonld okok miatt szintén linearis listakezelési miiveletet igényel a legjobb eset-
ben.

3.3. Gyorsito eljarasok

A modellalgoritmus 4. 1épésében bizonyos listaclemek torlésével kizarhatok a
vizsgalatbol azok a részintervallumok, melyek nem tartalmaznak globalis
optimumhelyet. Az ilyen torlési eljarasokat szokas gyorsito eljarasoknak nevezni.
Az intervallum-felosztéasi eljarasok valdjaban a korlatozas és szétvalasztas elvét
alkalmazzak. Ezen beltl a szétvalasztas fazisa maga a vagas, mig a korlatozast bo-
vebb értelemben a gyorsito eljarasok biztositjak. A korlatozas és szétvalasztas el-
vét faval abrazolva (3. Abra), annak minden csucsan elhelyezheté egy-egy érték,
amely az adott csomopontot reprezentald A intervallumon a befoglalofiiggvény
Ib(£(A4)) also korlatja. Ekdzben mindig az aktualis intervallum egy tetszbleges ¢
pontjaban kiszamitjuk a célfuggvény f(c) értékét (garantaltan felfelé kerekitve). Ez
nyilvan fels6 korlat a globalis minimumra nézve, igy minden olyan A intervallum
elhagyhato6 a listabol, melyen az Ib(/#(4)) alsé korlat nagyobb, mint a talalt legki-
sebb f(c) érték.

A 2. Abran példaul az X intervallum m (X 5) kozéppontjaban a célfliggvény ér-
téke nulla, és ez a felso korlat kizarja az X, intervallumot a tovabbi vizsgalatokbol,
ezért az az L listabol torolhetd. Ez a gyorsito eljaras, melyet vagasi teszmek (cut-
off test) szokas nevezni, a legegyszeriibb és leggyakrabban alkalmazott modszer,
mely Hansen modszerének szerves részet is képezi. Az f(¢) korlatot az algoritmus
soran mindig a talalt legkisebb célfiiggvény értékkel helyettesitjik, igy az iteracios
ciklusok soran kiszamolt fels6 korlatokbol all6 sorozat monoton modon csékken.
Mas gyorsitod eljarasok segitségével szintén torolhetok elemek az eljaras fajabol,
ilyenkor a korlatozas fogalma a klasszikus értelemben vett6l kissé eltér, és a mod-
szer fajanak korlatozasat — annak bizonyos againak levagasat — jelenti.
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3. Abra. Az intervallum-felosztasok fajanak elsé harom szintje s=3 esetben.

A vagasi teszt tobbféleképpen alkalmazhato:

(a) Minden iteracios ciklus soran a 4. algoritmikus lépésben a listarol toroljuk a
kiszirt elemeket,

(b) mindig csupan az aktualis intervallumokat vizsgalva, azokat adott esetben da-
rabolas elott elvetjilk és az 5. iteracids 1épésben Uj aktualis intervallumot va-
lasztunk,

(c) darabolas utan a 3. 1épésben csak azokat az 0 részintervallumokat illesztjiik a
listaba, melyek a vagasi teszt alapjan még tartalmazhatnak globalis minimum-
helyet.

A haromféle megoldas mas-mas szempontbol célravezetd. A lista sorozatos at-
féstilése folyamatosan alacsonyan tartja a lista méretét, mely gyakorlati megvalo-
sitasok esetén egyébként mar egyszeriibb feladatok megoldasa esetén is meghalad-
hatja a rendelkezésre all6 tarkapacitast. Ebben az esetben azonban a lista rende-
zettségétdl fliggden legrosszabb esetben minden iteracios ciklusban a lista minden
egyes elemét meg kell vizsgalni (1d. 3.2. fejezet). Amennyiben a lista a célfliggvény
értékek also korlatja szerint rendezett, elegend6 a lista végérol kezdeni, €s az els
nem torolhetd listaelemnél abbahagyni a keresést. A masik két fentebb emlitett
modszer a lista ideiglenes novelése aran megtakaritja a rendezetlen (vagy kizarasi
szempontbol indifferens modon rendezett) lista teljes atfésiilését. Csupan az aktua-
lis elemeket vizsgalva azonban a listan fennmaradhatnak olyan elemek, melyek az
idokozben javitott f(c) korlat alapjan mar térolhetéek lettek volna. Ennél valami-
vel jobb megoldast kinal a darabolas (2. 1épés) utan keletkezd részintervallumok
vizsgalata, és a gyakorlatban ez is a legelterjedtebb eljaras.
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A kovetkezOkben megvizsgaljuk, hogy a vagasi teszt egyes megvalositasainal
mekkora a teljes algoritmus miveletigénye. Mivel a legrosszabb esetben is a lista
kezeléséhez €s egyéb adminisztrativ 1épésekhez sziikséges miveletek idoigénye
csekély a sziikséges fliggvényhivasokéhoz képest, célszeri az egyszeriiség kedvé-
ért a sziikséges fuggvényhivasok szamanak kiszamitasara szoritkozni. Elészor a
legelterjedtebb, (c) pontban ismertetett megvalositassal foglalkozunk [22].

1. Lemma. A 2. Algoritmus torlésének megvalositasakor a fenti (c) pontban leir-
takat alkalmazva az egyetlen iteracios ciklus végrehajtasahoz sziikséges befoglalo-
figgvény hivasok szama 0(s), ha a vagasi irany meghatarozasa nem vesz igénybe
fliggvényhivast, és 0(s+n) kulonben.

Bizonyitas. Mivel a befoglalofiiggvények hivasa a megfelel6 valos fuggvények ki-
szamitasahoz szikséges muveletigény konstansszorosat hasznaljak (fliggetleniil a
kiszamitas modjatol), a bizonyitas soran nem tesziink kulonbséget a kiillonb6zo
fuggvénytipusok kozott. Tekintsik az egyes algoritmikus lépésekben sziikséges
fiiggvényhivasok szamat.

Az 1. 1épés az iterativ eljaras elokészitd része, igy az a tovabbi vizsgalatokbol
kihagyhato. Megjegyzendd azonban, hogy bizonyos esetekben az eldkészitd rész-
ben az f(c) kezdeti értékének nem a végtelent, vagy valami hasonloan trivialis
kezddértéket adunk, hanem esetleg valamilyen lokalis keresovel egy elég jo felso
korlatot keresiink a globalis minimum értékére. Mivel enélkiil az eljaras elsé sza-
mos iteracidja a rossz felsé korlat miatt a maximalis, 1épésenkénti s- 1-gyel novelné
az L listat, célszert a gyakorlatban alkalmazni ezt a megoldast.

A 2. 1épésben attol fliggden, hogy mi alapjan valasztjuk ki az adott iteracio ak-
tualis intervallumanak vagasi iranyat (3.1. fejezet), szikség lehet néhany fiiggvény-
hivasra. Amennyiben az A vagy D szabalyok valamelyikét hasznaljuk, nincs fligg-
veényhivas, ellenkezd esetben a parcialis derivaltfiiggvény befoglalofiiggvényének
n-szeri hivasara van sziikkség.

Az algoritmus 3. és 4. [épését egymassal 6tvozve a (c) esetben leirtak szerint
hajtjuk végre. Mivel minden Ujonnan keletkezett 4; részintervallumra ki kell sza-
mitani a vagasi teszthez az Ib(#'(4,)) korlatokat, igy dsszesen s darab fuggvényhi-
vasra van sziikség a két [épés egyiittes elvégzéséhez. Ezt tekinthetjik Gigy, hogy a
4. 1épés hasznalja a fiiggvényhivasokat, mig a 3. 1épéshez erre dnmagaban nincs
sziikség.

Az 5. 1épés sohasem hasznal fliggvényhivasokat. Elméletben elképzelhetd ugyan
olyan megvalositas, amikor rendezett lista esetében az L lista rendezését fiiggvény-
értékek adjak, €s azok nem kertilnek a lista elemeivel egyiitt tarolasra, ez azonban
a gyakorlatban nem fordul eld. Ekkor ugyanis az s darab ) elem mindegyikének
listaba illesztése optimalis eljarast valasztva is 0(log | L|) darab fuggvényhivést
eredményezne, ahol |L|=60(s"), ha m mélységben vagyunk az eljaras fajaban.
Rendezetlen lista esetében nyilvan nincs sziikség fuggvényhivasokra.
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A modellalgoritmus 6. lépésében a megallasi feltétel kiszamitasahoz sziikség le-
het bizonyos fliggvényértékekre, ezek azonban az algoritmus el6z6 1épéseibdl ta-
rolhatok, igy kulon fiiggvényhivast nem eredményeznek.

Fuggvényhivasokat tehat csupan a 2. és 4. 1épések hasznalhatnak. A 4. lépés a
vagasi teszt miatt s darab fuggvényhivast igényel. A 2. Iépésben a célfiiggvénytol
fuggetlentl valasztva a vagasi iranyt nincs fuggvényhivas, kilonben » darab fugg-
vényhivas sziikséges. Ezek alapjan a lemma mindkét allitasa bizonyitast nyert. [

Mi torténik akkor, ha a (c) vagasi teszt helyett az (a) vagy a (b) megoldast va-
lasztjuk? Konnyen ellendrizhetd, hogy a 3. és 4. Iépés kivételével a tobbi fiigg-
vényhivasai nem valtoznak. A (b) eljarast valasztva a 4. 1épés legfeljebb egyetlen
figgvényhivast igényel, az (a) modszerhez pedig onmagaban nincs is sziikség
fliggvényhivasra. A 3. 1€pés azonban mind az (a), mind pedig a (b) megvalositas
esetén s fliggvényhivast tesz sziikségessé. Ellenkezo esetben az 1. Lemma bizo-
nyitasaban leirtak miatt az 5. lépés O(s™"") extra fiiggvényhivast kivanna meg
(ahol m ismét a felosztas fajanak aktualis szintje), ami elkeriilhet6 az s darab 0j in-
tervallum korlatainak kiszamitasaval és a listan valo tarolasaval. Ez alapjan a ko-
vetkezd megjegyzés teheto.

3. Megjegyzés. A 2. Algoritmus 4. lépésének megvalositasakor az (a) vagy (b)
pontban leirtakat alkalmazva az egyetlen iteracios ciklus végrehajtasahoz sziiksé-
ges befoglalofiiggvény hivasok szama mindkét esetben megegyezik az 1. Lemma
eredményeivel.

A kapott eredmény jol tiikkrozi azt a tényt, hogy vagasi teszt hasznalata esetén
minden keletkezo részintervallum felett ki kell szamitani a befoglalofuggvény érté-
két. Ebben az értelemben a vagasi teszt harom megvalositasi forméaja nem okoz
lényegileg eltéro futasi sebességet egyetlen iteracion belul.

A vagasi teszten kiviil szamos mas gyorsito eljaras is hasznalhato, amelyek min-
degyike kombinalhato a vagasi teszttel és barmely masik gyorsito eljarassal. Az
egyes eljarasok egymasra gyakorolt hatasa még nyitott probléma, némely egysze-
ribb modszerek esetleg gyengithetik vagy helyettesithetik mas, nagy muveletigé-
nyl eljarasok hatasat. Ennek ellenére a gyakorlat azt mutatja, hogy tobb gyorsito
eljaras egyiittes alkalmazasa minden esetben javit az intervallum-felosztasi algorit-
mus Osszevont sebességén sok feladat atlagaban.

Az egyes gyorsito eljarasok alkalmazhatosaga fligg a feladat f célfiggvényének
tulajdonsagaitol is. Amennyiben f folytonos fliggvény, a vagasi teszt hatékonyabba
tehetd azaltal, hogy bizonyos iteracios ciklusok utan az f ezen tulajdonsagat ki-
hasznalo helyi keresoket indit valamely részintervallumon a globalis minimum egy
jobb felso korlatjanak megtalalasara.

Ha f-nek létezik a gradiense, akkor felhasznalhaté a monotonitasi teszt, amely
azt vizsgalja, hogy egy adott részintervallum felett a célfiiggvény szigoran mo-
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noton-e. Ebben az esetben ez az intervallum minden részintervallumaval egyiitt
elhagyhato. Ha az f gradiensfiggvényének befoglalofiiggvénye F: 1"—1", akkor
a modellalgoritmus 4. 1épése a kovetkez6 alakot veszi fel:

47 Toroljink azokat az X, elemeket a listarol, melyekre 0 ¢ /7 (X;)!

Amennyiben elére kizartuk, hogy az X; hataran az intervallum korlatok nem idéz-
hetnek el6 globalis optimumbhelyet (valodi korlatozasi feltételek nélkiili globalis
optimalizalasi probléma), akkor a 4! pontban kiszlrt elemek valoban nem tartal-
mazhatnak globalis optimumhelyet.

Ha a célfiiggvény folytonosan differencialhat6, akkor a vagasi teszthez sziiksé-
ges felsd korlatok sorozata eldallithato legmeredekebb lejté modszerekkel, melyek
altalaban hatékonyabban mikodnek.

Ha f kétszer folytonosan differencialhato, akkor minden iteracios ciklusban a
darabolas utan keletkezd részintervallumok mindegyike tovabbi vizsgalatoknak
vethetd ala az intervallumos Newton modszerek [36, 55, 57] segitségével, igy
azoknak csak bizonyos darabjai kertilnek fel az L listara. Az eredetileg valds itera-
tiv modszer Iényegét szolgaltatd képletek egydimenzios esetben:

X=X

gy B2 (m(Xi) - i]’%(){lj))] Xy

A modszer nyilvan a célfuggvény derivaltfliggvényének zérushelyeit keresi meg.
Gyorsito eljarasként hasznalva altalaban egyetlen Newton 1épést szokas megtenni
az X, elemre, szlkitve ezzel az adott részintervallumot. Ebbdl a szempontbodl a
Newton modszer hasznalata nem kozvetleniil a listaelemeket torli, vagy a darabo-
las utan keletkezo részintervallumokat zarja ki a tovabbi vizsgalatokbol, de csok-
kentheti a listara kerild elemek oOssztérfogatat, finomitva ezzel a globalis
optimumhelyre és ezen keresztil az optimumra adott befoglalast. Az intervallumos
Newton modszer alkalmas tovabba annak az eldontésére is, hogy egy adott rész-
intervallum egyetlen minimumpontot tartalmaz-e.

Inkéabb a befoglalofiggvények javitasa érhetd el azokkal a modszerekkel, me-
lyeket néhany helyen az irodalom szintén a gyorsitd eljarasokhoz sorol (pl. [55]),
mivel javitjak az intervallum-felosztasi eljarasok sebességét. Amennyiben f egyszer
vagy tobbszor folytonosan differencialhato, alkalmazhatok a befoglalas kiszamita-
sara a kozépponti formulak (Taylor formula), az automatikus differencialas, a lejto
figgvények, a Baumann kozepek, illetve mas, a befoglalofiiggvények pontositasat
szolgalo modszerek. A gyakorlatban gyorsito eljarasnak mindstl minden olyan
modszer, amely csokkenti az elore meghatarozott pontossagu kozelités eléréséhez
szukséges mutveletigényt.
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3.4. Intervallum-kivalasztasi szabaly

A 2. Algoritmus 5. l1épésében kerul kivalasztasra a kovetkezo iteracios ciklus A4
aktualis intervalluma, azaz a korlatozas és szétvalasztas fajaban (3. Abra) a kovet-
kezd vizsgalandd csomopont. A kivalasztas tobb modon torténhet, melyek minde-
gyike lényegében valtoztatja meg az algoritmust. A két leggyakrabban hasznalt
kivalasztasi szabaly R.E. Moore-t6l [47] és S. Skelboe-tol [59], illetve E.R.
Hansentdl [34, 35] szarmazik. Mindkét megoldas eredetileg intervallumfelez6 elja-
rasokhoz készilt. A kivalasztasi szabalyokat tartalmazo két algoritmus szintén
visszavezethetd a 2. Algoritmusra.

R.E. Moore ¢és S. Skelboe algoritmusa a listarol azt az elemet valasztja ki,
amelyen a célfliggvény befoglalofiiggvényének alsd korlatja a legkisebb. Ezzel a
darabolasok soran eddig eléallt intervallumok koziil annak kivalasztasat igyekszik
megvalositani, melyben a legnagyobb valosziniiséggel talalhatd globalis
optimumhely. Ebben az értelemben tulajdonképpen egy moho stratégiat kovet. A
Moore-Skelboe-féle eljarasnak az eredetivel ekvivalens, a 2. Algoritmusra vissza-
vezethetd formaja a kovetkezo.

3. Algoritmus. R.E. Moore ¢és S. Skelboe algoritmusa.

1. Legyen L egy iires lista, 4:=X az aktuélis intervallum! Allitsuk a &
iteracio-szamlalot k=1 értékre!

2. Osszuk fel az 4 intervallumot 2 darab 4, (i=1,2) részintervallumra
oly modon, hogy azt a leghosszabb élére merdleges iranyban félbe
vagjuk!

3. Vegytk fel a listara az Gjonnan keletkezett intervallumokat a cél-
fuggvény befoglalofiiggvényének also korlataival egyttt, azaz le-
gyen L:=LU(A1,Ib(F(41)))u(42,Ib(F(A42))) agy, hogy a lista
elemei masodik komponenseik szerint névekvd sorrendben rende-
zettek legyenek!

5. Valasszuk ki a listarol az 4 € L legels6 intervallumot, €s emeljik le
onnan, azaz legyen L:=L\(4,1b(F(4)))!

6. Ha a megallasi feltétel nem teljesil, noveljuk az iteracio-szamlalot,
k:=k+1, és térjink vissza a 2. lépéshez!

7. Nyomtassuk ki az eredményt, és STOP!

A Moore-Skelboe algoritmus eredeti valtozata nem tartalmaz semmiféle gyor-
sito eljarast, ennek ellenére Onmagaban is elég gyorsan igen jo korlatokat szolgal-
tat az optimum értekére vonatkozoan.
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E.R. Hansen modszerének egyszertibb listakezelése ellenére egy gyorsito elja-
rast tartalmaznia kell, hogy az intervallum-kivalasztasi szabaly ne duzzassza tul
hosszura a listat. Hansen az algoritmusaban erre a vagasi tesztet valasztotta, mely
a célfiggvényrdl semmilyen specialis ismeretet nem feltételez. Hansen modszeré-
nek a 2. Algoritmusbdl szarmaztathat6 alakja az alabbi.

4. Algoritmus. E.R. Hansen algoritmusa.

1. Legyen L egy dures lista, 4:=X az aktualis intervallum,
£ :=ub(F(m(4)))! Allitsuk a k iteracio-szamlalot k=1 értékre!

2. Osszuk fel az 4 intervallumot 2 darab 4, (i=1,2) részintervallumra
oly médon, hogy azt a leghosszabb élére merdleges iranyban félbe
vagjuk!

3. Helyezzik a lista végére az Gjonnan keletkezett intervallumokat a
célfiggvény befoglalofiiggvényének also korlataival egyiitt, azaz le-
gyen L:=LU(A1,Ib(F(A1)))u(42,1b(F(42)))!

4. Toroljink a listarol minden olyan elemet, melynek méasodik kompo-
nense nagyobb, mint 7 .

5. Valasszuk ki a listarol az A € L legelsé intervallumot, €s emeljiik le
onnan, azaz legyen L:=L\(4,Ib(F(A4)))! Legyen
f=min(f ,ub(F(m(4)))).

6. Ha a megallasi feltétel nem teljesiil, noveljik az iteracio-szamlalot,
k:=k+1, és térjink vissza a 2. 1épéshez!

7. Nyomtassuk ki az eredményt, és STOP!

Mindkét algoritmus garantéalja, hogy a lista elemeinek unidja minden iteracios
ciklusban tartalmazza az 6sszes globalis optimumbhelyet.

A két eljaras hatékonysaga nagyban fiigg a megallasi feltételtdl (amit 3.5. feje-
zetben targyalunk részletesen), amely valojaban azt tikrozi, hogy csupan az opti-
mum értékét, vagy annak helyét is elég pontosan meg kivanjuk-e hatarozni. A
Moore-Skelboe algoritmus esetében a lista rendezettségénél fogva mindig az a
részintervallum keril tovabbdarabolasra, amely varhatoan a legkisebb fiiggvényér-
téket tartalmazza. A befoglalas pontatlansaga miatt ez nem mindig teljestl. Az al-
talanosan hasznalt befoglalofiiggvények o—konvergenciaja (6. Definicid) miatt
azonban igaz a (7) Osszefuggés, igy az intervallumoknak a darabolasok soran
csokkend szélessége miatt a befoglalas egyre pontosabba valik, ha csupan a ten-
denciat tekintjuk. A darabolasnak ez a modja eredményesen torekszik tehat a glo-
balis optimumérték minél jobb befoglalasara, mig a listan maradt tobbi elem kozott
megmaradhatnak akar w(X) szélességliek is. Hansen algoritmusanak lényege ezzel
szemben egy sokkal egyszertibb, uniform darabolds. Ez azt jelenti, hogy mivel a
kivalasztasi szabaly mindig a legrégebben listara keriilt, azaz a legszélesebb lista-
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beli intervallumot valasztja ki tovabbdarabolas céljabol, a listaelemek egymastol
legfeljebb egyetlen vagasban kiilonboznek. (Amennyiben olyan, az intervallumokat
tovabbdarabold gyorsitd eljarasokat alkalmazunk, mint példaul az intervallumos
Newton modszer, akkor persze nem feltétlentl igaz, hogy a legrégebben darabolt
intervallum a legszélesebb.)

Mindkét algoritmus konvergal bizonyos feltételek mellett és bizonyos modon,
ahogyan azt a kovetkez6 harom tétel kimondja. Az els6 ilyen eredmény Moore és
Skelboe algoritmusara vonatkozik [55].

9. Tétel (Ratschek-Rokne). Amennyiben az f célfiiggvény /- befoglalofiiggvénye
teljesiti a (7) feltételt, a 3. Algoritmus altal létrehozott Ib(/(A4)) szamokbol allo
sorozat alulrol konvergal a globalis minimum értékéhez.

Az optimumbhely befoglalasara a Moore-Skelboe algoritmus esetében semmiféle
eredmény nem adhat6, mint azt a kovetkezo példa is mutatja.

Tekintsiik az f(x)=e"-0,13x célfiiggvényt (4. Abra). f-nek nyilvan egyetlen mi-
nimumhelye van, éspedig az x'=-2,040220829 pont, ahol felveszi az
f(x")=0,3952287077 globalis minimum értékét. Alkalmazzuk most a Moore-
Skelboe algoritmust az X=[-2,09 , -1,91] intervallumra. Tegytk fel, hogy egy glo-
balis optimumhelyet e=0,1 pontossaggal meg kivanunk hatarozni. Az els6 felezés
utan a listan megtalalhato a két szomszédos Y=[-2,09 , -2], illetve Z=[-2 , -1,91]
intervallum. Természetes kiterjesztést alkalmazva az [ befoglalofiiggvény kisza-
mitasara adodik, hogy

F(Y)=[0,3836871358 , 0,4070352832] és
F(Z)=[0,3836352832 , 0,4080803866].

Mindkét intervallumra w(Y),w(Z)<e, masrészt Ib(F'(Z))<Ib(F(Y)), a listan te-
hat Z keril az elsé helyre, mig ¥ csak a masodik. Ennek ellenére Z listarol valo
leemelésekor nem allithatjuk, hogy megkaptuk a globalis minimumhely egy € pon-
tossagl kozelitését, mivel latszik, hogy ugyan f(x") € F(Z), azonban x* ¢ Z, pedig
a globalis minimumbhely nincs sem X, sem pedig ¥ vagy Z hataran.

A Moore-Skelboe algoritmus azonban viszonylag egyszeri feltételek mellett al-
kalmazhato a globalis optimum értékének befogalasara. A konvergencia sebességé-
re vonatkozo vizsgalatok azt mutatjak, hogy tovabbi feltételek sziikségesek ahhoz,
hogy az elére meghatarozott pontossagu befoglalas eléréséhez sziikséges mivelet-
szamra felsd korlatot adhassunk [54, 55]. Ennek megadasahoz a kovetkezd két
fogalom bevezetése szikséges:

10. Definicié. Legyen § egy konvergens sorozatokbol all6 halmaz. Azt mondjuk,
hogy § konvergenciarendje {x,}, ha barmely {y,} €S sorozathoz létezik egy p>0

szam gy, hogy VrneN értékre lyn—y* | < P-MaXpys, | %, , ahol {x,} egy nulla-

hoz tart6 konvergens sorozat, y* pedig az {y,}, sorozat hatarértéke. Tovabba, S
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tetszolegesen lassan konvergal, ha nem létezik hozza olyan nullahoz tartd szamso-
rozat, mellyel § konvergenciarendje megegyezne.

X
f(x)=e"-0,13x /

4. Abra. Példa a Moore-Skelboe algoritmus bizonytalansagara
az optimumhely megallapitasakor.

A kovetkezo tétel a Moore-Skelboe algoritmus konvergenciajanak sebességét
adja meg [54].

10. Tétel (Ratschek-Rokne). Legyen /' az f célfiiggvény egy olyan befoglalofiigg-
veénye, melyre teljesil, hogy

w(F(Y))<cw”(Y) minden Y e I(X) esetén. (22)

Jelolje S a Moore-Skelboe algoritmus altal generalt, az aktualis intervallumok also
korlatjaibol allo 6sszes sorozatok halmazat. Ekkor § tetszolegesen lassan konver-
gal.

A 10. Tétel feltétele igen erds. (22) miatt egyrészt /' o-konvergens, masrészt f
folytonos és nyilvan teljesiil (7) is. gy a 9. Tétel értelmében az also korlatok kon-
vergalnak a globalis optimum értékéhez, a 10. Tétel szerint azonban ez a konver-
gencia tetszOlegesen lassi lehet. Pontosabban fogalmazva a tétel allitasa azt
mondja ki, hogy teszdleges konvergens szamsorozathoz talalhato olyan folytonos
fuggvény és hozza olyan a-konvergens befoglalofiiggvény, hogy az alsé korlatok
sorozata az adott szamsorozatnal lassabban konvergal. A Moore-Skelboe algorit-
mus gyakorlati felhasznalhatosaga tehat csupan a (7) vagy akar a (22) feltétel ki-
kotése mellett kérdéses. A legjobb esetben azonban igaz a kovetkezo allitas.
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11. Tétel. Legyen /- R"—>R tetsz6leges célfliggvény, melynek F befoglalofiigg-
vénye o-konvergens. Ekkor legjobb esetben a Moore-Skelboe algoritmus A-dik

s

Ib (f(X))~Ib(F(4))<c2 " (), (23)

ahol ¢ a 6. Definicidbol szarmazo konstans.

Bizonyitas. Legyen az f egy befoglalofiggvénye a kovetkezoképpen definialva:
G(Y):=[Ib(f(Y))—cw™(Y), ub(f(Y))]. Itt tehat az I o-konvergenciajabol szar-
mazo ¢ és a értékre épitink. Egyrészt G nyilvan a-konvergens, masrészt az f tet-
szbleges I a-konvergens befoglalofiiggvényére igaz, hogy Ib(G(Y))<Ib(F(Y))
minden Ve I(X), ellenkez6 esetben ub(F(Y))<ub(f(Y)) lenne, ami ellentmondana
F befoglalofuggvény mivoltanak. Ezen jelolések mellett a kovetkezd egyenldtlen-
ségek allithatok fel tetszdleges Y e I(X) intervallumra, melyek bizonyitjak az alli-
tast:

Ib (f(X))-Ib(F(Y))<
<Ib(f(Y))-Ib(£'(¥))<Ib(f(¥))-Ib(G(Y))=cw™(¥)=
=c(2H"w(0))*.

Az utolso egyenloség abbol a feltételezésbol adodik, hogy minden egyes fele-
zéskor egy olyan ujonnan keletkezett intervallumot valasztottunk ki ujabb felezés-
re, mely tartalmaz globalis optimumhelyet, azaz a legjobb esetet valasztottuk. [

A konvergencia-sebesség novelésének sarkalatos pontja a befoglalofiiggvény
izotonitasa. Ezen feltétel mellett mar legrosszabb esetben is felsé korlat adhatéd a
modszer altal szolgaltatott also korlat €s a globalis minimum értékének eltérésére
[54]:

12. Tétel (Ratschek-Rokne). Legyen F az f célfiggvény egy izoton,
o-konvergens befoglalofiiggvénye. Ekkor

Ib(A(X)-Ib(F(4))=0(k™*™), 24

crer

A (24) egyenlet azt mutatja, hogy a Moore-Skelboe algoritmus konvergencia-
sebessége legrosszabb esetben exponencialis. Ugyanez az eredmény igaz Hansen
algoritmusara is, azzal a modositassal, hogy ebben az esetben a befoglalofugg-
vényre az izotonitast nem sziikséges kikotni [11, 12, 14]. Ez azon mulik, hogy
Hansen algoritmusa uniform felezést hajt végre, ily moédon az L listan talalhato in-
tervallumok mérete jol becstlhetd. A kovetkezokben némi elokészités utan bebi-
zonyitjuk az erre vonatkozo tételt, ennek érdekében eldszor bevezetjiik az iteracios
szint elnevezést [14].
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11. Definicié. Azt mondjuk, hogy Hansen algoritmusanak A-dik iteracios ciklusa
az [-dik (iterdacios) szinten van, ha az L listan talalhato elemek szélességének ma-
ximuma 2 "'w (X).

4. Megjegyzés. Ha k és k+1 iteracios ciklusok, €s £ az /-dik szinten van, akkor
k+1 vagy az [-dik, vagy pedig az /+1-dik iteracios szinten talalhato.

A 4. Megjegyzeés szerint a 11. Definicio értelmes, azaz az iteracios szintek fo-
galma osztalyozast hataroz meg az iteraciok halmazan, valamint ezek az osztalyok
sorrendben egymas utan kovetkezd bizonyos szamu iteraciot foglalnak magukba.

Az aldbbiakban kovetkezo 2., 3. és 4. Lemmak soran mindig feltesszik, hogy
Hansen algoritmuséaban a vagasi teszt nem torolt listaelemet. Ezt a legrosszabb eset
vizsgalatakor mindig megtehetjik, mivel a vagasi teszt tetszoleges megvalositasa-
hoz konstrualhat6 olyan feladat (akar kontinuum szamossagu is), melyen a vagasi
teszt nem képes egyetlen esetben sem elemet torolni az algoritmus L listajarol. A
legegyszeriibb ilyen példa az f(x)=a konstans fuggveény. Tetszoleges /' befoglalo-
fliggvényt alkalmazva IbF(Y)<f(x)=a minden YcI(X) és xeX értékekre. igy
csupan a vagasi teszt alapjan a vizsgalatokbol az iteracios eljaras semelyik lépésé-
ben sem zarhato ki listabeli részintervallum.

Az iteracios szintek tovabbi jellemzéséhez el0szor is megallapitjuk, hogy hany
darab — egymast kovetd — iteracio tartozik egy iteracios szinthez. Ehhez a ko-
vetkez0 allitas sziikséges, mely a 11. Definicio egyenes kovetkezménye [14].

2. Lemma. A Hansen algoritmussal az /-dik szint iteracios ciklusait elvégezve a
tarolt intervallumok N; szama a 2" -szeresére nd, azaz N;+1=2"N,.

Bizonyitas. Legyen Y egy tarolt intervallum, €s legyen az aktualis iteracios ciklus
egy adott szint elso iteracioja! Az Y intervallumot az eljaras soran elészor a leg-
szélesebb élére merdleges sikkal felezziik. Miutan ezt a miveletet a tobbi tarolt
intervallumon is elvégeztiik, az iménti felezés eredményeként keletkezo két 1j in-
tervallum mindegyikén elvégezziik ugyanezt az eljarast.

Egy 1j iteracios szintre akkor ériink, amikor a felezéseket mind az » iranyra me-
rélegesen elvégeztiik. Ezaltal az Y intervallum 2" darab vele hasonl¢ részinterval-
lumra hullott szét. Mivel eredetileg a tarolt elemek szama N; volt, adodik az allitas.[d

Ez alapjan mar megallapithato, hogy hany iteracio tartozik egy adott szinthez
[14]:

3. Lemma. Az /-dik szint iteracios ciklusainak szama egyenld az illeto szint kez-
deti listaclemeinek szamat szorozva 2"-1-gyel, ahol a 2. Lemma szerint a kezdeti
elemszam 2", Igy az /-dik szinthez tartozé iteraciok szama 2"'(2"-1).
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Bizonyitas. Legyen Y egy tarolt intervallum, és legyen az aktualis iteracios ciklus
egy adott szint elso iteracidjal Az Y intervallumot a szint iteracios ciklusai soran 2"
darab egybevagd részintervallumra osztjuk fel. Minden iteracio soran csupan
egyetlen felezést végziink, ezért a felezéseket leszamlalva megkaphatjuk az Y teljes
felosztasahoz sziikséges iteracios ciklusok szamat.

Jelslje Y° az Y intervallumot mint geometriai alakzatot! Az ennek felezésekor
el6allo egybevago intervallumokat mint alakzatokat jelolje ¥ ' tovabba altalaban az
Y’ felezése utan el6allo intervallumot ¥' ™' (i=0, ..., n-1). Ha 7(i) jeldli az ¥ teljes
felosztasahoz még szikséges felezések szamat, akkor nyilvan 7(i)=27(i-1). Ezek
alapjan az Y°, és igy az ¥ teljes felosztashoz is T(n)=2"-1 felezés sziikséges.

Igy egyetlen intervallum teljes felosztasahoz 2”-1 iteracios ciklusra van sziik-
ség, amivel a lemmat igazoltuk O

Az iteracios szintek teljes jellemzését a kovetkezo allitas zarja, mely pontosan
meghatarozza, mely iteraciok tartoznak egy bizonyos szinthez, valamint egy ezzel
ekvivalens megallapitast tesz [14]:

4. Lemma. Az /-dik szint k-val jelolt iteracios ciklusara igaz, hogy

2)11 3 k & 2n(l+])_l

3

valamint ebbdl kovetkezden teljesil, hogy
KV <2 < 2(k+1) (25)

"< késak < 2"""D.1 egyenlétlenségek koziil nyilvan elég az

Bizonyitas. A 2
elsot bizonyitani, mivel a képletet az /+1-dik szintre alkalmazva azonnal adodik a
masodik egyenldtlenség. Bizonyitando tehat, hogy az /-dik szint elsé iteracios cik-
lusa éppen a k=2"'-dik.

A bizonyitast / szerinti indukcioval végezziikk. Az allitas /=0-ra igaz. Legyen
most / >0 tetszolegesen rogzitett, és tegytik fel, hogy az allitas igaz. Ekkor ahhoz,
hogy az /+1-dik szint elsd iteracios ciklusahoz érjink, a 3. Lemma szerint
2"1(2"— 1) darab iteraciora van sziikség, azaz a kovetkezo szint elso iteracios cik-

lusa
2nl+2nl(2n_1)=2nl_2n=2n(l+l)’
ami bizonyitja az allitast. Ezzel a lemmat igazoltuk. O
A Hansen algoritmus konvergencia-sebességét kimondo tétel elott sziikség van
egy altalanosabb allitasra, melyet késébb még alkalmazni fogunk, és amely altala-

nos esetben ad felsd korlatot a globalis minimumra adhat6 intervallumos also
becslés mértékére [14]:

5. Lemma. Tetszbleges Y Xe 1" intervallumokra mindig teljestil, hogy
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Ib(f(X)-Ib(F(¥))<ew™ (D), (26)

ahol /" az f egy a-konvergens befoglalofuggvénye, ¢ pedig a 6. Definiciobol szar-
maz6 konstans.

Bizonyitas. A lemma allitasa a kovetkezd konnyen ellendrizhetd egyenldtlensé-
gekbol kovetkezik:

Ib (F(X))-Ib (F(1))<
<Ib(/(¥))-Ib(£(¥))=ub(f(¥))-w(f(¥))—ub(F<(¥))+w(F(Y))<
<w(F(F)-w(f(Y))<
<ew*(Y). O

Ezek utan konnyen bizonyithato, hogy Hansen algoritmusa legrosszabb esetben
a Moore-Skelboe algoritmushoz hasonléan exponencialis konvergenciat mutat
[14]:

13. Tétel. Ha /" az f célfiggvénynek a-konvergens befoglalofiiggvénye, akkor leg-
rosszabb esetben is teljesil, hogy

Ib(F(X))~Ib(F(4))<c(2w(X))*“(k+1)", 27

$f e p

Bizonyitas. Alkalmazzuk az 5. Lemma (26) eredményét az A aktualis intervallum-
ra

2

Ib(/(X))-Ib(F(4))<cw’(4),

majd helyettesitsilk be a kapott egyenlotlenség jobboldalaba az iteracios szintek

s

Ib (F(X))~Ib(F(4))<e(2"'w(X))".
Alkalmazva ezutan a 4. Lemma (25) eredményét, adodik a kovetkezd egyenldtlen-
ség:

Ib(F(X))-Ib(F(4)<c(2(k+1)"w(X)).
A kapott eredményt atalakitva kapjuk az allitast. O

Osszevetve a 12. és a 13. Tételek eredményeit latszik, hogy Hansen algoritmusa
az izotonitasi feltételt elhagyva is legrosszabb esetben exponencialis konvergenciat
mutat. Ebben az értelemben a Hansen algoritmus robusztusabb, bar a széleskorben
elterjedt és a 2.2. fejezet pontjaiban targyalt befoglalofiiggvények a kozépponti
formula kivételével izotonak. Nem izoton befoglalofuggvények adodhatnak azon-
ban mérési eredményekbdl szarmazo, explicit mdédon meg nem adott célfuggvé-
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nyek esetén is, igy a kiilonbozo ipari, kisérleti alkalmazasok soran ez a kiilonbség
szerepet jatszhat.

Explicit modon megadott célfiiggvények esetén a tesztfeladatokon végzett fut-
tatasi eredmények szerint azonban a Moore-Skelboe algoritmus sebességben Ié-
nyegesen jobb eredményeket szolgaltat, mint Hansen eljarasa (I1d. 1., 2. és 3. Tab-
lazat). Ez annak tudhato be, hogy atlagos esetben Moore és Skelboe intervallum-
kivalasztasi szabalya a legrosszabb esetnél gyorsabban képes megfelel6 befoglalast
adni az optimum értékére vonatkozolag, sot, elérheti a 11. Tételben megfogalma-
zott legjobb esetet is. Ezzel szemben Hansen modszerére a legjobb esetben sem
adhat6 a 13. Tételbeli 0(k*'") konvergencianal jobb eredmény, amint azt a kovet-
kezo tétel kimondja:

14. Tétel. Legyen f: R"—R tetszéleges célfiiggvény, melynek /- befoglalofiigg-

o83

nak A aktualis intervallumara igaz, hogy

Ib(F(X))~Ib(F(A))<cw*(X)k ™", (28)

-a/n

ahol ¢ a 6. Definiciobol szarmazo konstans. Az (k") rendnél jobb felsé becslés

az also korlatok konvergenciajara nem adhato.

Bizonyitas: A legjobb eset vizsgélata itt az algoritmus szempontjabol legjobb
esetet jelenti, igy a 13. Tételbeli levezetéssel megegyezden igaz, hogy

Ib (F(X))~Ib(F(4))<c (2" w(X))“, (29)

mivel a becslés fliggetlen az algoritmus altal éppen megoldando feladattol. Az elja-
ras soran a legjobb esetben 27 értékére a (25) egyenldtlenségek alapjan Gt lim
teljesil, amit a (29) egyenl6tlenségbe behelyettesitve adodik a tétel allitasa.

A kovetkezOokben belatjuk, hogy a (27)-ben és (28)-ban adott fels6 korlat nagy-
sagrendben éles. Valasszuk ehhez a lehet6 legrosszabb, még a-konvergens befog-
lalofuiggvényt. Feltessziik tehat, hogy az 4 aktualis intervallum esetében az o-
konvergencia (6) feltételében egyenloség all fenn. Ebbol adodik, hogy Y=A4 he-
lyettesités esetén az 5. Lemma (26) egyenldtlenségében szintén az egyenldség all
fenn, amennyiben Ib(f(X))=Ib(f(A4)) azaz az aktualis intervallum tartalmaz globa-
lis minimumhelyet, valamint ub(f(A4))=ub(/(4)) teljesiil, tehat a befoglalofiigg-
vényiink altal szolgaltatott felsd korlat az aktualis intervallumon pontos. A 4.
Lemma (25) osszefiiggése miatt legjobb esetben is, tehat amikor még éppen egy Uj
Y7 teljesiil. A leirtakat formulaba ontve adodik az
allitas masodik része, azaz létezhet olyan eset, amikor

Ib(FA(X))-Ib(F(4)=
=cw*(4)=c(2"'w(X))*=c(k""w(X))"=
=0(k™*'"). O

iteracios szintre léplink 27 =k
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Masrészt a 13. Tétel (27) egyenl6tlenségének baloldalan allo kifejezés csupan
abban az esetben fejezi ki a globalis minimumérték also kozelitésének josagat, ha
az A intervallum az Y listaelemek koziil egy olyan, amelyiken Ib(/(Y)) minimalis.

Arra vonatkozolag, hogy ez a tény, valamint a 14. Tétel a gyakorlatban mennyi-
re érezteti hatasat, a kovetkezo futtatasi eredmények szolgalnak példaval [14]. A
futtatasokhoz C++ programozasi nyelven oOnallban megvalositott intervallum-
aritmetikat hasznaltunk. A tesztfeladatok nagyobbik része kozismert problémakbol
kertlt ki, mig az utolsé négy feladatot mi magunk konstrualtuk. A feladatok leirasa
megtalalhato a fliggelékben.

A tesztfeladatokon végrehajtott futtatasok soran elsé alkalommal mindkét in-
tervallum-kivalasztasi szabaly esetében alkalmaztuk a vagasi tesztet, mig a maso-
dik esetben egyikhez sem. Ily modon lehetoség nyilt az intervallum-kivalasztasi
szabalyok eltérd hatasat anélkil vizsgalat ala vonni, hogy az eredeti Moore-
Skelboe algoritmusba beépitett gyorsito eljaras az eredményeket eltéroen befolya-
solta volna. Megallasi feltételként a w(/'(4))<e (Id. 3.5. fejezet (30) feltétel)
képletet alkalmaztuk. Minden esetben a két intervallum-kivalasztasi szabalyon ki-
vil a kisérleteket elvégeztiikk véletlen intervallum-kivalasztassal is. Ezek eredmé-
nyeinél tiz figgetlen futtatas atlagos, illetve legjobb eredményeit rogzitettiik. Az 1.
és a 2. Tablazatok els6 oszlopaban talalhatok a tesztfeladatok elnevezései, illetve
azok roviditése. A masodik oszlop tartalmazza a megallasi feltételhez alkalmazott
e értekeket, a harmadik oszlop pedig a kiindulasi intervallumok szokasos értelem-
ben vett térfogatat. A negyediktdl a hetedik oszlopig a Moore-Skelboe, a Hansen
¢s a véletlen intervallum-kivalasztasi szaballyal ellatott modszerek altal szolgalta-
tott eredmények talalhatok. Az eredmények hianyoznak azokban az esetekben,
ahol az eljarasok altal kezelt L lista betelt, vagy a véletlen intervallum-kivalasztas
esetén, ha a kapott eredmények szorasa olyan mértékli volt, hogy az eredmények
nem szolgaltak semmiféle informacioval.

Az 1. és a 2. Téablazatban az els6, vagasi teszttel kiegészitett futtatassorozat
eredményei talalhatok. Az 1. Tablazatban foglaltuk 6ssze az egyes modszerek altal
felhasznalt figgvényhivasok szamat. Jol latszik, hogy bar Hansen algoritmusa jobb
eredményeket ért el, mint a véletlen kivalasztas, a Moore-Skelboe algoritmus 1é-
nyegesen kevesebb fliggvényhivas aran képes volt az elore rogzitett pontossaggal
befoglalast adni a globalis minimum értékére. Moore és Skelboe intervallum-
kivalasztasi szabalya esetén atlagosan 3705, mig Hansen modszerénél 8175 fugg-
vényhivasra volt sziikség (10 eset figyelembevételével). A véletlen kivalasztas atla-
gos esetben 10258, de még legjobb esetben is 8261 fuggvényhivast igényelt a 80
eredményes futtatas atlagaban, mely feladatokra a Moore-Skelboe algoritmus
3004, Hansen modszere pedig 8422 fliggvényhivast igényelt atlagban.

Erdekes ugyanakkor, hogy a tendencia nem ilyen egyértelmii a felhasznalt ma-
ximalis listahossz esetében. Az erre vonatkozo eredmények a 2. Tablazatban talal-
hatok, és a tesztfeladatoktol figgéen erdsen eltérnek egymastol. Atlagban a vizs-
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galt probléméakon a maximalis listahossz az els6 két modszernél kozel azonosnak
mutatkozott (352, illetve 358), mig a véletlen intervallum-kivalasztasi szabaly en-
nél hatarozottan jobb (atlagos esetben 220, legjobb esetben 166) eredményeket
adott. Ez utobbi eredményt azonban nem érthetjiikk Gigy, mintha ez a modszer alta-
laban kedvezdébb tarigényti lenne, hiszen 3 feladatot éppen a listahosszak talndve-
kedése miatt nem tudott mind a 10 fiiggetlen futtatas soran megoldani.

A tesztfiiggvény jellemzoi Modszerek
Fiiggvény € Térfogat Mo.-Sk. Hansen | V (atlag) | V (min.)
Levy 1 5.10 8 10617 11351 - =
Levy 2 10" 20 2402 3016 . -
Rosenbrock 10" 10° 934 3918 3410 2956
THCB 10" 5 1370 2101 2130 1960
Booth 10"* 10" 1097 1926 2431 1999
Matyas 10" 400 18089 19317 33559 27026
Powell 107 10* 1489 10614 12635 10354
DSC 2 10"* 3969 231 941 1173 869
DSC 3 1 250047 353 4573 4789 2850
DSC 4 10" | 15752961 472 23988 21938 18070
DSC 5 10" | 992436543 591 - - g

1. Tablazat. Figgvényhivasok szdma a vagasi teszt hasznalata esetén.

A vagasi teszt nélkiil végzett futtatasok esetében csupan a maximalis listahosz-
szakra adunk meg eredményeket (3. Tablazat). Ennek az az oka, hogy mivel sem-
miféle gyorsitd eljarast nem alkalmaztunk, a maximalis listahossz egyben a végsd
listahossz is, és ennek konstansszorosa a sziikséges fiiggvényhivasok szama. Eb-
ben az esetben a Moore-Skelboe és a Hansen algoritmus altal szolgaltatott atlagos
eredmények (35 €s 616 a Levy 1 feladat figyelmen kiviil hagyasa mellett) aranya
jelentdsen eltér a vagasi teszt alkalmazasakor kapott eredmények (2. Tablazat)
aranyatol. Ennek oka, hogy Hansen kivalasztasi szabalya szélességi keresést valosit
meg az iteraciok fajaban, ami torlés nélkil jelentos felesleges iteracios 1épést, €s
ezaltal listaclemet eredményez. A 2. és 3. Tablazat eredményei kozvetleniil nem
Osszehasonlithatok, mivel a vagasi teszt nélkili futtatasokhoz 0j kiindulasi és meg-
allasi feltételeket kellett szabni.
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3.5. Megallasi feltétel

A 2. Algoritmus 6. Iépése tartalmazza az iteracios eljaras megallasi feltételét. A
megallasi feltétel két szempontbol is kiilonos figyelmet érdemel. El6szor, helyes
megvalasztasa esetén csokkenthet6 a kivant eredmény eléréséhez sziikséges itera-
cios ciklusok szama, amennyiben a megallast ahhoz az informaciohoz kotjik,
melyre ténylegesen kivancsiak vagyunk. Masodszor, a kiilonboz6 megallasi felté-
teleket az egyes eljarasokkal otvozve, azok hatékonysaga lényegesen megvaltoz-
hat.

A tesztfiiggvény jellemzéi Médszerek

Fiiggvény 3 Térfogat Mo.-Sk. | Hansen | V (atlag) | V (min.)
Levy 1 5.107 8 1830 1475 - -
Levy 2 10 20 413 357 - -
Rosenbrock i 10° 120 87 62 41
THCB 10" 5 91 ¥ 26 22
Booth 10" 10" 139 11 18 13
Matyas 10 400 826 483 589 454
Powell 107 10* 196 321 254 213
DSC 2 10"° 3969 32 20 25 17
DSC 3 10" 250047 55 122 104 77
DSC 4 107" 15752961 75 671 684 490
DSC 5 10" | 992436543 95 = - -

2. Tablazat. A maximalis listahossz a vagasi teszt hasznalata esetén.

A megallasi feltételek alapvetden két osztalyba sorolhatok [18, 21, 19]. Az els6
ilyen osztalyba tartoznak azok, melyek az optimum értékére kovetelnek meg bizo-
nyos pontossagu kozelitést, a masikba az optimum helyére vonatkozot eldirok.
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A tesztfiiggvény jellemzéi Modszerek
Fiiggvény 3 Térfogat | Mo.-Sk. | Hansen

Levy 1 5.107 8 2929 .

Levy 2 107 20 43 1495
Rosenbrock 107 1 13 511
THCB 5.10° 5 99 1)
Booth 5.10° 20 15 298
Matyas 5107 4 115 1023
Powell 2 625 30 173
DSC 2 10 25 8 255
DSC 3 107 125 10 1023
DSC 4 5.107 625 8 135
DSC 5 5107 3125 10 527

3. Tablazat. A maximalis listahossz a vagasi teszt hasznalata nélkiil.

3.5.1. Az optimumérték befoglalasa

Amennyiben az elsddleges cél a célfiggvény optimumértékének bizonyos hiba-
korlatok kozotti kiszamitasa, a megallasi feltételnek is ezt a célt kell tiikkroznie. A
legegyszertibb ilyen megallasi feltétel a kovetkezo:

w(F(4)) < . (30)

Ezt hasznalva megallasi feltételként, a kapott /' (A) intervallum garantaltan tar-
talmazza a globalis optimumértéket, amennyiben az Uj listaelem kivalasztasa
Moore és Skelboe szabalya szerint torténik. Ez abbdl adodik, hogy a listaelemek
unidja tartalmazza az Osszes globalis optimumhelyet, igy arra az Y listaelemre,
melyre  1b(F(Y)) minimalis, Ib(F(Y))<Ib(f(X)) teljesil. = Masrészt
Ib(f(X))<ub(/(Y)) minden Y listaelemre igaz, mivel / befoglalofiiggvénye f-nek.
Mas intervallum-kivalasztasi szabalyokat alkalmazva az elobbi megallapitas nem
feltétlentl igaz, mivel Ib(F'(A4)) nagyobb lehet a globalis minimumértéknél. Valo-
ban, Hansen kivalasztasi szabalyat felhasznalva példaul az uniform darabolas miatt
tetszéleges A aktualis intervallum esetében teljesiilhet a (30) feltétel. Igy (30) nem
feltétlentl teljestl azon Z listelemekre, melyekre Ib(f(X)) e/ (Z), még ha azokat
sikerul is a tobbi listaelem kozil kisziirniink. Az alabbi allitas azonban mindig igaz
[21].

15. Tétel. Teljestuljon a 4. Algoritmus 6. 1épésében az 4 aktualis intervallumra a
(30) megallasi feltétel, tegyiuk fel tovabba, hogy az f célfiiggvény Lipschitz-
folytonos, és F befoglalofiiggvénye a—konvergens. Igaz ekkor, hogy
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ub(F(A)— min  y<c2 ¥w*(X)+ K27 w(X)+e, (31)

(Y,y)eLu{4}
ahol X a kiindulasi intervallum, / az aktualis iteracios szint, ¢ a befoglalofiiggvény
o—konvergenciajanak 6. Definiciojabol szarmazo6 egyiitthato, K a célfiggvény
Lipschitz-konstansa, e >0 pedig a megallasi feltételbdl szarmazo szam.

Bizonyitas. Legyen Y egy tetszOleges, a listan tarolt intervallum. Ekkor igaz, hogy

Ib(F(A))<ub(F(Y)). (32)

Valoban, tegyiik fel az ellenkezéjét. Nyilvan £ <ub(F(m(Y)))<ub(#(Y)) minden
listabeli Y intervallumra teljesil, igy (32) ellenkezojét feltéve adodna, hogy
f<Ib(F(A)). Ez azonban azt jelentené, hogy az A intervallumot mar az eddigi 1é-
pések valamelyikében torolniink kellett volna az L listardl, a (32) dsszefiiggés tehat
igaz.

Innen azonnal adodik, hogy

ub(#'(4))-Ib(F(Y))=
—ub(F(A))=Ib(F(A))+Ib(F(A4))-Ib(F(¥))<

<ub(F(A))~Ib(F(A))+ub(F(¥))-Ib(F (V)= (28)
=w(F(4))+w(F(Y)).
Y tetszOleges valasztasa és (30), illetve (33) miatt tehat
ub(F(4))-  min Ib(F(¥))< (34)

<ub(F(A4))-Ib(F(Y))<w(F(Y))+e.

Masrészt feltettiik, hogy f Lipschitz folytonos, igy Iétezik egy olyan K konstans,
hogy |/(x1)—f(x2) | <K||x1—x2|, tetszéleges x1,x,€X értékekre. Legyen most
X1,X2 € Y olyan, hogy minden x € Y-ra f(x;)<f(x)<f(x,) teljesiljon. Ekkor, a ma-
ximum normat alkalmazva nyilvan || x;—x;[|<w(Y). A fenti jelolések mellett igaz
tovabba, hogy w(f(¥))=|/f(x1)—f(x2)|. A két osszefiiggésbél, azaz f Lipschitz-
folytonossagabol kovetkezik tehat, hogy tetszoleges ¥ e I(X)-re

w(A(Y))<Kw(T). (35)

Rendezziik at /' o—konvergenciajanak (6) egyenlotlenséget w(/(Y))-ra.
Hansen intervallum-kivalasztéasi szabalya (3. és 5. iteracios 1épés) miatt minden ta-
rolt Y intervallumra w(Y)<w(A4) teljesil. Behelyettesitve a W(A)§27/W(X) 0sz-
szefiggest a 11. Definiciobol, majd ebbe a (35) egyenl6tlenséget, végil ismét a 11.
Definiciobol adodo W(Y)SZ'IW(X) osszefuiggést, kapjuk, hogy

w(F(Y)<cw*()+w(f(Y))<cw*(4)+w(f(Y))< 36)
<c2 “WHX) +Kw(Y)<c2 w0 +K2 'w(X).

Visszahelyettesitve (36)-et (34)-be kapjuk a tétel allitasat. O
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A 15. Tétel szerint Hansen algoritmusara alkalmazva a (30) megallasi feltételt, a
megallas pillanataban elfoglalt iteracios szinttdl figgden felsé korlat adhato az op-
timum befoglalasanak mindségére. A kovetkezd lemma [21] allitasa megmutatja,
hogy ez a kifejezés éppen a listaelemek alapjan megadhat6, a globalis optimum ér-
tékére vonatkozo befoglalas szélessége.

6. Lemma. Alkalmazzuk a 4. Algoritmus jeloléseit, €s legyen A az 5. 1épésben ki-
valasztott aktualis intervallum. Ekkor igaz, hogy

min  y <Ib(f(X)) <ub(F#(4)). (37)

(¥,y)eLu{A}

Bizonyitas. Tekintsik eldszor (37) masodik egyenldtlenségét. Belatjuk, hogy ez
tetszoleges Y e I(X)-re igaz, igy specialisan az A intervallumra is. Legyen ugyanis
F befoglalofiggvénye f-nek. Ekkor definici6 szerint x e Y-bol kovetkezik, hogy
f(x)eF(Y), tehat f(x)<ub(F'(Y)). De Ib(f(X))<f(x), amibol kovetkezik a (37)
masodik egyenldtlensége.

Legyen most y a listabeli elemeken szamitott befoglalofuiggvény-értékek also
korlatjanak minimuma. Ebbdl kovetkezik, hogy 3V € I(X), melyre Ib(/(Y))=y, és
tetszbleges Z, listabeli intervallumra y<Ib(/'(Z)). Véalasszuk most Z-t ugy, hogy
az tartalmazzon globalis minimumbhelyet. Ezt mindig megtehetjik, mivel a listaele-
mek unidja az Osszes optimumbhelyet tartalmazza. Ekkor mivel /' befoglalofiigg-
vény, valamint Z valasztasa miatt Ib(/(2))<Ib(f(Z))=Ib(f(X)), amibdl kovetke-
zik (37) els6 egyenl6tlensége. O

Igy a 15. Tétel az eredményként kapott globalis befoglalas pontossagara ad fel-
sO korlatot. Ezt az eredményt a kovetkezOképpen fogalmazhatjuk meg.

2. Kovetkezmény. A 4. Algoritmusban megallasi feltételként alkalmazva a (30)
Osszefliggést, a listan maradt intervallumok alapjan a globalis optimum értékére
adhat6 befoglalas hibaja nem nagyobb, mint

2w X)+ K27 w(X) +¢,

ahol a 15. Tétel feltételeit €s jeloléseit hasznaltuk.

Amennyiben pontszer(i becslést kell adnunk a globalis optimum értékére, ugy
nyilvan a kapott intervallum kozéppontjat valasztva, az igy kapott becslés hibaja a
befoglalas szélességének felénél nem lesz nagyobb.

A 2. Kovetkezmény becslésekor / nyilvan nem fliggetlen € értékétol, azaz a
célfuggvény bizonyos tulajdonsagainak ismeretében elore megjosolhato, hogy e-tol
figgden melyik iteracios szinten all meg az eljaras. Ezt azonban csak akkor tehet-
juk meg, ha elore tudjuk, hogy X minden olyan Y részintervalluman, mely az algo-
ritmus végrehajtasa soran egyaltalan eloallhat a felezések eredményeként,
w(F(Y)) értékének korlatozasa w(Y)-ra milyen korlatot eredményez.
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w(f(Y))<w(F'(Y)) miatt azonban ez képletesen azt a feltételt valositana meg,
hogy a célfliggvényiink ezeken a részintervallumokon , nem tul lapos”, azaz a vizs-
galt értelmezési tartomany szélességét egy bizonyos konstans folé novelve sziik-
ségképpen az értekkészlet szélessége is egy konstans folé nd. Ilyen feltételt meg-
adni a célfiggvényre altalaban nem célszeri. Ha azonban elére rogzitett alsé kor-
latot adunk az elérendd becslés w(/'(A4)) pontossagara, akkor megadhatjuk azon
iteracios szintek szamat, melyeket legalabb el kell végezniink, amint azt a kovetke-
z0, 16. Tételben latni fogjuk. Az eredmény az o=1 és a=2 esetekben explicit meg-
adhat6. Az eldbbi a természetes kiterjesztés, mig az utobbi a kozépponti formulak
konvergenciajanak felel meg.

16. Tétel. Ha az f célfiiggvény Lipschitz-folytonos a K allandé mellett a maximum
normara nézve, valamint a befoglalofiiggvénye o—konvergens a ¢ konstanssal, ak-
kor a 4. Algoritmus (30) feltétel alapjan valdo megallasakor az aktualis / iteracios
szintre igaz, hogy

§<c2 “'wHX)+K2 'w(X), (38)

amennyiben a befoglalas w(/'(A4)) pontossaga nem kell, hogy jobb legyen, mint
egy adott >0 (6<g) érték.
1. Ha a=1, akkor /-re fels6 korlat adhat6 a kovetkezoképpen:

log, KW

[ <
- (39)
2. Az a=2 esetben az /-re adhato felso korlat
balng, (\/K-+46§6+K)W(X)- (40)

Bizonyitas. Rendezziik at a 6. Definicio (6) egyenl6tlenségét és helyettesitsiik be a
15. Tétel bizonyitasabeli (35) Osszefuggést. Mivel az eredményul kapott képlet
igaz minden Y e I(X) intervallumra, igy specialisan Y=A-ra, az algoritmus 6. [épé-
sének aktualis intervallumara is:

W(F(4))<cw™(A)+Kw(4). (41)

¢€s vagasi tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy

w(4)=2"'w(X) (42)

Irjuk vissza a (42)-beli w(A4) értéket (41)-be. Ha felhasznaljuk a S<w(F(4))
egyenlotlenséget, akkor azt kapjuk, hogy

S<w(F(A))<c2 “w*(X)+K2 'w(X). (43)
Ha u=1, akkor (43) atirhato
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§<(c+K)2 'w(X)

alakra, ami szolgaltatja (39)-et.
Legyen most ov=2. Ekkor (43) a kovetkez6 alakot 6lti:

LW () KwX)

8<—i > (44)
Atrendezve (44)-et egy 2'-ben kvadratikus egyenlOtlenséget kapunk:
8(2") —Kw(X)(2")—cw? (X)<0. (45)

Ha megoldjuk (45)-6t 2'-re, akkor az eredmény

LV%Q(K_‘/KQ Tadc)<2' < %(KH/K? +a5c), (46)
mivel 0 pozitiv. (46) els egyenldtlensége egy trivialis negativ also korlatot szol-

galtat, mig a masodik a tételbeli (40)-et. O

Hansen algoritmusa esetén is megfogalmazhato egy, a (30)-hoz hasonlo feltétel,
mely garantalja, hogy a megallaskor a befoglalas hibaja nem halad meg egy elére
megadott € értéket. Ez a feltétel a kovetkezo:

(Y’yr)rEqub{A}ub(F(Y)) - (Y’yr)r;JLr\)J{A}lb(F(Y)) <e. (47)
A feltétel baloldalan allo két tag nyilvan felso, illetve also korlat a globalis opti-
mumra nézve, igy ezen értékek alapjan € pontossagu befoglalas adhato az optimum
értékére. Megvalositasahoz minden iteracioban frissiteni kell mindkét tag értékét.
Tegytik most fel, hogy a 3. Algoritmus 1. és 5. 1épését helyettesitjik a 4. Algo-
ritmus megfelel6 1épéseivel, igy a Moore-Skelboe eljarasban is minden iteracio 5.
1épésében kiszamitjuk, illetve frissitjilk az / értékét. Amennyiben a 4. lépést is at-
vessziik, az igy keletkezo eljaras az irodalomban Ichida-Fujii algoritmus [39] né-
ven szerepel. Ekkor a (30)-hoz és a (47)-hez hasonlo, szintén a befoglalas hibajat
korlatozo megallasi feltétel adhato a kovetkezd modon:

F=Ib(F(4))<e. (48)

Ez a feltétel a (30)-hoz hasonloan szintén a Moore-Skelboe algoritmussal, illetve
annak intervallum-kivalasztasi szabalyaval egyiitt alkalmazva biztositja, hogy az

eredményként kapott befoglalas € pontossagu legyen. Ebben az esetben 7 felsd,
mig Ib(/'(A4)) also korlatot ad a globalis optimumra. Mivel (30) tulajdonképpen az
ub(F'(A4))-Ib(F'(A))<e feltételt fogalmazza meg, a nyilvanvald f <ub(F(A4))
egyenl6tlenség miatt (48) jobb feltételt ad meg (30)-hez képest abban az értelem-
ben, hogy azonos iteracioszam mellett jobb befoglalast szolgaltat az optimum érté-
kére. Ha feltételezziik, hogy barmely 4, legalabb egy globalis optimumbhelyet tar-
talmazo aktualis intervallumon a vizsgalt tiggvényosztalybeli célfiiggvény értékei
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azonos valosziniiséggel esnek az F'(A4) intervallum tetszleges pontjaba, akkor f
varhaté értéke ezen az intervallumon m(F(4)). Atlagos esetben kijelenthetjiik te-
hat:

5. Megjegyzés. A Moore-Skelboe algoritmusban a (30) vagy a (48) megallasi fel-
tételeket valasztva az e=¢g,, illetve e=¢, értékekkel, atlagos esetben £,=¢,/2 va-
lasztas mellett a megallashoz a kétféle eljaras azonos szamu iteraciot vesz igénybe.

Hansen algoritmusara ez igy nem feltétleniil igaz, mivel a (31) baloldalan allé
kiilonbség atlagos esetben nem csokken a felére. Igaz azonban a kovetkezo allitas,
mely a 15. Tétel egyenes kovetkezménye.

3. Kovetkezmény. Alkalmazzuk a 15. Tétel feltételeit és jelolésrendszerét. Ekkor
atlagos esetben teljesiil, hogy

7 Q ,A—al o -1 S
f—- mn y<c2*w*(X)+K2 w(X)+2‘ (49)

Y,y)eLu{d}

(49) nyilvan joval gyengébb eredmény, mint a Moore-Skelboe algoritmusra az
5. Megjegyzésben megfogalmazott allitas, raadasul ez is csupan statisztikus érte-
lemben teljesiil.

Altalanossagban kimondhaté, hogy a befoglalas pontossagara vonatkozo meg-
allasi feltételek a Moore-Skelboe algoritmusra alkalmazhatok hatékonyan.

3.5.2. Az optimumbhely befoglaliasa

A megallasi feltételek masik nagy osztalyat alkotjak azok, melyek az
optimumhelyek befoglalasa pontossagara vonatkoznak. Attol fiiggden, hogy min-
den globalis optimumhelyet meg kivanunk-e hatarozni, vagy megelégsziink egyet-
len optimumhely elére meghatarozott pontossaggal valé befoglalasaval, itt is
tobbféle modszer létezik. A megallasi feltételek ezen osztalyanak egy része Moore
¢és Skelboe algoritmusara nem mikodik, sot, bizonyithato [55], hogy arra at sem
viheto.

Az egyik ilyen megallasi feltétel, mely a befoglalast eredményez6, a listan ma-
radt Osszes elem befoglalasanak egyuttes pontossagat szabja meg, a kovetkezo
[34, 35]:

> w(l)<e. (50)

(Y,y)eLu{Ad}

Ez a feltétel a listaclemek }” 6ssztérfogatara is felso korlatot szolgaltat:

V< ZW"(Y)S[ Z\‘J(Y)J <g”.

(Y.y)eLid} (Y.y)eL {4}
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Az (50) megallasi feltétel felhasznalhatosaga eleve feltételezi valamilyen, a lista
hosszat ~ csokkentd  gyorsitd  eljaras  létezését,  ellenkez6  esetben
2Zr.yyeroiayW(Y)=w(X) nyilvan allando. Masrészt (50) csak akkor teljesiilhet, ha
a globalis optimumbhelyek halmazara igaz, hogy izolalt részhalmazainak interval-
lumburkai szélességének osszege kisebb, mint €. Ez utobbi feltétel gyengithetd az
egyes részhalmazok intervallumburkaira adott € korlatozasra, ha a kovetkezé meg-
allasi feltételt alkalmazzuk:

VY, y)eLu{A} w(Y)<e. 51

Mivel Hansen algoritmusanal mindig a listan talalhato legszélesebb intervallum ke-
rul tovabbdarabolasra, ezért ebben az esetben (51) ekvivalens a kovetkez6é megal-
lasi feltétellel:

w(4)<e, (52)

ahol A szokas szerint az aktualis intervallumot jeloli. Az (52) megallasi feltételt
hasznalva a listan talalhato (V,y) elemek kozil azok, melyekre y minimalis, 7(Y) a
6. Lemma miatt nyilvan tartalmaz globalis minimumértéket. Ily modon az optimum
értékére is becslést adhatunk a kovetkezoképpen [21]:

17. Tétel. Alkalmazzuk az (52) megallasi feltételt a 4. Algoritmusra, tegyuk fel
tovabba, hogy az f célfiggvény Lipschitz-folytonos, és /' befoglalofiiggvénye
a-konvergens. Igaz ekkor, hogy

w(F(Y))<ce”+Ke, (53)
ahol Y a tetszbleges tarolt elem (listaelem, vagy maga az aktualis intervallum), ¢ a

6. Definiciobol szarmazo egyiitthato, K pedig a célfliggvény Lipschitz-konstansa a
maximum normara nézve.

Bizonyitias: Az I a—konvergenciajabol szarmazo (6) Osszefliggést atrendezve
kapjuk, hogy

w(F()<ew (D) +wW(A(1)). (54)
Helyettesitsiik be ebbe az f Lipschitz-folytonossagabol adodo (35) osszefliggést:
w(F(Y))sew*(X)+Kw(T).
Mivel a Hansen eljarasok esetében (52)-bol kovetkezik (51), azaz
w(4)<e = w(})<e, (55)

igy folytatva a (54) egyenlttlenséget, és behelyettesitve (51)-at adodik az allitas
cew(Y)+Kw(Y)<ce*+Ke. O
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4. Kovetkezmény. A 4. Algoritmusra alkalmazva a (52) megallasi feltételt, a glo-
balis minimum értékére adhato befoglalas hibaja kisebb, mint

ce*+Ke. (56)

Az (50) és (51) megallasi feltételek nem célszerlik a Moore-Skelboe algorit-
mushoz. Ezzel szemben el6fordulhat, hogy csupan egyetlen globalis minimumhely
megfelel6 korlatok kozotti meghatarozasara van sziikség, illetve ha az nem egyet-
len pontbdl all, akkor annak valamely tetszéleges pontjara. Ebben az esetben (52)
Moore és Skelboe mddszerében is alkalmazhato. A globalis minimum értékére ad-
hato befoglalas ilyenkor pontosan megegyezik a Hansen-féle algoritmus esetében a
17. Tételben kimondottakkal, azzal a kulonbséggel, hogy ebben az esetben a
Moore-Skelboe-féle intervallum-kivalasztasi szabaly miatt a legkisebb befoglalo-
fiiggvény also korlattal rendelkezd listaelem pontosan az aktualis intervallum. igy a
bizonyitasbeli (55) kovetkeztetés, mely a Moore-Skelboe eljarasnal téves lenne,
sziikségtelenné valik, és igazolast nyer a kovetkezo allitas:

5. Kovetkezmény. A 3. Algoritmusra alkalmazva a (52) megallasi feltételt teljesil,
hogy
w(F(A))<ce*+KE, (57)

ahol f célfuggvény Lipschitz-folytonos a K Lipschitz-konstanssal, befoglalofugg-
vénye, I a-konvergens, ¢ pedig a 6. Definiciobdl szarmazo egytitthato.

Az 5. Kovetkezmény allitasa nagyon hasonlit a 17. Tételben kimondottakra, 1é-
nyeges kulonbség azonban, hogy az allitas ebben az esetben Moore-Skelboe elja-
rasra vonatkozik, amely nem uniform darabolast valosit meg, a megallasi feltétel
mégis az aktualis intervallumnak a szélességére vonatkozo, nem pedig a befoglala-
séra. Ennek ellenére igaz, hogy (57) valoban az optimum érték befoglalasara ad
felsé korlatot, mivel a Moore-Skelboe eljarasok esetében mindig teljesil az
Ib(f(X)) e F(A) tartalmazas.

Az egyes intervallum-kivalasztasi szabalyokat a velik leghatékonyabban muko-
dé megallasi feltételekkel parositva bonyolult gyorsito eljarasok nélkiil is hatéko-
nyan megoldhatova valnak olyan optimalizalasi problémak is, melyek egyébként
nehezen kezelhetok. Példa erre a miiszaki kémia teriiletérol ismert szeparacios
rendszerek optimalis tervezése, melyek esetében elméleti szempontbol is fontos a
kovetkezokben ismertetésre keriil6 két probléma.
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3.6. Egy gyakorlati felhasznalas

3.6.1. A szeparacios probléma

A muszaki kémia tertiletén a szeparacids rendszerek minden olyan folyamat so-
ran elokertlnek, melyeknél keverékek vagy vegyiiletek valamilyen 6sszetevokre
vald bontasara van szitkség. Ez az egyszert kiszitalastol kezdve a kozismert desz-
tillacion at egészen bonyolult vegyi eljarasokig szamos folyamatot magaba foglal.
A szeparacio a vegyiparban leggyakrabban osszetett eljarasok részeként fordul eld,
mas esetekben azonban a legfontosabb folyamat maga a szeparacido. Az utobbihoz
tartozo terilet a gazdasagilag még napjainkban is igen fontos petrolkémiai agazat.

A gyakorlati problématol figgden szamos kialonbozd megoldas 1étezhet egy
szeparacios halozat tervezését illetden. Lényeges kiulonbségek jelentkeznek a halo-
zatot alkotd egyes szeparatorok tekintetében is. Elofordulhat, hogy a szeparacio
soran az osszetevok élesen nem valaszthatok el egymastol, vagy kilon eljarasokra
van sziikség a tovabbontashoz, melyeknél eltéro fizikai feltételek sziikségeltetnek.
A kovetkezokben csupan az egyszerl, éles szeparacioval foglalkozunk, annak is a
specialis, szekvencialis esetével, mely a kovetkezoképpen irhato le. Jeloljuk a be-
meneti anyagaramok azon Osszetevoit, melyeket a szeparacid soran tovabb nem
bontunk, M,, M,,..., M,-val. A szeparaciés halozatot olyan S' (i=1, 2,...,
q-1) tipust szeparatorokbdl épitjik fel, melyek tetszbleges, a fenti 6sszetevokbol
allo befolyo anyagaramot az i-dik €s i+1-dik osszetevo ,kozott” élesen szeparal-
jak. Mas szoval egy S szeparator az MiM,. ..M, anyagaramot olyan
MIIMZIM; és M%M%M? kimend anyagaramokra bontja, melyekre teljesiil,
hogy

M; haj<i, M, ha j>i,
M = . és M’ = o
710 kilonben, . 0 kiilonben.
Feltesszik, hogy ahhoz, hogy valamely f1,..., f; bemend anyagaramokbol a
megfeleld p,,..., p, kimend anyagaramokat megkapjuk, rendelkezésiinkre all

minden fenti S" szeparatorbdl tetszleges szamu darab, valamint keverd egységek,
melyek egyes bels6 anyagaramok egyesitésére szolgalnak, illetve szétosztd egysé-
gek, melyek egy anyagaramot tetszoleges aranyban tobb aramra osztanak ugy,
hogy a keletkezett anyagaramok Osszetétele megegyezik a beléjik taplalt anyag
Osszetételével. Nyilvanvalo, hogy tetszdleges szeparacios probléma megoldhatod
ezen a modon. A legegyszeriibb megoldas, hogy az f1,..., f; aramokat Osszeke-
verjik, majd a kapott aramot Gsszetevoire bontjuk, és azokbol szétoszto egységek
alkalmazasat kovetden kikeverjik a megfelel6 p,..., p, anyagokat. A szeparaci-
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Onak azonban jelentds koltségvonzata van, melyet figyelembe kell venni. A kolt-
ségfliggvény ebben az esetben az egész halozatra a kovetkezOképpen irhato fel:

C=3(D-S)", e

ahol D ;>0 és 0<d<1 allandok, §; (i=1,..., m) a halozatban talalhato i-dik sze-
paratoron atfoly6 anyag mennyisége (figgetleniil attol, hogy a szeparator mely
OsszetevOk kozott szeparal), m pedig a halozatban talalhato szeparatorok szama
[7,31, 43].

3.6.2. A szeparacids probléma egy megoldasa

A szeparacios probléma itt ismertetésre kertilé megoldasa két részbol tevodik
Ossze. Az egyik egy olyan, un. szuperstruktura létrehozasabol all, amely egy, a
kérdéses feladatot megoldod halozat vaza. A szuperstruktura nem tartalmazza az
egyes anyagaramok osztasi aranyait, igy az atfolyé aramok nagysagat sem, mas-
részt feltessziik, hogy részhéalozatként tartalmaz egy optimalis megvalositast ered-
ményezd halozatot (Id. pl. [43]). Ezek utan az osztéasi aranyok mint valtozok érté-
keinek beallitasaval megadhato az optimalis halozat.

A szeparacios feladatok megoldasaban a szakértok hosszu ideig gy gondoltak,
hogy a szuperstruktira a C koltségfiiggvény alakjanal fogva egy adott tipusu sze-
paratorbol csupan egyet kell tartalmazzon, mivel egy adott tipusu szeparatorbol
tobb példanyt tartalmazo héalozat koltsége csokkenthetd, ha ezeket egyetlen, na-
gyobb kapacitast szeparatorral helyettesitjilk, igy a globalisan optimalis haldzat
minden tipust szeparatorbol csak egyet alkalmaz [31]. Ez a redundancia feltevés.
Egy masik, a szuperstruktira egyszertsitését célzo feltevés szerint egyetlen opti-
malis halézat sem tartalmazhat recirkuldciot (anyag-visszaaramoltatast), mivel egy
szeparatoron atfolyt anyagot vagy annak egy részét ugyanabba a szeparatorba
visszaaramoltatva a koltség novekedik. Kiillonb6z6 meggondolasok alapjan olyan
ellenpéldak sziilettek [43], melyek mindkét feltételezést cafoljak. Ahhoz azonban,
hogy ezek globalis optimalitasat bizonyitani lehessen, olyan médszerre volt sziik-
ség, mely globalis megoldast garantal. Itt tehat a kozelitben optimalis megoldasnak
nem volt értelme. Ez 6sztonzott annak idején az intervallum-felosztasi modszerek
felkutatasaban és felhasznalasaban.

3.6.3. Két numerikus példa

A kovetkezOkben ismertetésre keriil6 két szeparacios feladat ellenpélda a fen-
tebb leirt redundanciara és recirkulaciora vonatkozo feltételekre [43] vonatkozdan.
Mindkét példa a kovetkezd tipusu szeparacios probléma megoldasa: adott két be-



Az intervallum-felosztasi eljarasok 62

mend anyagaram f; €s f>, melyek 4, B és C komponensekbdl allnak. Ezekbol kell
eléallitani harom kimend anyagaramot, a py, p, €s ps anyagokat. A két példa be- €s
kimend anyagaramainak komponensenkénti értékeit a 4. és az 5. Tablazat tartal-

mazza.
A B C A B L
fi 100 1 1 f 80 9 12
1 100 1 200 b 3 3 90
)2 200 0 0 Pi 81 0 0
P2 0 2 0 )2 2 12 0
s 0 0 201 s 0 0 102
4. Tablazat. SEPNET]1 be- és ki- 5. Tablazat. SEPNET?2 be- és ki-
mend anyagaramai komponensen- meno anyagaramai komponensen-
ként ként
A i =
fl X
X2
b

5. Abra. A SEPNET1 szeparacios probléma szuperstrukturaja.

Az elsé, SEPNET] jelii feladat szuperstruktirajat a 5. Abra mutatja. Az egyes
szeparatorok elnevezésében az also index egyszeri sorszam, mig a felsé annak ti-
pusat jelzi. Nem jeloltem kilon a szétosztd és keverd egységeket, azokat az
anyagaramokat jelolo szakaszok elagazasai érzékeltetik. Az abran szaggatott vonal
kilonbozteti meg azokat az aramokat és szeparatorokat, melyeket az (egyetlen)
optimalis megoldas nem tartalmaz. Latszik, hogy az optimalis hal6zatban a 2 tipu-
st szeparatorbol kettd darab is talalhato, megdontve ezzel a fentebb leirt feltétele-
zést.
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A probléma megoldasahoz elegendd kiszamitani a szétosztd egységekben eldal-
litando osztési aranyokat, mivel ezek egyértelmlien meghatarozzak a feladat meg-
oldasat. Ezeket az abran az x; valtozok jelolik Gigy, hogy egy osztasi pontban va-
lamely f anyagarambol x;f folyik tovabb az egyik és (1-x;)f a masik agon
(0=<x,<1). Az optimalizalasi probléma az egyes szeparatorokon atfolyo anyagara-
mok fliggvényében minimalizalni az (58)-ban felirt koltségfiiggvényt, ahol m=4,
D=1 (i=1,...,4) és d=0,6. A feladat pontos megadasa, a célfiiggvény €és a kor-
latozo feltételek megtalalhatok a fiiggelékben.

A SEPNET? feladat szuperstrukturaja a 6. Abran lathato. A jellések meg-
egyeznek az 5. Abranal leirtakkal. A kiilsnbség annyi, hogy ebben az esetben hér-
mas szétosztas is eléfordul. Ez az xs és x4 valtozokra vonatkozik, és annyit val-
toztat a helyzeten, hogy az adott csomopontba befolyo valamely f anyagmennyiség
az xsf, Xx¢f €s (1-xs-x¢)f aramokra bomlik. A SEPNET2 feladat pontos leirasa
szintén megtalalhato a fiiggelékben. A 6. Abran jol latszik, hogy az optimalis halo-
zatban a B komponens egy része folyamatosan cirkulal. Valoban, az S; szeparator
also kimenetén keresztiil az S5 szeparatorba jutva és annak felsé kimenetén ke-
resztiil ismét az S szeparator bemenetére adva egy anyagaram ebbe a korbe visz-
szakertil, megcafolva ezzel a recirkulacio kizarhatosaganak feltételét.

P

-

o

6. Abra. A SEPNET2 szeparacios probléma szuperstruktaraja.

A fentebb megadott két globalis optimalizalasi probléma megoldasahoz azok el-
vi jelentdsége miatt olyan modszer sziikséges, mely bizonyithatdan optimalis meg-
oldast talal. Ezekre a feladatokra garantalt pontossagii és bizonyithatoan helyes
megoldast eldszor intervallum-felosztasi modszerek kombinacidjaval sikeriilt adni
[6, 7, 8]. A megoldas soran egy hibrid eljarast hasznaltam, mely két 1épcsébdl all.
Az els6 lépcsében a 3. Algoritmust alkalmaztam a (30) megallasi feltétellel a glo-
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balis minimum értékének bizonyos pontossagu befoglalasara. Ezutan az igy kapott
felso korlatot a 4. Algoritmus 1. Iépésében f inicializalasahoz felhasznalva, auto-

matikusan végrehajtottam az (52) megallasi feltétellel ellatott Hansen algoritmust.
A megvalositashoz sajat, C++ alatt fejlesztett intervallum aritmetikai csomagot al-
kalmaztam. A két feladaton kapott eredmények a 6. Téablazatban talalhatok. Az
onalldan elkészitett C++ fuggvénykonyvtar magaban foglalja az 6sszes elemi fligg-
vény intervallumos és szimpla és dupla pontossagu valds/intervallumos kevert
valtozatat. A megvalositas soran az intervallumokat objektumként valositottam
meg, az elemi miveleteket és fliggvényeket pedig az ,,operator overloading” segit-
ségével implementaltam.

Ugyanakkor a mas, nem intervallumos algoritmusokkal valo prébalkozasok so-
ran a klasszikus optimalizalasi modszerek a nagy szamt lokalis minimum miatt
nem voltak képesek elfogadhatd eredményt produkalni. Végiil sikerilt az interval-
lumos modszerrel valo 6sszehasonlitashoz egy klaszterezd sztochasztikus eljarassal
[23] is megoldani mindkét feladatot. A két feladaton a sztochasztikus eljaras fut-
tatasai altal szolgaltatott eredmények a 7. és 8. Tablazatokban talalhatok. Lathato,
hogy sem az optimum helyét, sem pedig annak értékét nem volt képes pontosan
meghatarozni. A megoldasok hibajat jol tikrozi, hogy az optimum értékére kapott
eredmények még az intervallumos modszer altal megadott elég tag befoglalo inter-
vallumokon is kivil esnek.

Feladat jele: SEPNETI SEPNET?2
Fuggvényhiva- Elso 1épcsod 3269 19423
sok szama: Masodik Iépcsd 2384 6746
]N‘ kezdeti értéke a masodik 1ép-
56,8714 34,5429
csOben:
x1=[0,9999, 1],
x1=[0,9999, 1], x,=[0, 7,62¢-6],
. , x=[0, 1,78¢-7], =1, 1],
Optimumbhely befoglalasa: . {07 0], ] x4={0,99399, 1,
x4~ [0,9999, 1]. xs=[0,3333, 0,3334],
xs=[0, 3,814e-0]).
Optimumérték befoglalasa: [56,8713, 56,8714] | [34,5429, 34,5430]

6. Tablazat. A SEPNET1 és SEPNET2 szeparacios probléma kétlépcsds hibrid
intervallum-felez6 globalis optimalizalo modszerrel valé megoldasanak eredménye.



Az intervallum-felosztasi eljarasok

65

Lokalis minimum
sorszama s e ' o Jx)
1 0,99999 | 8,551e-9 0| 0,99999 | 56,8715
2 0,94381 | 4,44e-11 0| 0,99999 | 57,1950
3 0,73212 | 2,97e-11 0| 0,99999 | 58,3897
4 1| 7,78e-10 0| 0,96981 | 58,5924
5 1| 2,39%-11 0| 0,86762| 60,5878
6 1 1 0| 0,22640| 60,8134
7 0,68203 | 6,181e-9 0| 0,89439| 62,4715
8 0,81546 | 4,796e-9 0| 0,79238 | 62,8698
9 0,80633 | 5,917e-9 0| 0,65647 | 64,0435
10 0,90103 | 6,569e-9 0| 051874 | 64,0447
11 0,94809 | 4,526e-9 0| 0,38760| 64,1371
12 0,62187 | 2,160e-9 0| 0,67845| 65,2263
13 0,79207 0 0| 0,37366| 65,2377

7. Tablazat. A SEPNET] szeparacios probléma klaszterezd sztochasztikus globa-
lis optimalizald6 modszerrel valé megoldasanak eredménye. A sziikséges fliggvény-

hivasok szama 4876.

Lok. min. ssz. X1 Xs X3 X4 X5 X J(x)
1 0,99999 3,137e-8 1] 0,99999 | 0,33333 2.756e-8 || 34,5432
2 0,99999 3,418e-8 1] 099999 | 039161 6.569¢-9 || 34,8682
3 0,99999 0,29961 1 1| 0,06994 1,824e-7 || 36,0358
4 0,99999 0,20634 1| 099999 | 0733728 2.22e-15 || 36,2553
5 1 1,109¢-9 1| 074917 | 0,33333 4.069¢-9 || 36,7088
6 0,99999 6,409¢-9 1 2,64e-8 | 0,33333 8,767¢-9 || 37,9873
7 0,99999 6,656€-9 1 2.21e-8 | 0,64190 4.572¢-8 || 38,3207
8 1| 0,333333 1] 0,99999 3.0e-10 | 0307474 || 38,5326
9 0,99999 7,227e-9 1] 0,33997 | 0,77028 7.304¢-9 || 38,7660
10 1| 0255642 1| 008632 | 0,59043 4.538e-9 || 41,3403
11 0,99999 | 0,518744 1 4,62¢-9 | 0,04110 6.079¢-9 || 42,9793
12 0,98575 | 0,732907 1 1,11e-9 | 045013 | 0,047801 || 44,2313
13 0,86645 | 0,908857 1| 006354 | 0,85968 3.308e-9 || 46,1922
14 0,64823 | 0,928572 1| 058503 | 0,98813 4.106e-9 | 51,6088

8. Tablazat. A SEPNET?2 szeparacios probléma klaszterez6 sztochasztikus globa-

lis optimalizald modszerrel valé megoldasanak eredménye. A sziikséges fliggvény-
hivasok szama 21686.

A megoldasok pontossagat illetden az intervallumos kétlépcsds modszer eseté-

ben az eljaras tetszOlegesen kicsiny befoglalasi szélesség eléréséig folytathatd lett

volna. Emellett a modszerek felépitésénél fogva a kapott intervallumok garantéaltan
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tartalmaznak globalis optimumhelyet, illetve optimumértéket, mig egyéb modszer-
nél a szokasos konvergencia-feltételek és hibaszamitas adhat becslést az eredmény
pontossagara €s megbizhatosagara vonatkozoan. A hibrid eljaras masodik 1épcs6-
jének végén a listan csupan egy-egy elem maradt, ami azt jelzi, hogy a megadott
pontossagot figyelembe véve az optimalis megoldas helye mindkét esetben egyér-
telmii, azaz a megadott intervallumokon kiviil mas optimumhely nem létezik.
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4. Altalanos feloszto eljarasok

Bar az eddigiekben a 2. Algoritmus egyes Iépéseit vizsgalva tobbnyire nem szo-
ritottuk meg az altalanos, tetszoleges s darabra vagas esetét, a jelenleg a szakiro-
dalombol ismert eljarasok szinte mindegyike az intervallumokat két részre vago
modszereket vizsgal, azon belil is az intervallumfelez6 eljarasokat. Az elso, inter-
vallumokat alkalmazo optimalizalasi feladatok megoldasara felhasznalt modszerek
valdszintleg olyan eljarasok voltak, melyek a lehetséges megoldasok halmazanak
azon részét, melybdl nem volt kizarhato globalis optimumhely Iétezése, megfelel6-
en kicsiny intervallumokra vagtak. A kérdés tehat felmeriil, hogy a korszer( inter-
vallum-felosztasi modszerek esetében is alkalmazhato-e ez az otlet; az eljaras soran
darabolasra kertil6 intervallumot vagjuk tobb részre, igy finomabb felbontast ka-
punk, valamint a 2.2. fejezetbdl ismert befogalald fliggvények a—konvergencigja
miatt ezeken a befoglalas is pontosabba valik. Ez egyrészt egy bizonyos hataron tul
varhatéan nem fog jobb eredményt szolgaltatni, mivel a tovabbdarabolas folyama-
tos felezések utjan ugyis elérhetd, raadasul minden felezés utan az (1 informacio
birtokaban tovabbi részintervallumok zarhatok ki a tovabbi vizsgalatbol. Masrészt
azonban ez a tobbletinformacio egy-egy felezd 1€pést tekintve altalaban nem tual
jelentds, igy az egyes iteracios ciklusokhoz fiz6do sziikséges fiiggvényhivasok és
adminisztrativ 1épések — ellendrzés, listakezelés, megallasi feltételek vizsgalata —
sziikségteleniil gyakran keriilnek végrehajtasra. A sejtés az, hogy megadhato s-nek
olyan, 2-t0l eltér6 értéke, melyre a tobbi algoritmikus 1€péstol fuggden esetleg az
intervallum-felosztasi eljarasok gyorsithatok.

Mar a két részre vagas esetében is felmerult néhany modositasi lehetoség a va-
gas egyes paramétereivel kapcsolatban. Ezek koziil a keletkez6 két részintervallum
aranya az egyetlen dolog, melyet a célfliggvény és befoglalofiggvényének részletes
ismeretének hianyaban kénytelenek vagyunk gy rogziteni, hogy atlagos esetben
megfeleloen mikodjenek az algoritmusok. Ezért ebben az esetben az intervallum-
felezo eljarasok terjedtek el. Tobb darabra valo vagaskor azonban (tobb dimenzio-
ban) tovabbi kérdések mertilhetnek fel. Az egyik, a felezéstol atvehetd otlet, hogy
s darab egybevago részintervallumra bontjuk az aktualis intervallumot. Ennek
egyik megvalositasi formaja, hogy kivalasztunk egy koordinata-iranyt, €s arra me-
rélegesen s darabra , szeleteljiik” az intervallumot (7. Abra).
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Az ilyen eljarasokat a tovabbiakban sze-
letelo eljarasoknak fogjuk nevezni.

Egy masik modszert eredményez, ha
minden egyes koordinata-iranyra merdle-
gesen 4/s darabra (’{/; >2 egész) ,szel-
juk” az intervallumot, igy az végul s egy-

bevagd darabra esik szét. Ugyanugy, mint

a két darabra valo vagasnal, a vagasi ara-
nyokrol itt sem tudunk elore jobbat mon-
7. Abra. 5 darabra valé szeletelés dani, minthogy ezeket a darabolasokat is
3 dimenzioban. egyenld részekre szeléssel célszerti elvé-
gezniink, egybevagd részintervallumokat
kapva a darabolas elvégzése utan. Specialis esetben minden iranyra felezést végez-
ve egyetlen iteracid soran 2" darab részintervallum keletkezik. Ezekkel az eljara-
sokkal mar tobben is foglalkoztak (pl. [3, 29, 36]), és a teszteredmények tanulsaga
szerint a 3.1. fejezet B szabalya altal meghatarozott iranyra merdleges felezések
koziil harom egymast kovetd vagas hozta a legjobb eredményeket [36], azaz ami-
kor az aktudlis intervallumot egyetlen iteracion beliil 2°=8 darabra vagtak a tobb-
szOros szelés segitségével (8.a Abra). Hasonloképpen az egyszerii felezéshez ké-
pest javulas tapasztalhato az A szabaly alkalmazasakor is, amennyiben tobbszoros
szelést alkalmazunk [29]. Ennél kicsit altalanosabb modszer az, ha ezt a szelést az
eljaras kozben megszakitjuk, amint elértik a kivant szamu részintervallumot. A
vagasi iranyok ekkor is a 3.1. fejezetben leirtak szerint valaszthatok meg. Az igy
kapott modszerek az ugynevezett t0bszoros vagast alkalmazo algoritmusok (8.b
Abra).

8. Abra. a: Tobbszoros szelés minden koordinata-iranyra,
b: tobbszoros vagas harom darabra.

A kovetkezokben a szeleteld €s a tobbszoros vagast megvalositd algoritmusok
tulajdonsagaival foglalkozunk.
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4.1. Szeletel6 eljarasok

A kovetkezokben a Hansen algoritmust modositjuk oly modon, hogy szeleteld
eljarast alkalmazzon az aktualis intervallum tovabbdarabolasara. Mivel a 3.4. feje-
zetben emlitett okok miatt a legrosszabb eset vizsgalatakor mindig feltehetjik,
hogy a gyorsito eljarasok nem torolnek listaelemet, igy ezt a lépést a modszerbdl
az elméleti vizsgalatok elsé korében eleve elhagyjuk. Ennek érdekében definialjuk
a kovetkezo algoritmust:

5. Algoritmus. Hansen intervallum-kivalasztasi szabalyat alkalmazo intervallum-
felosztasi algoritmus szeletelo eljarassal.

1. Legyen L egy iires lista, 4:=X az aktualis intervallum! Allitsuk a &
iteracio-szamlalot k=1 értékre!

2. Daraboljuk az 4 intervallumot s darab 4; (i=1,2,...,s) egybevago
részintervallumra oly moédon, hogy azt a leghosszabb élére felvett
ekvidisztans beosztas mentén arra merdleges hipersikokkal felsze-
leteljuk!

3. Helyezzik a lista végére az Gjonnan keletkezett intervallumokat,
azaz legyen L:=LU{A,}U{Ad,}u...U{4,}!

5. Valasszuk ki a listarol az 4 € L legelso intervallumot, és emeljik le
onnan, azaz legyen L:=L\{4 }!

6. Ha a megallasi feltétel nem teljesil, noveljik az iteracio-szamlalot,
k:=k+1, és térjiink vissza a 2. 1épéshez!

7. Nyomtassuk ki az eredményt, és STOP!

A szeleteld eljaras egyes iteracios ciklusainak vizsgalata érdekében ebben az
esetben is bevezetjiik az iteracios szintek 11. Definiciojaban leirt fogalmat, ezattal
ugy, hogy az altalanossagban s tetszoleges értékére értelmezhetd legyen. A szele-
tel eljarasoknak az s=2 specialis esete nyilvan éppen az intervallumfelezd mod-
szereket adja. A tovabbiakban az altalanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy
tetszOleges listabeli intervallum egyik €le sem legalabb s-szer hosszabb barmely
masik élnél. Ez teljesil, ha kikotjuk, hogy az X kiindulési intervallum s-kvdzi
hiperkocka, azaz ha X, jeloli az X intervallum i-dik vetiiletét, tehat X=(X,,...,X,),
akkor w(X;,)<sw(X;) (Vije{l,...,n}), mivel a darabolasi irany megvalasztasa
késobb mar ezt a tulajdonsagot nem rontja el. Ezek utan értelmes a kovetkezd de-
finicio.

12. Definicio. Azt mondjuk, hogy az 5. Algoritmus A-dik iteracios ciklusa az /-dik
(iterdacios) szinten van, ha az L listan talalhato elemek szélességének wp.x maxi-
mumara teljesul, hogy
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s DW (X)) <Winax <57 W (X). (59)

Az iteracios szintek ezen kibovitett értelemben vett fogalmara [22] ugyantgy
ervényes a 4. Megjegyzes, tehat az iteracios szintek fogalma osztalyozast hataroz
meg az iteracios ciklusok halmazan. Hasonloan a specialis esethez, a kovetkezok-
ben megadjuk az s-szeleteld eljarasok iteracios szintjeinek tulajdonsagait [22].

7. Lemma. Az 5. Algoritmus /-dik iteracios szintjére érve a tarolt elemek (az L
lista elemei és az 4 aktualis intervallum) szama N,;=s"".

Bizonyitas. Egy 0j, /-dik iteracios szintre érve a listan levé minden elem egybeva-
g0, igy szélességiik azonos, jeloljik Wpa-szal. Akkor hagyjuk el az /-dik iteracios
szintet, ha az utolsd Wmay szélességli intervallumot is feldaraboltuk. Ekkor a lista-
elemek szélességének () maximuma Wpax: =Wmax/S. EkOzben nyilvan minden egyes
intervallumot s” részintervallumra darabolunk, igy minden /€ N értékre N;.;=s"N,
teljesil. Mivel Ny=1, azaz a 0-dik szint iteracioit megeldzden csupan az A=X in-
tervallum van jelen, a rekurziv egyenldséget explicit modon kifejezve kovetkezik a
lemma allitasa. O

Ennek alapjan felallithatjuk azt az 0sszefiiggést, amely megmutatja, hogy hany
iteracios ciklus tartozik egy-egy iteracios szinthez [22].

18. Tétel. Az 5. Algoritmus /-dik iteracids szintjéhez tartozo iteracios ciklusok
szama

nlen
it =l (60)

s—1

Bizonyitas: Minden, az L listan talalhato intervallumot egybevagd részintervallu-
mokra kell darabolnunk. Mivel az adott szintre Iépéskor szintén egybevagd inter-
vallumok talalhatok a listan, vizsgaljunk el6szor csak egyet ezek koziil. Mivel ez
feltevéstink szerint olyan, hogy egyik éle sem legalabb s-szerese barmely masiknak,
az intervallumot eldszor az egyik koordinata-iranyra (a leghosszabb €l iranyara)
merolegesen, majd a keletkezd részintervallumokat egy masik, erre az iranyra me-
roleges iranyra merdlegesen, stb. szeleteljik egészen addig, mig mind az » iranyt ki
nem meritettilk. A szeletelések minden ilyen lépcsdjénél —azaz iranyanal — a to-
vabbdaraboland6 részintervallumok szdma €ppen s-szer akkora, mint az el6z6 1ép-
csOjénél volt. A szeletelés l€pcsdinek szama tehat », az X dimenzidinak szama.
Egyetlen intervallum uniform darabolasédhoz igy 6sszesen

s" —1

3t = (61)
i=1

s—1

iteracios ciklusra van sziikség.
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Kezdetben s”' egybevago intervallumunk lévén (7. Lemma), megszorozva ezt a
(61) eredményével, éppen a k; értékét ado formulat kapjuk. O

Annak megallapitasahoz, hogy X egy bizonyos finomsagu felbontasanak eléré-
séig hany iteracios ciklust kell végrehajtanunk, elegendd kiszamitani, pontosan
mely iteracios ciklusok tartoznak az /-dik iteracios szinthez. A kovetkezd tétel [22]
erre a kérdésre ad valaszt.

19. Tétel. Az 5. Algoritmus A-dik iteracios ciklusa az /-dik iteracios szinten van
akkor és csak akkor, ha teljestl, hogy

nl Sn(l+]) _ 1

s" =1
. +l<h<—. (62)
s—1 s—1

Bizonyitas. (62) kozvetlenil kovetkezik (60)-bol. A 18. Tétel azt mondja ki, hogy
az [-dik szinten pontosan k; darab iteracios ciklus talalhato (I1d. (60)). A k; értékeit
osszegezve kapjuk, hogy

6.5 L5 i !
1-1 -1 Sm (Sn _ 1) Sn _ l s,n -1

k=3 Yoo il (63)

i=0 i s—1 s—175 s—1

Igy az [-dik szintig elvégzett iteraciok szamat (63) szolgaltatja. A kovetkezd itera-
ci6 mar az /-dik szinthez tartozik, amibdl kovetkezik (62) elsé egyenldtlensége.

Az [-dik szint utolso iteracios ciklusat (63)-hoz hasonloan megkapjuk, ha az
Osszegzést /-1 helyett /-ig végezziik. Ebbol megkapjuk a masodik egyenl6tlensé-
get is. O

Ezek utan kimondhatjuk az 5. Algoritmus konvergenciajanak sebességére vo-
natkozo tételiinket [22].

20. Tétel. Ha /" az f egy a-konvergens befoglalofiiggvénye X felett, akkor
Ib(f(X))~ min Ib(F(¥))sew"(X)s*(k(s-1)+1 ) (64)

igaz, ahol c a legkisebb olyan pozitiv konstans, melyre az a—konvergencia teljesiil,
A pedig a k-dik iteracio aktualis intervalluma.

Bizonyitas. Mivel az 5. Lemma (26) egyenl6tlensége igaz specialisan minden lista-
elemre is, igy igaz, hogy

Ib(/(X))~ min Ib(F(F)<ew(F), (65)

ahol ¥~ jeloli azt az intervallumot, melyen a min, ., Ib(#(Y)) minimum felvé-

tetik.
Amennyiben a k-dik iteracio az /-dik szinten van, a 12. Definicioban szerepld
(59) mésodik egyenlotlenségébdl kovetkezik, hogy
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(VYeLu{d}) w(¥)<s'w(X), (66)

mivel w(Y)<wp, mindig igaz.
Masfeldl alakitsuk at (62) masodik egyenldtlenségét. Az atalakitas Iépései:

Sn(H—l) _ 1

k<
s—1

Eis=1)ss™ N _1=s"g"_1
s (k(s—=1)+1)<s"
s (k(s=1)+1)""<s’,

s'<s(h(s-1)+1)"", (67)

Helyettesitsiik most be (67)-et (66)-ba, majd az igy kapott Osszefliggést (65)-be,
igy megkapjuk a bizonyitando 6sszefiiggést. O

A fenti tétel (64) eredménye részletesebb vizsgalatra szorul. El6szor is érdemes
az egyes tényezoktdl valo fuggést kifejezni. Csupan a nagysagrendre gyakorolt
hatast tekintve (64) atirhato Gigy, hogy az alsé becslés globalis optimumértéktol
valo tavolsagara s-szeletelés esetén a k-dik iteracios ciklusban o (s“" "7 ')
értéket kapunk. Mivel a>0 mindig igaz, azonos iteracional megallva ez a felso
korlat s novelésével az n>2 esetben nyilvan szigorian monoton modon né, azaz
lassabb konvergenciara utal. Ez a val6sagban nem mindig igaz, legrosszabb eset-
ben viszont eléfordulhat. Nyilvan minél nagyobb az s értéke, annal kevesebb itera-
cios ciklus alatt érhetjik el az X kiindulasi intervallum azonos felbontasat. Speciali-
san, ha példaul s=4, és igy az elsO szint eléréséhez sziikséges iteracios ciklusok
szama k, akkor a felez6 eljarasnak ugyanezen felbontas eléréséhez meég egy szintre
¢€s éppen 3k darab iteracios ciklusra van sziiksége, azaz haromszor tobbre, mint a
4-szeleteld eljarasnak. Vegyik észre, hogy egydimenzios problémak esetében a
szeletelés nem valtoztat a konvergencia-sebességen (vo. 20. Tétel)! Altalanossag-
ban a kovetkezo allitas [22] igaz a legjobb esetben.

21. Tétel. Alkalmazzuk a 20. Tétel jeloléseit €s feltételrendszerét, valamint tegyiik
fel, hogy a legjobb eset teljesil, azaz a k-dik iteracios ciklus valamely /-dik iteraci-
0s szint kezdd 1épése. Ekkor igaz a kovetkezd egyenldtlenség:

b(#(X))~ min 1b(F(Y))<ew(X)((k=1)(s=1)+1)™" (68)

Bizonyitas. A 19. Tétel valamint az allitas feltételei miatt (62) elsé egyenldtlensé-
gében az egyenldség teljesiil, azaz

|
+1

k= ,
s—1
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amit atrendezve kapjuk, hogy
s7=((k=1)(s=1)+1)""", (69)

Behelyettesitve ezek utan (69)-et (66)-ba, a kapott egyenldtlenséget pedig (65)-
be, az allitast igazoltuk. O

(68) mar jol mutatja, hogy amennyiben az adminisztracios lépések muveletigé-
nyétdl eltekintink, az als6 kozelités pontossagara adhato becslés ugyanolyan mo-
don javul s novelésének hatasara, mint ahogyan azt az iteracio-szamlalo novekedé-
se teszi.

Vizsgaljuk most meg azt, hogy milyen mértékben valtozik az azonos felbontas
eléréséhez szukséges iteracios szintek és Iépések szama s novelésének hatasara ab-
ban az esetben, ha teljes iteracios szinteket tekintiink [22]!

22. Tétel. Ha az 5. Algoritmus valamely /-dik szintig valo végrehajtasahoz s érté-
két a p-szeresére noveljuk (p>1, ps egész), akkor a kiindulasi intervallum legalabb
ugyanolyan finomsagu felbontasanak eléréséhez sziikséges iteracios szintek szama
a 3-szorosara csokken, ahol

Bz(Hloﬂ)vl' (70)
logs

Ugyanakkor a sziikséges iteracioszam a y-szorosara valtozik, ahol

s—1

Y= (71)

e
Bizonyitas. Mivel az 5. Algoritmus nem tartalmaz gyorsito eljarast, valamint uni-
form darabolast hajt végre, a szeletelések soran keletkezo tarolt részintervallumok
szama egyben meghatarozza a felbontas finomsagat, azaz a részintervallumok szé-
lességét. Az elemszam azonban a 7. Lemma szerint egyszerlien meghatarozhato.
Az s-szeletelés esetén az /-dik szintre érve az elemszam s”', mig ps-szeleteléskor
(ps)"m, mivel / is nyilvan valami 3-szorosara valtozik. A feltétel szerint az utdbbi
értek legalabb akkora kell legyen, mint az elébbi, amibdl a kovetkezo adodik:

S)11_<(ps)l’1|31’ (72)

logs nl

nl __
nfl=log, s" =nl logp »

log ps - 14555

ami ekvivalens a (70) osszefliggéssel. Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a lista-
nalasaval irjuk fel az 6sszefliggést.

A 19. Tételbeli (62) elsé egyenldtlensége, pontosabban a 19. Tétel bizonyitasa-
ban szerepld (63) miatt az s-szeletelés /-dik szintjének megkezdéséig
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nl
el (73)
5]
darab iteracios ciklust tettink meg. A ps-szeletelést valasztva hasonloképpen
npl
o W5 1 (74)

ps—1
iteracios ciklus sziikségeltetik az azonos finomsagu felbontast eredményezo 3 /-dik
szint eléréséhez. Irjuk at a (73) egyenldséget a (72) egyenlétlenség segitségével:
npl
TS i (75)
s—1
A vk értékét a (74) egyenletbdl behelyettesitjilk, majd felhasznaljuk a & értékére a
(75)-ben kapott becslést:

()™ -1 (ps)™ -1
Y:lli: ps—1 5 ps—1 _ s-1 ’
k k (ps)™ -1 ps—1

s—1

ami éppen a tétel (71) allitasa. O

A 22. Tétel azt az esetet vizsgalja, amikor a 5. Algoritmus egy-egy teljes itera-
cios szintet elvégzett. A tétel (70) allitasa nyilvan altalanos esetben is €les abban az

Bl Mnlogpj }
log s

A tétel masik allitdsa, mely a (71) egyenldtlenségben van megfogalmazva, saj-
nos durva also becslés, és bizonyos esetekben y értéke akar 1 folé is nOhet, ami
lassulast jelent az eredeti s-szeleteléshez képest. Ennek oka, hogy az éppen alkal-
mazott megallasi feltétel mellett az s-szeletelés egy szint elsé 1épése utan megall-
hat, mig ps-szeletelés mellett a (70) segitségével kiszamithato szint utolsd vagasa

értelemben, hogy

utan kapja csak meg a megfelel6 eredményt a megallashoz. Ez azt vonhatja maga
utan, hogy a ps-szeletelés egy teljes szinttel tobb iteracios ciklust kénytelen végre-
hajtani, ami a 18. Tétel szerint jelent6s miaveletigénybeli novekedést eredményez-
het. A kovetkezo tétel azt pontositja, hogy milyen korlatok kozott valtozhat a 22.
Tételbeli y értéke, amennyiben az eljarasok tetszoleges iteracios ciklus esetén meg-
allithatok [22].

23. Tétel. Hajtsuk végre az 5. Algoritmust eldszor s-szeleteléssel, majd
ps-szeleteléssel (p>1, ps egész) Ggy, hogy a megallasi feltétel az aktualis interval-
lum szélességétol fuggjon kozvetlen vagy kozvetett modon. Ekkor a végrehajtas-
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hoz sziikséges iteracios ciklusok szama a masodik esetben a y-szorosara valtozik,
ahol y értékére igaz, hogy

(= D@™ +ps=2) _ _ (s=D(ps)" ™ -1 6
(ps =" -1) (ps—1)(s" +s-2)

A képletekben szerepld / és B/ azokat az iteracios szinteket jelzik, amelyeken a két

végrehajtas soran az algoritmus megallt.

Bizonyitas. A (76) Osszefiiggés két egyenldtlensége a legjobb, illetve a legrosz-
szabb esetet mutatja, ami a ps-szeleteléssel elérhet6 javulast illeti.

A legjobb esetben az s-szeletelés egy /-dik szint utolso iteracios ciklusaban ké-
pes csak megéllni, mig a ps-szeletelés egy bizonyos B/-dik szintre érve azonnal
megall. Ezeket a 19. Tétel segitségével képlettel felirva kapjuk, hogy

S

i (77)
s—1 7

k=
illetve

npl
C L) i T (78)
ps—1

Mivel (77) fels6 korlat k értékére, (78) pedig also korlat yk-ra, a két egyenldséget
elosztva egymassal also korlatot kapunk vy értékére, igy megkapjuk (76) elsd
egyenlGtlenségét.

Vizsgaljuk most meg a legrosszabb esetet. Ekkor az s-szeletelés rogton megall,
amint egy bizonyos / iteracios szintre ér, mig a ps-szeletelés végigdarabolja az
egész [/-dik szintet. Az iteracio-szamlalo igy a két esetben ismét a 19. Tételt al-
kalmazva a kovetkez6 lesz:

nl
pt =iy 1, (79)
s—1
valamint
o P (80)
ps—1

Ebben az esetben (79) also korlat & lehetséges értékeire, mig (80) felsé korlat
vk-ra. A két egyenldség hanyadosa igy fels6 korlatot szolgaltat k értékére, amivel a
tételt bizonyitottuk O

Mindazonaltal egyes esetekben a szeleteld eljarasok valoban képesek gyorsitani
az intervallum-felosztasi modszereket. Ez tobb tényezobol tevodik ossze, a két 6
ok azonban az, hogy az iteracios ciklusonként csupan egyszer végrehajtando sza-
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mitasokra forditott id0 1ényegesen csokken, masrészt gyorsito eljarasok alkalmaza-
sakor hamarabb kizarhatok globalis optimumhelyet nem tartalmazo6 részintervallu-
mok a vizsgalatokbol.

A szeleteld eljarasok hatasat tesztfliggvényeken konkrét programfuttatasokkal
is megvizsgaltuk [13], melyek az elméleti eredmények altal adottaknal szélesebb
korben nyUjtottak informaciot a szeletelések tulajdonsagairol (9. és 10. Tablazat).
A futtatasok soran a Karlsruhei Egyetem kutatoi altal kifejlesztett C-XSC konyvta-
rakat felhasznald6 Toolbox for Validated Numerics programcsomagot alakitottuk
at, hogy alkalmas legyen a szeleteld eljarasok alkalmazasara. A szakirodalomban
széles korben alkalmazott kilenc felhasznalt tesztfliggvény pontos leirasa megtalal-
hato a fuggelékben. Az algoritmus megvalositasa soran a vagasi irany meghataro-
zasahoz a 3.1. fejezetben ismertetett A, B, illetve C szabalyokat alkalmaztuk. A
futtatast az s=2,3,4,5,7 értékekre végeztik el. Megallasi feltételként a (30) Osz-
szefliggést hasznaltuk az e=10 értékkel, melyhez a befoglalofiiggvény értékeinek
kiszamitasa nem vett igénybe kilon fliggvényhivast, mivel azt a listara helyezésiik
elott kiszamitottuk, és a befoglalas szélességét a részintervallumokkal egyttt ta-
roltuk. A vagéasi irany kivalasztasahoz a B €s C szabalyt alkalmazva sziikség volt a
célfuggvény gradiense befoglalofiiggvényének kiszamitasara is. Ezek miveletigé-
nyét kulon nem tiuntettiik fel, mivel az az implementacional fogva megegyezik a
befoglalofiiggvény hivasainak szamaval.

A szandékosan sokféle tesztfliggvényen az eljarasok killonb6zé modon visel-
kednek. Az eredményeket két kiilon tablazatba foglaltuk, melyek koziil a 9. Téabla-
zat a sziikséges iteraciok, mig a 10. Tablazat a szikséges fliggvényhivasok szamat
jelzi.

A 9. Téblazat eredményei j0l mutatjak, hogy a Schwefel2.7 fiiggvényt kivéve
minden egyes tesztfliggvényen csokkent a sziikséges iteracios ciklusok szama s
értékének novelésével. Mivel a legnagyobb miveletigény( 1épések a fliggvényhiva-
sok az eljarasokon belul, érdemes kiillon megvizsgalni a 10. Tablazat eredményeit
is. Ebben a tekintetben a javulas nem olyan szembetind, sot, az esetek egy részé-
ben hatarozottan nott a sziikséges fuggvényhivasok szama. Mindamellett a keve-
sebb iteracios ciklus miatt az egyéb miveletek szamanak csokkenését nem szabad
figyelmen kiviil hagynunk.

Atlagolva a kapott eredményeket adodik, hogy még a Schwefel2.7 tesztfiigg-
vény esetén adodo eltérd viselkedés ellenére is az s=7 esetet kivéve a sziikséges
iteracios ciklusok szama jelentésen csokken, mig a sziikséges fliggvényhivasok
szama kismértékben no.

Tovabbi vizsgalatok sziukségesek annak kideritésére, hogy milyen hatassal lehet
a vagasok szamanak valamilyen paraméterek alapjan valo futas kozbeni moédositasa
az algoritmusok viselkedésére.
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Szabaly Teszttiiggvény s=2 s=3 s=4 s=5 s=7
Shekel5 48 15 17 21 14
Hartman3 64 20 22 32 57
Branin 31 13 21 6 8
Rosenbrock 15 13 5 6 8

A THCB 46 67 39 16 28
Levy8 223 121 183 91 85
Schwefel2.1 68 49 27 39 10
Schwefel2.7 14 27 43 64 168
Griewank5 127 121 5 6 1
Kerekitett itlag 71 50 40 31 42
Shekel5 36 15 17 21 14
Hartman3 26 14 18 11 15
Branin 19 13 21 6 8
Rosenbrock 15 13 5 6 8

B THCB 46 42 39 16 8
Levy8 128 40 61 81 63
Schwefel2.1 67 39 23 33 54
Schwefel2.7 14 27 43 64 64
Griewank5 127 121 5 6 1
Kerekitett atlag 53 36 26 27 26
Shekel5 40 19 8 9 12
Hartman3 26 14 18 11 15
Branin 19 13 21 6 8
Rosenbrock 15 13 5 6 8

C THCB 46 42 21 16 8
Levy8 128 40 61 81 63
Schwefel2.1 67 39 23 33 54
Schwefel2.7 14 27 43 64 64
Griewank5 129 121 5 6 1
Kerekitett atlag 54 36 23 26 26

9. Tablazat. A szeleteld algoritmus altal végrehajtott iteracios ciklusok szama az
s=2, 3, 4,5, 7 értékekben.
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Szabaly Tesztfiiggvény §=2 s=3 s=4 s=5 s=7
Shekel5 96 45 68 105 98
Hartman3 128 60 88 160 399
Branin 62 39 84 30 56
Rosenbrock 30 39 20 30 56

A THCB 92 201 156 80 196
Levy8 446 363 732 455 595
Schwefel2.1 136 147 108 195 70
Schwefel2.7 28 81 172 320 1176
Griewank5 254 363 20 30 7
Kerekitett dtlag 141 149 161 156 295
Shekel5 73 46 69 106 99
Hartman3 53 43 73 56 106
Branin 39 40 85 31 57
Rosenbrock 31 40 21 31 57

B THCB 93 127 157 81 57
Levy8 257 121 245 406 442
Schwefel2.1 135 118 93 166 379
Schwefel2.7 29 82 173 321 449
Griewank5 225 364 21 31 8
Kerekitett atlag 104 109 104 137 184
Shekel5 81 58 33 46 85
Hartman3 53 43 73 56 106
Branin 39 40 85 31 57
Rosenbrock 31 40 21 31 57

C THCB 93 127 85 81 57
Levy8 257 121 245 406 442
Schwefel2.1 135 118 93 166 379
Schwefel2.7 29 82 173 321 449
Griewank5 255 364 21 31 8
Kerekitett atlag 108 110 92 130 182

10. Tablazat. A szeletel6 algoritmus altal végrehajtott fliggvényhivasok szama az
s=2,3,4, 5,7 értékekben.
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4.2. Tobbszoros vagas

A tobbszoros vagasi eljarasok az utobbi néhany évben komoly javulast igérnek
az intervallum-felosztasi algoritmusok terén [26]. Ezen modszerek — a szeleteld
eljarasokkal egyiitt — az egyszerre keletkezo részintervallumok nagyobb szamanal
fogva természetes modon kinaljak fel a parhuzamositas lehetdségét (pl. [3]). Mivel
a technikai Gjitasokon tdlmutatva a szamitogépes programok gyorsitasa a parhu-
zamositasban rejlik, a szeleteld €s tobbszoros vagasi algoritmusok ezen tulajdon-
saga dnmagaban is figyelemre mélto.

A tobbszords vagast megvalosito algoritmusok altalanos elméleti vizsgalata ne-
hezebb, mint a szeletel6 algoritmusoké. Mar a felez6 modszerek esetében is igen
nehéz betekintést nyerni az uniform darabolastol eltéré modon felépitett modsze-
rek mikodésének szerkezetébe, mivel a kezelt listak felépitése feladatrol feladatra
jelentdsen eltérhet egymastol (pl. Moore-Skelboe algoritmus). Tobbszorés vagas
esetében az egyszerl felezd algoritmusoktol eltérden raadasul semmit sem tudunk
arrol, hogy a listankon varakozé kilonbozo szélességu intervallumok milyen vagas
soran kerultek fel a listara. Uniform darabolas esetén biztosak lehetiink abban,
hogy minden vagas soran keletkezo részintervallum az iteracios ciklusok kovetke-
z0 szintjén tovabbdarabolasra kertl. Arra vonatkozo vizsgalataink, hogy ezek a
tapasztalatok hogyan vihetdk at a tobbszords vagast megvalosito algoritmusokra,
jelenleg folynak, igy ezen dolgozatbol sziikségképpen még hianyoznak.

Specialis esetben azonban felhasznalhatjuk a 4.1. fejezetben nyert ismereteinket.
Mivel uniform darabolasnak mindsil az is, amikor egy iteracios cikluson beliil
minden koordinata-iranyra merélegesen elvégziink egy vagast, ebben az esetben a
listaelemek sziikségszertien idérdl idore egybevagoak, azaz az iteracios ciklusok
egyfajta szintenkénti felosztasa itt is lehetséges. A iteracios szintekre osztas 12.
talyokba zartuk. Egy ilyen osztaly lépéseit végrehajtva az adott iteracios szint kez-
do6 listajahoz képest annak végére a listan csupa, a kezdd elemekhez geometriai
értelemben hasonld, de s-ed élhosszusagu intervallumok allnak. Amennyiben a
tobbszoros vagast minden koordinata-iranyra elvégezzik egy-egy iteracios ciklu-
son beliil, ugy ebbdl a szempontbol egyetlen iteracios ciklus felel meg egy egész
szintnek. A 5. Algoritmus egyszeriien modosithatd ugy, hogy ennek megfeleléen
miikodjon. Ennek érdekében elég a 2. iteracios lépést megvaltoztatni, igy kapjuk
az alabbi modszert:

6. Algoritmus. Hansen intervallum-kivalasztasi szabalyat alkalmazo intervallum-
felosztast algoritmus tobbszoros vagasi eljarassal minden koordinata-iranyra.

1. Legyen L egy tres lista, 4:=X az aktualis intervallum! Allitsuk a &
iteracio-szamlalot 4:=1 értékre!
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2. Daraboljuk az 4 intervallumot s darab 4, (i=1,2,...,s) egybevagd
részintervallumra oly modon, hogy azt minden koordinata-iranyara
merdlegesen egy-egy i -ekvidisztans beosztas mentén arra merd-
leges hipersikokkal felszeleteljiik!

3. Helyezziik a lista végére az Gjonnan keletkezett intervallumokat,
azaz legyen L. =L U{A,}U{d,}u...U{4,}!

4. —

5. Valasszuk ki a listarol az A € L legelsé intervallumot, és emeljik le
onnan, azaz legyen L:=L\{A4 }!

6. Ha a megallasi feltétel nem teljesiil, noveljik az iteracio-szamlalot,
k:=k+1, és térjink vissza a 2. 1épéshez!

7. Nyomtassuk ki az eredményt, és STOP!

A fenti algoritmus implicit moédon nyilvan tartalmazza azt a feltételt, hogy ifs
egész szam. Ezek utan kimondhat6 a kovetkezo allitas:

24. Tétel. Amennyiben /' az f-nek a-konvergens befoglalofiiggvénye X felett, ak-
kor a 6. Algoritmusra

Ib(f(X)~ min Ib(F(V)<cw(X)s"(k(s"~1)+1 e (81)

mindig teljesil, ha ¢ a 6. Definiciobeli konstans, L a 6. Algoritmus A-dik iteracios
ciklusanak listaja, A pedig aktualis intervalluma.

Bizonyitas. Mivel az iteracios szintek 12. Definicioja alkalmazhato a 6. Algorit-
musra is, vizsgaljuk meg ezen terminologiat felhasznalva el6szor azt, hogy mely 4;
iteracios ciklusok tartoznak az /-dik szinthez. Mivel a 7. Lemma itt valtozatlan
formaban igaz, azt felhasznalva kapjuk, hogy

ki=s". (82)

Valoban, a 18. Tétel bizonyitasabeli (61)-ben szamitott érték, azaz az egyetlen in-
tervallum uniform darabolasahoz sziikséges iteracios ciklusok szama ugyanis ebben
az esetben 1.

A 19. Tétel bizonyitasahoz hasonloan 0sszegezve az egyes iteracios szintek ite-
racios ciklusait (82) segitségével kapjuk, hogy a 6. Algoritmus /-dik szintjének ite-
racidira

"D _ 1 (83)

teljesul.
Alakitsuk at a (83) egyenldtlenséget:
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e Sn(l+1) —1
s" =1
k(s"=1)<s" ¢ D_1=5"5"_1
s (k(s"-1)+1)<s™
s (h(s"-1)+1)""<s'
s7'<s(k(s"=1)+1)"""

s sy

(VYeLu{Ad}) w(D)<s(k(s"=1)+1)"""w(X),

amibol az 5. Lemma alapjan adodik az allitas. O

A 24. Tétel specialis esete a tobbszords vagasi eljarasoknak. Osszevetve (81)-at
a 20. Tétel (64) eredményével latszik, hogy mig ott legrosszabb esetben az s no-
velése ronthatta a pontossagra adhato becslést, addig itt kismértékben javit rajta. A
(81) korlat tovabbi érdekessége, hogy a becslés nagysagrendje legrosszabb esetben
fuggetlen s-t6l. Az egyes szintek elsd iteracios ciklusaira adva meg a korlatot
(szeletelés esetében Id. 21. Tétel) az s-t6l valo fiiggés nagysagrendje O(s™).

Processzor 1d0 Maximalis listahossz | Fiiggvényhivasok szama
Szabaly |%étlag| Ossz. | /(A2) | % attag | Ossz. | /(A2) | atag| Ossz. | 1an)
/2 4 180 228 502 360

A | /3] 101% 4134  99%]| 125% 276 121%| 103% 411439  82%
/4| 110% 5613 134%]| 147% 360 158%| 113% 434574  87%

2 82% 675 16%| 89% 71  31%| 83% 131822 26%
B |73 84% 551 13%| 104% 78  34%| 86% 107046 21%
/4 | 100% 562 13%) 130% 92  40%]| 104% 105306 21%

12 81% 666 16%)| 88% 71 31%| 82% 132395  26%
C |43 80% 518 12%| 103% 73  32%| 84% 102674 20%
/4 97% 521 12%) 128% 84  37%]| 101% 98950 20%

/2| 136% 5369 128%| 142% 299 131%| 129% 664 474 132%
D | /3] 112% 8830 211%| 141% 409 179%| 112% 741433 146%
/4] 110% 12871 308%| 148% 579 254%| 111% 801293 160%

11. Tablazat. A megoldashoz sziikséges processzor id6, maximalis listahossz és a
fiiggvényhivasok szama 37 tesztfeladaton a négy kiilonboz6 intervallum-felosztasi
szabalyra 2, 3, és 4 darabra valo tobbszoros vagas esetén.

Tovabbi vizsgalatok sziikségesek ahhoz, hogy ennek a tulajdonsagnak az altala-
nos esetre valo atvihetdségét megvizsgaljuk, illetve altalanossagban megbecsiiljiik
ennek az adminisztracios lépések szamanak novekedésére gyakorolt hatasat egy-
egy iteracios cikluson beliil. Mindazonaltal néhany biztatd gyakorlati eredmény
mar jelenleg is rendelkezésre all [22, 27]. A 11-12. Tablazatokban ezek eredmé-
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nyeit foglaltuk 0ssze. A két tablazat 37 tesztfeladat megoldasanal szerzett tapasz-
talatokat Osszegzi, kulon-kilon megadva a futtatasokhoz sziikséges processzor
1d6t masodpercekben, az egyes futtatasok soran a tarolashoz sziikséges legna-
gyobb listahosszat, valamint az iteracios ciklusok szaman kivil a megfelel figg-
vényhivasok szamat. Utobbiak esetében a gradiens és Hesse matrix szamitasokra a
Newton modszer alkalmazdsa miatt volt minden esetben sziikség. A futtatasi
eredmények megtalalhatok a felezéses, valamint a harom, illetve négy darabra valo
tobbszoros vagas esetére is. Az eredmények az egyes felosztasi szabalyokra kiilon-
kiilon meg vannak adva. A kiillonb6zé mérési adatokra harom-harom mérdszam is
utal, ezek kozil a masodik és harmadik oszlopokban levok a mérészamok 6ssze-
geit, illetve az A felosztasi modszer felezd eljarashoz viszonyitott szazalékos ara-
nyait adjak meg. Az els6 oszlopok az A felezd eljarashoz képest az egyes tesztfe-
ladatokon tapasztalt szazalékos eltérések atlagat mutatjak.

Gradiens hivisok szdma Hesse hivasok szama Iteréacios ciklusok szdma
Szabaly | % atlag| Ossz. | /(A/2) | % atlag| Ossz. | /(A/2) | % atlag| Ossz. | /(A/2)
/2 289 016 39 243 79 422
A3 108% 254 050 88% 96% 24 809 63% 88% 57964 73%
/4 123% 283 938 98% 86% 15 852 40% 88% 58 545 74%
/2 84% 76 234 26% 82% 10 185 26% 81% 19 151 24%
B |/3 92% 66 296 23% 76% 7071 18% 71% 13 511 17%
/4 114% 69 046 24% 75% 5344 14% 80% 12 501 16%
/2 84% 76 794 27% 82% 10 500 27% 81% 19 053 24%
C |73 89% 63 629 22% 74% 6 860 17% 70% 12 863 16%
/4 110% 64 918 22% 70% 5123 13% 78% 11 628 15%
2 126% 373084 129% 119% 44789 114% 137% 112 829 142%
D |73 118% 440675 152% 101% 41943  107% 98% 104 188 131%
/4 121% 522237 181% 78% 21592 55% 87% 114472  144%

12. Tablazat. A megoldashoz sziikséges gradiens és Hesse matrix fiiggvényhiva-
sok szama, valamint iteracios ciklusok szama 37 tesztfeladaton a négy kiilonb6z6
intervallum-felosztasi szabalyra 2, 3, és 4 darabra val6 tobbszoros vagas esetén.

A kovetkezo fejezetben attériink egy masik, az intervallum-felosztasi modsze-
rek esetében esszencialis kérdéskorre, a gyorsito eljarasok elméleti vizsgalatara.
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5. A gyorsito eljarasok hatasvizsgalata

A 4. fejezetben olyan modszerekkel foglalkoztunk, melyekben nem vettiik fi-
gyelembe a széles korben elterjedt gyorsito eljarasok hatasat. Az algoritmusok leg-
rosszabb mitkodésének leirasakor igy is kell tenni, a gyakorlatban felhasznalt elja-
rasok tényleges mikodésehez képest azonban ezek az eredmények nem feltétleniil
iranyadoak. A kilonbozé gyorsito eljarasok mas-mas problémakorokben mikod-
nek hatékonyan, illetve bizonyos feladatosztalyokon némelyek nem is alkalmazha-
tok. Attekintd vizsgalatra igy csak akkor van lehetdség, ha olyan kozos tulajdon-
sagot talalunk a gyorsito eljarasok legalabb egy meghatarozott halmazan, mely le-
hetové teszi az egységes, elméletileg megfogalmazhatd vizsgalatokat. A kovetke-
zOkben erre tesziink kisérletet (1d. [15, 16, 22]) a szeletel0 eljarasok esetében.

5.1. Az n feltevés

A gyorsito eljarasok alatt tovabbra is csak azokat a modszereket fogjuk értent,
amelyek képesek a daraboléas soran keletkezett részintervallumok koziil olyanokat,
melyek nem tartalmaznak globalis optimumhelyet, kizarni a tovabbi vizsgalatokbol.
A gyorsito eljarasok koziil igy nem tekintjuik azokat, melyek egyéb muveleteket
(pl. tovabbdarabolas az intervallumos Newton modszer esetében) is elvégeznek a
listaelemeken.

A kovetkezokben bevezetiink egy egységes fogalmat ezen gyorsitd eljarasok
egy halmazara, mely semmi egyéb specialitast nem kovetel meg.

13. Definicié. Gyorsito eljarasok egy halmazat akkor nevezziik 7-gyorsito elja-
rasnak, ha elemei 0sszességének segitségével minden egyes szint soran a listaele-
mek legalabb 1-n hanyada torolhetd (0<n<1).

Az 13. Definici6 nyilvan csak uniform darabolast megvalosito eljarasokra vo-
natkozik, egyébként az iteracios szint fogalma nem is érvényes.

A kovetkezokben ismertetésre keriilld 13—15. Tablazatokban néhany tesztfiigg-
vényen megvizsgaljuk, értelmes-e a 13. Definicio, azaz elméletileg megadhato-e
egyaltalan ilyen m érték. A futtatasokhoz az 5. Algoritmust alakitottuk at oly mo-
don, hogy az a 4. Iépésében valamilyen gyorsito eljarast, vagy tobb ilyen eljaras
kombinaciojat tartalmazza. A felhasznalt tesztfiiggvények megegyeznek a 9. és 10.
Tablazatok eredményeihez felhasznaltakkal, leirasuk a fiiggelékben megtalalhato.
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A megvalositaskor s értékét mindig 2-re allitottuk be, €s a futtatast 10 szint meg-
tétele utan félbeszakitottuk, ahol a lista talnovekedése hamarabb meg nem allitotta
az algoritmust. Az utobbi esetben ,,— jellel jeloltik a tovabbi adatok hianyat.

Az 13-15. Tablazatokban szereplo értékek azt jelzik, hogy adott iteracids szint-
re érve az el6z0 szint soran eléalld részintervallumok hany szazalékat nem volt ké-
pes egy adott n-gyorsitod eljaras torolni. Példaul a 13. Tablazat SS oszlopaban a 3.
szinten allo 15,3% érték azt jelzi, hogy a monotonitasi teszt alkalmazasanak ko-
vetkeztében az algoritmusnak a Shekel5 tesztfiiggvényen valo végrehajtasa soran
az /=2 iteracios szint kezdetén a listan szerepld 91 darab intervallum darabolasa
soran keletkezd Ssszesen Nj.1=s"N,=2*.91=1456 darab részintervallumbél a 3.
szint kezdetére csupan 223 elem maradt.

A 13. és 14. Téablazatokban a monotonitasi €s a vagasi tesztek hatasat kilon-
kalon vizsgaltuk.

Szint S5 H3 Br Rb THCB L8 Sch2.1 | Sch2.7 G5
1 100,0% 50,0% | 100,0% 75,0% | 100,0% | 100,0% [ 100,0% 75,0% | 100,0%
2 35,5% 50,0% 56,2% 58,3% 50,0% | 100,0% 62,5% 68,8% 3,1%
3 15,3% 31,2% 63,9% 53,6% 46,9% 82,8% 50,0% 40,2% 6,2%
4 12,0% 16,9% 32,6% 50,0% 43.,3% 13,5% 47,5% 41,9% -
5 11,6% 14,4% 26,7% 48.3% 34,6% 12,.2% 47.4% 41,3% -
6 N 11,9% 25,8% 45, 7% 37,5% 12.8% 42.7% - -
7 - 12,9% 24.2% 40,3% 31,5% 8.4% 43.9% - -
8 - 10,9% 27,3% 38.,7% 21,3% 7,5% 46.3% - -
9 - 12,5% 25,0% 31,0% 24,1% 11.5% 43.3% - -
10 - 12,0% 22,9% 35,3% 25,0% 13,0% 38,1% - —
11 — 13,7% 23,4% 38,9% 24,1% 10,8% - - -

13. Tablazat. A monotonitasi teszt altal a listan hagyott elemek szamaranya (1)
szazalékosan, szintenként megallva.

A monotonitasi teszt alkalmazasakor (13. Tablazat) altalaban a 3-4. iteracios
szinttdl kezdve megadhat6 olyan n érték, mely minden késobbi szintre érvényes,
sOt, az ott szerepld m értékektdl altalaban nem kiilonbozik lényegesen. Ezek az
ertekek az egyes fuggvények esetében az utolsdé oszlopot kivéve a 4. szinttdl
kezdve 0,12, 0,169, 0,326, 0,5, 0,433, 0,135, 0,475 ¢és 0,419, a tablazat szerint
balrol jobbra haladva a tesztfliggvényeken.

Hasonloképpen a vagasi teszt (14. Tablazat) is lehetové teszi ilyen m értékek
rogzitéseét, €s ez az érték eltér a monotonitasi teszt altal elért értéekektdl. Emlitésre
méltd az egyes szintek nagymértékii eltérése.

A konkavitasi teszttel végrehajtott eredmények ugyan szintén alatamasztjak az
n feltevés jogossagat, a vizsgalt tesztfeladatokon azonban ez az érték alig csok-




A gyorsito eljarasok hatasvizsgalata 85

kent 1 ala, aminek kovetkeztében a programfutas tobbnyire az els6 két-harom szint
utan a tal hossza lista miatt leallt, igy ezeket az eredményeket tablazatszerlien nem
is kozoljik.

Szint S5 H3 Br Rb THCB L8 Sch2.1 | Sch2.7 G5
1 100,0% | 100,0% | 100,0% [ 100,0% | 100,0% | 100,0% | 100,0% | 100,0% | 100,0%
2 25,0% 64,1% [ 100,0% 37,5% | 100,0% 31,2% 62,5% 70,3% 3,1%
3 38,2% 47.9% 65,6% 54,2% 81,2% 39.4% 30,0% 41,1% 3,1%
4 4,7% 31,6% 32,7% 51,9% 80,8% 33,7% 35.,4% 39,7% 3.1%
5 6,6% - 35,5% 56,5% 49,9% 3.2% 27.9% - 3.1%
6 1,6% = 26,9% 34,8% 44,6% 22,2% 36,8% — 3,1%
7 12,4% — 19,9% 34.4% 38.,5% 8.0% 21.4% - 3,1%
8 3,1% — 34,0% 31,0% — 19,8% 11,5% — 3,1%
9 12,4% - 20,1% 33,6% - 8,2% 20,5% - 3,1%
10 3,1% — 25,7% 24,9% - 19,5% 25,0% - 3,1%
11 13,8% — 24,0% 25,1% - 8.0% 30,6% - 3,1%

14. Tablazat. A vagasi teszt altal a listan hagyott elemek szamaranya (1) szazalé-
kosan, szintenként megallva.

Szint S5 H3 Br Rb THCB L8 Sch2.1 | Sch2.7 G5
1 100,0% 50,0% | 100,0% 75,0% | 100,0% | 100,0% | 100.0% 75,0% | 100,0%
2 19,1% 46,9% 56,2% 41,7% 50,0% 31,2% 62,5% 68.,8% 3,1%
3 17,7% 14,2% 63,9% 45,0% 46,9% 39,4% 30,0% 34,8% 3,1%
4 0,8% 15,4% 20,7% 44,4% 43.3% 9.9% 35.4% 36,4% 3.1%
5 1,1% 3,6% 28,9% 43,8% 28,8% 0,2% 27,9% 38,5% 3,1%
6 2,1% 2,1% 28.4% 39,3% 31,7% 12,5% 36,8% - 3,1%
7 6.2% 75,0% 22.,0% 33.0% 25,0% 12,5% 21.4% — 3,1%
8 6,2% 10,4% 29,5% 31,9% 22.4% 12,5% 11,5% - 3,1%
9 6,2% 2,5% 25,0% 35,1% 2,9% 12,5% 20,5% - 3,1%
10 6.2% 75,0% 22,1% 24,8% 25,0% 12,5% 25,0% — 3.1%
11 6,2% 8,3% 22,8% 25,0% 25,0% 12,5% 30,6% - 3.1%

15. Tablizat. A monotonitasi €s vagasi teszt egyiittes alkalmazasa mellett a listan
maradt elemek szamaranya (n) szazalékosan, szintenként megallva.

A 15. Tablazatban tobb gyorsitd eljaras egyiittes viselkedését figyelhetjiik meg.
Ennek soran egytittesen alkalmaztuk a monotonitasi és a vagasi tesztet. A harom
teszt egyiittes alkalmazasanak hatasvizsgalatara tett kisérlet, melyben az elébbi két
gyorsito eljaras mellett a konkavitasi tesztet is felhasznaltuk, a fentebb emlitett
okok miatt nem adott ettdl Iényegesen eltéré adatokat, igy ezen futasi eredmények
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kilon itt nem szerepelnek. Megallapithatd, hogy a torlési aranyok tobbnyire ki-
egyenlitddtek.

A vizsgalt esetekben altalaban muikodik tehat az n feltevés, azaz minden
n-gyorsitd eljarashoz €s tesztfeladathoz megadhato egy szintektdl fiiggetlen m, de
csupan akkor, ha az els6 néhany szinttdl eltekintiink. Ez a tovabbi, elméleti vizs-
galatokat nem zavarja, mivel ugy is tekinthetjiik, hogy a kiindulasi L listank mar
eleve tartalmazza az els6 néhany szinten tortént darabolas eredményeképpen kelet-
kezett részintervallumokat. Ennek érdekében az 5. Algoritmust ugy modositjuk,
hogy ezeknek az elvarasoknak megfeleljen.

7. Algoritmus. Hansen intervallum-kivalasztasi szabalyat alkalmazoé szeletel6 algo-
ritmus m-gyorsito eljarassal.

1. Legyen L egy N, darab egybevagd n-dimenzios intervallumbol allo
lista, melyek unioja része X-nek és tartalmazza az f 6sszes globalis
optimumhelyét! Legyen a lista els6 eleme 4! Allitsuk a k iteracio-
szamlalot k=1 értékre, és legyen L:=L\{A4 }!

2. Daraboljuk az A intervallumot s darab 4, (i=1,2,...,s) egybevago
részintervallumra oly modon, hogy azt a leghosszabb élére felvett
ekvidisztans beosztas mentén arra meroleges hipersikokkal felsze-
leteljiik!

3. Helyezzik a lista végére az Ujonnan keletkezett intervallumokat,
azaz legyen L:=L U {4} U{4d,}u...u{4,}!

4. Toroljik az L listardl azokat az elemeket, melyek az n-gyorsito elja-
ras értelmében nem tartalmazhatnak globalis minimumbhelyet.

5. Valasszuk ki a listarol az 4 € L legels6 intervallumot, €s emeljuk le
onnan, azaz legyen L:=1L\{A4 }!

6. Ha a megallasi feltétel nem teljesiil, noveljik az iteracio-szamlalot,
k:=k+1, és térjiink vissza a 2. 1épéshez!

7. Nyomtassuk ki az eredményt, és STOP!

Az n-gyorsito eljarast alkotod gyorsito eljarasok az algoritmus kozben ugy mu-
kodnek, hogy segitségiikkel az L lista a varhatonal legalabb 1-m-szorosaval rovi-
dil minden szint esetén. Legyen példaul az /-dik szintre érve a listaclemek szama
N;. Ahogyan azt a 7. Lemma bizonyitasaban lattuk, az /-dik szint iteracios ciklusait
elvégezve a lista az s”-szeresére duzzad n-gyorsito eljaras nélkil. A 13. Definicid
szerint azonban a listaelemek szama ekkorra legfeljebb ns”N, lehet. Altalanossag-
ban ez a kovetkezoket jelenti.

8. Lemma. A 7. Algoritmus iteracids ciklusainak /-dik szintjére érve az L lista
elemeinek N; szamara mindig teljesiil, hogy
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Ni<L(ns")'No (84)

Bizonyitas. Egyetlen iteracios szint soran minden, az adott szintre érkezéskor az L
listan tarolt elemet s” darab egybevago részintervallumra vagunk. A szint minden
lépésében néhany részintervallum torlésre kertil ugy, hogy a szint végére legfeljebb
n hanyaduk marad a listan. Igy a szint osszes lépésének elvégzését kovetden a
kezdeti N;.; listaelembél keletkezOk koziil csupan legfeljebb [ ms”N,.; ] marad a
listan. Képlettel felirva N;<| ns"N,.; |<[ (ns™) N, J, amit bizonyitani kellett. O

Az 8. Lemma bizonyitasabol latszik, hogy a listaelemek szamara (84)-nél jobb
kozelités is adhato. Ez azonban nem ad zart képletet a kerekitések miatt, igy a di-
rekt modon kaphato becslés nehezen kezelhetd. A kozvetleniil a 13. Definiciobol
adodo korlat a kovetkezdkeéppen irhato fel:

6. Megjegyzés. A 7. Algoritmus iteracios ciklusainak /-dik szintjére érve az L lista
elemeinek NV, szamara mindig teljesil, hogy

N, < \_ns”. ; .|_ns”Lns"Nr_, JJ : J (85)
ahol az ns” tényez0 [-szer szerepel.

Mindemellett a (84) becslés elég jo, és elméletileg €les, azaz egyenloség is elofor-
dulhat. Megbizhatosagat vizsgaljuk meg a 15. Tablazat adatain. Hagyjuk el minden
tesztfliggvény esetében az elsd két-harom szintet, a keletkezd intervallumokat he-
lyezzik fel a 7. Algoritmus kiindulasi listajara, és a fennmarado szintek m értékei-
nek maximumaval szamoljuk ki a tablazatban szerepld utolso szinteken (84) alap-
jan varhato listahosszak felso korlatjait. Azt kapjuk, hogy a kilenc tesztfeladaton a
tényleges listahosszak a (84) alapjan szamitott értékeknek atlagosan korulbeliil a
negyedére csokkennek, azaz a tesztfeladatokon a (84) becslés nagysagrendben jo
eredményt szolgaltat. Ezzel szemben az algoritmusokat ugyanonnan inditva, az n
feltevés nélkul — legrosszabb esetre — a 7. Lemma felhasznalasaval kiszamitva a
listak novekedését a valos listahosszak a felsd becslésnek csupan ezredrészére no-
nek. Nyilvanvalo tehat, hogy a gyorsitod eljarasokkal kiegészitett szeletel6 algorit-
musok, €s igy az uniform intervallumfelezé modszerek vizsgalatakor is az 1 felte-
vés nagysagrendekkel pontosabb eredményeket szolgaltat. A kovetkezokben meg-
vizsgaljuk, hogy milyen hatassal van ez a konvergencia sebességére adhatd ered-
ményekre.
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5.2. Konvergencia-sebesség n-gyorsitassal

Az uniform darabolast végzé intervallum-felosztasi algoritmusok egyes szintjein
végrehajtando iteracios ciklusok szama nyilvan kozvetlenil fligg a szint megkezdé-
sekor a listan talalhatd elemek szamatol. Mivel ez utobbi érték az n-gyorsito elja-
rasok hatasara jelent6s mértékben csokken, varhatéan ugyanazon iteracios szint is
kevesebb iteracios ciklus aran elérhetd. A listaelemek torlése a 7. Algoritmus 4.
lépésében egy adott szint soran barmely iteracios ciklusban bekovetkezhet, mely-
nek szintbeli elhelyezkedését elore megmondani nem tudjuk. Az adott szint elvég-
zéséhez sziikséges iteracios ciklusok szama nagymértékben fiigg attol, hogy a tor-
lések még a szint elsé néhany lépésében megtorténnek-e, vagy csupan a szint vége
felé. Mig a szint elsé 1épéseiben végezve a torléseket az azonos m hanyad elérésé-
hez fizikailag kevesebb listaelem torlése sziikséges, valamint a torolt elemek na-
gyobb térfogata miatt tobb iteracios ciklus takarithatd meg a szint fennmaradoé ré-
szére, addig a torléseket a szint utolso 1€épéseiben megvalositva ezek ellenkezdje
igaz. A két esetet érdemes kilon kezelni, mivel jelentds kiilonbség tapasztalhato
kozottik. Elészor a legjobb esetet vizsgaljuk.

9. Lemma. Legjobb esetben az 7. Algoritmus /-dik szintjéhez tartozo iteracids
ciklusok k; szamara teljesul, hogy

k< 1"_—11 [nlms™y' v, ]1. i

Bizonyitas. A legjobb eset akkor kovetkezik be, ha a listaelemek legalabb 1-m ha-
nyadanak torlését az /-dik szint elsé 1épéseiben sikertil elvégezni. Ez azt jelenti,
hogy | (1-n)N, | intervallumot egészben sikeriil kizarni a tovabbi vizsgalatokbol,
tovabbi Ls-frac((1-1)N,) ] részintervallumot az elsd iranyban végzett szeletelése
utan (a frac(-) fiiggvény a tortrész fiiggvényt jeloli), és igy tovabb. A 9. Abran erre
lathatunk példat, ahol a szint kezdetén 3 elem van a listan, €s a szint soran torlésre
kertilo részintervallumokat szurkités jeloli. A szint egyes vagasait az intervallu-
mokba huzott egyenes szakaszok érzékeltetik. Ebben az esetben a gyorsito eljara-
sok nélkiili, 6sszesen 12 iteracios ciklus helyett annak csupan felére, azaz 6 lépésre
van sziikség.
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9. Abra. Listaelemek torlése n-gyorsitassal a legjobb esetben N;=3 elem esetén,
s=3, n=2 és n=0,4 értékek mellett.

Ezek a torlések a szint tovabbi iteracids ciklusaibol

T

S

darabot megtakaritanak azzal, hogy a kiindulasi intervallumokbol egészben torol-
nek | (1-n)N,] darabot, majd ezutan az elsé iranyt vagast kovetden
s" -1

s—1

| s-frac(1-m)N,) |

tovabbi iteraciot takaritanak meg azzal, hogy |_s'frac(( 1-n)N,)) | intervallumot mar
az elsO vagas utan torolnek, és igy tovabb. A szint Osszesen elvégzendo iteracios
ciklusainak szamara ez azt jelenti, hogy az /-dik szint &; 6sszes iteracios ciklusainak
szama legfeljebb

s’

1 1 |s-frac(1-n)N,) ], (87)

“n _1 ‘,,n _1 n—1
= i |

s—1 S — s —

ami atrendezve a kovetkezoképpen irhato6 fel:

—1
s =1
s—

s"—1
kléssji_anJ—F 1

’-s-frac((l—n)N,)-l <
. (88)

1
s—1 I_nN’-I'

Behelyettesitve (84)-et (88)-ba adodik (86). O

<

Az n feltevés mellett a 9. Lemmabeli (86)-nal jobb becslés az n=1 esetben nem
adhato, amennyiben a (84) altal nyuajtott korlat pontos. A becslés igaz ugyan maga-
sabb dimenzidban is, sot, a (86)-ban egyenloség is eldfordulhat tetszoleges magas
n érték esetén. A 9. Abrabeli példan azonban k,=6 a pontos érték, mig a (86) éltal
szolgaltatott korlat 8. Pontosabb eredményt is kaphatunk a 9. Lemma bizonyitasa-
ban eléforduld tovabbi tagok felhasznalasaval. Igy specialisan 7<2 esetben igaz a
kovetkezo:
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7. Megjegyzés. Legjobb esetben a 7. Algoritmus /-dik szintjéhez tartozo iteracios
ciklusok szamara teljestl, hogy

k,és —l_s -1
1

s—1  s- L(l—n)tns” ---LT\S”LTIS”NO Uﬂ_
_ Sl;l_—l 1 LS . frac((l — n)'_ns" . |‘nsn Lns n]\/0 M ) J)J

¢s kizarolag az m feltevésre tamaszkodva n<2 esetben ennél jobb becslés nem ad-
hato.

(89)

Az 9. Abrabeli példara felhasznalva ezt az eredményt, mar valoban pontos érté-
ket kapunk k,-re. Az n>2 esetben a pontosabb becsléshez tovabbi tagok sziiksége-
sek, melyek kiszamitasa a (89) tagjaihoz hasonloan torténhet, és melyekkel a to-
vabbiakban nem foglalkozunk. Vizsgaljuk most meg a legrosszabb esetet! Ezt a 9.
Lemma altal megfogalmazott legjobb esettel szemben a kovetkezo allitas irja le.

10. Lemma. Az 7. Algoritmus /-dik szintjéhez tartozo iteracios ciklusok k; szama-
ra legrosszabb esetben is teljestl, hogy

(90)

Bizonyitas. A legrosszabb eset akkor fordul elo, amikor az adott /-dik szint itera-

"D (X)), azaz a torlésekre

cios ciklusai soran minden torlend6 elem szélessége s
az iteracios szint végrehajtasanak utolsé szakaszaban keriil sor. A 10. Abran a
kezdodlista elemei lathatok, a vagasok helyét egyenes szakaszok, mig az adott
szinten torlésre keriil6 elemeket sziirkités jeloli. Mas szoval a szint kezdetekor a
listan szerepld minden elemre az Gsszes koordinata-iranyra merdlegesen minden
vagast el kell végezni, igy a torlésekbdl szarmazo gyorsitast csak a kovetkez6 szint

lecsokkent kezddlistaja jelenti.

10. Abra. Listaclemek torlése n-gyorsitassal a legrosszabb esetben N,=3 elem
esetén, s=3, n=2 és n=0,4 értékek mellett.

Az [-dik iteracios szintre érve (84) szerint legfeljebb | (ns”)'N, | darab elem va-
rakozik a listan, melynek mindegyike a 18. Tétel (60) egyenldsége alapjan kisza-
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mithato szamu iteracios ciklust igényel a feldarabolasahoz. Ezen két tényezd 6sz-
szeszorzasaval kapjuk a lemma allitasat. O

A legrosszabb eset elemzésekor egyetlen szint elszigetelt vizsgalata nem mutat
eltérést az n-gyorsitott esethez képest: a 10. Abran szerepl példan képleteink al-
talanos (a 18. Tétel (60) képlete alapjan) és m-gyorsitott (a 10. Lemma (90) kép-
lete egyenldség teljesiilésekor) legrosszabb esetben is k=12 értéket szolgaltatnak,
ami egyebként megfelel a pontos értéknek. Megvizsgalva azonban az innen kovet-
kez6 szintre (Id. 11. Abra) az egyes képletek pontossagat mar szembet(ind az elté-
rés. Mig (60) alapjan az eredmény k;.,=108, addig a pontos és a (90) alapjan kal-
kulalt éles érték is k;.1=40.

11. Abra. Listaclemek torlése n-gyorsitassal a legrosszabb esetben a 10. Abran
vazolt szintet koveto iteracios szinten (s=3, n=2 és n=0,4 értékek mellett).

Mivel a konvergencia-sebesség kiszamitasakor altalanos esetben a legrosszabb
kimenetell mikodést kell figyelembe venniink, a tovabbiakban a 10. Lemma fel-
hasznalasaval jellemezziik az 7. Algoritmus adott szintjéig elvégzendd legfeljebb
szuikséges iteracios ciklusokat.

25. Tétel. Ha a k-dik iteracios ciklus az 7. Algoritmus /-dik szintjén talalhato és
[ ns™ I>1, akkor

(l—nsn—‘m — 1)(.9” - 1)
G

k< (1)

Az[ ns" =1 esetben
s" =1

s—1

k <

(I +1)N,. (92)

Bizonyitas. Az 10. Lemma fels6 korlatot ad az /-dik szinten elvégzendd k;
iteracioszamra. Osszegezziik tehat ezt az eredményt az /-dik szint végéig:
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n !

L(nsn)iNoJS : _11 Noi(nﬂ : (93)

§S—1 0 S — i=0

5" =1

!
Dk <
i=0

Amennyiben | ns” |>1, akkor az Osszegzés eredménye (91)-et szolgaltatja. Az
[s" |=1 esetben az 6sszegzés eredménye egyszertien /+ 1. Ezzel az allitas mindkét
esetét bebizonyitottuk. O

Az [-dik szint iteracios ciklusainak jellemzésekor nem tudunk a 19. Tétel (62)
eredményében szerepld also6 korlatnal jobbat megadni, mivel az egyes iteracios
szintek végeztével a listan marado elemek aranyara a feltevés alapjan csak felso
becslés all rendelkezésre. Masfeldl egy also becslés rogzitése az n-gyorsitd eljaras
fogalmanak alkalmazhatosagat korlatozna, igy ilyen kikotést tenni értelmetlen. A
25. Tétel (91) egyenlodtlensége azonban elegendd ahhoz, hogy a gyorsito eljarassal
kiegészitett uniform intervallum-felosztasi eljarasok konvergencia-sebességének
nagysagrendjét megbecsiilhessik.

26. Tétel. Legyen F az f valos fliggvénynek o-konvergens befoglalofiiggvénye az
X intervallum felett, tovabba jelolje L az aktualis iteracios ciklus listajat, 4 pedig az
aktualis intervallumat. Ekkor a 7. Algoritmus /-dik szintjén lévo barmely A-dik ite-
racios ciklusaban teljestl, hogy

Ib( f(X))— min( Ib F(Y)) =M™ "s“ Dy (94)
YeLu{A}
hal ns” [>1.
Amennyiben | ns” [=1, a miiveletigény a kovetkezo:
ﬂ
Ib( £(X))~ min Ib(FY))=06(s ™"k """y =0 (i) ’ (95)
YeLu{d} sk

Bizonyitas. Tegyuk fel eloszor, hogy
[ms"122. (96)

Mivel [ ns™ | pozitiv és az [ ns” |=1 esetet kiilén vizsgaljuk, a (96) feltétel mindig
teljesiil. Mivel s>1 és Ny>0, igy a 25. Tétel (91) egyenltlenségét atalakithatjuk a
kovetkezé modon |

Ks=Ds"=1) | _ k(s— (s - 1)+1 —— ©7)
N,(s"=1) — Ny(s"-1) B '

A tovéabbiakban felsé korlatot adunk [ ns” """ értékére. Nyilvan [ ns” I<ns"+1, és
a (960) feltétel miatt ns">1. Ezekbol kovetkezik, hogy ns"+1<2ns". Folytatva a
gondolatsort

I-"!’]=§'n_ll+1<(?T]sn)l+1:(2n)l+I(SIS)”. (98)
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A (97) és (98) egyenldtlenségek egyiittesen felsd korlatot szolgaltatnak s~ értéké-
re:

ks—Dms" -1 E
3 gy A =) | (99)
(zn)H—l

Mivel a 7. Algoritmus is Hansen intervallum-kivalasztasi szabalyat koveti, igy
értelmes ra a 12. Definicio, mely alapjan

W(A)ZWmaXSS'Iw(X)

teljestl az /-dik szint minden egyes A aktualis intervallumara. Mivel az L listaban
tarolt minden egyes Y elemnek a szélessége legfeljebb akkora, mint az aktualis in-
tervallumé, azon ¥ " intervallum szélességére, melyen a miny. ;. 4Ib/(}Y) minimum
felvétetik, szintén igaz a kovetkezo egyenlétlenség:

w(Y)<s ' w(X). (100)
Alkalmazva (100)-at az 5. Lemmara kapjuk, hogy specialisan

Ib (£())~ min Ib(F(¥))<ew* (¥ )<e(s 'w(X)”. (101)

Folytassuk most a (101) egyenlotlenségsort (99) behelyettesitésével:

o

1
k(s—1)(ns —1)+1 .
N,(s" -1

(2n)1+1

c(s™ w(X))* <c| sw(X)

Az egyes tényezOk nagysagrendje alapjan ezzel bizonyitottuk a tétel elso allitasat,
azaz a (94) nagysagrendet.

Amennyiben [ ns” |=1, a 25. Tétel (92) egyenl6tlensége érvényes, melynek at-
rendezésével azt kapjuk, hogy

o < (M - 1}7 (102)
(I + DN,

Tételiink elsé allitasanak bizonyitasaban taglaltak szerint (102) (101)-be val6 be-
helyettesitésével a tétel bizonyithatd. Ebben az esetben a behelyettesités eredménye
a kovetkez6 lesz:
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ol

. . k(s-1) .\~
Ib( f(X))— min Ib(F())<¢ ——=—+1 Xy
(/ (X))~ min Ib(F(Y) [UH)NO j w(X)
mellyel (95)-6t, és ezzel a tételt bizonyitottuk. O

Vegylk észre, hogy a gyorsitas nélkiili szeletelé algoritmus konvergencia-
sebességét vizsgalo 20. Tétel (64) egyenldtlenségében szerepld felso korlatban az s
és k tényezOk nagysagrendje megegyezik a gyorsito eljarasokat is figyelembe vevo
26. Tétel (94) egyenldségében megadottakkal. A nem allandd tagokban valo
egyetlen kiillonbozdéség az n tényezo jelenléte. Ez az egyiitthatd az m-gyorsitas
.gyengeségét” adja meg, azaz minél nagyobb m értéke, annal gyengébb a globalis
optimum kézelitése adott rogzitett szamu iteracios ciklust kovetden. Az [ ns” =1
eset igen specialis, és csak ritkan fordul el6. Masrészt a 26. Tételbeli fels6 korlatok
koziil a (95)-beli mindig élesebb, mint a (94)-beli, igy minden esetben alkalmazhato
az utobbi. A specialis esetet csupan a teljesség kedvéért vizsgaltuk meg.

Osszegezve a 26. Tétel eredményeit, az n-gyorsitott szeleteld eljaras konver-

al/n

gencia-sebességének n-tol valo fuiggését az n™"'" tényezovel jellemezhetjik. Ez azt
jelenti, hogy rogzitett allandoju o-konvergencia és valtozoszam (dimenzid) esetén
a gyorsitd eljarasaink javitasa magan az algoritmuson polinomialis gyorsulast
eredményez. Minél magasabb iteracios szinten jar az algoritmus a feladat megolda-
saban, annal er0sebb a gyorsito eljarasok hatasa.

A gyorsitott eset vizsgalatakor a legjobb esettel egyaltalaban nem foglalkoztunk

az n-gyorsitas természetére valo tekintettel (vo. a 25. Tétel utani megjegyzes).
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6. Osszefoglalas

Jelen dolgozat a globalis optimalizalasban, azon belul is az intervallum-felosztasi
eljarasok terén az utobbi néhany évben végzett kutatasaim soran elért fobb ered-
ményeket tartalmazza. Az 1. fejezetben a globalis optimalizalas néhany hagyoma-
nyos modszerét ismertettem roviden, a 2. fejezetben az intervallum analizis leirasat
kozoltem.

A 3. fejezetben a korlatozas €s szétvalasztas elvén alapulo intervallum-felosztasi
globalis optimalizal6 eljarasokat taglaltam. Ehhez megadtam egy modellalgoritmust
(2. Algoritmus), melynek egyes 1épéseit pontosan definialva megkaphato minden, a
vizsgalt eljaras-osztalybeli algoritmus. A modell iterativ része 5 1épésbdl all (2-6.
lépés), melyeket az egyes alfejezetekben kiilon-kiillon megvizsgaltam, utalva az
egyes lépések kozotti kolcsonhatasokra. A 3.1. alfejezetben ismertettem az iroda-
lomban fellelhet6 felosztasi szabalyokat.

A 3.2. alfejezetben egy eddig kevéssé vizsgalt teriiletet, az intervallum-felosztasi
modszerek listakezelését tekintettem at ([17, 20]). Ezen belil megadtam a rende-
zetlen (5. Tétel), a rendezett (6. Tétel) és a hibrid (7. Tétel) listakezel6 modszerek
muveletigényét legrosszabb esetben. Utobbi egy olyan altalam definialt G listake-
zelési modszer, mely az eddigi vegyes listakezel6 modszereknél hatékonyabb. Iga-
zoltam tovabba (8. Tétel), hogy a rendezett €s a hibrid listakezelés muveletigényére
kapott eredmény legrosszabb esetben optimalis. A 3.2.4. és 3.2.5. alfejezetekben
roviden bemutattam a Hansen algoritmus listakezelését, valamint a fenti listakeze-
lési modszerek legjobb esetben valo viselkedését.

A 3.3. alfejezetben foglaltam 6ssze a gyorsito eljarasokat, melyben megadtam az
intervallum-felosztasi modell egy iteracids ciklusaban sziikséges fliggvényhivasok
szamat is (1. Lemma). A gyorsitod eljarasok 0j megkozelitése, mely a szintén j,
szeletel6 technikat is tartalmazza, kiilon, az 5. fejezetben kertilt ismertetésre.

A 3.4 alfejezetben az intervallum-kivalasztasi szabalyok kozil legelterjedtebb
Moore-Skelboe ¢s Hansen kivalasztasi szabalyt vizsgaltam ([9, 10,11, 12, 14]).
Mig a Moore-Skelboe szabaly esetében az algoritmusok konvergencia-sebessége
ismert, addig az iteracios szintek fogalmanak bevezetésével (11. Definicio, 2-4.
Lemma) sikertlt hasonl6 eredményt bizonyitanom Hansen algoritmusara is (13. és
14. Tétel). A legjobb eset vizsgalatok soran tapasztalt kiilonbségeket numerikus
eredményekkel is alatamasztottam.

A modellalgoritmus iteracios része utolso 1épését, a megallasi feltételt vizsgal-
tam a 3.5. alfejezetben ([18, 19, 21]). Ebben az iranyban végzett kutatasaim alapjat
a Lipschitz-folytonos célfliggvények optimalizalasa adta. Az optimumérték és
optimumbhely befoglalasara kiillonbozé megallasi feltételeket szokas alkalmazni. A
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3.5.1. alfejezetben bizonyitottam, hogy Hansen algoritmusat alkalmazva is adhat6
korlat az optimumérték befoglalasara vonatkozoan, és egy ilyen felsoé korlatot ko-
zoltem is (15. Tétel, 6. Lemma). Tovabba, megadtam egy fels6 korlatot az adott
pontossagu befoglalas eléréséhez sziikséges iteracios szintek minimalis szamara
vonatkozoan (16. Tétel). A 3.5.2. alfejezetben megmutattam, hogy az optimumhely
befoglalasara torekvd megallasi feltételek alkalmazasakor is adhato becslés az op-
timum értékére mind Hansen (17. Tétel), mind Moore és Skelboe (5. Kovetkez-
mény) algoritmusa esetében.

A 3.6. alfejezetben példat adtam az intervallum-felosztasi eljarasok egy lényeges
felhasznalasi tertiletére ([6, 7, 8]). Mas globalis optimalizal6 modszerektdl eltérden
az intervallum-felosztasi eljarasok jelen dolgozatban vizsgalt osztalya bizonyitd
erejl megoldast szolgaltat. Az alfejezetben egy szeparacios feladat kapcsan vegyi-
pari rendszerek tervezésénél felmertlt elvi problémak megoldasat adtam meg. Az
ugynevezett recirkulacio és redundancia feltevés cafolatat optimalis ellenpéldak
létezésével bizonyitottam, ahol az optimalitast a megoldasokhoz felhasznalt inter-
vallum-felosztasi modszerek biztositottak.

A 4. fejezetben egy Uj trend tovabbfejlesztését irtam le, mely soran az interval-
lum-felosztas kettdnél tobb darabra torténik egy-egy iteracios cikluson belil ([15,
16, 22, 26, 27]). Ez eloallithatd egyiranyt szeleteléssel vagy tobbszoros vagassal
(ill. tobbszoros szeleteléssel). A 4.1. alfejezetben definialtam az eddig nem vizsgalt
szeletel6 algoritmust és kiterjesztettem ra az iteracios szintek fogalmat (12. Defini-
ci6, 7. Lemma, 18. és 19. Tétel). Részletesen megvizsgaltam a szeleteld algoritmus
konvergencia tulajdonsagait (20-23. Tételek), és numerikus teszteredményekkel ala
is tamasztottam a kapott elméleti eredményeket. A 4.2. alfejezetben a tobbszoros
szelést alkalmaz6 algoritmusok konvergencia-sebességét hataroztam meg (24. Té-
tel).

Az 5. fejezetben a gyorsitd eljarasok egységes kezelésére definialtam az
n-gyorsito eljaras fogalmat. Az n feltevést, mely szerint megadhatoé a szeletel6 elja-
rasok esetében olyan arany, melynél kevesebb listaelemet a gyorsito eljarasok nem
torolnek — egy bizonyos kiiszobon tul — egyetlen iteracios szinten sem, numeri-
kus eredményekkel tamasztottam ala. Az n feltevés felhasznalasaval az eddigi leg-
rosszabb eset vizsgalatokhoz képest esetenként tobb nagysagrenddel pontosabb
becslést sikeriilt megadnom a szeleteld és specialis esetben az intervallumfelezd
eljarasok konvergencia-sebességére vonatkozoan (26. Tétel).

A tavlati kutatasok koziil a legfontosabb a gyorsitd eljarasok tovabbi elemzése
¢és az algoritmusok egyes részei kolcsonhatasanak részletes vizsgalata. Az algorit-
musok hatékonysaganak tovabbi novelése a befoglalo fuggvények javitasaval fo-
kozhato.
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Summary

The present work consists of the main results I have achieved in the last few
years in the field of global optimization, especially in the interval subdivision meth-
ods. The core of this work falls into five sections. Chapter 1 is a brief summary of
some standard methods for global optimization, and chapter 2 describes interval
analysis.

Chapter 3 discusses the interval subdivision methods for global optimization
based on the branch-and-bound principle. In order to do so I give a model algo-
rithm (Algorithm 2). All of the algorithms of the investigated class of methods can
be obtained by defining the individual steps of this model rigorously. The iterative
part of the model consists of five steps (step 2 to step 6) which I investigate in
certain sections separately, also referring to their interactions. In section 3.1 I re-
view the subdivision rules known from the literature.

Section 3.2 analyses the storage handling of the interval subdivision methods
([17, 20]), a less investigated field up to the present. There I prove the worst case
performance of the unordered (Theorem 5), the ordered (Theorem 6), and the hy-
brid (Theorem 7) storage handling methods. The latter method is a new one de-
fined here which is more efficient than other mixed storage handling methods.
Furthermore, I prove (Theorem 8) that the results for the ordered and the hybrid
methods are optimal in the worst case. In subsections 3.2.4 and 3.2.5 I briefly dis-
cuss the storage handling of Hansen’s algorithm, and the best case behavior of the
methods listed above.

Section 3.3 gives a description on the accelerating devices where 1 prove the
number of function evaluations needed to complete a single iteration cycle (Lemma
1). A new theoretical approach for considering accelerating devices containing the
also new multisplitting technique is given in chapter 5.

Section 3.4 investigates the two most wide-spread interval selection rules, the
Moore-Skelboe and the Hansen rule ([9, 10, 11, 12, 14]). While for the Moore-
Skelboe rule the convergence speed of the algorithms is known, introducing the
notion of iteration levels (Definition 11, Lemmas 2-4) 1 could prove similar results
for the algorithm of Hansen (Theorems 13 and 14). The differences occurring in
the best case are analyzed also using numerical examples.

The last step of the iterative part of the model algorithm, the termination crite-
rion is investigated in section 3.5 ([18, 19, 21]). The basis of my investigations in
this direction is the optimization of Lipschitz continuous functions. It is common to
apply different termination criteria for inclusions of the optimum value and the op-
timum points. In subsection 3.5.1 I prove that a bound for the inclusion of the op-
timum value can also be given for Hansen’s algorithm, and 1 also provide such a
bound (Theorem 15, Lemma 6). Furthermore, I give an upper bound on the mini-
mal number of iteration levels that are necessary (o achieve a given accuracy
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(Theorem 16). In subsection 3.5.2 1 show that using termination criteria to deter-
mine the inclusion of the optimum points it is also possible to give inclusions for
the optimum value applying Hansen’s (Theorem 17) or Moore and Skelboe’s
(Corollary 5) algorithm, as well.

Section 3.6 gives an example for an important application of interval subdivision
methods ([6, 7, 8]). In contrast to other global optimization methods the class of
interval subdivision algorithms investigated in the present work provide reliable
computational proofs. In the section I give the solution for a problem of principle
in connection with separation network synthesis arising when planning chemical
systems. I prove the denial of the so-called recycling and redundancy assumptions
by proving the existence of optimal counter examples, where the optimality is as-
sured by the interval subdivision methods.

Chapter 4 consists of the development of a new trend, i.e., the intervals are sub-
divided into more than two subintervals within a single iteration cycle ([15, 16, 22,
26, 27]). This can be obtained by slicing in one direction or using multisection. In
section 4.1 1 define the new multisplitting algorithm and extend the notion of itera-
tion levels for it (Definition 12, Lemma 7, Theorems 18 and 19). I investigate the
convergence properties of the multisplitting algorithm in details (Theorems 20 to
23), and support the theoretical results with numerical tests. In section 4.2 I deter-
mine the convergence rate of algorithms using uniform multisection (Theorem 24).

In chapter 5 I define the notion of the n-accelerating device in order to give a
uniform way for handling acceleration devices. The n assumption — supposing the
existence of a rate for at least deleted list elements at each iteration level from a
certain level on — is supported by numerical tests. With the aid of the n assump-
tion I provide new bounds for the convergence speed of multisplitting and in the
special case for bisection methods, which bounds are better by orders of magnitude
in certain cases (Theorem 26).

The most important parts in future investigations are the additional analysis of
accelerating devices and the interaction of the different steps of the model algo-
rithm. Further increase of the algorithms’ efficiency can be achieved by improving
the inclusion functions.
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elore tarto modszer, 19
hatra tarto modszer, 19
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Fiiggelék

A dolgozatbeli tablazatokban szerepl6 futtatasi teszteredményekhez felhasznalt
figgvények szinte kivétel nélkil a szakirodalombol jol ismert, mas megolddk
teszteléséhez is széleskorben alkalmazott problémakbol allnak. A kovetkezdkben
megadjuk a fliggvények alakjat €s az irodalomban egy-egy jellemzo6 eléfordulasu-
kat.

Booth [44]

FO)=(x1+2x,-7)*+(2x1 +x,-5)%, xeR>.
Kiindulési intervallum (X): [-5-10°, 5-10°]*.

Branin (Br) [61]

5 51, ’ 1 )
f(x)= ;xl—émg X +x,~6| +10 l—g cosx; +10, xeR".

Kiindulési intervallum (X): [-5, 10]x[0, 15].
Dripstone Cave (DSCn) [14]

1 n ) 4 /1( TC)Z .,
X)=|— )l 1= x —19— xeR".
/() (n;mn(x,)j( At 25195 j,\»e

Kiindulasi intervallum (X): [0, 63]".

Griewanks (G5) [61]

)= 2400 Hcos( j+l xeR’.

i=1

Kiindulasi intervallum (X): [-500, 600]5.

Hartman3 (H3) [61]

5
f(x):—ch.exp( Za {x;—py) j,xeR3, ahol
=1

O Ci pi
(3,0, 10,0, 30,0) 1,0 (0,36890, 0,11700, 0,26730)
(0,1, 10,0, 35,0) 1.2 (0,46990, 0,43870, 0,74700)

2

(3,0, 10,0,30,0) | 3,0 | (0,10910, 0,87320, 0,55470)

>

(0,1,10,0,35,0) | 3,2 | (0,03815,0,57430, 0,88280)

i

DWW N -~
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Kiindulasi intervallum (X): [0, 17,

Levyl [48]

F(xX)=x{-15x{+27x{+250, xeR".
Kiindulasi intervallum (X): [-4, 4].

Levy2 [48]
Fikil Zi-cos((i +x, +1') ,xeR".
i=1
Kiindulasi intervallum (X): [-10, 10].
Levy8 (L8) [44]

7(x) =Z<yi 12 (14 10sin® (ny,.,)) + sin (ny,) + (3, — 1),

ahol y,=1+(x,—1)/4, i=1,....n, n=3, xeR".
Kiindulasi intervallum (X): [-10, 10]".

Matyas [44]

F(x)=0,26(x7+x3)-0,48x,x,, xcR”.
Kiindulasi intervallum (X): [-10, 10]2_

Powell [44]

J)=(x1+ 10x2)2+5(x3—x4)2+(x2—2x3)4+10(x1—x4)4, xeR*.
Kiindulasi intervallum (X): [-4, 6]°.

Rosenbrock (Rb) [44]

S(x)=100(xo-x7)*+(x1-1)% xeR%.
Kiindulasi intervallum (X): [-600, 400]%.

Schwefel2.1 (Sch2.1) [58]

f(x)=(1,5—x1+x1x2)2+(2,25—x1+x1x§)2+(2,625—x1+x1x§)2, xeR?

Kiindulasi intervallum (X): [-1,5, 7,5]x[-4, 5].
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Schwefel2.7 (Sch2.7) [62]

10

2

f(%)= Z (exp(—O,lixl) =erp(=0,1i%; j— (exp(—O,li) - exp(—i))x3)

i=1

3
xeR".

Kiindulasi intervallum (X): [0, 5]x[8, 11]x[0,5, 3]

SEPNET1 [7]

minC(x)=(S1atSs+S 1C)O’G+(SzA+S2B+Szc)0’6+(S3A+S3B+S3c)0’6+(S4A+S4B+S4C)O’6,

ahol

valamint

Sia=xifiatxpfoatxa((1-x1) fiat(1-x2) f2a)
Sis=x1fis g foptxa((1-x1) fisH(1-x2) o t3Sis)
Sic=x1fictxafoc

Soa=(1-x1) fiat(1-x2) foa

Sop=(1-x1) fi+(1-x2) fopTx3818
Sac=(1-x1) frct(1-x2) foctx3Sic
S3a=(1-x4)S24

S3B:( 1 '—x4)SZB

S50=0

S4a=0

S4B:(1_x3)SlB

S4C:(1—-x3)Slc

far | M=A | M=B | M=C
i=1 100 1 1
i=2 100 1| 200

a kovetkezo korlatozasi feltételek mellett:

SEPNET2 [7]

S1at85324=200
S3pt+S4p=2
Szc+S4c=201

xiel0, 1] i=1,.. 4

minC(x)=(S;a+S15+S 1c)0’6+(SzA+SzB+S2c)O’6+(S3A+ S3p+ SzC)O’G+(S4A+S4B+S4C)O’6,

ahol

S1a=x 1 fiatxgfoatxs((1-x1) frat(1-x2) f24)
S1e=x1fiptx fonts((1-x1) fisH(1-x2) fontxaSin)
Sic=x Lf1c+x2fzc

S24=(1=x1) fiat(1-x2) foa

Sap=(1-x1)fint(1-x2) ontxsSim

Sac=(1-x1) fict(1-x2) foctx3Sic
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S3a=%6524
S38=X6528
S5c=0
S4A=O

Sup=(1-x4)S18
Sac=(1-x4)S1c

valamint
fiv | M=A |M=B | M=C
=] 80 | 12
i=2 3 3 90

a kovetkezo korlatozasi feltételek mellett:
x381a+534=81
(1-x3)S1at+(1-x5-x6)S24=2
(1-xs5—x6)S2m+S3p+S4p=12
Szc+S4c=1 02

Xs5txs<1

x;€[0, 1] i=1,...,6.

Shekel5 (S5) [61]

- 1

fx)=-2

o (x _ai)T(x —a;)+¢

,1=5 x¢e R4, ahol

i a; Ci
1| 4,444 | 01
2 (4,1,1,1¢ | 62
3| (8,8,8,8)" | 02
4| (6,6,6,6) | 04
51 3,7,3,7)" | 04

Kiindulasi intervallum (X): [0, 10]*.

Three Hump Camel Back (THCB) [28]

J(x)=12x3-6,3x{+6x,(x2~x1), xR
Kiindulasi intervallum (X): [-1, 1]x[-1, 1,5].



