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Herrn Prof. Dr .-Ing . A. Rohnisch zum 65 . Geburtstage geHidmet 

von 

Dr .- Ing . Erich J . Pl ate 
.As soc . Prof. of Civil Engineering , Colorado State University 

Ft . Col ins , Co lo. U. S . A. 

Zusamm enf GS s un.5 _J 
In dies er itrb eit wird untersucht , wie aus dem ,3pektrum der Umdreh ungs -

zahl schviankunsen eines hydrometrischen MefH l ugels das 2peKtrum der in 
einem Punkte des Stromungsfeldes achsialen Turbulenz gev,onnen \-re::-den 

kann . Die untersuchung beginnt mit einer I-Ie r leitune; der Be\vegungst1;lei
chung fur den Me.Gfli.igel . Diese wi r d benutzt , um Korrekturen fur die 

~i ttelbildung des Flilsels im Raum (infolge der endlichen Grosse des 

Geri:ites ) und in der Zeit ( infolge der Massentrigheit des Gertites) ab

zuleiten . 
Di e Berucks ichtigun~ tes r numlichen Auflosungsvermo 0ens f uhrt au: ei

nen von der ':L1urb ul enzfrequenz abhangigen Wirkunr;sgrad , de r von der 
Ar t der Turbulenz bestimmt ist , und daher i m Allgerneinen analytisch 
nicht erfassbar ist . Fur die Berechnune; des Einf l us :.; es der i'-'iassent r ::i.g

hei t kann von der Bewegungs r;leichung des Flur-;els aus i;egang;c:m \·/8rden , 
die durc h die Annahme kl einer turbulenter Schwankungen im Ver:e; le::. ch 

zur mitt l eren Ans trornun c;sc;eschwindigkeit zu einer gewohnlichen D::.. f f e

r entialgleichung mit konstanten Koe@fizienten reduziert wird , flir die 
die Gesetzmassigkei ter_ zwischen Eingangs- und Ausgangsspektra _bei li

nearen Systemen unter der Einwirkung regelloser stationi:irer Erre r-.;er
funktionen ~ultig sind . · 
Eine weitere Vereinfac hung der Bewegungsgleichung zeigt die Vi ogli ch

keit auf , die Systemf nktion durch Er regung des Flu.gels mit einer Stu

fenfunkt ion zu gewinnen . Versuche wurden daher durchgefuhrt , die Er
gebnisse brachten , die Gut mit der The orie ubere instimmen . 

Zurn Abschluss wird die relative Gro s:.;e der beiden Einflusse abr:;eschi:itz 

und festgestell t, daB fur die zur Verfugung stehenden l\ieGflii t;el wal"'..r 

scheinlich die Begrenzung der Anwendbar keit durch das ri:iumliche Auf-

los ungs vermogen bestirnmt i st . 



.Einleitung 

Ein iib er den Rahmen des bestehenden Wi ssens hinaus ~ehendes besse

r es Verstindnis der AbfluGvorgange in natiirlichen ~asserl~ufen er

fordert Kenntnisse i.iber die turbul cmte Se~~und~ir bc111eGung , die zur 
Zeit nur experimentell 6ev1onnen werden konnen . Lej_der stehen nur 

wenige MeBGerite flir s olche Mes s ungen zur VerfiiBung . Das fl i tzdraht 
anemometer , das sich in aerodynamischen Laborver suchen tausendfach 
bewfihrt hat, kann in natiirlichen Gewis s ern weder i n seiner ursprilng

lichen Formals feiner Pl atindraht, noch in der Abwandlung als dUn

ner Platinfilm auf einem rob usten Tr a~ermateria l, angewendet war den , 
wei l durch unvermeidliche Ablager ungen von Verunreinigungen des 

Vassers a uf dem ~lat in die Eichung des Ger ites nur sehr kurzzeitig 

erhalt en bleibt . Hinzu kom rn t die Empfindlichkeit des Gerutes e:;egen 
mechanische Beschadigung durch Ges chiebete i l chen oder andere im 

\·/ass er vorhandene Feststof fe , sodaB die Anwendung des Hi tzdrahts 

auf l ange Sicht hinaus noch auf das Labor beschrankt b l eiben muss , 
wo Ne ueichungen mi·t relat i v geringem Aufwand durc hr;efiihrt war den 

konnen . 

Demgegenliber ist der bewahrte Messflilgel ein Ge r ~t, das auf Jahre 

hinaus seine Eichung erha l t , selbst bei Am·1endung in versc hmutzten 
oder geschiebefiihrenden Gewassern . Mit modernen Herstellungsmetho

den konnen Fl iigel hergestellt werden , die kleine Abmessungen und 

ein geringes spezifisches Gewicht haben , sodass sie sehr wohl ~uf 
~~1,.:,~ Ck",.-~ ~,-... , ;i.. 1\t>i'.·. , c.t c.z;.,,s i • 

die t urb ulent en Geschwindigkei tsanderungen -anspr echen .i\ Labora1:;oriums-

versuche , bei denen Messflugel zur Ermittlung von turbulenten Gr os 

sen benutzt wurden , liegen bereits von versch iedenen Se iten vor 

( :jon~sov1 (7)/'d,,(A~f&11;.e i- icif ~SGs➔) . Diese Messungen wurdeIJ. mi_t sehr 
kleinen, hochempfindlichen Laborpropellern durchgefuhrt . Dabei wur de 
die Schwankungen q.er Fl ugel umdreli.uhgszahl direkt mit Hilfe der fiir 

konsta~te Ges 9hwi ndigkeiten gliltigen Eichkurv e in Geschwindigkeits

schwank ungen iiber setzt und die a us den Schwankungen aus geHerteten 
Spektra und Intensit titen der Turbulenz mit turbulenten Gr ossen aus 
Windkanalversuchen verglichen 1 wob ei wen igstens qualitative Uberein

stimm ung fe stgestellt werden konnte. 

Bei den gro sseren und schwereren Flligeln , die in einem nnt iirlichen 

Gew~sser benritzt werden mussen , ist eine direkte Obertragung der ge -



me ssenen Sch \-/&nkungen dcr Ulild r e:,1un r~sz o.h l 3 uf t urbulento Ges c ;...., ·::i -r,r1.L-;

kei t en nicht mog lich , \-/eil durch die f'1as ;~en t r ~:Fheit do," I ns :~rument c:: s 
(,A/Mq ~i J ic 1~r-('. d~s r-t,_u,..t = ,.;"-'-,,, r <'l:..tt.~l • du·<., hil/c/L<..~ r~i.d-. 

d i e hoheren Fr equenzen de r Tu-~ulenz gea~m pft verdcnA_ Di c l er I nstru-
menteneinfluB muB aus dem MeEergebnis berei:1i5t v1e rden , damit eine 

richtie;e De utung der Messunc;en erha l ten v1e rden kann . Es entsteht also 

di e Auf gabe , aus dem vom Ins t rument verfalschten Aus ganc; des Mess in
strumentes , der dem Beoba chter allein zur Verfi.ig ung steht , ri.ickH8rts 

den unverfulschten Eingang infolge der Turbulenz zu gewinnen . Diese 

AufGabe soll in dieser Arbeit b ehand elt werden . 

Zur Losw.--ig dieses Problems vtird die verein.fachende Jmnahrne p~etrof.fen , 

dass zunachst d ie ganze Turbulenz nur i n Richtung de r rnit t leren An
stromungs geschwinqigkei t wirkt , die paral lel zur Achse de3 i-1 eBfli.i ge ls 

liegt, d . h . da B nur eine achsiale Turbulenzkomponente wir k s am ist . 

Ff.ir dies en Fall kann die Bewegungsgleichung fi.ir einen Messfluge l na

heru..rigsweise ange geben werden , wie vom Verfasser vor Zurzem geze i gt 

wurde (Plate (·~ff:;;;j)) . Die d er Herleit ung d e :;::- Be\·te gungs gleichunc; zu

grundelie2;enden Gedanken giinge sollen hier zuna chst \vieder hol t Herden . 

Die Bewe gungsgleic.h ung ist e ine geuohnlic r ... e Differ ential c;l eichung · 

erster OrdnLmg mit e inem vom Eingang abhang i c en Koeffiz i enten . Hird 

d i e s e fur einen sinusformi gen Eincang i.iber e ine Periode gemitt elt , so 

zeigt sich , dass der Flu.gel in einer turbulenten StrHmung eine s r~sse 

r e Umdrehungszahl ergibt , als es der mittleren Ge schuindigkeit ent 
s prochen hiitte . Dies Er gebnis s t i mmt mi t Beoba chtungen von i="i"sch u ( 4) 
uberein , der durc h einen gee i gneten Excenter seine Messfli.i [;el in peri

dische Schwingungen verset zte und gleichzeitig mit konstanter Geschwin 

digke i t durch eine Schlepprinne zo g . 

Fur kleine Schwingungen der Turbulenz , wie sie die Re gel sind , kann 

die Bewegungs gleichung in eine gev1ohnliche Diffe r entialgl eichung mi t 

k onstanten Be i werten vereinfacht werden . Diese Gleic hung ist d ie Sys

t emgleichung des MeBfli.ige ls . Vird flir aie eine willki.irl ich schwa~kende 

Er regerfunktion gewahlt , die jedoch kontinui erlich ist , so fol e;t , das~ 

der Systema usgang in den Eingang umGerechnet werden kann , wenn die 
, u.,.i,ll-? ....... cJ,u ~\•'ctt. A.~.((orw,, (vc.r_ .... ~ j""' ~ ~k._eu,u1-t ,·.-

Parameter der Bewegungs gloichung a.11 ~;e geoen \-Jerd en k onncn1 /\ _·.-fi e CLles in 

pr aktischen Fiillen durch5efilhrt werden kann , wird an einem Beispiel sc 
zeigt. 



Die ~3e we r:: unr,sgle ic h un ~ des MefHli.i :2:el s 

1:/ i e bei ublichen Propel lerb ercc hnungen wird die Be \·1e e;u..ri.g s 13leichung 

flir don MeBflilge l mit Il ilfe eines schmal en Stre ifens ab~eleitet , d e r 

aus einem Propellerfltis e l im Abs tando r von der ? ropeller a ch se her

aus geschnit t en wird . Dnbei wird ange no mm en , daG der Fl u3el in einer 

~uroulenzfr eien und stetigen .Stromung mi t Stromurigs gesc hv,indigk ei t 

u eine Dr ehzahl n 0 hat , die sich mit Hilfe der ublichen , in einer 
Schlepprinn e entstandenen Eichkurve er mi tteln lii(3t . I st der mi tt le

ren Stromung eine turbulente Sek undarstromu.ng uberlat5ert , dann an

dert si6h mit der momentanen Ges chwindigkeit au.ch die Drehzahl. Fil r 

die fol genden Untersuchungen wird jedoch vora us ises etzt , daS die Dreh

zahlanderungen seh~ klein sind . Somi t entst eht d i e Aufgabe , zu.nti chs t 

die Strornungs geometrie mit der Pr opellerdreh zahl f ur eine stetiGe 

Str omung um das Propeller element in Beziehung zu s etzen , und dann _. 

die dynam i sche Gleichung des Propellers unter der Annahme k leiner 
'- - -· ' . .. . . 

Storungen der Umdrehungszahl infolge der Turbulenz abzuleiten . Zur 

weiteren Vereinfachung wird eine axiale Turbul enz zugrundegelegt , 

d. h . nur s olche turbulenten Geschwindigke itsanderungen werden beruck

sichtigt , die parallel zur Geschwindigkeit u wirken. 

Zur Ermittlune; der a uf da s Propellerelement wirkenden stetigen Stro

mungskr i fte wird die Gl~ibhg~wi chtsb~zi~hdrig f ilr die auf da§ Prop~l

Ierstteifehel~ment ~wirkenden Kr ijfte auf Bestellt , wie in Abb . ~ ge

zeigt ist . Auf das Streif ene l ement wirken ein Widerstand und ein Auf -

trieb, die formal d urch die folBenden Gleichungen definiert sind : 

dW 1 
w~ b Odo dr (1) = 2 ) 0 

und 

dA0 = 1 
5 w~ b C dr ·c2) 

2 ao 

wob e i b die Stre ifentief e und ~ die Di chte der anstromenden Fliissig

kei t ist . Ferner ist w 
O 

die Anstr()mc;eschwindigke i t bez ogen auf den 

Propell8r st r eifen , d . h . di e Relat ivges chwindi~keit zwischen Propeller

streifen und Anstromungs ge s chwindic;keit u. Diese wird erhalten , indem 

dem Stromun[;s f e ld eine Urndrehung mi t Hinkel c-;es chwindi c;ke i t 2 TC' n
0 

uberl agert wird , die d er Umdrehung des Propellers entGegenwirkt . In
fol gedessen hat di e Relativ~es chwindigk~ t den Betrag : 

u 

c os(2 - ~,,) 
I 



wobei B der Anstellwinkel zwischen Propellerstreifen und Propel l er- · 

ac hse ist , Hahrend •\'.__ der 'dinl:e1 Z\·1ischen der.1 Ges chwincl.ig}::ei tsvek

tor w
0 

und dem Streifenelement des Propellers is t . Der Wi derstands 

b eiwert des Propellerstreifens ist durch Cdo ge geben , und Cao ist 
der Auftriebokoeffizient . Einer theoretischen Ermitt lung der Beiwert e 
C und Cd s tehen erhebliche analytische Schwierigkeiten i m 1 . ..,ege , vor1 

ao o 
allem weil durch die Propellerflugel schr aubenfor mige i1/irbel ent -

$tehen , de r en Einwirkung auf 1:/iderstand und Auftrieb analytisch nic ht 
e infach zu erfas.'3 el"). ist (siehe z . B. Pr andtl ( to) S . 388 ) . Desha. lb wer

d en diese ~ferte in der folgenden Rec hnung als experimentell zu er- · 

mit telnde Konstante eingesetzt . Im allgemeinen werden sich diese Wer
te j edoc h mit dem Abstand v on der Propellerachse andern , und ihre _ 

Grosse wird van d er Flugelform und der Propellerart abhangig sein . 

Das Drehmoment infolge v-e-B 1,/iderstand und Auftrieb wird durch Pro

j ektion dieser Kr afte auf die Umdrehungsrichtung des Propellers ge-
To 

funden . -Au-s £law Drehmoment infol--§-e des Propellerst-P-e-i-f-0.-q.e.J:.Bmen-t-s er-
h a lt man dann durch Integr at ion uber die Lange 1 des Propellerfliigels . 

Unter Anwendung von Gl . 3 erhal t man somit: 
. ~ ct . . -·) I _2. ( Cao CU) Zio - c .J.o ~· ,'v1 do ,,, 

To -= s v(c!Lo c0~ - dl)o s1 1,\oo ~..r = zf ks j cv/So t7r-dr 
0 0 

wobe i s die Anzahl der Prope l lerflugel des betrachteten Propellers 
is t . Dies e G-leichung ist -~c.. . .: ... ,J-,.; ·:: van Jepson ( b) fiir den MeBflugel 

· angegeben warden . Da f ur die meisten Fliigel fur kleine Anstellwinkel 

der Auftriebsbeiwert proportional z um Anstellwinkel 0(
0
ist , wird ge 

setzt: 

Ferner ist der \/idersta ndsbeiwert praktisch konstant . l"/ird nun ange 

nommen , daB das auf der Lagerreibung beruhende Drehmoment T
0 

vernac h

l assigt werden kann , und da B C
O 

und C do unabh~ingig van r sind , dann 

erhal t man die fol gende Best i mmungs glei chung fur ""<·
0

: 

und da D(
0 

ein sehr kleiner Hi nkel ist , ergibt sich , mi t t g (~ - t>.J ~ t gr?i 



Der 1:!inkel °'t, ·b estimmt die Gleich ge\vi c htslage , um die infol ~~e d cr 

Turbulenz kleine Abwei ch un5en in de r Drehzahl zu kleinen Abvei ch un ~en 

i m Anstellwink el f uhren . Besteht die /\.nstrom;:i;es c h•,,ind i ;-:,lrn it au s der 

Gesc hwindit:;kei t u und der para llel zu u geric htet .-)n zei tlich v EJ r;_in -

derlichen GeschwindiBke itskomp onente u ', dann entsteh t eine momen

t ane ii..ndcrung der Dr ohzahl, die jedoch Hec;en der l'-1a s 3entr i:i ghe it des 

Propellers dor Gescln-,indi t~keitsandorunr~ u ' nic h t dirokt f o l ;~t . Viel -
. •• '.fie.. ii\, II.CC . 3 c: .:::., ;· ,-:1-,, 
mehr entsteht ein momcnt a ner J\nstromungs winke l c< , J\ der lc1u.fc h die 

die folgende J3e z iehune; Ti.ir · den ·~P.ropellerstreifen ocst i mrn t ist : 

1-Y 'I--

UM.,.\ tz = f-V_ 0 o (8) 

\•JObei v = 2 'it" nr die [Vj omentangeschwindigkei t des Propell er streifens 

ist. 

Die Be~~ung s gleichung Gl . 4 fi.ir die ~rehzahl · n des in einer turbu

lenten Str6mung eingetauchten MeBflil gels wird dann: 

)
.,,(. . 

T = ~'d AC&':> do - db..l~{~ dc))-t=&~ 
• o _\ .&,.u.,..u. r -e c-U, Fe~e..x: ..... 5--<- .-.,,u_.. ... c.. . 

wob eiAT sowonl aus dem Reibungsanteil als a uc h aus dem Trligheitsa n -

teil besteht . Wird ers terer wieder vern~ch l ~ss igt , so erh~lt man fii r 

T: 

In dies er Gleic h unG ist J das Massent r ae;hei tsmoment des irn \/asser 

rotierenden Propellers . Fi.ir die Bestimm ung des \,/i de r standes d ~.-/ m1d des 

Auftriebs d A kann man nun jed och nic h t einfa ch Cd und C durch Bei-o ao 
werte Cd und Ca ersetzen . \-lie aus der Theorie s chwingender 'l1r agflil. -

gel in der Aerodynamik bekannt ist , entsteht infolg e der Sc h\·1ine; un-

gen sowohl eine zusatzliche i nduzierte Mas ,~ e , 'die auch ein \-/ id_erstands

beiwert und ein Auftriebsbeh,ert ,. die von der Fr ~quenz der Sc hHingang 

abh~ngig sind . Insbesond~ re eihJlt ma n flir eine Propellerfl tic he , d ie 

durch eine zur Str6mungsrichtung geneigte Platte d a r gestellt werde n 

kann , fur sinusf6rmige Schwing un gen e inen durch fol gende Gleichung 

gee;ebenen Auftrieb (beispielsweise n a ch Bisplinghoff, Ashley und 

Halfman ( 1 ) ) : · · 
2. ~ o( J} 

{
. 2. • ··< > Fo · L<. ( ) r r'rb-,,: -. dA ~ icr g VJ l + ~ f ( u.>2GJo c, k irCo LU:'L~'G-t.~~o dr 

Hierin bcde ut et h die La gcande runc der Pl a t t e bezo g en auf die der k on
~~ . 

stanten AnstrBmc~es c lHdndi p;keit ent s prechen Lage , und c1 (k) i st ein 



7 
' -' ' ) n_ dr\r.• ~-~~.., _, ; u :~ ;! J :;; ;\!'"17 r1_~:1., . }_: __ ;- .~~_,,., : 
·- . . ... 1. .,, ·- ·.)...,. 

Q - ( 12) 

abh~ngi Ber dimensionsloser Faktor . Dieser entsteht durch die RUckwirkunG 

der sic h hinter der Platte bildenden \,Jirbe l ( rn it der Freq uenz c,_;; der Gchwin

gun c~) auf die Stromung urn die Platte . Fur einen Prope ller ist die ·;1 irbel 

struktur sicherli ch anders als die der Platte , und die f iir den ?all der 

Platte anBe ~ebenen Werte von c1 (k) konnen daher nicht direkt auf den Pro

peller ilbertra s en werden . Dagesen lasGen sich die anderen Glieder der Gl . 11 

s ehr \·1ohl auf den Propeller cibertragen , und es ergibt sich die Gleicnung :· 
f_ 

2rc_J d/11 = ~ ((n:t'62
~{cQJ;+.!.e u~:~ct!)Coixcc0~ - ~f u.:~Cz.Uz.)CJo Sivi~)rdr d t } ' J z.) V? C•c, ) (c.7 () 0 ( 13) 

0 
bei der der Widerstandsb e iwert durch die Beziehung : 

(14) 

aus gedrilckt wurde . Die Koeffizienten c1 (k) und c2 (k) sind hierbei als be

kannt vora usgesetzt , oder sie milssen durch gesonderte Versuche ermittelt 

wcrden . 

-~ 
In Gl . ·13 erscheint als neue UnbeLannte die Gros s e h·. Diese ist d -rch die 

Moment~n~e scl.1windigkeit · vt = v- v nach Abb . 3 bestimmt : 
. . 0 

. I .· h = V-0 -1.7 = -tr
1 

= -2TCr(n-vio) 

und somi t erhal t man fur kleine Winkel o<. und cx
0

: 

t. R 'lrc, -t- tr I 
ex . '1 r-

~ u. 

-und mit u = u - u' v
0 

= 2trrn
0 

und v = 27rrn 

Nnc h Gl . 15 gilt ferner: 
_ . ., . dv1 d (i,i-1,1\)) 
h ---- =-2.rc..r 

- ctt: . dt: 

soda8 man schliosslich die BeweBungs gleichung flir den MeBfllige l in 

fol gender Form erhti lt : 

(15) 

(1 6 ) 

(17) 

(1 8 ) 

(1 9) 



Der Klammerausdruck i m letzten Integral der rechten Seite , der mit 

K beseichnet sei , kann vereinfacht werden , wenn die Anfangsbeding un gen 
Gl. 7 berlicksichtigt werden . Es folgt dann : 

Wir d ferner noch Gl . 8 herangezogen , so ergibt sich mit v
0

= 2b:--- n 
. 0 

K 2 C 1t'lo C /i,) I, C~Uz) ] 
. ' =_ lL, Dei u... "',.Y Lt - c" (~) 

und fo lglich erhi.:i.l t man fur das letzte Integral von Gl. 20 : 

1 ( ~? &r~I}"" ·c (/~) Coo LA C2. c~) J [ - $ } - ---'\.. ,2 - ' I - --- · er-. 
2 o eo>i'c,u o 1 Co C1 ( k } 

(22 ) 

(23 ) 

Sowohl u und u ' al s auch n und n
0 

s ·i nd v on r unabhangig und konnon daher 

vor die Integrale gezogen werden . Damit erhalt man dann Gl . 20 i n der 

fo lgenden Form : . · l 
:J d n · ( d,~~~~ o cl!,) - s. ( • 2 " 2..c}· r f Jl_ = li,{[f - ~\t • IL J r ~r 

..c. C, 

+ u.2 (.!22 - J:L) . -=1-·-s 
. · u. - (,L 2 ·· 

fl 

( -~ ... i-2. c., Ce)C«~ dr 
} (ir.J ~ o 

0 

+ U.' ~ • 1 i; \ :;
0 

C1 (k)Cc, 
0 

oder i n vereinfachter Schreibweise : 

wobei die f ol genden Abkilrzun~en beniltzt wurden : 

(24 ) 

(25 ) 



e. 
( 2. ., 2 '-- 2, 
) r 0- <::if' · CCJ.> u o dr 

0 

i 

f-12. - 1 \ &r
2 

- s z- CU) do 
0 

t 

_i_~)tn-2 C(~)Co -~[1 
2 CvJd 1 C · D 0 

0 

Zur Vereinfac hLL.'1g wird fol t3 ende Schreibweise enge.fJhrt : 

u. H? a = ,_ 
z. 2+M . f 1 

Es gilt ferner die folgende Beziehung : 

• 

(. 
,I 

(2 6 ) 

(27 ) 

u2(':: __, ::. ) = ~ [-ULl (" ~:0
) + uu ~ . (28 ) 

·Wird weiterhin Gl . 24 noch durch n
0
/ii dividiert , und werden die folgender 

Abkurz ungen benutzt : 

u.' 
=- (29) 

so erhalt man schliesslich : 

~[ +-(Lt ". +1) m a.2. = ( u,. +- 1) u-;\.-a.L -t ( Ltik -r1y-a3 (30) 

Dies ist die Bewegunu;s e;l e ichung des hydrometrischen ·Fliigels . Hi erin ~in:;t 

der Kooff i zient von m von d er Moment angesc hwind igkeit ab . Obgl eich es sic 

bei Gl . 30 um eine lineare cewohnliche Different i a l ble ichung hande l t , k&r 

daher eine Los ung d er Be \·Fe ?;une;s c;leich ung nicht durc l 1~leine~1t arf unl{t ionen 

ange geben werden . Darlibei h i naus wird eine Deutung de r Los ung noch erheb-

. lich erschwert durch die Abhangigkeit der Koeffizienten a 2 und a
3 

von de1 

Strouhal zah l k . 

Fur rl i_e erhnfachste Art einer Schv,ankungsbevrn r; nn~ : 



Cl Sill1 C0 t:. (:;1) 

J.a z,"hali" 
hat der Vcrfasser in e-~~A-B-r f riiheren !tr bc it ( ) die Losung an (:e c;eben . 

Sie l autet : t: . 

, a. )- - ai~-:cco,ol--J f '" a. -J( C{.L(l:--~cvd·) fr \ 
• ""1 = ~: + a. ~ii,., evi:.( 1 + a..:3

2 
<fr awe. t~~·C-t- a.: \uoevte ck (32J 

0 
und is t nicht ohne Schwierigkeiten zu deuten . Der Verfasser hat diese 

Gleic hung liber eine Periode d e r Sinusschwingung integriert und e inen 

zeitlichen Mittelwert ~-·~~ r hjlteri~ .. - ~~ " 
0

_ . 

a.) .1 2(· ( a. } f w/a_.,) 2-
n,i - - -+ - a.. <ff--/~ 1 + ~ _l___' _ _ -____ _ 

Cl2._ 41C. Cl2. 1 + (CJ/a.i. )2-. L-a . .4- J + 0 ( l.J;~z.)4 
(33) 

d e r ein MaG dafilr gibt , wie die turbulenten Geschwindi~keitssc hwan-

kungen cien Eichwert des f'.iei; flugel s v erfa lschen und s cheinbar eine Ge 

schwindigkeit anzeigen , die hoher als die tats i c h liche mittlere Ge

sc h \·1indigkei t ist . Fur einen \-Jer t a 3/ a 2 = 0 , Hie er etwa zu. er\·JO.rten 

ist , und e i ne Sc h wingungsampli tude a , die \vesentlich . k!einer als .1 · ist , 

:ergibt sich s6m'i t: eiri.e · .. 4-b wetchung :~d er,..,b.eQbachtet~n Drehzahl~ von der .. durc h 

die Ei c hkurve ·best i mmten·Drehzab l , di e mit dem 0 uadrat der dimensions-
. · iu--nkJ..,J< ~...,,..,.,_~ ~ uQ/if,;,h~ 

l o sen •.rurbul enzampli tude a anw i::i chst . Dieses .Er z;ebnis ist A recht gut mi t 

Versuchsergebni ssen von Fischer ( 4) i n Einkl an r;1 '-'lL lvi <:}) 1 "2..•,1[f- l(l,.,,·c&... 

Am·✓end unc; d.er Bewegungs~leichunr.; auf Turbulenzmessun~e n 

Best~ht die Tutbulen z n{chi·ayi· e irte r ~inz i ~en Sinu~bewe gQrig sondern 

aus ·· einer .Ob erlagerung v on einer grossen Anzahl von willki.irlich uber

lagerten Schwankungen , d ann kann Gl . 30 nicht mehr gelost \·Jerden . Es 

is t jedoch aus der Gl .,30 e rsic htlich , d aB nur Sch~)ankunc;en u-,.t:, einen 

·wes e1:1tl ichen EinfluB auf di e Lo sung haben , die etwa 10 '.i~ bctra'°ccrn . Di e 

einer bestimmten Frequenz ~ zugeordnete Turbul enz wirci jedoch i m· allge 

meinen viel niedriger liegen , sodaB die Moglichkeit b e steht , f£i r die 
.l. 

.Mes s ung der Turbul enz u¥ in Gl . 30 i m Vergleich zu u zu verna ch l lissi -

gen . Dann erhalt man die v erein f a chte Gle ichung : 

( ;A) 

Dies e Gleich ung bildet den Aus s an0 spunkt f ur die Diskussion der Ein

wirk ung des Mess fl u.gels auf di e Messung von t ur bul ent en Geschwindi0-

keitssc hwankungen in axialer Richtung . 
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Gl. 3L~ ist .fiir e i ne a chs iale GeschHindip;ke i t ab p;elci tet v,orden , 
cJ :ic- n1J1' ~ r.:. ·· ·v·· 1 ~c ' 1 v r..r =: ·n. r' p·,.-.l J· c;•, i c:•i · ~, -i,-:, ~p ,, , , .,,., -. · ·'-', ., , . ~· -'-~, -: f'• •.;.. · , . . ~ ... . /., ..._ . J ... . ... .. . 1 '-'· ·'·· · ·-· - ~ - - -• • - - •..JV e ,_,_!\_. , .. • _. \ 1.;. _ f;.) .. :. .. J.,:.,f_. I L ,. r i. s.: ..,1 .. L - . - ~ L, .Je-

al ::: auc h die r i-i lliilli che Schwankun2; der Turbul enz bc i der LE:: urt e i 
l ung von f'i1ef?,e r gebnissen berucksruchtigt werdeu . Di es e Aufgabe l os st 

sich fli r das momentnne GeschHi ndigkeitsfeld nicht l~scn . Statt 
dessen mull man mi t zeit l i chen Mi tte l wer ten ar beiten , d~e so ge

wtihlt warden milssen , das s sie die zwe ckmassigste Aussa~e ilber d ie 
'l'uro ulenz machen . 

Di e s tat i stische Gr oBe , die f ilr praktische Zwe cke am br auchbarste n 
is t , i s t zweif ellos das Ener giespektrum der Tur bulenz , v1eil s i ch 

aus dem Ener gi espektrum die Gesamtener gi e der Turbulenz bere chnen 
l ~i..Bt , und weil s ich a l le Einwirk ungen des MeBflugels auf die Tur

bulen zmessung am einfachsten i m Spektr um korrigieren l assen . Es 

soil daher unt ersucht werden , v,ie das Spektrum der Turb ulenz e i nes 
Punkt es im zu rnessenden Geschwi ndig t·<:ei tsf eld a us dern mit dem hy

drometris chen Flilgel best i mmten Spektr um der Umdrehungs:-;eschHin

d igke i t ge \'✓0nnen wer den kann . 
Ausg angspunkt der Untersuchung i s t Gl . 34 . Al lerdings rn uG, zur 

Berii cks ichtigung de r r aurnl ichen Veranderlichk e i t der 'I' urbulenten 

Geschwind i gkeitskomp onente u~ , das Produkt a2 . u..)__ nach Gl . 20 

geschrieben wer den : 

(35) 

0 

weil di e Ges chwindigkeit u ja n i cnt l anger v on r unabha.ngi g 
Ui r:i nun n och a

3 
v er nachla t s i gt , und warden di e nicht von r 

..... 
lS v • 

abhan-
· gi gen Gr os s en vor das I ntegral gezogen , s o er halt man Gl 34 i n 

der For m: 
x.. 

j o.2 A ,i \ v.. ,;.(,j c) J6- r,,, cir 
l.= I 

(36 ) 

0 

wobB i: 

t C1( b) Co 
A::::: - ---- C37 ) 

2. C.i. ( ~ +M.) cv;J;, 
Um jen Einfl uB der dynamis chen Gros s en des Messflilgels getrennt 

von der r iuml i chen Ver teilung betrachten zu konnen , f Uhr en wi r 

no c:i die r i:iumlich r;ern it t elt e Ges ch\'1indi gke it : 



)_ 

l 
u.~ ( t) 

.s 
z 
\..=I 

A\ l,( ..: (Y.-j t ) ~,-. '2.Jr ( 33 ) 

0 

:3ekanntlic h erh.i.:.lt man das :2ner c;iespektrum durc h Fou.ri ertrans
formation der Autokorrelationsfunktion . Die Autokorrelations

funktion , d i e in diesem Falle van Interesse ist, ist die der 

Gesc hwi ndigke i t u '(t ), d ie wie folgt definiert ist : 
~ T . 

1:(c) - 2.~ \ u~(t) u~(t+~) dt: (39) 

-T 
und fol glich: 

. T ~ L 

f<(-c) = ~ 
1 

\ f \~:'A u. ,i; (;,- j ~)-il r'-dr . \ E,A~x-(•} •c) <'..-~1Jt 4-0) 

-T o o 
Virdin d em ei~en Int egral die Integr ationsverijnderl iche durch 

r' ersetzt , da~~aaRs Pr odukt der Integrale formal durch das 

Doppelint egr a l : 

' .e e 
R{c)= ,{( 1._ { ( \ '-\><- (Yji.) &{,)/ e<·,- (.';ct-c-) <l-(,'),,2.dr clr1 cit (4-1) 

2T Ll,:f J"=' \ .J 
-, 0 () 

ersetzt werden . Da h i erin nur die Geschwind igkeiten van der Zeit 

abhan gig sind , s o kann d i e Mit t el\vertbildung unter dem Integral 

vor gen ommen werden . Wird s chliesslich noc h die Gr~sse : 
T 

(4-2) 

( (._ 

.s ~ C ( R I) ') '2. ) l. . . i Q (z:-) = _L. ~ ) ) ~j (-C-j r j r &('r r' t(, ~ c\rdr (43 ) 

<"'"'· I .f=I o u 

Die GrBs s e n1j(r,r' ;t) i st d i e Kr euzkorrelation zwi schen Geschwin-

digkei ten zur Zei t t i m Punkt e r des i - ten Fl uvel s und Gescrn,incl i g-

keiten zur Zeit t+~ im Punkte r' des j-ten Flu5els . Gl . ~3 entspri cht 
einer zuerst van Lieprnann ( B) an r;e c;ebenen Bezieh un g f ~r die i?,e l as 

t unc eines Tra~fli i3e ls durch r e ~e llos ver linderl iche Last en . Dav enport 

(3) des s en Schreibweise hier gew~hlt wurde , hat die Er~ebnis Le van 

Liepmann auf Bauelemente unt er WindJ.asten ubertra~en . De r wesent l ichc 
__ Un~erschiod Z\~ i ;-; chcn l,ieprn ann unn Dovenports Er ;:;cbn i ssen un<i ca . 4 ) 

. . - . - .. . ·--- . .. --- . .. -· ·- . - .... 
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lie ~t darin , d aB si ch da s Bezusssystem dreht . I st also die Turb ul en z 

selbst stntiontir , so 1ir d d i e Korre l at i onsfunkt ion ni c h t nur durc h 

die GeHichtsf Lmkt ion b (r )r2 s ondern a uc h durch die Umdrehung cies :jys

t eras g e indert . Es erg ibt sich ein recht v erwickeltcr Zus ammenha ng z wi 

schen d er Korrelationsfunktion %(0 ; ·c) , d i e an einem P unkte r; emessen 

\·Jerden kann , (etwa mit einem i dealen Instrument , das ein e 7·foss un f'.; an 

· einem mathematisc hen P un kl:: d urc hf uhr en kann ), und der Korrelation H .. , 
lJ 

der hier nicht weiter quantitativ verf olgt werden soll , we il s elb s t 

eine voll sti.tnd i e;e q ua,viti t a ti ve Vntersuchunc; erst d a nn von ·.tert sein 

kann, Henn i m Vora us e ine Aussa;:;e ub er d i e Form der stat ion ~i. ren Funk

tion R
0 

(0 ; -z:-) gemach t werden kann . :Ss i st d aher fii r den vorli e c,;enden 

Fall a usreic hend , wenn das qualitativ zu erwartende Er gebnis an z we i 

Extremf illen diskutiert wird . 

Zu dies em Zv1ec k sei z un a chst d as Spektrum S ('v) der Funkt ion R (~ ) ab 

gelei tet . Bekanntlich erhult man das Spektrurn durc h Bildung der Fourier 

Transformation von R('c-). Folglich erhalt man : 
C>b 

-. I ( R('c) e.. (4.n:-d~ 
f& \ 

-oo 

oder : 
.e_ t OD 

s (,.,) = _J__ t t n I Q'.i C•/i "'>-""""dd(,-•)r•~ «. )r'-dr&, I 
Y21e (.,:r.l J::1 

" " -Oo 

Es sei weiterh in n o ch das Spektr urn : 
~ 

$'~//; o) = ~ ~ K<j (r, r;-zc )L'"'"J~ 
-o,. 

(44 ) 

(45 ) 

(46 ) 

eingefuhrt , sowie das rn it S
0

(0 ;W) bezeichnete Spektrurn , das mit dem 

i deal en I"i e .G inst rwnent g eme ssen wurde . Dami t e r hal t man Gl . 45 in der 

""olgenden Form: 
t. -t 

SH= ft 
l=I ~=:I 

\ \ S cj (r; •j '-') G(,'),,>- G(,),~ dr dr
1 

(47) 

oo 
\1ird schlies s lich noch d i _e. __ Qr_ope ; ____ _ -· __ _ __ ___ .... 

.t. 2... I.. t .. --
- ----- .. . . )f \~)1-2cl~j S t \) ~(_,.«),f . 6C_r),2. J I 

(. ' ~ - sl1(r,i-~•i.) L-" ~ w.d ri(c.1)= L'5:. '-P;_.lr/''-'\~ t. j dr r (4,3 ) (~ .. r r -o., - 1 \ ~' J '/ ( 2. · • 
\lJ / / s~(o,w) ~ .... ~-.::12)0 }(,.(r)r dr 

-- ·- ·eingef\ihrt·,-· so ·ei.,hii l t .. inan···aTe · Dez·i -eh-unc; ~ z 1.-1ischen cferu wit dem id e;:i. len 

Instrument gernessenen Spektrum und · d em Spektrum r; ((A)), das mi t einem 



l l;. 

traBhe itsfreien MeGf liiGel gemessen werden konnte : 

(49 ) 

Ei erin spiel t also ~(c.,) die Rolle eines \-./irkung s gr ades fur das r a umli

c he Auflo sungsv er mogen des Me.Bfl iise ls . Di es er ~/ i rkune;sGr ad. ist i m al l 

cemeinen frequenzabhtinf i ~ , und zwar wird er be i niedrigen Fr e~ uenzen 

n uher bei eins liegen ale bei hohen Fr equenzen . Der Grund h ierfur lieg 

i n der Tatsache begriindet , d a s Turbulenzwirbel rnit hohen Frequenzen 

kleine Abrnessungen haben , wahr end die gro.Ben 1:firbel be i den niedrig en 

Frequenzen liegen . Gliicklic her we ise liegt bei turbul enten Be we g un g en 

der meiste Te il der Gesamtener gie i n den Wirb e ln mit ~eheE- ~Pe~He& 

ni_edrig en Freq uenzen , d ie cit~ .h:~R am get reuesten wiedergegeb en werden . 
be&tv..14-; 

lnsbesondere , wenn alle Virbe l groB sind irn Vergleich zu den Ab mes-

sungen des Gerates , d-ar1n bedoutot d;;; ~ dass das Spektrwn ;3 i j prakt i s c h 

vo11: r und r ' unabhangig is t und der Uirkungsgrad nimmt d en \-Jert eins 

~ fur a l le Fr equenzen~ Sind d age gen a lle Hirbel seh r klein i m Ver

gleich zu den Abmes s ungen des MeBf l iie;el s , d ann sinkt der 1Il irkungs s rad 

auf n ull ab : der rvJeBfliir5el II s i eht II d a nn nur d i e mi tt l ere Geschv,ind i g

kei t der Stromunc; . Ein empiris che s MQ Via.G fu r dxen Gesamt\·1irkun;;s g r ad 

kann dadurc h erhalten werden , da8 man filr einen ~egebenen ~eGf l ilge l 

di e gem essene Gesamtenerg i~~cli vidie r t d urch die wir ,,.liche :esar.1tener 

gie ~+ Di es Verha l tnis , das oci:e einem mi t"i:; l e r en Uirk ungs gradti' entspricht : -~ 00 
\ ~(~) ~~ (oj w) dv.J 

E,, = \s(.,)dw /)s0 (0;'-")d"' - 0 ~ -, (50) 
Et " <> ~ s°'(oj '--') dw. 

weil ja bekannt lich die Flache unt e / dem Spektrum g l e ich der Gesar:i t -

ener g ie ist , \·r ird wnso n ahe r bei eins l ieg en , j e vorherrs ch enc er d ie 

gros sen Wirbel s ind. Ein Wirbe l ±m.x£x ist ·groB im Sinne der Fliigel

rnes sung , wenn se ine Abmess ungen groB i f:1 Vergleich zurn Flrigeldurch 

mes ser0sind . Ein . MaB fu r d ie gro ssen Uirbel is t die sogenannte ~iakro

dimensi on der Turbul enz 

(51) 

-~ 

wob ei {R__ ( t') die Jx:a Autok orrelationsf un1: tion : 

(52 ) 



·-
Hierin ist u ' (x) die t urbulente , a chs i a le 8c sclH·rin<i i s-.;l':e i ts~-:o::ipon e;; r -!-;e 

im f unkte x , und u ' (x + r) die Gleichz Giti~ in Punkte x+r ~u ftreten

de Gesch \·1ind i r:_;keitsl;:omponente . Hach Me3 ;:, un -~;en von Sc Luyf (4'1) in d.or 

Turbul enz hinter Git t ern er~i bt sich f Ur d en Delft - FlilGe l von Ab b . l 

ein mi t -c lorer Vjirkungsp;rad ti" vo n O, 5 bei /\ = 0 , 7 , der etwa linea r 

auf den Hert eins bei .!)___ = 1 , 5 ansteigt . J) 
J) 

Wir wenden uns jetzt der Best i m:n ung des T~influs :,es d er Vi& s ~; Gnt ri;r;heit 

de s Propellers auf d:~nx~eH:t:h -t die Mes ~, unr; z u . Im Ge ;~GnsQtz zur:-i Ein

fluG r ~u~lic hen Auflosung svermogens htin5t dieser i~ influss nicht von 

der 1'urbulenzst ruktur ab , s ondern ist durch do.s Instrument sclber ge

geb P- n . 13cko.nntlich r;il t fur eine lineare Di.f L·orcntiul [1·loic hunr~ die 

fol r;ondG BeziehunL z1,1ischen dom r.;eme s s enen Spektrurn S ( lv ) und dem 
m 

S ( ~ ) ~ 

S(Yi(w) (53 ) 

Dabei bedeutet die l"i'unktion H( w) die Systernfunktion des linearen , 

durch die gewohnlic he Diffe rentialgleichung beschriebenen System , in 

diesem Falle also di~ufiR~~risierten Gl . 34 entwicke lte .Sys temfunktion 

Das EinGangsspektrurn S ( C4> ) ist das Spektrurn der durch Gl . 38 defi- 

niert en Geschwindigke it u~(t) , das durch Gl . 49 mit dem eigentlich zu 

messenden Punktspek trurn verbunden ist . 

Die Systernfunktion H( u ) wird erha lten , indem das System i n Gl . 34 
I 

(nach V ~rnachlas s i g un g von a 3 ) durch eine sinusformi g e Sc h\·1ankungsbe -

we g ung erregt wird . Dabei ist jedoch zu bedenken , daB a 2 den Koeffizi

ent en Cl(k) enthilt . ~iexe~wihHtXWHR~a~x±st artklxe±ne Dieser t oeffi

zient rn odifiziert nicht nur die Gros s e des Auftriebs , sondern f lihrt 

dari..iber h i naus &1n~ zu einer Phasenverschiebung zwischen Erregsrfunk

tion und Me.Ggros s e . c1 (k) ist daher zwec krn2,ss ig durch eine f>_o;-;-iple:x:e 

Zahl zu ersetzen ; und auch fur die Erre c;erfunktion , in diesem Falle 

also u* (t ), wird eine eomplexe iG:R~e;;~ Funktion , deren Real teil die 

Sinusfunktion ist , 1 esetzt . Damit wird auch a ~ eine kompl exe Znh l , 

die wir schreiben : 

Ct2. -

womit Gl . 34 fol gen~e Form erhtilt : 
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(55) 

Dabei wurcle Hieder u;-;; a 7 v orna chF;_ S;3 i ~t . Um einen sinusfor mi 0;en :<ee:.l t 1:: i · 
'..,) 

v on der For m Gl . 31 z i.l erha l ten , 1v-1ird die -,'r r e ger;,;es c1 t\·tindig1rn i t in d e 

Form 

. Lw l:; 
-Ltl. e (56 ) 

anc esetzt . Dunn erhillt man fli r rn die folgende Losung d e r gewohnlichen 

Dif r'erentialgleic h un .0 Gl . 55 : 

. 1· \ l(a1l:.+q,) 
Wl =CA. ~("-') e_ (57) 

Hier in bedeutet ~:e:xx I H ( ul )j den a b soluten Wert der Systernfunktior_ , der 

durch : 
t. '2... 

f HCw) \ 7. = .s., + e..!-
~{'- + c.c.c+~2.r· 

gegeben ist , wahrend der Ph asenwinkel (p fol gender G:j eichung : 

gehorcht . 

_ l B-~ + Bi.( C-z. +cu)} 

~-iw 

(58 ) 

(59 ) 

Damit ist die :i:i'r a g e nac h d er Einwirk ung des Me Bfhi gels auf die Vi es s un .~ 

d e:s Turbul enzspektrums fo -1:ma l gele.st . \r/ird noch der Ausdruck fi.ir H ( le ) 

nacn Gl . 58 und der Ausdruck fur S (w) n a ch Gl . 49 in Gl . 53 eingeset z 

s o erhal t man d a s Ergebni :; : 

( 60 ) 

\'lie _erwahnt , ist die Syst cmfunkti on H ( "" ) eine nur v on den Abmes s ungen 

und dern Material des MeGfJ.ugels abh~n g ige Gr os s e , die daher ein fi.ir 

a lle Male durch ein Exp eriment bestirnmt werden kann . Als Versuc h sanord 

nun; empfiehl t sich hierf iir die Einri ch tun[; von Fischer , nach der der 

i-.e f~ flu p;el g leichz e iti r-; d u ,:ch eine Schlepprinne p~ezo p;en und in sinus-
~ H· ~ c..Lt, ~ c0 

f or r. i p; e Sc h\·ting ungen "v e r fit:tz t \·mrde . ',-/ird bei solchen Versuc hen c; leic: 

z ci tig die Schwankun3 s ~e s thwindigkeit , d . h . die zeitlich< Ableitung der 

Fli.igelpos i tion geg en d i e momentane Drehzahl auf einem Schreibger5 t ab

~etra~en , d ann. kann der Ph a senwi nkel ~ aus der Verschiebung von Ei n ;an 
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ger';en Aus r;an~ bes tir:1!n t werden , wi:i.hrend sich die 8:ystemf unktion a ls 

Verh:iltnis der beidcn J\mplituclEm bei (,<) , dividiert durch dcis ,\Jnr,li 

tudenverh~ltnis bei W =0 , er~ibt . 

Eine Vereinfachun ~ des Er ;ebnis ses erhlilt raan , wenn die Fronuenzabh5n

.gigkeit v on c1 (k) und damit von a 2 v ernachL: s s ip;t v1erden kann . Dann ist 

b 1 ::::: a 2 und b2 = O, und a 2 ist die Eigenfreq uenz des r✓i e i?i fliigels (..) n 

Fo l glic h erg ibt sich die Systernfunktion zu : 

H(w) = ~ 1 +(';;;,,)'- ( 61 ) 

d ie vollst andig clurch die .Eigenfr e0uenz bestirnmt ist . J,iegt die ·:~i 

genfrequenz des Me8flliGels sehr viel hoher als die hochste Freouenz 

der zu messenden '11urbulenz , d2,nn ist der Einfl u3 des Mess~er~it s a uf 

die Messune; vernach l iissigbar klein . }.,'nthiilt die 'l1urbulenz da ;;;er;e:1 

wesentlic he Energiemenu e bei Freq_uenzen , die hoher als die Eigenfre

quenz des Me8gerites lieg en , dann wird das Spektrum in verzerrter Form 

\·liedergegeben . Ein MaG fur die Verzerrung des J pektrums durc h die 

~iassentrigheit des Systems konnte anal og zurG~~ Def inition des Wir

k ungsgrades f lir das Auflosungsvermo gen auf ernpiris c hem 1.Je ;;e ange:,eben 

werden . Das ist jedoch hier nicht erforderlic h , weil ja die Form der 

Korrekturfunktion H ( W ) bekannt ist . Nze:xxx°Hh:.: 

Di e Einfliis:3e d .Rls'. des r iiumlichen Auflosune;sv ermogens und der r--·;a s s en

t r ~ighei t lassen sich am best en in einer graphischen Darstellung ver

folgen , bei der das Spektrum J er gemessenen Grosse , der \/irkun~s grad 

~ ( u., ) _ und das Quadrat der Systemfunktion ge s en die mit der Ei genfre

q uenz a 2 = 4.Jn dimensionslos gemachte Fr11uenz i., o.uf doppelt - loga:::-ith

mischem Fa pier abgetragen wird . Das IJunktspektrur.i S0 (0; w) erh~.:i.l t man 

aus dies er graphischen Darstellung , indem mf_n dj_e Lo gari thmen .ad.d iert . 

Di es ist schematisch in Abb . 4 6 e zeigt . Beide Einflli s se \·Iirken sic h 

am sta rkst en be i den hohen Frequenzen aus . Da hier jedoch der Enersie

g ehalt ohnedies niedrig liegt , so kann man erwarten , d ns s i ~ Allge ~ ~~ 

me::krrn:~meiTIRrr durch eine Korrek tur des gemes s enen Spektrurns fiir di_e 

Massentrtigheit bereits eine s eniigend ~ute Korrektur des Spektruns e r 

reicht \lerden kann , \venn die Auf~abe nur darin best eht , cl i.e tnrbul (rnte 

Geso.mte:1e r r, ie z u best j_;nmen . Soll en j eL10c h l"ti..;. c •:sc h l iis::.c ::.uc h nuf clie 

Form des Spektrums bei hohen Frequenzen gezo ~en wordcn , so nuss noch 

i.iber die s e 1:: orrekt~r. hinaus de_r Hirk ungs Gr a d I beruc1.csi chti?;t \·Jerden . 

Hier liegt in der IVJ e1nunr_; des Verfassers da s schwieri ;:i;s-ce Pr ob l er:1 bei 
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der i-l t: ssunc; der r1•urb ulenz mit i·,:e f~ fl iir;cln , 1.-rnil f iir den ·-fir r::un p; s r;r nd 

i nGab an nur d nnn ~emo c ht wcrdcn konn an , wenn d ie Turbulenz ~t ruk tur 

bereits beka n nt ist . 

Experimentelle Ermit t lung d er Vie /, flugelfaktoren 

In diesern :\.b s c hnitt soll zuna chst eine v ereinf a c hte ~:. ezieh un ~ fur die 

nRch Gl . 61 die Systemfunktion bestimmende Zeitkonst ante T = 1/a 2 
herg e le itet werden . Dann werden Versuche ang e ~eben , n a c h d e nen die 

Zeitkonstante experirn entell durch Stufenfunktionen d e r Geac hwindi gkeit 

ermittelt wurden , ind diese mit der theoretischen Beziehung filr die 

Zigenfr equenz verglichen . Sch lie s s l ich wi r d n och d i e r elativ e \Jicht i g

keit von Sys t emfunktion und Auflosunr;s v ermor,en diskutiert . 

Unter Verwendung von Sl . 2 6 und _Gl . 27 folgt f ur _ di e Ei ~\enfrequenz : . \l 6--r.2. 
Ll -- Co dr 

U.,~ = ~a2 = :J 
O r~:: 2. z · ~\(i<) ( 62 ) 

n -- + r I!:r <.:".) cf.. d r-f:. ic 0 

die s t r eng ~eno mm e~ nur filr sinusformi ge Sc h wing ungen d e r Geschwind i gkeit 
um den hi t -c eh1ert u g Lil tig ist . .Fur a ndere Er.re ger[~e sc h.-, incligkei ten , et 
wa flir eine s pr un ghafte f nderung der Gesc hwindi ~keit van null auf den Hert 
u, is t die '.Anri.ahme der kleinen i3c nwing une; , im' Allg emeinen nicht zul a ssig , 
un.d Gl .~I..X,) 1;il t nur a ls erste Anna herung . Ferner Hird a uc h die virt uelle 
Mass e einen Wert annehmen , de r v on der Art der Erre,cz;e rfunkt ion 2,bhang i g 
ist , d . h . do..s Integral unter dem Bruchstric h in Gl."2~ kann einen anderen 
~ert h nb en , der jedoch in den meisten Ftillen sic h n ich t wesentlich von d em 
i n Gl . 62_ benut zten Ausdruck untersche iden wird . \;fir kon n en d aher mi t g ut er 
raherung annehrnen , dass Gl .6~ auc h fur einen Geschwindigkeitssprung gilltig 
ist . 

In seiner Disk ussion der Eig enfrequenz von Propelle r metern unt e r cle::2 

Einwir~ung einer sprunghaften Geschwindigk e itsinderung ~ hat Je p son (,) 

eine Forme l erhalten , die ebenfalls eine ? roportionalit i t zwischen Ei

genfr Niuenz und u anzeigt . Im Wesentli ch en stimmt Jeps on Er gebnis mit 

Gl. -£9-. uberein , wenn an die Stelle der mi ttleren Geschwindigkei t G.er 

· Geschwindigk e i tsspru.ng ges~tzt wird, und \·Jenn die virt uelle I1fas s e v er

nachljssigt wird . Ferne r hat Jepson keine Strouhalzahl abhan g i gkeit be

r u cksi chtigt , sodaB c1 (k ) gle ic h 1 gesetzt ist . Im Geg ensa tz zu fruhe -

.. ren Unters uc h un s en von Grey ( !:i- ) hat Jepson vor allem v ors(lc ht , die 

e;er;enseit i g e Beeinflussung d er Propellerfli.igel zu b e r il c ::sichti r;en , 

d . h . e r hat v ersuch t , den Be iwert C
0 

mit einer der Git te rw i r k un g d e s 

Propel l ers ent sprechenden Korr ektur zu v ersehen . Diese ' .'irLun 1:; v,ird 

hi er jedoch durch die empiri s ch e Bestii7l mun g des Prop ortiofuc1. litntsfa k 

tors zwi schen Geschwi nd i gkeit ~- und Ei genfre q uenz erfa s ~t . 
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Die v irtuc.:lle Fias:_;c wird i n1 i\llc;ornoi.nen nur donn v r-:rr10.<:: h l: :s:~i:,:r.1 ;;.,_:

sein , \venn sie klein i m Ver !~~l cj_ch zu.rn I·r:ac ~;en trl ir;hcd.~:; r,.rJ~i,E::nt ist . 

Dets ist jeclocl\ bci den sinusformir;en Gescl-',windi r;kfd.t:-_,i;nc8run f~.-Jn 

nicllt cler Fa ll , und. es wird vorc;ezogen , den fiir die ~:iinu:-:bc 1.-1e: ,:;u., '."~~ 

glilticen Wert flir all e Arton von Ges chwindi~kei ts ~:ndcru~sen zu 3r ~n

de zu legen . Es kann gezeigt w0rden , daR in diesem Full bei den 

moisten MeSfl ilGeln dj_e virtue lle Mas se einen wesen ·~lic h gr~s~er~n 

Einfluf~ hat als da s Mo.s sentrLi.ghe itsmoment . Wird niimlich in erst0r 

r·Jherung das MasscntrliGheitsmoment d er Nabe im Ver gleich zu dem d8r 

Propellerfliigel verno.chl :;ssi[~t ( 1:,as b esonder s bei Mes·-·pro pe l l orn 

mit l a ngen Flilgeln zulassig ist , wie etwa dem in Abb .1 .~ezei~ten 

Delft - Meter ), so wird 

und somit : 

. (t> = IA 
. ~ 

-
wobei d die rnittlere Dick e 

Filr die rneisten Messflilgel i m 1:lasser is t der Ausdruck Pt-1 ~ << I f'R <,-- , 

und daher kann in erster N~herung die Mas i entr~gheit im Vergl~ich z 

v irtuellen Mas s e vernachlassigt werden . Eine weitere Vereinf a chung 

wird ' d ur ch Ei nfiihrung der mit t leren Breite 

.
1 re '2 i.d. 

) -6- r r 
~ - 0 ~ ¼ {e e,.. r~dr <.. ' 

I) 

e rreicht . Da ferner ¢1~. gesetzt werd en kann : 
, I, 

G 13 ,....__., ' ...J...,1 - t I ~ i-trc¾F""' c.Q -~ ((f) D o ·v v , l~;. ., ·R , £3,-9-1 t eo, 
v.,..,4-fiC.'c:"J"& ·t n r1-i ~, i _, fx%1:'f ..(! l;., ~1nfd/( • · I....."' 

vfe t.\cal u/v O «-'1 , und vJeil &e,1.~ CO ~vr{-k) von r unabte.ngig 
~ , folgt sc hliesslich : 

,._,~ = ju_,f{lJ:-~ = k Cc~ (I,:~ !J,0 (b. 
lo- cc.-:.; r Lrc & CC7J , 

als vere infa chte Forrnel for die Ei ~cnfrequenz des Prope lJ.Gr~cters . 

Besonders bemerkenswert ist , d nB d ie Pro pellermasse in· tieser For 

rnel nicht mehr ersc he int , sodass bei Mes s flLl Ge ln mit lan~cn J lU

geln das Ee rstellunGsn1ateria l nuch konstruktiven Gesi chtspun}:t en 

gew~hlt werden kann , ohne da 8 die Wah l des ~nterials die Tur bu l enz-

mess unc;en b0einflu1°:> t • .. ,. •. ' . 



o. . Exper i ment e ll e L•:rmi t tl un :>; ci. e r '.~ e .L t; konstcin t er; 

-----------------------------------------------
Glc j _ch unr; 34 mit Gl . GQ.. erfilo :1:J icht e ine einfac he exric1rimcnte] l e f~ r mit t l un r; 
d-.:r t-•il ~ r.,.,,~e~, 2.. "'". . . ~ . ·~ .. ) ' . ~.. . ., . ' . . . . 
und 1ie10ru dumit a 1.-9 ur oLe , aic 1ur die t-,rrni·ctJ.ur1g der 'I' r·..:.(·;t1c,J_ts 1r1J.r:..: un ~; 

auf die Turbulen zme s ung ben6tict wird . ~i~J nim~i c~·~er ~esGflli3e l durc h 

eine dtufenfunktion , die aus einer pl6tzlichen Gesc hw i ndigkeitsi:nder~n3 

~on Null auf ii be~ t eht , erre~t , dann wird s ich nach Gl . 34 d je ilm dr c~ un~s 

zahl des Propelle r s exponent i ell der dGr Eic hk urv e fi.ir u = u cm t sprec1wn
den Umdrehur.r';S Zc:1 hl a nn ~ihcrn und diese nac h eirwrn Zeitabsch,1it,t , ck r et ,-,a 

2 b i s 3 Zeitkonst c1.nte n entspri cht , erreichen . i'fo ch e i.n e r 7, e itkonsta ntcn 

err-eicl1t die Urndrehunp;s zahl den 1./ert n = O, G3n . . Polglicll kunn rr. ::rn die 
' 0 . 

Zei tkonstant e experirn ont e ll als die Ze i t e r mitt e ln , bo i d er nac h Y.~rr e e~urq~ 

mi t der 3t u.f enfunktion die Umdrehungszahl 63;'6 des Endwertes erreicht hat . 

Nach dies e~ Prin z ip wui den Versuc he zur Be st i mmung der Zeitkonstunten mit 
'-"' 0.-- __ A~~- ' cp-~z..,,~ .... n . , - . , .. 
~ .. 0 .. 1 Ott - I 1eter .' j L -~ ,_ .a 's QUrchr;e fuhrt . 

Die Versuc he erfo l g-ten in einem Laborgerinne mit einer Breite von c a . 15 C 11 

und e iner Wa s serf liesstiefe von c a . 60 cm, i n dem durc h i nderungen in der 

Durchflusswassermenge und Einstellung des Endschiltzes Was s ergesc hwindi gkei

ten vo n 0,3 bis 1 m/s ~~halt~n - 0~rden 'konhten ~ Durch Messungen mit dem 

flir die Versuche benutzten FlUgel konnte fast c estellt werden , daB sich d i e 

Geschwindigkei t n ur g.anz geringflig i g i.ibe r den Durchmes s er des 1'1iessf lu gels 

~nderte , sodass die it dem Flilge l gemes sene Punktgeschwindigkeit als kon

stant vorausgesetzt werden ·konnt e . Die Stufenge sc hwindigkeit wurde ganz 

einfa ch dadurc h erzeu.gt , dass d er F1 ligel mit einem dunnen Stag v or Ver suchs 

beginn fes tgehal ten wurde .. Bei Versuchs beginn wurde der Stab pl~tzl ich ent 

fernt und dami t der Nessflugel losge las sen . Die Drehzahl wurde als Funktio 

der Zeit mi t einem Schreibgeriit Typ Brush Mark III aufgezeic hnet . Das Gerit 

hat eine Pc~p iervo:!:'sc11. ub r:;esc:·J w:indig:ceit v on 20 cm/s und eine natlirl ic he Fre 

quenz des Schreibstirtes von 30 Hz . 

Der Ott- Fli.igel wa r im der \-/erkst att des Eydrau1ischen Lab oratoriumB de r 

Colorado State Un iversity umge andert warden , sodass jede Umdr ehung 60 e l ek

trisc he Widerst andsiinde r ungen erz eugte , d i e durch ein zum Delft - Labor-

1 .. 1 h .. d ~ ··t r., n• . Nri 22Ei/J.86 1 D. p 1 f uge ge oren es ~er a 1yp 1·1imosa A n Pdlse um 5awande t wurden . i e us e 

wurde n durch ein Hewlett - Packa r d Typ 500B li' r equenzmes s2;er i.i t i n e ine . d er 

Ii'requenz proport i ona len Ana logspannun g umgewande l t , die dann r.ii_f, t els des 

Bcnreibgeriits aufGezehrhnet wurde . Ein typisc hes Er c;e bnis ist i n Abb . fl:,. ~ 
darges tellt . Di e Versuchs er ~ebni sse wurden a us;ewertet , in dem zunlichs t 

l .• -~ • - • . '. I : 

•..) 



cl Lt' i,u1 ·v~~norc1ina t on uu~ delil /,ufs c ri:::·i.e:b abr;e ,r;rif .L'onvmrc3cn . IJ,inn vm rclc r"i.c:r 

f ur t =- 0 or ho. l tene Ordinatenv1e.ct nbc,rngcn und die Dif.i.~erenz e z ... ;ischen 

i•·laximalordirnlte e ' ~ax und dcr ortlic hen Ordinu.te e ' ;1;ebildet und durch 

e ' dividiert . De r \Jert ( 0 1 - e ' )/0 1 vrnrde schlicsslic h r;egen t·ab-max max max · 
t_"!;et rac;en . Das F:rr;ebn i s der Vcrsuchsreihe is t in Abo .-bgeze i g t . Di e Kurv en 

fol t_'-; en r ec ht r; ut dem theoreti.sch l~efordcrte;-i exponenti8llen Verlauf , und 

die Ze itkonstante ko.nn o.us d,.en Gerc.1.den der Abb ;£°bei (e ' mc1x- e ' )/e ' rn a x =0 , S. 

abt!,e c..; r iffen werden . In i\bb ."tf1-wurdo T r;e;;en 1/u nor;etra c;en . Di e :.-~r ~_i;eb nissc 

bestiti i.~en r e c ht gut den nac h Gl . 67 r;ei'o rderten l inecJren Zusammenhang zvri 

schen 1/ii und T . Mit BUt er N~herung erhtilt man d i e Bez iehun3 : 

T= 2.3 
~L 

[~cJ 
- ----. .. ..,_... .......... ~ .. --- - ---- ~-- -- - ---·- -- -

und somit : 
1 

T 
0.44 IA-

( 68 ) 

(69 ) 

Di eser Ausdruck muB mi t Gl . 67 fil r den benlitzten Fl ilge l verglichen wer

den . Aus den Abm essungen des Flilgels erhalt man etwa co s r = 0 , 85 und 

E = 5 cm. Somit erhtilt man aus Gl . 67 C
0 

= 2 ,7~ , ein Vert , der recht 

g ut mit d eii1 Auftriebsbeiwert C
0 

= 2 fr:- fur eine unendli ch l ange , flache 

Platt e ilbereinst i mmt . Die Tatsac he , das der Wert h5her statt nied~iger 

als der Vergleichswert filr eine unendlich l ange Platte ist , durfte auf 

Experimentierfehler zuru ckz ufuhren sein . Genauere Versuc he sollen in 

d e r n aher en Zukunft durchgefilhrt werden , um diese £r abe zu klaren . 

Ein ahnlicher Fllige l \-Jie der hier benlitzte ist auc h v on Jepson ( l) un

t ersucht worden . Der Fl ilge l hat t e e i ne v erhti ltn ism~G i ~ groGe Nab e , ei

n en Pr opellerd urc hmesser vo n 2 cm, .und war in eineN Rohr lei tun[; einge-

. b aut. Die v on Jepson zitierten Versuche ergaben eine Zeitkonstante , die 

ebenfalls umgekehrt proport i onal zur Stufengeschwindigke it war , mit ei

nem Proport ionalitatsfakt or v on 2 cm, a l s o durchaus im Bereich der vor

liegenden Versuche . Weiterhi n hat Sc h uy f (11 ) be i einem Delft - ~i eGf lligel 

eine EiGenfre q uen z v on 25 Hz(? ) bei einer Gesc h\·1ind i :~kei tsst ufe v cn 5 , 6 
. . . '21<1 ;" ;J..c. ... -T v.,. <{ I/ u: 

m/s f~ efunden:x , v1o r a us sich ein r ro portiona lit jtsfaktor/\von 0 ,27 e r;; b e -

r ec hnet . ~; c huyf henut7.te fii r seine V:ersuche eine sehr stei f e ji'eder , nn 

dorem f r eien .~de der MeD flli ga l befestigt war . Di e Feder wurde he i Be 

€7;in n cles Vers uches d urc h e inen i1rc.ht in a us Gelenkt er La;:1;e r~ehalten , und 

durch 1Jurchbrennen des Dra htes in Bewe~ung ~esetzt . Diese Versuc hsanord

nun g ert ibt Belastunc durch cine Impulsfunktion , die durch die Ei cen 

scr1\1in :; un2; der Feder in ej r1e r_:;ediimpl'te Sc hHinr;uns um;;e\m"i1de lt \·mr · e , so -



d.::1. ss " i e Ve r s uchc r e c ht s c rnrLcri r_;; zu d.cut en :::ind . Fi.i r d en jJi:: l f t - i:'l ij r;el 

betri_" : t die nacl Gl . 65 b e rec h nete mit t l e r.e Breitc b e t v,a G , G e n . :~ o

mi t z e i gt sich , d aB das Verhi ltnis der mit t l e r en Breit en de s Ott - und 

des D€: lftfli.igels von O , 12 fo..st gena u dem Verhii l tnis der ent ::;r;rec h enden 

Propor tiona lit ~tsfaktoren (= 0 , 117 ) entspricht . Es kann hie~n us ~esc h los 

sen v1ETden , daB ein rfof' e;era t mi t g i.inst i g 3tem Abrnes s ung en vor a l l em d-c1-

durch cnts ~eht , daB die rnit t lere Fli.igelbreite so klein wie m6 glic h ge
halter wird . 

Zurn !\1:.schluss soll noch ein Versuch g erna c h t werden , die relative Be d eu

tung ~n raumlichern Auflosungsverrn og en zu zeitlicher Abhiin r5 i r;ke it zu be

stimn en . fiierfi.ir sei voraus5esetzt , dass die Turbulenzwirbe::.. etwa Zigarr 

formig: g efor mt sind, rnit einer Lange , die etwa gleich der 1o- fac h en Brei 

te unQ Hohe ist . Sol che Vlirb e1t werden mi t der mi ttleren Gesc hwindigkei t 

u am r::eGfli.igel vorbeigetrieben . Ein MaB fur die r a umliche Ausdehn ur1g ist 

g:e6e:b:~::,: durch die Uirbelgrosse e;e g eben , die gleich dern Durc hrn es s er des 

MeDflC~ els in Querrichtung ist , d . h . L = D, wobei D der Flilgeldurchmesse 

und L j_ie Hirbelbreite ist . ~in ~J i rbel von d er :kxvrgNxk :irrx Breite L hat 

etHa cine Lange von ~0:j 10 I, , die Hiederum d urc h die Beziehu..1e; : 

C.v 
(70 ) 

auf e L--ie Frequenz bezog en werden kann . Folglich erha l t man fur die Fre

quenz ::l.es \'/ irbels von der Br e ite L = D die Beziehung : 

k. 
Cu = O.G3 -r- D 

(71) 

Ein i'•:al filr die relative Bedeutung der r a umlichen Auflosung i rn Vergleich 

zur Via3sentr agheit wird durc h das Verha ltnis UJr/ <.u n erhalten ; 1i a c h Gl . 71 

und Gl 67 folgt : 

(72) 

Fur de--i hier untersuchten Ott - Flilgel folgt : 

0.48 (73 ) 

und fu::i den Delft - Flilgel : 

-= CJ.08~ (74) 
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sodal?I ft.ir bcid.e i'-'ieter d i s r aum l i chc J\ uflo~rnn c; ,::verfilc> gc-:-1 b e ~c ·nri ;nktor L; 

als die Tr ~~hGitswirkung . 
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