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PENERAPAN CIRCULAR STATISTICS UNTUK PENGUJIAN SAMPEL 

TUNGGAL SEBARAN VON MISES MENGGUNAKAN SIMULASI DATA  

Pepi Novianti 

Jurusan Matematika Fakultas MIPA Universitas Bengkulu 

 
ABSTRAK. Circular statistics merupakan analisis statistik yang 

dikembangkan untuk data yang berupa arah dan posisi dalam dua dimensi. 

Sama seperti sebaran normal pada statistik linier klasik, sebaran von mises 

merupakan sebaran yang penting dalam circular statistics. Penulisan ini 

bertujuan untuk mengkaji sebaran von mises. Metode penulisan yang 

digunakan adalah kajian pustaka dengan menggunakan data simulasi. Simulasi 

data dan analisis dilakukan dengan bantuan Program R. Data circular disajikan 

dalam koordinat kartesius dan perhitungan analisisnya dinyatakan dalam 

bentuk koordinat polar. Penggunaan metode circular statistics pada data 

berupa sudut akan lebih representatif. Pengujian asumsi kehomogenan data 

dapat dilakukan dengan uji Rayleigh. 

 

Kata Kunci: circular statistics, sebaran von mises, uji Rayleigh. 

 
 

 

1. PENDAHULUAN 

Circular statistics merupakan suatu model sebaran dan teknik statistik untuk 

menganalisis peubah acak yang berupa siklus di alam. Circular statistics digunakan pada 

data yang hasil pengukurannya berupa arah dan biasanya dinyatakan dalam ukuran sudut. 

Teknik ini telah berkembang di beberapa bidang ilmu dimana eksplorasi, pemodelan dan 

pengujian hipotesis dari data arah dan sudut memegang peranan penting. 

Data circular dapat dinyatakan dalam beberapa cara. Cara yang biasa digunakan 

berhubungan dengan dua alat ukur lingkaran, yaitu kompas dan jam. Bentuk pengamatan 

yang diukur menggunakan kompas misalnya arah mata angin dan arah perpindahan 

burung, termasuk juga data yang diukur menggunakan busur derajat. Bentuk pengamatan 

yang diukur dengan jam dapat berupa waktu, misalkan waktu kedatangan (24 jam) pasien 

di ruang gawat darurat di suatu rumah sakit dan banyaknya kejadian dalam satu tahun 

atau dalam waktu bulanan (Mardia dan Jupp [4]). Brunsdon dan Corcoran [1] 

menggunakan circular statistics untuk melihat pola waktu terjadinya tindakan kriminal 

dalam waktu harian dan mingguan. 

Penyajian data pada arah dua dimensi berupa sudut atau satuan vektor tidak tunggal 

karena nilai angular tergantung pada pilihan titik awal yang ditentukan sebagai sudut 0 

dan arah rotasinya. Seorang matematikawan menganggap arah 60
0
 diukur dari arah barat 

sebagai sudut awal dan arah rotasinya berlawanan dengan arah jarum jam, namun arah 

posisi yang sama dianggap mempunyai arah 30
0
 oleh seorang ahli Geologi yang diukur 

dari arah utara sebagai sudut awal dan berputar mengikuti arah jarum jam 

(Jammalamadaka dan SenGupta [2]). 
Beberapa sebaran dalam circular statistics adalah sebaran seragam, sebaran wrapped, 

sebaran cardioids dan sebaran von mises. Salah satu sebaran yang banyak digunakan 

adalah sebaran von mises. Sama seperti sebaran normal pada garis, sebaran von mises 

memiliki peranan penting dalam statistika deskriptif dan statistika inferensia lingkaran. 

Novianti [5] mengkaji tentang statistika deskriptif yang merupakan penyajian statistika 
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paling sederhana dari data circular. Menggunakan asumsi data yang memiliki sebaran 

von mises dapat dilakukan pengujian hipotesis yang merupakan penyajian statistika 

inferensia. 

Penulisan ini bertujuan untuk mengkaji sebaran von mises dalam circular statistics. 

Pertama diberikan penjelasan singkat tentang circular statistics deskriptif, kemudian akan 

dilanjutkan dengan pembahasan sebaran von mises. Sebagai aplikasi teknik circular 

statistics akan dilakukan penerapan pada data simulasi. 

 

2. CIRCULAR STATISTICS 

 

2.1 Circular Statistics Deskriptif. Jammalamadaka dan SenGupta [2] menyatakan 

posisi yang berupa arah dapat ditentukan oleh koordinat polar atau koordinat kartesius. 

Pada koordinat kartesius titik P dinyatakan sebagai nilai (   ) atau sebagai nilai (   ) 
pada koordinat polar dimana r merupakan jarak titik P dari titik pusat O (Gambar 1). 

Koordinat polar dapat dirubah menjadi koordinat kartesius dengan menggunakan 

persamaan trigonometri berikut: 

               

 

Gambar 1 Hubungan antara koordinat kartesius dan koordinat polar 

Misalkan            merupakan data circular yang berupa sudut dan  transformasi 

dari koordinat polar ke koordinat kartesius dinyatakan dengan   

(           )          . 

Untuk mendapatkan vector resultan dari n satuan vektor dengan cara menjumlahkan 

semua komponennya  

  (∑     

 

   

 ∑     

 

   

)  (   ) 

sehingga 

  ‖ ‖  √      

menyatakan panjang vektor resultan R. Arah vektor resultan R yang dianggap sebagai 

rata-rata arah circular dinotasikan dengan  ̅  dan didefinisikan sebagai 
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 ̅     {∑     

 

   

  ∑     

 

   

} 

atau dengan persamaan 

    ̅  
 

 
     ̅  

 

 
 

atau 

 ̅      (   ) 

dimana 

 ̅      (   )  

{
 
 

 
 

   (   )              
 
 ⁄              

   (   )            

   (   )                 
                            

 

Vektor resultan R dapat digunakan untuk mengukur konsentrasi data. Apabila semua 

sudut titik menyatakan arah yang sama, maka dapat diindikasikan bahwa data tersebut 

terkonsentrasi dan R mendekati nilai n. Sebaliknya jika data menyebar diseluruh 

lingkaran dapat diindikasikan bahwa data tidak terkonsentrasi dan R mendekati nilai 0.  

Jarak antara dua data berupa arah sudut, misalkan    dan   adalah 

  (     )     (          (      ))    |  |      || 

atau 

  (     )  (     (      )) 

Karena jarak antara dua titik sudut merupakan jarak sudut terkecil disepanjang lingkaran, 

maka besarnya sudut tersebut tidak akan lebih besar dari   atau       . 

C dan S adalah jumlah nilai cosinus dan sinus dari data sudut, sehingga dapat juga 

dihitung rataannya masing-masing 

 ̅  
 

 
∑      
 
        dan        ̅  

 

 
∑      
 
    

Untuk memperoleh varian circular perlu diketahui nilai rataan vektor, yaitu 

 ̅  √ ̅   ̅  

Varian circular diperoleh dari persamaan berikut: 

    (   ̅) 

 

2.2 Sebaran  Von Mises. Peubah acak circular   dikatakan berdistribusi von mises atau 

normal circular jika memiliki fungsi kepekatan peluang (Mardia dan Jupp [4]): 
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 (     )  
 

    ( )
     (   )        

Dimana parameter   merupakan arah rata-rata,        dan parameter   merupakan 

konsentrasi arah,    .   ( ) merupakan fungsi Bessel dengan persamaan berikut: 

  ( )  
 

  
∫    (     )
  

 

   ∑(
 

 
)
  

(
 

  
)
  

   

 

Sebaran von mises merupakan sebaran unimodal dan simetris di sekitar    . 

Modus sebaran berada di     dan antimode berada di      . Rasio antara modus 

dan anti modus adalah    , sehingga semakin besar   maka data semakin berkumpul 

disekitar nilai modus. 

Misalkan            merupakan peubah acak dari   (      ), maka penduga titik 

parameternya adalah 

 ̂   ̅ 

 ̂  
 

 (   ̅)
 

Uji Rayleigh untuk menguji kehomogenan 

Salah satu hipotesis penting mengenai sebaran circular adalah asumsi kehomogenan. 

Salah satu pengujian kehomogenan yang sederhana adalah uji Rayleigh. Hipotesis yang 

akan diuji adalah: 

       
Hipotesis tandingannya adalah: 

       
Dengan statistik ujinya 

   ̅    
  

Disimpulkan bahwa data circular memenuhi asumsi homogen dengan selang kepercayaan 

(   )      apabila     ̅      
 . 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Data circular yang akan diolah menggunakan sebaran von mises diperoleh dengan 

cara simulasi. Data hasil simulasi sebanyak 60 dibangkitkan dari sebaran von mises 

dengan arah rata-rata   =0
0
 dan konsentrasi  =3. Simulasi data menggunakan program R 

dengan bantuan Package Circular (Lund dan Agostinelli [3]). Hasil dari simulasi data 

disajikan pada Tabel 1. Data berupa arah sudut dengan satuan derajat. Titik awal 0
0
 

berada pada posisi arah barat dan berputar berlawanan dengan arah jarum jam. 

Tabel 1. Data hasil simulasi sebaran von mises   (   ) 

5.95 343.02 347.06 344.56 67.60 30.13 

46.36 288.08 32.93 341.65 319.69 1.15 

0.49 322.40 359.24 26.41 355.72 17.33 

33.49 46.14 326.02 6.38 37.80 48.65 

343.81 305.26 18.02 6.47 333.84 17.81 

345.39 286.61 29.51 15.63 311.63 294.49 

342.25 297.68 337.18 31.81 83.78 320.93 
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2.07 32.48 6.91 312.10 318.78 59.04 

34.65 9.26 343.31 47.55 340.45 334.66 

357.63 357.83 67.72 30.36 321.55 341.04 

 

 

Gambar 2 Grafik histogram dan kurva normal data simulasi 

Data pada Tabel 1, apabila disajikan dengan metode statistika linier menghasilkan 

grafik histogram seperti pada Gambar 2. Rataan yang dihasilkan dari statistika deskriptif 

linier sebesar 152.73 
0
 dan simpangan baku sebesar 179.80

0
. Besarnya nilai rataan dan 

ragam ini tidak merepresentasikan keadaan data sebenarnya. Rataan pada data tidak sama 

dengan nilai median yang bernilai 185.20
0
. Simpangan baku yang sangat besar 

diakibatkan oleh keragaman data yang sangat besar yaitu 23326.79
0
.  

Hasil statistika deskriptif linier data simulasi tidak mempresentasikan bentuk data, 

dikarenakan data yang dimiliki berupa sudut. Untuk memperolakan nilai rataan dan 

ragam yang lebih representatif akan digunakan metode statistik deskriptif circular. Hasil 

analisis deskriptif circular statistic menunjukkan rata-rata arah dari data di atas adalah 

359.69 dan variannya sebesar 10.76. nilai kappa dan rho data masing-masing adalah 2.70 

dan 46.53. sebaran data dapat disajikan dalam bentuk diagram mawar seperti pada 

Gambar 3. 

 

Gambar 3. Diagram mawar dan sebaran data simulasi 

Pengujian asumsi kehomogenan dengan hipotesis berikut: 
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dengan hipotesis tandingan 

         

Pengujian hipotesis dilakukan dengan uji Rayleigh. Statistik uji untuk uji Rayleigh adalah 

   ̅         karena     ̅             
      , maka 95% disimpulkan bahwa 

data tidak homogen. 

4. KESIMPULAN  

 

Pemilihan teknik analisis statistik yang akan digunakan harus disesuaikan dengan 

data yang dimiliki. Data yang berupa siklus waktu atau atau posisi titik terhadap sudut 

kemungkinan tidak cocok lagi dianalisis dengan menggunakan metode statistik linier 

klasik dikarenakan arah dan besar sudut mempengaruhi posisi antara satu data dengan 

data yang lain. Seperti halnya sebaran normal di analisis statistic klasik, sebaran von 

mises juga merupakan sebaran yang paling banyak digunakan dan memegang peranan 

penting dalam teknik analisis circular statistics. Untuk melakukan pengujian asumsi 

kehomogenan pada data sampel tunggal, uji Rayleigh dapat digunakan sebagai salah satu 

pengujian yang sederhana. Selain uji kehomogenan pada data sampel tunggal, dapat juga 

dilakukan pengujian rataan arah dan konsentrasi, sehingga perlu dikaji pengujian 

hipotesis untuk rataan arah dan konsentrasi. 
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