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MODEL SPASIAL BAYES DALAM PENDUGAAN AREA
KECIL DENGAN PEUBAH RESPON BINER

Etis Sunandir), Khairil A Notodiputro'), Anik Djuraidah2)

1) Jrrrron Matematika FMIPA (Jniversitas Bengkulu
2)Jurrsan Statistika, FMIPA, IPB

1)etissl8@gmail.com

Abstrak. Model-model dalam pendugaan area kecil mengasumsikan bahwa pengaruh
acak galat area saling bebas. Namun dalam beberapa kasus, asumsi ini sering dilanggar.
Penyebabnya adalah keragaman suatu area dipengaruhi area sekitarnya, sehingga efek
spasial dapat dimasukkan ke dalam pengaruh acak area. Rao (2003) menyatakan bahwa salah

satu model dalam pendugaan area kecil yang dapat dipengaruhi oleh efek spasial adalah model Logit-
Normal. Model tersebut digunakan untuk menduga proporsi melalui metode Bayes
berhirarki (Hierarchical Bayes/BB). Tu.luan pertama dari penelitian ini adalah mengembangkan
metode Bayes untuk data peubah respon biner dengan menambahkan efek spasial. Tujuan selanjutnya adalah

membandingkan sifat-sifat statistik penduga proporsi Logit-Normal Bayes berhirarki dengan
pembobot spasial tetangga terdekat (BB1) dan model Logit-Normal Bayes berhirarki
tanpa pembobot spasial (BB2). Studi kasus dilakukan pada data simulasi. Hasil penelitian
menunjukkan bahwa pengaruh spasial dapat memperbaiki pendugaan parameter pada area
kecil yang diindikasikan dengan nilai menurunnya nilai Root mean Square Error/RNISE
(29%). Bila dilihat darirata-rata persentase bias relatif (Rbias), BB1 memiliki nilai Rbias
lebih kecil yaitu sebesar 33.36%o. sedangkan Rbias BB2 sebesar 44.54%. Sehingga dapat
disimpulkan penduga proporsi Logit-Normal Bayes berhirarki dengan pembobot spasial
tetangga terdekat lebih baik daripada penduga proporsi Logit-Normal Bayes berhirarki tanpa
pembobot spasial.

Kata Kunci : Proporsi Bayes berhirarki, pendugaan area kecil, pembobot spasial

PENDAHULUAN subpopulasi adalah tidak memiliki presisi
yang memadai yang disebabkan oleh

Pendugaan area kecil merupakan suatu kecilnya jumlah contoh yang digunakan
metode statistika untuk menduga untuk memperoleh dugaan tersebut. Oleh
parameter pada suatu subpopulasi dengan karena itu, dikembangkan metode
jumlah contohnya berukuran kecil atau pendugaan secara tidak langsung. Tujuan
bahkan tidak ada. Metode ini dari metode pendugaan ini adalah untuk
memanfaatkan data dari domain besar meningkatkan keefektifan ukuran contoh
untuk menduga peubah yang menjadi dan menurunkan keragaman sehingga
perhatian pada domain yang lebih kecil. lebih akurat.Menurut Lahiri (2008) dalam
Statistik area kecil (small area statistic) Sadik (2009) [3], metode pendugaan tidak
telah menjadi perhatian para statistisi langsung pada area kecil pada dasarnya
dunia secara sangat serius sejak sepuluh memanfaatkan kekuatan area sekitar dan
tahun terakhir ini [1]. sumber data di luar area yang statistikanya

Menurut Russo et al. tahtrn 2005 l2l ingin diperoleh.
pendekatan klasik untuk menduga Model-model dalam pendugaan area
parameter area kecil didasarkan pada kecil mengasumsikan bahwa pengaruh
aplikasi model desain penarikan contoh acak galat area saling bebas. Namun
dan dikenal sebagai metode pendugaan dalam beberapa kasus, asumsi ini sering
langsung. Kelemahan metode ini pada dilanggar.

& *&* Hat rzs
M&M ffiWW
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Penyebabnya adalah keragaman suatu
area dipengaruhi area sekitamya,
sehingga efek spasial dapat dimasukkan
ke dalam pengaruh acak. Efek spasial
merupakan hal yang lazim terjadi antara
satu area dengan area yang lain, ini
berarti bahwa area yang satu
mempengaruhi atea lainnya. Dalam
statistika, model yang dapat menjelaskan
hubungan antara suatu area dengan area
sekitarnya adalah model spasial

Penelitian ini membentuk model
spasial Bayes pada pendugaan daerah
kecil dengan model Logit-Normal.
Penelitian ini akan menggunakan peubah
respon yang menyebar menurut Binomial
(Logit) dan pengaruh area yang menyebar
menurut distribusi Normal. Hal ini yang
mendasari pemakaian Model Logit-
Normal.

Penelitian tru bertujuan

pengaruh acak ui bergan:_:_-
pengaruh area lain. Unruk - :

bersama u=(ut,...,r-_ -l
v- Nm(O, (l - pQ)-'M)deng-
umerupakan vector pengaruh ,1.1 &uil*
adalah matriks pembobot SI..-:"
menunjukkan hubungan ar-:-;
areal, dan M yaitu N4atnl. l
ragam pengaruh acak

diag(oj,r,...,6i,). Matriks . - rril[,
bersifat simetriks dan detl:_:
Sementara itu korelasi :::
diperoleh dari p =;' -- < ; $
Menurut Rao 2003 L5l, 7., ffiet-*r:r mrlr

ciri terbesar matriks pembob:. !i.*frr@
Jika p = 0, maka m;'j: :.
diasumsikan pengaruh acak
bebas.

Beberapa tipe pola :€::
matriks pembobot spasi;. \,

Pembobot yang digunal,--
penelitian ini adalah tetani--: ::
Matriks ini mempunyai ar:--
berikut :

^ -(1,lr,,l>0.5Yr' l0,latnnva
dengan ri1 adalah korelasi
dan areaJ.
Model Logit-Normal

Rao (2003) [5] mendefinis'.'-
Logit-Normal melalui Bar e, :
sebagai berikut:
y tlp i - ind B inomial (ni, p ;)
0 : IoSit(p) = X'F -t v,u-N*(o, t:,

B danoj salingbebas f t-; t::. "-

7

o--9amma(a,b) ;a > 0,b > 0

Pendugaan parameter nl-::r.
BAyes berhirarki tidak dapat i:-.3
secara analitik. Guna memp;rr_ ,:,ffir

dibutuhkan pendekatan nurr-.-.:
MCMC adalah solusinva" ,-*:
MCMC yang terkenal ad-.: -rffi
bersyarat. Menurut Rao (l0ir_: -: _ilfr

bersyarat untuk model ini adal.:,
t. lBlp, oj,yl-Np[p.,o,2 (ZLrt.): -

z. lo,'l7,p,yl-Gamm"[?+a,_r- , -
x!fi, + n] (1)

mengembangkan metode Bayes berhirarki
khusus untuk data peubah respon biner
dengan menambahkan pengaruh spasial.
Tujuan selanjutnya adalah
membandingkan sifat-sifat statistik
penduga proporsi Logit-Normal Bayes
berhirarki dengan pembobot spasial
tetangga terdekat (BB1) dan model Logit-
Normal Bayes berhirarki tanpa pembobot
spasial (BB2)

METODOLOGI PENELITIAN

Studi kasus dilakukan pada data
simulasi. Simulasi digunakan untuk
mengetahui berbagai karakteristik
pendugaan pada beberapa pembobot
spasial yang berbeda pada Model Logit-
Normal Bayes berhirarki berdasarkan
pendugaan area kecil. penelitian ini
menggunakan bahasa pemograman R
2.tL.2.
Model Spasiul Otoregresd Bersyarat
(C o n ditionul Autoregres s ive/ C ar)

Menurut Banerjee et al. (2004) L4l,
CAR didefinisikan sebagai model spasial
yang menyebar Normal. Model CAR

Har raoffi@
3. f (pil|, o3,i x h(ptl|, oj)k(.p
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Pendugaan parameter p dan oj
dibangkitkan secara langsung dari (i) dan
(ii). Parameter p. pada bagian (i)
persamaan (1) dinyatakan olehB- -
(ZTrx' fir)-t (ZTrx' t 0i).sementara itu,
bagian (iii) persamaan (1) dinyatakan
sebagai:
a) f (pJB, o3,y) x h(pl|, ohk(p)

b) h(p tll, o) = 
*Ui,e 

x, t-'u' -r!{''l
c) /r(p;) = p{i(t - pr)n-vi

Nilai proporsi Bayes berhirarki akan
diduga melalui simulasi Gibbs Sampling
Metropolis-Hasting (M-H). Sampel gibbs
MCMC dapat dibangkitkan langsung dari
(c) pada persamaan (2) Adapun
algoritma M-H adalah sebagai berikut:
1. Diambil sebarang nilai pi dari sebaran

uniform (0,1).
z. Dibangkitkane-inars (x' p, fg - p q1 1 tl), lalu

dicari nilaipfo) : s-|(e).
3. Dihitung dengan

,@iu', p) = *,^ 
{otr;t 1 u(rj,,), r} ; k = o, t, ..., D

4. Dibangkitkan u dari distribusi uniform
(0,1).

s. Dipilih p[u*') : pi jika" <r(p[u),p).
6. Diulangi langkah 3 sampai diperoleh D

sampel.
Setelah dilakukan simulasi M-H,
diperoleh barisan penduga proporsi

sebagai berikut {r[u' , ... ,p[p; k =
,, ..,,o\.Kemudian besaran posterior yang

sedang diamati dapat dihitung. Penduga
proporsi Bayes berhirarki (p?') adalah
pPB =;E?=rp[u) = p[) . Sedangkan ragam

penduga proporsi Bayes berhirarki (pf')
adalah

D

v(p?, tD: f )rrr, - p:r)'
b-1

Di sisi lain, sifat-sifat statistik proporsi
Bayes berhirarki yang diduga adalah MSE
dan bias. MSE merupakan suatu besaran
untuk mengukur keragaman penduga area
kecil. Sedangkan, bias merupakan

Fakultas MIPA Universitas Lampung

selisih antara penduga dengan
parametemya. Semakin kecil nilai MSE
dan bias, maka penduga parameter akan
semakin baik. Secara matematika
dituliskan sebagai berikut:

D

Bias(pf') = *Itoj'' - pl"' 
I

q=7

r3
M s E(pfB ) = f )trl,' - pl"' l'

q=7

Sebagai ukuranakurasi dan
validasipendugaan proporsi Bayes
berhirarki digunakan persentase biasrelatif
dan akar kuadrat tengah galat (Root Mean
Square ErrorlRMSE). RMSE
diartikansebagar akar perbedaanrata-
ratajumlah kuadrat proporsi
sebenarnyadan pendugnya. Jadi,
pendugaan yangpalingakuratakan
mengarahkenilai RMSE terkecil menuju
nol. Sedangkan persentase bias relatif
untuk setiap area diperoleh dari

Bias(nPB\RBi.as(pfb)= ""x100%
Pt

RMSE : "JMSE

HASIL DAN PEMBAHASAN

y ilp i - ind B inomi al (n i, p )
0 : logit(p) : X'B -l v , v-N-(O, (l -
PQ)_LM)

B dano] saltng b eb as f (B)

*11-samma(a,b);a
o;

> 0,b > 0

Model Logit-Normal Dengan Pengaruh
Spasial

Perbedaan yang mendasar antara model
Logit-Normal dengan pengaruh spasial
dan model Logit-Normal tanpa pengaruh
spasial terletak pada matriks varian
covarian pengamatan ke - i.

Model Logit-Normal dengan pengaruh
spasial yang digunakan dalam pendugaan
proporsi area-i melalui metode Bayes
berhirarki adalah sebagai berikut:

Seperti Model Logit-Normal, Model
Logit-Normal dengan spasial diduga

& A Hal tst
K*S ffi
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melalui pembangkitan sampling MCMC. Sifat-Sifat Statistik Model Logit-
Prosedur MCMC yang terkenal adalah Normal Bayes Berhirarki Pada Data
Gibbs bersyarat. Menurut Sunandi, dkk Simulasi
(2011) [6] untuk rnodel ini adalah

i. [0 lp, o",, y]- No[F r, o,, (ZP, nx')-rl
ii to|lB,p,y)-camma[]+ ",)Ke - x'D'@ -

x,811 + ol G)
iii. f (p,l|, o3, D d h(pilp, o:)k(pi)

.._ 
Pendugaan parameter p dan oj

dibangkitkan secara langsung dari (i) dan
(ir). Parameter F. pad,a bagian (D
p€rsamaan (1) dinyatakan olehB- -
lZ?, x' i.x)-l (27, x' io;). Sementara itu,
bagian (iii) persamaan (3) dinyatakan
sebagai

a f (pil|,oi,y) x h(pilp,o])k(p)
b h(p1l!,o,2)=#r*{-*rc,_*,,!1,) 

t4)

C. k(p,) = pli(1. _ p,)"-t,

dmgan da addah diagonal matriks
((t - pQ)-IM) pada baris dan kolom ke-
/. Nilai proporsi Bayes berhirarki akan
diduga melalui simulasi Gibbs Sampling
Metropolis-Hasting (M-H). Sampel gibbs
MCMC dapat dibangkitkan langsung dari(:) pada pel'samaan (l) Adapun

a(goritma M-H adalah sebagai berikut:
1. Diambil sebarang nilai pi dari sebaran

uniform (0,1).
z. Dibangk itkano - naN (x' B, ffr - pQ)-1M)). lalu

dicari nilai plo) = g-,10,1,

: Dihitung r(p',u',p,) =*in{k@;) 1 .,,.I
0,1.,..,,D 

=mrnt ""lo6*','rJ tt:

4. Dibangkitkan u dari distribusi uniform
(0, l).

s. Dipilih p[u*'):pl jika u.r(p[u),pi).
6. Diulangi langkah 3 sampai diperoleh D

sampel.
Setelah dilakukan simulasi M-H,

diperoleh barisan penduga proporsi
sebagai berikut tpf),...,p*),t, =
r,...,a].Kemudian besaran posterior yang
sedang diamati dapat dihitung. Penduga
proporsi Bayes berhirarki (p?') adalah
oY' = |E?=,n[ur = pf).Sedangkan ragam
penduga proporsi Bayes berhirarki (pf')
adalah
v(pf'\il=|Z?=,(o[*'-o,')' (s)

Simulasi dirancang untuk mengetahu;
dan mengevaluasi sifatsifat statistik
penduga parameter dengan beberape
pembobot spasial yang berbeda pada
model Logit-Normal Bayes berhirarki.
Simulasi diulang sampai 100 kali dengan
pembangkitan sampel Metropolis-Hastir:
sebanyak 500 sampel. Hasil s,_:, -
disajikan pada Tabel 1. Melipl.i- n-,tr
BB1 dan BB2. Nilai rata-rata R\lS: : _-

cenderung mengecil dibandingkl:. :-juil,
rata-rata RMSE BB2. Artin\-a. :,;:..:ri-Jrr

spasial dapat memperbaiki' plrdJ_r, ,_

parameter pada area kecil \.r:--
diindikasikan dengan menurunnya'r,lJ-
RMSE tersebut.
Tabel I Rata-rata statistik pendr-rga
proporsi simulasi model Logit-Normal
Bayes berhirarki

Model
Rata-rata

Bias Ragam Rll4SE Rbtas/or,
BBI
BB2

33.36

4-1.51

Bila dilihat dari rata-rata persenr::.i
bias rclatit (Rbia$, BBI memi\rki :_ -
Rbias terkecil yaitu sebesar i -. : -
Artinya, jika menggunakan mode. a:
rata-rata penduga 33.36% lebih b.s .- -.ii:-paraffrcternya. Sedan_ekan !u
menggunakan model BBI :' j--d;L
penduga 44.54% lebih bes-- r,&:
parameternya.

Hasil penelitian menunju...'.,-
bahwa pengaruh spasial d,:,'
memperbaiki pendugaan parameter p;::
area kecil yang diindikasikan dengan nil.-
menurunnya nilai Root meqn Squur'.
ErrorlRNISE (29%). Bila dilihat dari rata-
rata persentase bias relatif (Rbias), BB i
memiliki nilai Rbias lebih kecil yairu
sebesar 33.36%. sedangkan Rbias BBI
sebesar 4454%. Sehingga dapai
disimpulkan penduga proporsi Logit-
Normal Bayes berhirarki dengan
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pembobot spasial tetangga terdekat lebih
baik daripada penduga proporsi Logit-
Normal Bayes berhirarki tanpa pembobot
spasial.

KESIMPULAN

Hasil penelitian menyimpulkan bahwa
model Logit-Normal Bayes berhirarki
dengan pembobot spasial tetangga
terdekat, secara umum memiliki dugaan
ragam dan relative bias yang terkecil jika
dibandingkan dengan model Logit-Normal
Bayes berhirarki tanpa pembobot spasial.
Sehingga dapat diartikan bahwa model
Logit-Normal Bayes berhirarki dengan
pembobot spasial adalah model terbaik.
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