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ПЕРВЫЕ ИНТЕГРАЛЫ И РАЦИОНАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

Аннотация. Объектом исследования являются дифференциальные уравнения четвертого порядка. Цель рабо-
ты – изучение аналитических свойств решений данных дифференциальных уравнений. Указан общий вид рассма-
триваемых уравнений, а также обоснован выбор объекта исследования. Проведено изучение дифференциальных 
уравнений четвертого порядка, у которых нет наборов резонансов таких, чтобы все нетривиальные резонансы были 
положительными. Три из этих уравнений удовлетворяют условиям отсутствия у решений подвижных многозначных 
особых точек, а для следующих трех решения соответствующих им упрощенных уравнений имеют подвижные осо-
бые точки многозначного характера. Также исследованы аналитические свойства еще одного дифференциального 
уравнения четвертого порядка другого общего вида, для которого также можно построить двухпараметрическое 
рациональное решение, так как в соответствующем ему наборе резонансов есть нетривиальный отрицательный ре-
зонанс. Найдены первые интегралы указанных уравнений и по отрицательным нетривиальным резонансам построе-
ны их рациональные решения. При исследовании применялся метод резонансов. Полученные результаты могут быть 
использованы в аналитической теории дифференциальных уравнений.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение, резонансы, рациональное решение, первый интеграл, меро-
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THE FIRST INTEGRALS AND RATIONAL SOLUTIONS OF SOME FOURTH-ORDER DIFFERENTIAL 
EQUATIONS

Abstract. The object of this research is fourth-order differential equations. The aim of the research is to study the 
analytical properties of the solutions of these differential equations. The general form of the considered equations is indicated, 
and also the choice of the research object is justified. Herein we studied fourth-order differential equations for which sets 
of resonances with all positive nontrivial resonances are absent. Besides, three of these equations satisfy the conditions of 
absence in the solutions of moving multivalued singular points. The solutions of the next three equations have movable special 
points of multivalued character. Moreover, we also investigated the analytical properties of one more fourth-order differential 
equation of another general form for which it is also possible to construct a two-parameter rational solution as there is a non-
trivial negative resonance in the related set of resonances. The first integrals of the equations under study are found and their 
rational solutions are constructed from negative non-trivial resonances. The resonance method was used in this study. The 
obtained results can be used in the analytical theory of differential equations.
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Введение. Исследование нелинейных дифференциальных уравнений является важным на-
правлением развития науки, так как именно дифференциальные уравнения и системы, как пра-
вило, выступают в роли математических моделей при описании различных процессов и явлений. 
Аналитическая теория дифференциальных уравнений занимается изучением решений обыкно-
венных дифференциальных уравнений с точки зрения теории аналитических функций. Наиболее 
типичная задача, которая ставится в аналитической теории дифференциальных уравнений, – на-
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хождение специфических свойств, которыми обладают аналитические функции, являющиеся 
решениями исследуемого класса дифференциальных уравнений. Однако с повышением порядка 
дифференциальных уравнений существенно возрастают трудности исследования, а число общих 
заключений значительно уменьшается. Так, в настоящее время даже для нелинейных дифферен-
циальных уравнений третьего порядка не выполнена полная Пенлеве-классификация. Принято 
считать [1], что уравнение имеет свойство Пенлеве, если его общее решение в качестве подвижных 
особых точек имеет только полюсы однозначного характера (при их наличии).

Для нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений в работе [1] приведен тест 
Пенлеве, среди утверждений которого предложена рекомендация игнорировать отрицательные ре-
зонансы, отличные от –1. В статье [2] утверждается, что природа отрицательных резонансов «до 
сих пор все еще полностью не понята, и на современном этапе представляет большой интерес». 
Однако в [3] описан способ построения двухпараметрических рациональных решений нелиней-
ных дифференциальных уравнений по отрицательным резонансам.

В работе [4] указаны необходимые условия наличия свойства Пенлеве для дифференциаль-
ных уравнений четвертого порядка вида
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1 2 3 42 3 ( , , , , ),IV y y y y y yy a a a a F z y y y y
y y y y
′ ′′′ ′′ ′ ′′ ′

′ ′′ ′′′= + + + +
 

(1)

где ,   1,...,4,ia i =  – произвольные постоянные коэффициенты, среди которых есть хотя бы один 
не равный нулю, а F –полином по , , , .y y y y′ ′′ ′′′  Если ( , , , , ) 0,F z y y y y′ ′′ ′′′ ≡  то из (1) мы получим так 
называемое упрощенное уравнение в смысле Пенлеве.

Если уравнение ( )( ) ,..., , 0,nf x x z =  где f – рациональная по ( ),..., nx x  функция, имеет решение 
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то этому решению будем сопоставлять набор 

 0 1 2( ; ; , ,..., ),ns h r r r  (2)

где k = rm – резонансы, mrh  – резонансные коэффициенты. Среди резонансов rk есть один, рав-
ный –1 (например, r1 = –1). Этот резонанс будем называть тривиальным [5]. Для отсутствия по-
движных многозначных особых точек у решений рассматриваемого уравнения необходимо тре-
бовать, чтобы остальные резонансы были целыми и различными [6–8], причем по нетривиально-
му отрицательному резонансу можно построить рациональное решение при помощи формулы, 
изложенной в [3]. 

В работе [4] содержится раздел, посвященный дифференциальным уравнениям с отрица-
тельными резонансами, в котором приведено восемь дифференциальных уравнений, каждому 
из которых соответствует по одному набору вида (2), причем в каждом из них есть хотя бы один 
нетривиальный отрицательный резонанс. В статье [9] исследованы аналитические свойства этих 
восьми дифференциальных уравнений, а также еще четырех вида (1), у которых в каждом наборе 
вида (2) есть хотя бы один нетривиальный отрицательный резонанс. 

Постановка задачи. Рассмотрим дифференциальные уравнения четвертого порядка вида (1), 
не содержащиеся в работах [4] и [9], у которых нет наборов вида (2) таких, чтобы все нетривиальные 
резонансы были положительными, причем три из этих уравнений удовлетворяют условиям отсут-
ствия у решений подвижных многозначных особых точек, а для следующих трех решения соответ-
ствующих им упрощенных уравнений имеют подвижные особые точки многозначного характера. 
Кроме того, исследуем аналитические свойства еще одного уравнения четвертого порядка, общий 
вид которого отличается от (1), однако для него можно построить рациональное двухпараметриче-
ское решение. Найдем также первые интегралы указанных дифференциальных уравнений.

Рассмотрим следующие дифференциальные уравнения четвертого порядка и укажем для них 
наборы вида (2):
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(5)

 (2;2; 1, 2,6,7),     (2; 12; 1, 7,6,12),− − − − −  
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′′ ′′′ ′ ′′′

′= + − − −
′  

(9)

Покажем, что для уравнений (6)–(8) действительно не выполняются необходимые условия 
мероморфности их решений. С этой целью в упрощенные уравнения для (6)–(8) подставим 

 ,y y′ = ω  (10)

получим следующие уравнения и наборы для них:

 2 42 3 ,′′′ ′′ ′ω = ωω + ω − ω  (11)
2 3(1; 1; 1,1,4),     (1; 2; 1, 2,5),     (1;3; 1, , ),r r− − − − − −

где 2 3 2 313,    60,r r r r+ = ⋅ =  т. е. 2,3
13 1 71;
2 2

r i= ±

 2 22 6 ,′′′ ′′ ′ ′ω = −ωω + ω + ω ω  (12)

2 3(1; 1; 1,2,6),     (1;1; 1, , ),r r− − −

где 2 3 2 36,    12,r r r r+ = ⋅ =  т. е. 2,3 3 3;r i= ±

 2 2 45 2 ,′′′ ′ ′ω = ω + ω ω − ω  (13)

2 3(1; 1; 1,1,6),     (1; 3; 1, 3,10),     (1;2; 1, , ),r r− − − − − −

где 2 3 2 37,    30,r r r r+ = ⋅ =  т. е. 2,3
7 1 71.
2 2

r i= ±

Следовательно, для уравнений (11), (12), (13) не выполняется необходимое условие для нали-
чия свойства Пенлеве, так как присутствуют мнимые резонансы, а значит, с учетом замены (10), 
получим, что и для уравнений (6)–(8) не выполняется необходимое условие отсутствия у реше-
ний подвижных многозначных особых точек.

Первые и промежуточные интегралы уравнений (3)–(9). Уравнение (3) имеет первый интеграл 

 
3 6 ,y yy yy hy

y
′ ′′

′′′ ′= − +
 

(14)

где h – произвольная постоянная интегрирования, которая отвечает резонансу r = 3. Дей ствительно, 
если в (14) исключить дифференцированием произвольную постоянную h, то получим (3).



      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2020. T. 56, № 3. С. 318–327 321

Также для уравнений (6)–(8) первыми интегралами являются соответственно (15)–(17):

 

3
2

26 6 6 ,y y yy y h
y y
′ ′′ ′

′′′ = − − +
 

(15)

где h отвечает резонансу r = 6;

 
2 3 35 4 2 ,y y yy y y y y h′′′ ′ ′′ ′ ′= − − +  (16)

где h отвечает резонансу r = 9;

 

2 4
2 3

2
1 4 4 24 ,
2

y y yy y y y h
y y

′ ′′ ′
′ ′′′ ′′= + − + +

 
(17)

где h отвечает резонансу r = 12.
Уравнение (4) имеет первые интегралы (18)–(19):

 

2
2

123 72( 2 ) ,y y y yy y h
y y

 ′′′ ′ ′′
′′ ′− + − =  

   
(18)

где h1 отвечает резонансу r = 6;

 

2
2 4 2

2
1 2 18 ,
2

y yy y y y h y
y

′ ′′
′ ′′′ ′′− − + =

 
(19)

где h2 отвечает резонансу r = 4.
Действительно, продифференцируем (18), получим

 

2 2

2 2 2 32 3 4 3 6 72( 3 ) 0.
IVy y y y y y y y y yy y y

y yy y y y

  ′′′ ′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′ ′′
′′′ ′ ′′− − − + + − =        

(20)

Из уравнения (4) имеем

 

2 2
2

2 2 34 3 6 36 .
IVy y y y y y y
y y y y

′ ′′′ ′′ ′ ′′
− − + = −

 
(21)

Подставляя (21) в (20), получим верное тождество, что служит доказательством того, что (18) яв-
ляется первым интегралом уравнения (4). 

Исключая дифференцированием произвольную постоянную h2 в (19), получим (4), следова-
тельно, (19) действительно является первым интегралом уравнения (4).

Из (18), (19) найдем промежуточный интеграл уравнения (4)

 ( )22 2 5 3 4 2 2 4 2
2 12 36 2 288 ( 2 ) 4 .yy y y y h y y y yy y h y y′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′− − + + − =  (22)

Первым интегралом уравнения (5) является

 

2 3
2 3

2 2 12 12 4 ,y y y yy y yy y y h
y yy

 ′′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′− − − − + − − =         
(23)

где h – произвольная постоянная интегрирования, которая отвечает резонансу r = 6, что легко 
проверить, исключая дифференцированием произвольную постоянную h в (23).

Уравнение (9) имеет промежуточный интеграл

 
2 4 3

1 2 34 4 2 ,y h y y h y h′ = + + +  (24)
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где h1, h2, h3 – произвольные постоянные интегрирования, которые отвечают соответственно ре-
зонансам – 2, 4, 6. Таким образом, верна

Те о р е м а  1. Первые интегралы уравнений (3)–(8) имеют соответственно вид (14), (18) – 
(19), (23), (15), (16), (17). Промежуточные интегралы уравнений (4), (9) имеют соответственно 
вид (22) и (24).

Аналитические свойства решений исследуемых уравнений. Очевидно, решение уравне-
ния (24) можно выразить через эллиптическую функцию Вейерштрасса [10, c. 58]. Таким обра-
зом, верна

Те о р е м а  2. Общее решение уравнения (9) является мероморфной функцией.
Имеет место также 

Те о р е м а  3. Уравнения (14)–(18) при h = 0 (h1 = 0) имеют только мероморфные решения.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, пусть в (14) h = 0, тогда получим уравнение

 
3 6 .y yy yy

y
′ ′′

′′′ ′= −
 

(25)

Заменой 

 
1y u −=  (26)

уравнение (25) сводится к виду

 
3 6 .u u uu

u u
′ ′′ ′

′′′ = −
 

(27)

Согласно работе [11, c. 46], интегрируя (27) будем иметь

 3
12 2,u C u′′ = +  (28)

где C1 – произвольная постоянная интегрирования, причем (27), а также, учитывая выполненную 
замену переменной, и (25) обладает свойством Пенлеве. Интегрируя (28), получим

 2 4
1 24 .u C u u C′ = + +  (29)

Очевидно, решение уравнения (29) можно выразить через эллиптическую функцию Вейер-
штрасса. Значит, учитывая замену (26), решение уравнения (14) при h = 0 является мероморфной 
функцией. 

Пусть в (18) h1 = 0, сделаем замену

 
2 22 2 ,y yy′ ′′− = υ  (30)

тогда (18) запишется в виде 

 

2
2

23 144 .y y y
y y

 ′′′ ′ ′′
− = υ  

   
(31)

Продифференцировав (30), учитывая (31), получим 2 49 ,y′υ =  т. е. 

 
23 ,y′υ = −  (32)

 
2 .y

y
′′ ′υ

=
′υ  

(33)

Продифференцировав (33), найдем

 

2 2

2 22 .y y
y y

 ′′′ ′′ ′′ ′υ υ
− = −  ′υ ′υ    

(34)

Из (30), учитывая (32) и (33), находим
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2 2 2 2

2 2 2
12 2 2 3 .
2

y y
y y y
′′ ′ ′′υ υ υ

= − = + ⋅
′υ′υ  

(35)

Подставляя (35) в (34), учитывая (33), для υ получим уравнение 

 

2
23 12 ,

2
′′υ′′′υ = + υ
′υ  

(36)

которому соответствует набор (3;1; 1, 3,4).− −  Уравнение (36) имеет первый интеграл 
2 2 2 4 4 34 12 4 ,h′′ ′ ′′ ′ ′ ′υ υ − υυ υ + υ υ + υ = υ

где h – произвольная постоянная интегрирования, которая отвечает резонансу r = 4. 
Пусть в (36) ,u′υ = υ  тогда получим уравнение (37) и соответствующие ему наборы вида (2):

 

3
2 2 4

2
3 3 3 13 ,
2 2 2 2

u u uu uu u u u u
u u
′ ′′ ′

′′′ ′′ ′ ′= − + − + −
 

(37)

(1; 3; 1, 3,4),    (1;1; 1,1,4),    (1; 1; 1,1,2).− − − − − −

В работе [12] доказана мероморфность решений уравнения (37), тогда, учитывая выполнен-
ную замену переменной, согласно лемме, доказанной в работе [13], получаем, что решения урав-
нения (36) также являются мероморфными, значит, и y из (18) при h1 = 0 имеет такое же свойство. 

З а м е ч а н и е  1. Уравнение (36) содержится в работе [14], однако в ней не исследованы анали-
тические свойства решений данного уравнения.

З а м е ч а н и е  2. В (32) можно считать 23 ,y′υ =  тогда вместо уравнения (36) получим урав-
нение 

2
23 12 .

2
′′υ′′′υ = − υ
′υ

В уравнении (15) сделаем замену (26), тогда (15) запишется в виде 

 2 6.u hu′′′ = − +  (38)
Если в (38) h = 0, то общее решение дифференциального уравнения (38) будет иметь вид

 
3

0 1 0 2 0 1 2( ) ( )     , ,u z z c z z c z c c= − + − + ∀ ∈ ₵, (39)

а значит, учитывая замену (26), решение уравнения (15) при h = 0 является рациональной функ-
цией. Если в (38) h ≠ 0, то уравнение (38) будет иметь мнимые резонансы, а поэтому уравне-
ние (15) не имеет свойств Пенлеве.

Пусть в (16) h = 0, сделав замену (26), получим уравнение

( 2),uu u
u
′

′′′ ′′= −

откуда будем иметь

 2.u cu′′ = +  (40)

При c = 0 из (40) получим

 2
1 2 1 2    ,u z c z c с c     ₵. (41)

Очевидно, решение уравнения (40) является мероморфной функцией, следовательно, учиты-
вая замену (26), функция y из (16) при h = 0 имеет такое же свойство. 

Пусть в (17) y удовлетворяет условию (26), тогда для функции u уравнение запишется в виде

 
2 41 24 .

2
u u u u hu′ ′′′ ′′= + +

 
(42)
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Если в (42) h = 0, yʹ = 4υy, то получим уравнение

 
2 2 212 18 32( ) .′′′ ′′ ′ ′υ = υυ − υ + υ − υ  (43)

Уравнение (43) согласно [11, с. 307] имеет общее рациональное решение. Значит, учитывая 
замену (26), решение уравнения (17) является мероморфным при h = 0. Теорема 3 доказана.

Рациональные решения уравнений (3)–(9). Согласно исследованиям, проведенным в рабо-
те [3], для нахождения рациональных решений будем подставлять в уравнения ряд 

 
0

0
,     ,     ,m s

m
m

y h t t z z t
∞

− ν−

=
= = − > δ∑

 
(44)

где ν = –r, если резонанс r отрицательный.
Для нахождения рационального решения уравнения (5) рассмотрим сперва случай, когда 

ν = 2. Подставив (44) в уравнение (5), получим 

2 3 4
2 1 3 1 4 1

1 1 1,     ,     ,...,
2 4 8

h h h h h h= = =

где h1 – произвольная постоянная. Таким образом, члены ряда (44) в данном случае образуют бес-
конечно убывающую геометрическую прогрессию, первый член которой равен 2t–2, а знаменатель 
равен 2

1
1 .
2

h t −  Вычисляя сумму членов бесконечно убывающей геометрической прогрессии и делая 

замену h1 = –2c, получим

 
2

0

2 ,
( )

y
z z c

=
− +  

(45)

где z0, c – произвольные постоянные. Непосредственной подстановкой (45) в (5) легко убедиться, 
что (45) – двухпараметрическое рациональное решение уравнения (5).

В случае, когда ν = 7, при подстановке ряда (44) в уравнение (5) получим

2 3 4
2 1 3 1 4 1

1 1 1,     ,     ,...,
14 196 2744

h h h h h h= − = = −

где h1 – произвольная постоянная. Воспользовавшись формулой суммы бесконечно убывающей 
геометрической прогрессии, найдем 

 ( )
7

0
2 7

0 0

12( ) 2 ,
( ) ( )

z z cy
z z z z c

− − +
=

− − +
 

(46)

где z0, c – произвольные постоянные. Непосредственной подстановкой (46) в (5) легко убедиться, 
что (46) – двухпараметрическое рациональное решение уравнения (5).

Подставив (44) при ν = 2 и при ν = 3 в уравнение (6), найдем

 
2 3 4 5

2 1 3 1 4 1 5 1,     ,     ,     ,...,h h h h h h h h= = = =  (47)

где h1 – произвольная постоянная. Таким образом, члены ряда (44) в данном случае образуют 
бесконечно убывающую геометрическую прогрессию, первый член которой равен t–3, а знамена-
тель равен h1t

–2 при ν = 2 и h1t
–3 при ν = 3. Вычисляя сумму членов бесконечно убывающей 

геомет рической прогрессии и делая замену h1 = –c, при ν = 2 и при ν = 3 соответственно получим

 ( ) 32
00 0

1 1,     ,
( )( ) ( )

y y
z z cz z z z c

= =
− +− − +

 
(48)

где z0, c – произвольные постоянные. Непосредственной подстановкой (48) в (6) легко убедиться, 
что (48) – двухпараметрические рациональные решения уравнения (6).
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Аналогичным образом для уравнений (3), (7) и (9) по отрицательному резонансу r2 = –2 (ν = 2) 
найдем двухпараметрическое рациональное решение

 
2

0

1 ,
( )

y
z z c

=
− +  

(49)

где z0, c – произвольные постоянные.
Для уравнения (8) имеем r2 = –2, r3 = –3. Рассмотрим случай, когда ν = 2. Подставив (44) в урав-

нение (8), получим 

 
2 3 4

2 1 3 1 4 1
13 7 181,     ,     ,...,
12 6 144

h h h h h h= = =
 

(50)

где h1 – произвольная постоянная. Для нахождения рационального решения воспользуемся фор-
мулой [3]

 

( )
0

1 1

( )

1

.

p kp p k
k j k j

k j
p

s p p k
k

k

h t h h t
w

t t t

ν − ν
−

= =

ν − ν

=

 
+ − α  

 =
 

− α 
 

∑ ∑

∑
 

(51)

В данном случае ранг ганкелевой матрицы [15, с. 465]

0i jH h ∞
+=

считаем равным 2. При этом можем записать

 
2

1 1 2 1
1,     .

12
h hα = α =

 
(52)

Подставим коэффициенты (50), (52) в формулу (51) и, сделав замену h1 = 6c, получим 

 
4 2 2

0 0

1 ,
( ) 6 ( ) 3

y
z z с z z c


     

(53)

где z0, c – произвольные постоянные. Непосредственной подстановкой (53) в (8) легко убедиться, 
что (53) – двухпараметрическое рациональное решение уравнения (8).

Рассмотрим случай, когда ν = 3. Подставив (44) в уравнение (8), получим (47). Следовательно, 
члены ряда (44) в данном случае образуют бесконечно убывающую геометрическую прогрессию, 
первый член которой равен t–4, а знаменатель равен h1t

–3. Вычисляя сумму членов бесконечно убы-
вающей геометрической прогрессии и делая замену h1 = –c, получим

 ( )3
0 0

1 ,
( ) ( )

y
z z z z c

=
− − +

 
(54)

где z0, c – произвольные постоянные. Непосредственной подстановкой (54) в (8) легко убедиться, 
что (54) – двухпараметрическое рациональное решение уравнения (8).

Аналогичным образом, как и для рассмотренных выше уравнений, найдем двухпараметри-
ческое рациональное решение уравнения (4)

 

0
3

0
,

( )
z zy

c z z
−

=
± −  

(55)

где z0, c – произвольные постоянные.
Таким образом, заключаем, что верна
Те о р е м а  4. Уравнения (3), (7) и (9) имеют двухпараметрическое рациональное решение (49). 

Уравнения (4), (5), (6) и (8) имеют двухпараметрические рациональные решения соответствен-
но (55), (45)–(46), (48), (53)–(54).
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З а м е ч а н и е  3. Двухпараметрическое рациональное решение (55) уравнения (4) можно по-
лучить из промежуточного интеграла (22).

Действительно, пусть в (22) h1 = h2 = 0. Сделаем замену (26), тогда для u получим уравнение

 
2 2 2 2( 2 36 ) 288 ,uu u u u uu u′′ ′ ′′ ′ ′′− − =  (56)

решением которого является двухпараметрическое рациональное решение

 
2 1

0( ) ,u z z ct −= ± − +  (57)

в чем легко убедиться, подставив (57) в (56). Учитывая замену (26), для y получим (55). 
З а м е ч а н и е  4. Двухпараметрическое рациональное решение (49) уравнения (9) можно по-

лучить из (24), если взять 1 2 3,    0.
4
ch h h= − = =h2 = h3 = 0. Двухпараметрическое рациональное решение (49) 

уравнений (3), (7) можно получить, учитывая замену (26), соответственно из (29) и (41), если поло-
жить: 1 2 1 20,   4 ;   0,   .c c c c c c= = − = =  Двухпараметрические рациональные решения (48) уравне-
ния (6) можно получить из (39), учитывая замену (26). 

Заключение. Таким образом, проведено исследование дифференциальных уравнений чет-
вертого порядка (3)–(8), являющихся частным случаем уравнения (1), у которых есть отрицатель-
ные нетривиальные резонансы, а также рассмотрено дифференциальное уравнение четвертого 
порядка (9). Для дифференциальных уравнений (3)–(8) построены первые интегралы соответ-
ственно (14), (18), (19), (23), (15), (16), (17), а также для уравнений (4), (9) построены промежуточ-
ные интегралы (24), (22) соответственно. Доказано, что общее решение уравнения (9) является 
мероморфной функцией. Для уравнений (3), (7), (9) найдено двухпараметрическое рациональное 
решение (49), а для уравнений (4), (5), (6), (8) построены двухпараметрические рациональные ре-
шения соответственно (55), (45), (46), (48), (53), (54).
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