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В статье исследуются линейные дифференциальные системы, удовлетворяющие условию инте-
гральной разделенности решений. Приведены основные свойства таких систем. Для стационар-
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Введение

Рассмотрим линейную систему обыкновенных дифференциальных уравнений

ẋ = A(t)x, (1)

где x ∈ Rn (n ≥ 2); A: R+ → Hom (Rn,Rn) — непрерывное ограниченное отображение;
R+ , [0,+∞)—неотрицательная полуось числовой оси;Rn—n-мерное вещественное нор-
мированное пространство со стандартной евклидовой нормой | · |;Hom (Rn,Rn)—нормиро-
ванное пространство линейных преобразований (гомоморфизмов) линейного пространства
Rn в себя с операторной нормой

‖A‖ = sup
x 6=0

|Ax|
|x|

.

В дальнейшем будем отождествлять систему вида (1) с ее оператор-функцией (или матри-
цей-функцией) A(t) в некотором ортонормированном базисе пространства Rn. Превратим
множество систем типа (1) в метрическое пространство LS, введя расстояние

d(A1(t), A2(t)) , sup
t≥0
‖A1(t)− A2(t)‖.
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Определение 1. Система (1), принадлежащая пространству LS, называется системой с
интегральной разделенностью, если она имеет n таких решений x1(t), . . . , xn(t), что

|xi(t)|
|xi(τ)|

:
|xi+1(t)|
|xi+1(τ)|

≥ aec(t−τ) (2)

для некоторых положительных констант a > 0, c > 0 и всех чисел t ≥ τ ≥ 0, i = 1, . . . , n−1.
Любая пара x1(t), x2(t) решений системы (1), удовлетворяющих условию (2), называется
интегрально разделенной. Множество систем с интегральной разделенностью будем обо-
значать через T (T ⊂ LS).
Впервые системы с интегральной разделенностью рассматривались в работе О. Пер-

рона [1]. В работах Былова Б.Ф. [2] и J.C. Lillo [3] определение интегральной разделенности
получило форму, приведенную выше. Отметим, что с точки зрения асимптотического по-
ведения решений, системы с интегральной разделенностью занимают особое место, так как
обладают рядом важных (исключительных) свойств, грубых по отношению к малым возму-
щениям системы. Так, например, в работах Б.Ф. Былова, Н.А. Изобова [4, 5], В.М. Мил-
лионщикова [6], И.Н. Сергеева [7, 8], K.J. Palmer [9] установлено, что наличие свойства
интегральной разделенности является главной причиной устойчивости характеристических
показателей Ляпунова и различных асимптотических свойств линейных дифференциальных
систем.
В той или иной форме интегральная разделенность проявляется во всех исследованиях,

связанных с изучением асимптотического характера решений системы при действии возму-
щений. Содержательность этого понятия особенно усиливается фактом всюду плотности
линейных систем с интегральной разделенностью в метрическом пространстве LS, устано-
вленным В.М. Миллионщиковым [10]:

T = LS, (3)

где T — замыкание множества T в метрическом пространстве LS.
Таким образом, условие (3) показывает, что линейные системы со свойством интеграль-

ной разделенности являются типичными представителями линейных систем обыкновенных
дифференциальных уравнений в пространстве LS.
В настоящей работе будет приведен ряд основных понятий и фундаментальных свойств

множеств LS и T . На основе данных свойств будут доказаны алгебраические критерии
интегральной разделенности систем из подмножеств пространства LS с постоянными, при-
водимыми и периодическими коэффициентами.

1. Основные понятия и свойства множеств LS и T

I. В начале данного раздела приведем ряд необходимых для дальнейшего изложения
свойств метрического пространства LS.
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Определение 2 ([11, 12]). Характеристическим показателем Ляпунова решения x(t) 6= 0

системы (1) называется число

λ = λ(x) = lim
t→+∞

ln |x(t)|
t

. (4)

Характеристический показатель λ оценивает экспоненциальный рост (убывание) реше-
ния x(t).

З а м е ч а н и е 1. Отметим, что, как установлено А.М. Ляпуновым [13], [14], линейная
система обыкновенных дифференциальных уравнений n-го порядка не может иметь более n
ненулевых решений с попарно различными характеристическими показателями.

Определение 3 ([11, 12]). Характеристические показатели Ляпунова λ1, . . . , λn диффе-
ренциальной системы (1) называются устойчивыми, если для всякого ε > 0 найдется такое
δ > 0, что из ‖R(t)‖ < δ вытекает

|λi − µi| < ε, i = 1, . . . , n,

где λi, µi— показатели Ляпунова соответственно систем (1) и

ẏ = (A(t) +R(t)y (y ∈ Rn, t ≥ 0),

занумерованные в порядке убывания. В противном случае будем говорить, что ляпуновские
показатели системы (1) неустойчивы.

Определение 4 ([11, 12]). Линейное преобразование

L = L(t), L(t) ∈ Hom (Rn,Rn), t ≥ 0, (5)

называется ляпуновским (преобразованием Ляпунова), если существуют непрерывные при
t ≥ 0 оператор-функции L−1(t), L̇(t) = dL(t)/dt, и при всех t ≥ 0 ограничены нормы
операторов ‖L(t)‖, ‖L−1(t)‖, ‖L̇(t)‖:

max
t≥0

(
‖L(t)‖, ‖L−1(t)‖, ‖L̇(t)‖

)
≤ l,

где l = const > 0.

Ляпуновское преобразование обладает следующими свойствами [11, 12]:

1) обратное к преобразованию Ляпунова L(t) преобразование L−1(t) также является ля-
пуновским;

2) при преобразовании Ляпунова, произведенным над линейной дифференциальной си-
стемой, характеристические показатели ее решений сохраняются;
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3) преобразование Ляпунова не меняет свойств устойчивости, асимптотической устой-
чивости, неустойчивости (иными словами, если система устойчива, асимптотически устой-
чива, неустойчива, то при любом ляпуновском морфизме L(t) таким же свойством обладает
и преобразованная с помощью L(t) система);
4) преобразование Ляпунова сохраняет свойство интегральной разделенности решений.

II. Приведем ряд фундаментальных свойств множества T линейных дифференциальных
систем с интегральной разделенностью.
Определение 5. Пусть система

u̇ = C(t)u (u ∈ Rn, t ≥ 0) (6)

пространства LS обладает некоторым свойством P . Это свойство называется грубым, если
существует окрестность системы (6) в LS, все элементы которой обладают свойством P .
Напомним также, что открытым ядром непустого множества S элементов метрического

пространства называется объединение всех открытых множеств, содержащихся в S.
Теорема 1 ([4, 5, 6]). Множество T совпадает с открытым ядром множества элемен-

тов пространства LS с устойчивым спектром λ1, . . . , λn характеристических показателей
Ляпунова.
Следствие 1. Линейные системы вида (1) со свойством интегральной разделенности

обладают грубо устойчивыми ляпуновскими показателями.
Теорема 2 ([4, 5, 6]). Множество T совпадает с открытым ядром множества линейных

систем обыкновенных дифференциальных уравнений, приводящихся ляпуновскими пре-
образованиями к диагональному виду.
Следствие 2. Элементы множества T являются грубо диагонализируемыми.
Таким образом, элементы множества T обладают грубо устойчивыми показателями Ля-

пунова и являются грубо диагонализируемыми с помощью преобразований Ляпунова.
Еще одно полезное свойство линейных дифференциальных систем из множества T , свя-

зывающее понятие интегральной разделенности с показателями Ляпунова, вытекает из сле-
дующего утверждения.
Утверждение 1 (о неразделенности решений). Если решения x(t) и x′(t) системы (1)

таковы, что

λ(x) = λ(x′),

то они не являются интегрально разделенными.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим противное: пусть решения x(t) и x′(t) интегрально
разделены, т.е. существуют такие константы a′ > 0 и c′ > 0, что при всех t ≥ 0

|x(t)|
|x(τ)|

:
|x′(t)|
|x′(τ)|

≥ a′ec
′(t−τ).
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Полагая τ = 0, из предыдущего неравенства будем иметь

|x(t)| ≥ a′ · |x′(t)| |x(0)| |x′(0)|−1 ec′(t).

Полагаем b′ = a′ · |x(0)| |x′(0)|−1. Учитывая данное соотношение получаем, что

lim
t→+∞

ln |x(t)|
t

≥ lim
t→+∞

ln(b′|x′(t)|ec′t)
t

= c′ + lim
t→+∞

ln |x′(t)|
t

,

следовательно
λ(x) ≥ c′ + λ(x′) > λ(x′),

что противоречит условию теоремы. Утверждение 1 доказано.

Следствие 3. Все характеристические показатели Ляпунова элементов из множества T
различны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, линейная система обыкновенных дифференци-
альных уравнений вида (1) не может иметь более n ненулевых решений с попарно раз-
личными характеристическими показателями (замечание 1). Как следует из определения
интегральной разделенности (определение 1), линейная система типа (1) из множества T
уже имеет n решений, показатели которых, в силу утверждения о неразделенности реше-
ний, различны, и решений с другими значениями характеристических показателей у такой
системы быть не может.

З а м е ч а н и е 2. Из результата [11] о том, что решения линейной системы вида (1)
с различными характеристическими показателями линейно независимы, следует, что всякий
элемент множества T имеет нормальный базис из интегрально разделенных решений.
В следующих разделах на основе свойств множества T , указанных в теоремах 1, 2 и

следствиях к ним, будут получены и доказаны алгебраические критерии интегральной раз-
деленности дифференциальных систем из множества T с постоянными, приводимыми и
периодическими коэффициентами их правых частей.

2. Алгебраический критерий интегральной разделенности линейных
дифференциальных систем с постоянными коэффициентами

В настоящем разделе доказан алгебраический критерий интегральной разделенности для
стационарных систем из пространства LS:

u̇ = Au (u ∈ Rn, A ∈ Hom (Rn,Rn), t ≥ 0). (7)

Для таких систем справедливо следующее утверждение.
Теорема 3. Стационарная система (7) является интегрально разделенной тогда и только

тогда, когда оператор A правой части стационарной системы имеет n различных веществен-
ных собственных значений.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость условия теоремы 3 непосредственно вытекает из
соотношений (2), определяющих наличие у системы свойства интегральной разделенности
решения, так как по следствию 3 об интегральной неразделенности решений с одинаковыми
показателями, указанные соотношения выполняются лишь в случае, когда система (7) имеет
только различные характеристические показатели Ляпунова. Но в случае стационарности
системы (7) этими показателями являются вещественные части собственных значений опе-
ратора правой части рассматриваемой системы, причем для их различия необходимо, чтобы
все они были вещественными.
Для доказательства достаточности условия теоремы 3 отметим, что в случае наличия у

оператора A различных вещественных собственных значений λ1 > λ2 > . . . > λn у стацио-
нарной системы вида (7) имеется фундаментальная система решений u1(t), . . . , un(t), такая,
что

ui(t) = hie
λit, i = 1, . . . , n; t ≥ 0, (8)

где hi— вещественный собственный вектор оператора A, отвечающий собственному значе-
нию λi.
Положим

c = min
i∈{1, ..., n−1}

(λi − λi+1). (9)

Принимая во внимание (8), (9), находим

|ui(t)|
|ui(τ)|

:
|ui+1(t))|
|ui+1(τ)|

= e(λi−λi+1)(t−τ) ≥ ec(t−τ) (10)

при любом i ∈ {1, . . . , n− 1} и всех t ≥ 0, т.е. система (7) принадлежит множеству T , что
и требовалось доказать. Теорема 3 полностью доказана.

3. Алгебраический критерий интегральной разделенности
для линейных приводимых дифференциальных систем

из метрического пространства LS

Напомним, что линейная система дифференциальных уравнений

ż = Ar(t)z (z ∈ Rn, t ≥ 0), (11)

где Ar(t): [0, +∞)→ Hom (Rn,Rn)— непрерывное, ограниченное при t ≥ 0 отображение,
называется приводимой, если существует ляпуновское преобразование

w = Lr(t)z

переводящее ее в систему
ẇ =Mrw

с постоянной вещественной оператор-функциейMr.
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Для приводимых систем из пространства LS справедливо следующее утверждение.
Теорема 4. Приводимая система вида (11) принадлежит множеству T тогда и только

тогда, когда она имеет n различных характеристических показателей Ляпунова.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть система вида (11) является одновременно
приводимой и интегрально разделенной. В этой ситуации в силу свойства 4) ляпуновских
преобразований система (11) приводится к стационарной системе

ẇ =Mrw (w ∈ Rn, t ≥ 0), (12)

которая также обладает свойством интегральной разделенности решений. Согласно крите-
рию интегральной разделенности стационарных систем (теорема 3) оператор Mr имеет n
различных по величине вещественных собственных значений λ1, . . . , λn, которые являются
одновременно ляпуновскими показателями решений системы (11). Осуществляя обратное
ляпуновское преобразование с помощью оператор-функции L−1r (t) от системы (12) к си-
стеме (11) получем, согласно свойству 2) сохранения характеристических показателей при
преобразованиях Ляпунова, что все характеристические показатели Ляпунова λ1, . . . , λn
приводимой системы вида (11), удовлетворяющей условию интегральной разделенности,
являются различными, что и требовалось доказать..
Достаточность. Для доказательства достаточности условия теоремы воспользуемся

свойством 2) сохранения характеристических показателей при преобразованиях Ляпунова и
критерием интегральной разделенности стационарных систем (теорема 3). Пусть система
вида (11) имеет n различных характеристических показателей Ляпунова λ1 . . . , λn. В этом
случае она ляпуновским преобразованием v = Kr(t)z приводится к стационарной системе с
диагональным оператором Pr

v̇ = Prv (v ∈ Rn, t ≥ 0), (13)

имеющей согласно свойству 2) преобразований Ляпунова n различных характеристических
показателей λ1, . . . , λn, которые являются только веществеными собственными значениями
оператора Pr правой части системы (13). Воспользовавшись теоремой 3, получим, что си-
стема (13) обладает свойством интегральной разделенности решений. Применяя обратное
преобразование Ляпунова z = K−1r (t)v, переходим от системы (13) к системе (11). Согласно
свойству 4) ляпуновских преобразований о сохранении свойства интегральной разделен-
ности решений система (11) принадлежит множеству T . Достаточность условия теоремы
доказана. Теорема 4 полностью доказана.

Отметим, что теорема 4 дает алгебраический критерий принадлежности приводимой
системы типа (11) множеству T дифференциальных систем со свойством интегральной
разделенности решений.
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4. Алгебраический критерий интегральной разделенности
периодических систем из пространства LS

Как известно, линейные периодические системы приводимы, поэтому для них спра-
ведлив алгебраический критерий интегральной разделенности для линейных приводимых
систем через показатели Ляпунова. Как правило, для периодических систем использу-
ются другие характеристические показатели или мультипликаторы. Основываясь на теории
Флоке—Ляпунова можно привести конструктивный критерий интегральной разделенности
линейных периодических систем, связывающий это свойство с их мультипликаторами.
Основным объектом исследования в настоящем разделе является линейная дифференци-

альная система из множества LS вида

v̇ = B(t)v (v ∈ Rn, t ≥ 0), (14)

где B(t)— ω-периодическая оператор-функция (ω > 0):

B(t+ ω) = B(t). (15)

Из теории Флоке известно [11], что для периодической линейной дифференциальной си-
стемы вида (14) с условием (15) на матрицуB(t), нормированная фундаментальная матрица
решений V (t) имеет следующий вид:

V (t) = K(t) eSt, (16)

гдеK(t)— ω-периодичная неособая матрица-функция классаC1, причемK(0) = En, (En—
единичная квадратная матрица); S— постоянная матрица размерности n× n; матрица V (t)

удовлетворяет при любом t ≥ 0 соотношению

V (t+ ω) = V (t)V (ω), (17)

где V (ω)— неособая (n× n)-матрица монодромии периодической системы (14) с условием
(15) на матрицу B(t), и корни уравнения

det(V (ω)− µEn) = 0

называются ее мультипликаторами.
Согласно теореме Ляпунова, система вида (14) при условии (15) на матрицу B(t) приво-

дится ω-периодическим ляпуновским преобразованием, сохраняющим мультипликаторы, к
системе с постоянной матрицей:

ẇ = Sw,

где матрица S является, вообще говоря, комплекснозначной даже если матрица B(t) веще-
ственная.
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В [15, 16, 17] показано, что если линейная система (14) является вещественной, то при
условии (15) на матрицуB(t), она приводима 2ω-периодическим ляпуновским преобразова-
нием к системе

ż = S ′z, (18)

где S ′— постоянная вещественная (n× n)-матрица с собственными значениями

νi =
1

2ω
lnµ2

i =
1

ω
ln |µi|, i = 1, . . . , n. (19)

Для периодической линейной дифференциальной системы вида (14) при условии (15) на
матрицу B(t) имеет место следующее утверждение.
Теорема 5. Линейная периодическая система вида (14) с вещественными коэффициен-

тами при условии (15) на матрицу B(t) обладает свойством интегральной разделенности
тогда и только тогда, когда она имеет n различных по абсолютной величине вещественных
мультипликаторов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость и достаточность непосредственно вытекают из
приводимости (2ω)-периодическим ляпуновским преобразованием линейной ω-периодиче-
ской системы с вещественными коэффициентами к системе с постоянной вещественной
матрицей.
Действительно, пусть ω-периодическая система типа (14) при условии (15) на матрицу

B(t) принадлежит множеству T метрического пространства LS систем с интегральной раз-
деленностью. Поскольку свойство интегральной разделенности при ляпуновском преобра-
зовании сохраняется, система (18) также принадлежит множеству T , и по критерию инте-
гральной разделенности для стационарных систем (теорема 3) все собственные значения
матрицы S ′ различны. Из формулы (19) следует, что в этом случае различны все n моду-
лей мультипликаторов, откуда имеем n вещественных различных по абсолютной величине
мультипликаторов.
Наоборот, мультипликаторы сохраняются при ляпуновском преобразовании, и, если все

n мультипликаторов различны по абсолютной величине, то из формулы (19) получаем n

различных вещественных собственных значений у матрицы S ′. По теореме 3 система (18)
принадлежит множеству T . Так как ляпуновское преобразование сохраняет свойство инте-
гральной разделенности, то исходная ω-периодическая система типа (14) при условии (15)
на матрицу B(t), приведенная к системе (18), также принадлежит множеству T .
Теорема 5 полностью доказана.

Заключение

В статье исследованы алгебраические свойства линейных систем дифференциальных
уравнений, удовлетворяющих условию интегральной разделенности решений. Для множе-
ства таких систем с постоянными, приводимыми и периодическими операторами правых
частей доказаны алгебраические критерии наличия у них данного свойства.
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One of the important directions of the qualitative theory of ordinary differential equations is
to study the properties of linear systems that satisfy the condition of integral separation. Anyway,
integral separation becomes apparent in all studies concerning the asymptotic behavior of the
solutions for the linear systems under the action of small perturbations.
The papers of V.M. Millionschikov, B.F. Bylov, N.A. Izobov, I.N. Sergeev et al. proved that the

available integral separation is the main reason for the rough stability of the characteristic Lyapunov
exponents, the rough stability of the highest Lyapunov exponent, and the rough diagonalizability
of systems by Lyapunov transformations, and other fundamental properties of linear differential
systems.
The paper presents the basic properties of the set of linear systems with constant, periodic,

reducible coefficients and proves the algebraic criteria for their property of integral separation of
solutions to be available.
The results can be used in modeling dynamic processes.
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