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Capitulo

La ecuacion de Schrodinger no lineal

1.1. INTRODUCCION
A ecuacién de Schrodinger no lineal (NLS), en una de sus formas més generales
iy = —Ap+ V(x, )0 + g(x,t) [* ¢, x€R seR (1.1)

€s una de las ecuaciones mas importantes de la fisica matemética. Esta ecuacién aparece
en la modelizacién de muchos fenémenos fisicos con aplicaciones a diferentes campos
(Vazquez et "al. , 1996), tales como fisica de semiconductores (Brezzi & Markowich, 1991),
6ptica no lineal (Kivshar & Agrawal, 2003), condensacién de Bose-Einstein (Dalfovo et “al.
, 1999), mecédnica cudntica (Rosales & Sanchez-Gémez, 1992), fisica del plasma (Dodd
et”al. , 1982) o dindmica biomolecular (Davidov, 1985), por citar solo algunos ejemplos.

El estudio de este tipo de ecuaciones ha servido como catalizador en el desarrollo de
nuevas ideas e incluso de conceptos matematicos tales como solitones (Zakharov et “al. ,
1975) o singularidades en ecuaciones en derivadas parciales (Sulem & Sulem, 1999).

Cuando V = 0 y g = constante, tenemos la “cldsica” ecuacién de Schrodinger no
lineal homogénea (NLSE). Para el caso en que g y V' sean funciones generales, se tiene la
llamada ecuacién de Schrodinger no lineal inhomogénea (INLSE).

La ecuacion de Schrodinger no lineal homogénea proporciona una descripcién canénica
de la dindmica de una onda plana cuasi-monocromatica ee!®*~“Y  cuya amplitud es
pequenia (e < 1) pero finita, que esta debilmente modulada con respecto al espacio y al
tiempo, y que se estd propagando en un sistema conservativo (Newell, 1985). En lo que
sigue, veremos como derivar la NLSE.

Consideremos una ecuacion de ondas no lineal escalar, escrita simbdlicamente de la

siguiente forma
L0, V)u+ G(u) =0, (1.2)

donde L es un operador lineal con coeficientes constantes y G una funcién de u y sus
derivadas. Para soluciones con amplitud pequetia (e < 1), los efectos no lineales pueden,
en primera instancia, ser despreciados, y la ecuacién admitiria soluciones tipo ondas planas
cuasi-monocromaéticas

u = expetllx—wt), (1.3)

con amplitud e constante. La frecuencia w y el vector de onda k son cantidades reales
que vienen relacionadas por la siguiente relacién de dispersién

L(—iw,ik) = 0. (1.4)

Esta ecuacién algebraica admite, en general, varias soluciones. Nos concentraremos en las

soluciones de la forma
w = w(k). (1.5)
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Aunque hemos asumido soluciones de onda con amplitud pequena, se tiene que los efectos
no lineales acumulados son significativos cuando las escalas de distancia de propagacion
y de tiempo son significativamente grandes. Un célculo perturbativo de la soluciéon de la
ecuacién (1.2) sobre la onda plana cuasi-monocromética (1.3) nos conduce a una serie
de términos resonantes de diferentes 6rdenes, y que resultan en términos seculares de
la expansion perturbativa de la solucién (Sulem & Sulem, 1999). Otras aproximaciones
equivalentes, usadas en la literatura, para derivar la ecuacién de Schrodinger no lineal
pueden encontrarse en (Newell, 1985; Sulem & Sulem, 1999).

Nosotros, en cambio, usaremos un argumento de tipo heuristico para derivar la NLS,
ecuacién (1.1), con V =0, g(x,t) = g =constante y ¢ = 1. Asi, es conveniente reinterpre-
tar la relacion de dispersién lineal (1.5) de la siguiente forma

(10, — w (—idy)) e’ kx=wt) — (1.6)

donde Oy es el gradiente con respecto a x y w (—i0x) es el pseudo-operador diferencial
obtenido reemplazando k por —idx en w(k).

En un medio debilmente no lineal y con respuesta adiabdtica (es decir, inmediata), se
espera que la no linealidad afecte a la relacién de dispersién. La frecuencia de la onda
depende entonces de la intensidad y esto nos lleva a reemplazar la frecuencia w(k) por
una funcién Q(k, €?|[?), con Q(k,0) = w(k). Ademds, la amplitud de onda compleja v
esta modulada en el espacio y en el tiempo de forma muy debil, dependiendo entonces de
las variables X = ex y T' = €t. De esta forma, las derivadas 0; y Ox en la ecuacién (1.6)
son reemplazadas por 0y + €Op y por Ox + €V, respectivamente, donde ahora V denota el
gradiente con respecto a la variable espacial X. En consecuencia, la ecuacién (1.6) puede
ser reemplazada por la siguiente ecuacion

[0 + icOr — Q—idx — i€V, 2[1h|?)] et = 0. (1.7)

De forma equivalente, en un medio debilmente no lineal, la relaciéon de dispersién buscada
es
[w+iedr — Qk — i€V, e2[Y*)] ¢ = 0. (1.8)

Como el pardmetro € es pequeno, esta ecuacién puede desarrollarse en serie de potencias
de segundo orden para €. Teniendo en cuenta también la relacién de dispersién lineal, se
obtiene

i(Or + vy V) + e[V (DVY) +~[9%, 9] =0, (1.9)

donde v, = dkw es la velocidad de grupo y D = (%%), con j,l =1,..,d, es la mitad
de la matriz hessiana de la frecuencia, estando ambas evaluadas sobre el vector de onda
k. El coeficiente de acoplamiento ~y estd asociado a la expansién en serie de potencias de
la intensidad de la onda y viene dado por %, evaluado en k y en [1]? = 0.

Podemos considerar a la ecuacién (1.9) como un problema de valor inicial en la variable
temporal y, por tanto, podemos escribir convenientemente esta ecuacion definiendo £=X —
Tvg, esto es, cambiando el sistema de referencia inicial a un sistema de referencia que se
mueve con una velocidad dada por la velocidad de grupo. Haciendo también el cambio de
variable 7 = €T, obtenemos la ecuacién de Schrodinger no lineal buscada

1% 5 (DY) Al =0, (1.10)

donde ahora las derivadas espaciales son hechas con respecto a la variable £. La ecuacién
NLS es a menudo llamada eliptica cuando el operador ' = V - (DV), que es real y
simétrico, lo es. En esta tesis, nos centraremos en el operador F' = aA.

Para deducir esta ecuacién, hemos asumido que la no linealidad es debil pero con dis-
persién finita, mientras que en situaciones donde los términos dispersivos y no lineales son
igualmente debiles, una “expansién perturbativa’nos llevaria a ecuaciones con longitud
de onda larga, como la ecuacién de Korteweg-de Vries, la ecuacién de Benjamin-Ono o,
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en varias dimensiones, la ecuacién de Kadomtsev-Petviashvili (Segur, 1978; Ablowitz &
Segur, 1979).

Otra ecuacién no lineal de tipo Schrodinger que despierta un gran interes es la ecua-
cién de Schrédinger no lineal cibico-quintica (CQNLSE). Cuando la no linealidad sea
espacialmente inhomogenea, denotaremos a esta ecuaciéon como la (ICQNLSE):

ity = =AY + g1 (x) [ 9 + g2(x) [9]* o, (1.11)

donde z € R? y g1(x) y g2(x) funciones suficientemente regulares.
No queremos concluir esta introduccion sin hacer referencia a los sistemas de Schrodin-
ger no lineales acoplados, los cuales también veremos en esta tesis:

z% = —A¢; — b(X)1h2 — ¢(x)F(11,12), (1.12a)
Z% = —Ayy —e(x)r — f(X)G(Yr,¢2), (1.12b)

donde 1 y 1, son funciones de onda complejas, definidas en todo R%, las cuales deben
decaer a cero en infinito:
lim +;(z) =0, i=1,2, (1.13)

|z|— 00

y F'y G son funciones, en principio, suficientemente regulares para nuestros propositos.

1.2. APLICACIONES FiSICAS DE LA NLSE |: CONDENSADOS DE BOSE-
EINSTEIN

Como ya se ha dicho anteriormente, la ecuacién de Schrodinger no lineal tiene multi-
ples aplicaciones en diversos campos de la fisica, tales como fisica del plasma, dindmica
de fluidos, teoria cuantica de campos y gravitaciéon. Recientemente, esta ecuaciéon ha des-
pertado el interés de muchos cientificos por sus multiples aplicaciones en la condensacién
de Bose-Einstein, que trataremos en este capitulo, y en 6ptica no lineal, que trataremos
en el siguiente capitulo.

Vamos a empezar definiendo que es un condensado de Bose-Einstein (BEC). En fisica,
el condensado de Bose-Einstein es el estado de agregacion de la materia que se da en
ciertos materiales a muy bajas temperaturas. La propiedad que lo caracteriza es que una
cantidad macroscopica de las particulas del material pasan al nivel de minima energia,
denominado estado fundamental. El condensado es una propiedad cuantica, que no tiene
analogo clasico. Debido al principio de exclusion de Pauli, s6lo las particulas bosénicas
(particulas cudnticas que tienen la caracteristica de que su espin es un ndmero entero)
pueden tener este estado de agregaciéon. Esto quiere decir que los atomos se separan y
forman iones. A la agrupacién de particulas en ese nivel se le llama condensado de Bose-
FEinstein.

Esto era conocido por Bose y por Einstein en la decada de 1920, ya que estos predi-
jeron que en un agregado de bosones indistinguibles, y tales que no tengan interaccién
mutua, estas particulas tienden a ocupar los niveles de menor energia, pudiendo alcanzar
el estado fundamental un grado de ocupacién macroscépico si la temperatura estd por
debajo de un valor finito Topp. Al encontrarse la mayoria de los dtomos en el mismo
estado fundamental, la totalidad del sistema puede describirse mediante una funcién de
onda macroscépica, ¥ (x,t).

En 1961, L. P. Pitaevskii introdujo por primera vez, de forma rigurosa, el concepto
de funcién de onda macroscépica dependiente del tiempo (Pitaevskii, 1961). Es decir,
Pitaevskii ya no se limita a considerar el condensado como el estado fundamental esta-
cionario, tal y como habian hecho otros fisicos, sino que muestra que el condensado tiene
una dindmica propia, que puede ser deducida a partir de argumentos microscopicos y
que responde a la llamada ecuacién de Gross-Pitaevskii (Pitaevskii, 1961; Gross, 1963)
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(véase el apéndice A, donde se muestra como deducir la ecuacién de Gross-Pitaevskii,
tanto independiente como dependiente del tiempo, para un condensado de Bose-Einstein)

h2
10p) = —%AU) + GlY[*e, (1.14)

donde % es la funcién de onda macroscopica del condensado. En esta ecuacion se encuentra
la interacciéon promedio entre dtomos, G = 4wh%as/m, que origina un término no lineal
nuevo en la mecanica cuantica. Como se puede observar, esta ecuacién es equivalente a
la NLSE. Cuando a > 0 la interaccién entre las particulas del condensado es repulsiva y
cuando a < 0 dicha interaccion es atractiva. De hecho, la longitud de difusién a puede ser
cambiada de forma continua de valores positivos a valores negativos variando el campo
magnético externo u Optico. Estas modificaciones de la longitud de difusién son muy
pronunciadas en la llamada resonancia Feshbach (FR) (Inouye et “al. , 1998).

Este enorme interés por la teoria de condensados gaseosos llevd a numerosos grupos
experimentales a intentar generar estos condensados. Esta carrera que comenzo en el MIT
con experimentos con hidrégeno (Fried et “al. , 1998), tuvo sus primeros resultados en los
condensados de 8"Rb (Anderson et “al. , 1995) y 2*Na (Davis et al. , 1995). Estos 4tomos
se confinaban en el condensado usando una trampa magnética y eran enfriados a tempe-
raturas extremadamente bajas. Desde entonces, se han hecho una serie de experimentos
muy bellos en los que se manipulan estos condensados de multiples formas, obteniendo-
se, entre otros fenémenos, la formacion de solitones en un condensado de Bose-Einstein
(Strecker et “al. , 2002). A partir de aqui, se han obtenido experimentalmente diferentes
estructuras como vértices, solitones oscuros, etc.

Volviendo a la resonancia Feshbach, esta es una herramienta importante, tanto para
aspectos tedricos como experimentales del problema. Se trata de una resonancia que ocurre
en un sistema de muchas particulas, en el cual un estado ligado se forma si el acoplamiento
entre los grados internos de libertad y las coordenadas de reaccién es nulo. Realmente,
el principio bésico de la resonancia Feshbach es que dos particulas que colisionan con un
cierto valor de la energia pueden asociarse en resonancia para formar un estado ligado.
Para gases ultrafrios, este proceso de colision se da a energias de difusién muy bajas, por
lo que sélo se consideran ondas de tipo s.

El uso de la resonancia Feshbach hace posible, como ya se ha dicho antes, el poder
controlar el tamano de la longitud de difusiéon y ademds poder cambiar su signo, por
medio de un campo magnético externo (Inouye et “al. , 1998) o usando un control éptico
(Theis et"al. , 2004). Este mecanismo ha hecho posible, por ejemplo, el poder predecir
la existencia de nuevos estados en una dimensién (Kevrekidis et “al. , 2003), el colapso
macroscépico de ondas de materia (Donley et “al. , 2001), la creacién de solitones atémicos
(Pérez-Garcia et “al. , 1998; Strecker et “al. , 2002; Khaykovich et “al. , 2002), o el control
de haces atomicos coherentes. Esta ultima aplicacién es un desafio en la fisica moderna
debido a sus potenciales aplicaciones en multiples campos, como interferometria atémica
(Kasevich & Chu, 1991), superposicién de estados cudnticos (Unanyan et al. , 2004),
relojes atémicos (Vanier, 2005), o informacién cudntica (Poizat & Grangier, 1993), entre
otros.

Matematicamente hablando, el hecho de usar la resonancia Feshbach para controlar el
término de interaccién no lineal significa agregarle a la ecuacién de Gross-Pitaevskii, o a
la NLSE, una modulacién espacial (o temporal) de la no linealidad, de tal forma que se
obtiene la siguiente ecuacion

h2

donde g es una funcién suficientemente regular para nuestros propdsitos, que multiplica
al término no lineal. En aplicaciones sobre un BEC, el hecho de poder usar la resonancia
Feschbach para controlar la no linealidad ha permitido que surjan numerosas propuestas
para el manejo de la longitud de difusion, tanto cuando esta depende solamente del tiempo,
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es decir, g = ¢(t) (Abdullaev et “al. , 2003a; Saito & Ueda, 2003; Abdullaev et “al. , 2003b;
Centurion et "al. , 2006; Bergé et al. , 2000; Konotop & Pacciani, 2005; Zharnitsky &
Pelinovsky, 2005; Itin et al. , 2006; Malomed, 2006) o cuando depende dnicamente de
la coordenada espacial, g = g(z) (Rodas-Verde et “al. , 2005; Vazquez-Carpentier et “al. ,
2006; Abdullaev & Garnier, 2005; Garnier & Abdullaev, 2006; Theocharis et “al. , 2005;
Niarchou et ~al. , 2007; Sakaguchi & Malomed, 2005; Primatarowa et “al. , 2005; Bludov
& Konotop, 2006; Porter et “al. , 2007; Fibich et “al. , 2006; Sivan et "al. , 2006; Torres,
2006), para diferentes fendmenos no lineales. Cuando g = g(z) es periédica, obtenemos
las llamadas redes 6pticas no lineales, de gran aplicacién en la teoria de condensados de
Bose-Einstein (Sakaguchi & Malomed, 2005; Fibich et “al. , 2006; Sivan et “al. , 2006).

Para terminar esta seccidn, trataremos las aplicaciones fisicas que el sistema (1.12a),
(1.12b) tiene en los condensados de Bose-Einstein. Un primer ejemplo surge en el estudio
de condensados de Bose-Einstein compuestos de dos estados hiperfinos (por ejemplo, los
estados |[F =1,my = —1) y |F = 2,m; = 1) de atomos de *"Rb) acoplados épticamente.
Estos sistemas han sido objeto de un gran estudio en los iltimos afnios, tanto experimental
(Matthews et~al. , 1999a,b) como tedrico (Williams et al. , 2000; Garcia-Ripoll et “al.
, 2000), puesto que representan la mezcla mas simple de diferentes gases degenerados
cuanticos ultrafrios y fueron estudiados inmediatamnete después de la obtencién de la
condensacién de Bose-Einstein en 1995 (Dalfovo et “al. , 1999).

1.3.  APLICACIONES FiSICAS DE LA NLSE II: OPTICA NO LINEAL

En el contexto de la 6ptica no lineal, los solitones se clasifican en dos formas: tem-
porales o espaciales, dependiendo de si el confinamiento de la luz ocurre en el tiempo o
en el espacio, durante la propagacién de la onda. Los solitones temporales representan
pulsos 6pticos que mantienen su perfil, mientras los solitones espaciales representan haces
guiados que permanecen confinados en las direcciones transversales, que son ortogonales a
la direccién de propagacién. Ambos tipos de solitones aparecen a partir de un cambio en
la no linealidad del indice de refracciéon de un material 6ptico inducido por la intensidad
luminica, un fenémeno conocido como efecto Kerr éptico en el campo de la éptica no
lineal (Warenghem et “al. , 1998). La dependencia en la intensidad del indice de refraccién
lleva a una autofocalizacién (o autodefocalizacién) espacial y también a una modulacién
temporal de la fase (SPM), que son los dos mayores efectos no lineales responsables de
la formacion de solitones 6pticos. Un solitén espacial se forma cuando la autofocalizacién
del rayo éptico equilibra la dispersion que aparece inducida por el indice de refraccién.
En contraste, es la SPM la que neutraliza la dispersién natural de un pulso éptico, y lleva
a la formacién de solitones temporales. En ambos casos, el pulso (solitén temporal) o el
haz (solitén espacial) se propagan a través del medio sin cambiar su perfil y se dice que
el pulso estd localizado o el haz esté atrapado.

El primer ejemplo de solitén espacial aparece en el ano 1964, cuando se descubre
el fenémeno de los rayos épticos propagandose en un medio no lineal (ver la referencia
(Peccianti & Assanto, 2002) para una revisién del fenémeno). Durante los anos 80, se
observaron solitones espaciales estables, usando medios no lineales para los cuales el efecto
de la difraccién estaba limitado unicamente a una direccién transversal (Peccianti &
Assanto, 2001).

El primer ejemplo de solitén temporal estd intimamente relacionado con el descubri-
miento del fenémeno de la transparencia autoinducida en un medio resonante no lineal
(Conti et al. , 2002). En este caso, un pulso 6ptico, con una energia y un perfil especifico,
se propaga a traves del medio no lineal sin cambios, a pesar de que sufre pérdidas de absor-
cion. En 1973, se encontrd otro ejemplo de solitéon temporal, cuando se descubrié que los
pulsos 6pticos pueden propagarse en el interior de una fibra 6ptica, un medio dispersivo
no lineal, sin cambiar su perfil. En un experimento en 1980, se observo la propagacién de
estos solitones en fibras épticas (Litvak & Sergeev, 1978). Desde entonces, se han encon-
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trado aplicaciones practicas de los solitones en fibras épticas y en el diseno de sistemas
de comunicaciones (ver, por ejemplo, la referencia (Kivshar & Agrawal, 2003)).
En el marco de la éptica no lineal, la ecuacién de Schrodinger no lineal

sirve, entre otras aplicaciones, para modelar la propagacién de un rayo laser en un me-
dio. ), en este contexto, representa la intensidad del campo eléctrico, z es la direccién
longitudinal (la direccién que sigue el haz de luz) y x es la direccién transversal. La no
linealidad cubica, o de tipo Kerr, en la ecuacién (1.16), resulta de la dependencia del
indice de refraccién con respecto a la intensidad del campo eléctrico

n = no + naltp|?, (1.17)

donde ng y no son constantes que denotan los indices de refraccién lineales y no lineales
del medio, respectivamente.

Inicialmente, se han estudiado medios lineales, es decir, medios para los cuales ng
estd modulado mientras ny permanece uniforme. Si ng estd modulado en la direccién de
propagacion del rayo, el indice de refraccién resulta

n = ng(z) 4+ naY|?. (1.18)

Este tipo de medios han sido estudiados de forma extensiva, tanto teérica como experi-
mentalmente. Una revisién de estos trabajos puede encontrarse en la referencia (Aceves,
2000). Otro medios estudiados son aquellos en donde ng estd modulado en la direccién
transversal

n = ng(x) + na|vy|?. (1.19)

Estos estudios pueden encontrarse, por ejemplo, en las referencias (Floer & Weinstein,
1986; Oh, 1989).

Recientemente, se ha realizado con éxito la fabricacién de medios cuyo indice de refrac-
cién no lineal varia rdpidamente (Hutchings, 2004). Esto corresponde a un medio donde
ns estd modulado espacialmente, y ng es constante. El caso de una no linealidad periédica
en la direccién de propagacién, es decir

n=n0+n2(z)|z/1|2, (1.20)

ha sido analizado, por ejemplo, en la referencia (Berestycki et “al. , 1981).
Finalmente, el ultimo caso posible a considerar en este contexto, es el de una modu-
lacion de ng en la direccién transversal, es decir

n = ng + na(x)|1|?. (1.21)
Merle (Merle, 1996a,b) estudi6 las propiedades de las soluciones colapsantes de la ecuacién

i0:¢ = —A¢ + g(x)|g["~ o, (1.22)

para el caso critico p = 1 + 4/d, donde d es la dimensién del espacio, para g(z) < 0.
(Fibich & Wang, 2003) encontraron una condicién para la estabilidad de estados acotados
estrechos y radialmente simétricos de la ecuacién (1.22) en el caso critico. Finalmente, en
(Fibich et~al. , 2006), los autores consideraban la ecuacién (1.22) para el caso particular
g(x) =1+ m(Nz), donde m(Nz) es una funcién periddica y fisicamente representa una
microestructura periédica.

El sistema (1.12a), (1.12b) aparece también en aplicaciones en éptica no lineal, en
concreto como modelo para describir el comportamiento de fibras épticas acopladas, donde
las funciones 11 y 1o describen el haz de luz en el interior de cada fibra (Zafrany et “al.
, 2005). Otras situaciones de interés fisico en este modelo pueden ser encontradas en
(Kivshar & Agrawal, 2003).

Como podemos ver, son muchos los ejemplos fisicos donde la ecuacién de Schrédinger
no lineal inhomogénea es relevante.
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1.4. SOLITONES EN UNA DIMENSION ESPACIAL

Una situacién particular, muy interesante, aparece cuando consideramos la ecuacion
de Schrédinger no lineal cibica en una dimensién, ya que es un sistema hamiltoniano
completamente integrable. En este caso, la ecuacién puede resolverse por el método de la
transformada inversa o, en inglés, inverse scattering transform (IST), y se pueden obtener
soluciones de tipo solitén (Zakharov & Shabat, 1972). La descripcién de este método, el
cual reduce la resolucién del problema de valor inicial al de un problema de transformada
inversa para una ecuacién de autovalores lineales asociada, se sale fuera del enfoque de esta
tesis. En las referencias (Zakharov & Shabat, 1972) y (Newell, 1985) puede encontrarse
una descripcion de ese método. Nosotros expondremos un método diferente para resolver
esta ecuacion.

Sea la ecuacion de Schrodinger no lineal cibica con no linealidad atractiva,

ithe + Paw + [P = 0, (1.23)

donde x € R. Si la no linealidad fuera repulsiva se incrementaria la dispersion lineal, y
un andalisis detallado del problema nos dirfa que la solucién tiene que ser distinta de cero
en infinito. Es en este caso donde aparecen los llamados solitones oscuros o solitones dark
(ver la referencia (Kivshar & Luther-Davies, 1998) para un estudio sobre este tipo de
soluciones).

Entonces, buscaremos soluciones de la forma

) =Ty (g), (1.24)

con ¢ =x —Ut, y ry s denotando constantes reales y asumiendo que la funcién v es real
y se hace cero en infinito. Sustituyendo en la ecuaciéon de Schrodinger después de hacer
el cambio r = U/2 (para eliminar el término de la derivada v'), y definiendo a = r? — s,

obtenemos la ecuacién que da el perfil de la solucidn,
v —av+0v® =0. (1.25)

Si multiplicamos la ecuacién anterior por v, la parte izquierda de la ecuacién puede ser
reescrita como una derivada. Asumiendo que v y su derivada se hacen cero en infinito, se
tiene

v = av — lv4. (1.26)
2
Para soluciones que decaen a cero en infinito, el término que contiene la potencia cuarta
es despreciable, para valores de z suficientemente grandes, por lo que para que existan
estas soluciones a debe ser positivo. Dividiendo por v* y definiendo w = 1/v, se tiene

1
w? = aw? — 3 (1.27)
que implica que w = W cosh(a'/2¢). De aqui, se obtiene que
v = (2a)1/2;. (1.28)
cosh(al/2¢)

De esta forma, obtenemos la existencia de soluciones localizadas en forma de onda solitaria

1 (L _u?
t,x) = (2a)"/? i(§a+(a= ) t+e0) 1.29
U(t, x) = (20) cosh(al/2(z — Ut — xo)e ) ( )

donde las constantes xg y o reflejan la invariancia de la ecuaciéon de Schroédinger por
traslaciones en el espacio y por el desplazamiento de la fase, respectivamente. La velocidad
U estéd asociada a la invariancia por la transformacion de Galileo.
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Las soluciones (1.29), que estdn localizadas en el espacio, preservan su forma y se pro-
pagan con velocidad constante. A estas soluciones se les denominan solitones brillantes
o solitones bright. Debido a la integrabilidad del problema, los solitones tienen la carac-
teristica de que cuando sufren algin choque, emergen con el mismo perfil y la misma
velocidad. Estas ondas no lineales aparecen en una gran variedad de contextos fisicos
(Scott, 1999).

Dicho esto, surge un nuevo problema a considerar. Desde el punto de vista fisico, ha
surgido, tal y como se ha visto en las secciones anteriores, un nuevo modelo a estudiar: la
ecuacién de Schrodinger no lineal con no linealidad inhomogénea (INLSE)

Wy + VYan + g(@)|Y]*Y = 0, (1.30)

con g(x) una funcién, en principio, suficientemente regular para nuestros propositos. Una
pregunta que surge de forma inmediata es si es posible calcular soluciones exactas de
esta ecuacién, para diferentes funciones g(z). Incluso, también se podria considerar una
dependencia en la que estuvieran incluidas tanto la coordenada espacial como la coorde-
nada temporal de la funcién g: g(z,t). Intentaremos, en esta tesis, dar respuesta a estos
problemas.

1.5. ESTADOS ESTACIONARIOS

Entre las multiples aplicaciones fisicas que tiene la ecuacién de Schrodinger no lineal
cubica
i+ AY + )2 =0, x€R™L (1.31)
son de particular importancia aquellas en la que la distribucion de la densidad de estados
permanece constante. Tales estados se conocen como ondas solitarias, ondas estacionarias
o estados estacionarios. Esta es la denominacién con la que nos quedaremos: un estado
estacionario posee su dependencia temporal factorizada en la forma de una fase global
que crece linealmente en el tiempo

U(t,x) = p(x)e. (1.32)

(De hecho, es trivial comprobar que si se factoriza 1 (t,x) en la forma ¥(t,x) = f(t)p(x),
necesariamente f(t) debe ser una funcién exponencial).

La constante A suele recibir la denominacién fisica de potencial quimico, pero es tam-
bién el autovalor no lineal de la ecuacién que satisface el estado estacionario

Ap—Ap+¢> =0, xcR% (1.33)

Cuando las condiciones de contorno cumplen que cuando |x| — oo, ¢ — 0, el autovalor A
debe ser positivo para que se cumplan estas condiciones de frontera.

1.6. EXISTENCIA Y APROXIMACION VARIACIONAL

Es directo comprobar que la solucién ¢ de la ecuacién (1.33) es una solucién del
problema variacional
0{H+ AN} =0, (1.34)
donde N = [ [¢]2dx y H = [ (|[V¢|* — £]¢|*) dx.
Definiendo ®(x) = A~Y/2¢(A~1/2x), se tiene que N = A ~9Ny, con Ny = [ |®|%dx, y
la ecuacion resultante es

AD -+ 33 =0. (1.35)

En una dimensién, existe una unica solucién de la ecuacién (1.35) de la forma

V2

®(z) = cosh(z)’ (1.36)
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satisfaciendo las condiciones de frontera cero en infinito. Este no es el caso en dimensiones
mayores, donde existe un conjunto numerable de soluciones que pueden ser analizadas en
detalle cuando se asume la condicién de isotropfa (Anderson & Derrick, 1970).

En dimensién d > 2, fijado un A, existe una tnica solucién ¢ de la ecuacién (1.33) que es
positiva y radialmente simétrica. La demostracion de este resultado puede encontrarse en
diferentes trabajos, como los que aparecen en las referencias (Strauss, 1977; Ambrosetti &
Rabinowitz, 1973; Berestycki & Lions, 1983a,b). Basicamente, para obtener una solucién
de (1.33), lo que se hace es buscar puntos criticos en H'(R?) del funcional de Liapunov,
que viene dado por

T(6) = 5TH(8) + AN(6)}. (137

Esta solucién positiva y radialmente simétrica es un extremo de H para N fijo, y minimiza
el funcional (1.37) de entre todas las soluciones no triviales de la ecuacién (1.33). En
analogia con el problema de una particula cudntica en un potencial (Lieb & Loss, 2001),
esta solucion es denominada estado fundamental, mientras que el resto de soluciones son
llamadas estados excitados y estan caracterizados en el caso isétropo por su numero de
nodos.

Otros métodos usados en la busqueda de soluciones de la ecuacién (1.33) consisten en
un método para ecuaciones diferenciales que busca directamente soluciones radialmente
simétricas (Berestycki et “al. , 1981), y también un método “local” que soluciona la ecuacién
(1.33) en una bola de radio finito con condiciones de frontera Dirichlet y luego se concluye
con un paso al limite (ver la referencia (Beresticky & Lions, 1980)).

Un problema interesante surge al intentar probar la existencia de soluciones homocli-
nas (solitones brillantes) y soluciones heteroclinas (solitones oscuros) para la ecuacién de
Schrodinger no lineal inhomogénea en 1D

—u" + a(z)u = b(x)u?, (1.38)

con a(z) y b(xz) pertenecientes a ciertos espacios funcionales que se precisardn en su mo-
mento. La forma de probar la existencia de estos dos tipos de soluciones es, en general,
muy distinta una de la otra, con lo que queda asegurada la aplicacién de diferentes técni-
cas matematicas. Asi, el estudio de la existencia de ondas estacionarias para ecuaciones
similares a la ecuacién (1.38) ha despertado el interes de muchos matemdticos en anos
recientes. Sin ser exhaustivos, nos referiremos a los siguientes trabajos (Ambrosetti et “al. |
2005; Ambrosetti & Colorado, 2007; Ambrosetti et “al. , 2007; Berestycki & Lions, 1983a,b;
Bartsch & Wang, 1995; Lions, 1984). En la mayoria de estos trabajos, el uso de un criterio
de compacidad es esencial para poder probar la existencia de estas soluciones.

Es interesante notar que, una forma de obtener ese criterio de compacidad en pro-
blemas elipticos semilineales en dominios no acotados es asumir la invariancia de los
coeficientes bajo un grupo compacto de simetrias. Si tratamos con la ecuacion

—Au + a(z)u = b(z)|ulP~ u, (1.39)

donde z € R?, el embebimiento compacto radial de Strauss (ver, por ejemplo, (Willem,
1996)), implica la existencia de un estado fundamental radial positivo para el caso en el
que tanto a como b son radialmente simétricos, positivos y acotados. Condiciones més
sofisticadas han sido explotadas en la referencia (Bartsch & Willem, 1993), por ejemplo.
Sin embargo, estos resultados no se aplican al caso unidimensional. El asumir simetria
radial significa que los coeficientes a y b son funciones pares. Uno, por tanto, puede buscar
soluciones pares, pero el espacio H' (0, +0c0) no tiene mejores propiedades de compacidad
que H*(R). No obstante, el tener simetria es siempre una condicién que simplifica el
problema y ha sido ampliamente usada para encontrar o6rbitas que conecten entre si en
sistemas hamiltonianos inversos (Bartsch & Szulkin, 2005). En la referencia (Korman &
Lazer, 1994), se obtuvo una solucién homoclina positiva unica para la ecuacién (1.38)
donde se asumia que a y b eran funciones pares, acotadas por debajo por una constante
positiva y tales que za’(x) > 0y xb/(z) < 0 para cada x # 0.
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Finalmente, queremos mencionar otra aproximacién al problema. En la referencia (To-
rres, 2006), el autor, motivado por el estudio de la propagacién de ondas electromagnéticas
en un medio 6ptico multilaminado, probaba la existencia de dos tipos distintos de solu-
ciones homoclinas al origen en la ecuacién de Schrodinger no lineal, usando un teorema
de punto fijo en conos.

A diferencia del caso anterior, existen pocos estudios sobre la existencia de solitones
oscuros o soluciones heteroclinas. Nosotros solamente conocemos la referencia (Torres &
Konotop, 2008), dedicada al estudio de la existencia de solitones oscuros para la ecuacién
de Schrédinger no lineal cibico-quintica con un término lineal periédico. Es este vacio
el que nos impulsa a realizar un estudio sobre la existencia de solitones oscuros para la
ecuacion de Schrodinger no lineal inhomogénea, el cual se encuentra en el capitulo 3 del
apartado I.

1.7. ESTABILIDAD LINEAL DE LAS SOLUCIONES

En esta secciéon vamos a presentar un anélisis de la estabilidad lineal de las soluciones
de la NLSE, cuyos inicios pueden verse en la referencia (Vakhitov & Kolokolov, 1973).

Para un A fijo, denotemos por ¢ el estado fundamental de la ecuacién (1.33) y por
#(x)e la correspondiente solucién tipo onda solitaria de la ecuacién NLS. Si realizamos
perturbaciones de esta solucién en la amplitud y en la fase, resulta

D, 1) = (x) (1 + r(x, 1)) N0, (1.40)
o, después de hacer el desarrollo en serie
D(x, 1) = ($(x) +ulx, t) + iv(x, 1)) €™, (1.41)

donde se han introducido las funciones reales u = ¢r y v = ¢s. Si linealizamos la ecuacién
de Schrodinger no lineal alrededor del estado fundamental, obtenemos

Ot =N , (1.42)
v v
con
0 L_
N = , (1.43)
—-Ly O
y
L_=—-A+\-¢*(z), (1.44)
Ly =—A+\-3¢*(x), (1.45)
Para perturbaciones de la forma u, v o e™¥, se tiene
Qu=L_L,v. (1.46)

Los operadores L_ y L, son autoadjuntos. Usando el hecho de que ¢ satisface la ecuacién
(1.33), facilmente se comprueba que el operador L_ se puede reescribir como

L = —%div (¢2grad (é)) . (1.47)

En consecuencia, [uL_udx = [|V (%) |2¢?dx > 0, y el operador L_ es no negativo.

Ademads, ¢ pertenece al nicleo de L_ y V¢ al nicleo de L. El estado fundamental
¢, que es positivo, es esféricamente simétrico con respecto a un punto O y decrece con
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respecto a la coordenada radial de este punto. Entonces, tal y como fue probado en la
referencia (Weinstein, 1985), cero es el segundo autovalor de L, con lo cual este operador
tiene exactamente un unico autovalor negativo. Para soluciones u de (1.46), ortogonales
a ¢, se encuentra que el valor minimo de 92 viene dado por

. < u|L+|u >

02 = min , 1.48
<u|lLZ'u > (1.48)

m

donde se ha usado la notacién < a|L|b >= [aLbdx. Para esta clase de funciones, L_
es definida positiva, por lo que el signo de Q2 viene dado por el signo de < u|L,|u >.
El valor minimo de < u|Ly|u > se obtiene para una funcién u (ortogonal a ¢), y que
satisface el problema de autovalores

Liu= pu+ o, (1.49)

donde « es un multiplicador de Lagrange y p =< wu|Lq|u >. Sean pq, i1, ... los autovalores
de L. Puesto que L, tiene solamente un autovalor negativo pp, y dado que el autovector
V¢ asociado al segundo autovalor ;11 = 0 es ortogonal a ¢, la ecuacién (1.49) se puede
escribir como

u=a(ly—p) ¢, (1.50)

siempre que pg < @ < p2, donde o es el primer autovalor positivo. Haciendo el producto
escalar con ¢ y usando la condicién de ortogonalidad < ¢lu >= 0, la ecuacién (1.50)
queda como

f(p) =< ol(Ly — )~ "o >=0. (1.51)

Ahora, cuando u crece desde po hasta po, f(u) varia monétonamente desde —oo hasta
+00, y, en consecuencia, corta al eje en g = pmm € (o, p2). Para determinar el signo de
[min €s suficiente considerar el signo de f(0) =< ¢|L;1|¢ >. Si este es positivo, fimm €s
negativo, mientras que si es negativo, umm es positivo. Para calcular este valor, derivamos
la ecuacion que ¢ satisface, con respecto a A, y obtenemos

99

Ligy+¢=0. (1.52)

De aqui, se tiene que

10N

2 O\’
donde N = [ |¢|*dx. Segin lo dicho anteriormente, es claro que 9N/ da el signo de fimm.
Cuando ON/OX < 0, pimin ¥ por tanto Q2 es negativo. En este caso, las perturbaciones
armonicas crecen exponencialmente y el estado fundamental es inestable. Para ON/O\ >
0, obtenemos que el estado fundamental es linealmente estable.

Otro método para deducir la estabilidad o inestabilidad de las soluciones puede verse

en la referencia (Laedke et "al. , 1983).

f0)=—-< ¢|% >= (1.53)

1.8. FORMULACION DE LAGRANGE

Sea 1 una solucién de la ecuacién de Schrodinger no lineal escrita en forma canénica

ih + A+ f([Y*)Y = 0. (1.54)

Asumiremos que el problema esta definido en RY y que v y sus derivadas se hacen cero en
infinito. También asumiremos que la no linealidad f es una funcién derivable. Definimos

F(e) = /OE f(e)de. (1.55)
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No es dificil demostrar que cada solucién de la ecuacién (1.54) es un punto critico de la
integral de accién

S(Qp,w):/ttl /RN dedt:/tl L(t)dt, (1.56)

to

donde la densidad lagrangiana viene dada por la siguiente expresién

L= £ (67— buf) = IVO + F(P?). (1.57

Consideraremos la acciéon como un funcional de todas las funciones regulares admisibles,
satisfaciendo las condiciones (x,t9) = ¥o(x) y ¥ (x,t1) = ¥1(x). Asi, la ecuacién de
Schrédinger no lineal surge del problema variacional

as
4l

La utilidad de esta formulaciéon es multiple. Primero, descubriendo las simetrias de la
accion (1.56), lo que nos permitiria obtener las cantidades conservadas de la ecuacién.
En segundo lugar, hay ocasiones en las que un método numérico basado en un principio
variacional es preferible a un método numérico que sirva para la obtencién directa de
soluciones de la ecuaciéon en derivadas parciales. Finalmente, el principio variacional puede
simplificar el problema, reduciendo este a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
para la evolucién de unos cuantos parametros caracteristicos (Cooper et “al. , 1992; Pérez-
Garcia et "al. , 1996).

En relacion con las cantidades conservadas, nuestra ecuacién tiene dos importantes.
Estas son la energia

(¥) =0, con ¥(x,t0) = o(x), ¥(x,t1) = ¢1(x). (1.58)

Bw) =5 [ Vo - U) (1.59)

donde U(y) = fow f(€)ede y la norma de la funcién de onda

N() = |93 = / (0)[2dx. (1.60)

La conservacion de la norma surge de la invariancia de la ecuacién bajo transformaciones

de fase globales
d

dt
Para la conservacion de la energia solo es necesario que la accién sea invariante bajo
traslaciones en el tiempo

N() =0 (1.61)

d
ZEW) =0 (1.62)

1.9. OBJETIVOS DE LA TESIS Y SUMARIO

En esta tesis, tal y como se ha dejado entrever en las secciones anteriores, se estu-
diara una variante de la NLSE: La ecuacion de Schrodinger no lineal con no linealidad
inhomogenea (INLSE), ecuacién (1.1).

Asi, esta tesis esta organizada en tres grandes bloques (o apartados):

En el apartado I, hacemos frente al problema de la existencia de soluciones para dife-
rentes ecuaciones de tipo Schroédinger, incluidos sistemas acoplados. Ademas, dedicamos
un capitulo al estudio de la estabilidad de las soluciones. Este apartado se compone de
cuatro capitulos:
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= En el capitulo 2 se desarrolla un analisis de la estabilidad de las soluciones de la
INLSE, donde g(z), que describe la modulacién espacial de la no linealidad, es una
funcioén positiva y localizada. Ademads, se dan las condiciones precisas de estabilidad
para soluciones positivas que estén bajo los efectos de no linealidades espacialmente
localizadas.

= Kl capitulo 3 trata sobre la existencia de solitones oscuros para la INLSE. En la prue-
ba de existencia usaremos diferentes técnicas, tales como teoria clasica de EDO’s,
topologia y teoria cualitativa de sistemas dindmicos.

= En el capitulo 4 se prueba la existencia de solitones brillantes, utilizando una apro-
ximacién variacional junto con la teoria de puntos criticos, y un método minimax:
El teorema de Mountain-Pass.

= En el capitulo 5, utilizando un método de punto fijo en espacios de Banach, se
prueba la existencia de soluciones para sistemas de ecuaciones de Schrodinger no
lineales acoplados linealmente y con coeficientes inhomogéneos, ecuaciones (1.12)(a)
y (1.12)(b). Ademas, se estudian las ramas de soluciones en sistemas controlados
por parametros.

En el apartado II se tratan distintos métodos mateméticos para poder construir solu-
ciones analiticas de la INLSE. Este estudio lo desarrollamos en tres capitulos:

= Kl capitulo 6 trata el problema de encontrar soluciones analiticas de la INLSE. Para
ello, se utilizara el método de las simetrias de Lie. Esta es una técnica muy usada en
la resolucion de ecuaciones diferenciales y en la resolucién de ecuaciones en derivadas
parciales.

= En el capitulo 7, nos centramos en la busqueda de soluciones exactas de la INLSE
con coeficientes periddicos, caracterizando estas soluciones. Se realiza un analisis de
estabilidad numérico y se estudian las aplicaciones fisicas del método.

= En el capitulo 8, usando transformaciones de similaridad, vamos mas alla de lo reali-
zado en los dos capitulos anteriores y construimos soluciones exactas de la ecuacion
de Schrodinger no lineal dependiente del tiempo, y con coeficientes que dependen
del espacio y del tiempo.

Finalmente, en el apartado ITI, se muestra una de las miltiples aplicaciones que tiene la
INLSE a los condensados de Bose-Einstein. Este bloque se compone de un tnico capitulo:

= En el capitulo 9, describimos un método para extraer solitones de un condensado de
Bose-Einstein: las pinzas laser. Mostraremos, en ese capitulo, como poder extraer y
transportar un numero controlable de atomos de un condensado. Se estudiardn las
implicaciones fisicas del método, junto con algunas ideas de como aplicarlo.

Para concluir, en el capitulo 10 se presentan las conclusiones y futuros trabajos a
realizar.
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Capitulo

Estabilidad de estados fundamentales
para la ecuacion de Schrodinger no
lineal con no linealidades
espacialmente inhomogéneas

2.1. INTRODUCCION

N este primer capitulo después de la introduccién, se desarrollard un andlisis de
la estabilidad de las soluciones de la ecuacién

1

con z € R, donde 1 denota la funcién de onda de la ecuacién (2.1) y g(x) describe la
modulacién espacial de la no linealidad. En este estudio, g(z) es una funcién positiva y
localizada, esto es g(x) € L*(R).

El estudio de la estabilidad ha generado muchos trabajos. Por ejemplo, en la referencia
(Fibich & Wang, 2003), los autores probaron que las ondas solitarias correspondientes al
estado fundamental de la NLSE critica con no linealidad inhomogénea V (ex), en dimen-
sion d > 2, eran orbitalmente estables bajo ciertas condiciones relativas a la dimensién
espacial, cuando € — 0. También, en (Fibich et al. , 2006) se di6 una prueba de la estabi-
lidad de ondas solitarias en una dimensién espacial y con un término no lineal periédico.
Un estudio de la estabilidad de ondas solitarias en redes no lineales en un marco bidi-
mensional fue hecho en la referencia (Sivan et al. , 2006). En la referencia (Hajaiej &
Stuart, 2004), los autores estudiaron la estabilidad orbital de las ondas estacionarias de
la ecuacion de Schrodinger no lineal usando una aproximacion variacional.

Sin embargo, la formulacién precisa de las condiciones de estabilidad para soluciones
positivas bajo los efectos de no linealidades espacialmente localizadas no ha sido presen-
tado todavia. Ademads, en la literatura fisica se cree que el criterio de Vakhitov-Kolokolov
(Sulem & Sulem, 1999) puede ser usado para caracterizar la estabilidad de ondas solitarias
incluso para no linealidades inhomogéneas (Sakaguchi & Malomed, 2005). Demostraremos
que esto no es cierto y presentaremos aqui condiciones precisas que van méas alla de este
criterio.
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2.2. ESTABILIDAD DE SOLUCIONES ESTACIONARIAS

Las ondas solitarias localizadas de la ecuacién (2.1) vienen dadas por ¢ = ¢e**, donde
¢ satisface

— Sre + A6~ g@)* =0, G(o0) =0. (22)

Definamos el siguiente operador
—~ 1
L, = _5811 + X = 3g(z)¢%. (2.3)

y definamos la nocién de estabilidad orbital:

Definicion 2.1 Sea ¢ una solucion de (2.2). Entonces, 1) = ¢e* es una solucién or-
bitalmente estable de (2.1) si Ve > 0,36 > 0 tal que para ¢(z,0) € HY(R) que satisface
infg |9(-,0) — ¢e®|| ;1 < 8, la correspondiente solucion y(z,t) de (2.1) satisface

supinf || (-, 1) — ve|| g1 < e (2.4)
t>0 0

En la referencia (Fibich etal. , 2006) se prob6 que para modulaciones periédicas de
la no linealidad, un estado acotado positivo ¢ de la INLSE es dinamicamente estable si y
solo si se satisfacen las siguientes condiciones

n,(a) <1 (criterio espectral), (2.5a)
N
(Z)—)\ >0 (criterio de Vakhitov-Kolokolov), (2.5b)

donde n_ (E; ) es el ntimero de autovalores negativos del operador ZI, y

N = / 65 dx (2.6)

es la norma L?(R) de la solucién. Es facil ver que este mismo criterio puede aplicarse al
caso estudiado aqui, es decir, para el caso de no linealidades localizadas y positivas.

2.3. NO LINEALIDADES HOMOGENEAS: CRITERIO DE VAKHITOV-KOLOKOLOV
En el caso de no linealidades homogéneas (g = 1), el operador (2.3) es de la forma
L= —%6M+A—3¢2. (2.7)
El problema de autovalores asociado a este operador es
Liu=wu, wu(+oo)=0. (2.8)
El espectro de L; esta compuesto de (Grillakis et “al. , 1987; Weinstein, 1985):
1. Un autovalor negativo simple, w,,, con su correspondiente autofuncién par f,,.
2. Un autovalor simple, wg = 0, con su correspondiente autofuncién impar 0, ¢.

3. Un espectro continuo estrictamente positivo [\, 00).

Entonces, n_(L1) = 1 y la estabilidad de las soluciones estacionarias en el caso de no
linealidades homogéneas se determina usando el criterio de Vakhitov-Kolokolov. Para la
ecuaciéon de Schrodinger no lineal cibica, IN/IA > 0 y la solucién positiva (el solitén
sech) es estable.
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0.8 3.2
(a) (b)

0 0
20 z 0 20 A 1

Figura 2.1: (a) Representacién del estado fundamental (solucién sin nodos), perteneciente
a la familia infinita de soluciones dada por la ecuacién (2.12), para go = 1. (b) Represen-
tacién de la norma N en L?(R) en funcién del pardmeto A para el estado fundamental
del apartado (a). Se verifica que 9N/9X > 0 en todo el dominio y por tanto, se satisface
el criterio de Vakhitov-Kolokolov.

2.4. ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES POSITIVAS EN EL CASO INHO-
MOGENEO

En esta seccién se considerara una no linealidad inhomogénea g(z), satisfaciendo las
propiedades de que sea una funcién localizada, par y positiva. Consideraremos el caso
para el cual ¢ es una solucién positiva de la ecuacién (2.2), que es el caso del llamado
estado fundamental. En lo que sigue, analizaremos el espectro de ZI

Entonces, siguiendo la referencia (Coddington & Levinson, 1955) es facil probar que
los autovalores del operador adjunto E son reales y simples. Ademas, usando la simetria
de la funcién g(x), se puede probar que las autofunciones de L o son pares o son impares.

Asi, podemos estudiar el espectro de fl . Este espectro es similar al espectro de Ly,
ya que estd compuesto de varios autovalores discretos y de un espectro continuo. En este
caso, el numero de autovalores puede ser mayor que dos. Denotemos por wpyy y wi el
primer y segundo autovalor, respectivamente y al espectro continuo por [\, 00).

De la caracterizacion variacional del principal autovalor de ZALI (Evans, 1998; Codding-
ton & Levinson, 1955), obtenemos la férmula de Rayleigh:

(L) )
min = s BB (29)

Puesto que (¢, ) > 0, y usando el hecho de que Lod = 0 (definido en la introduccién),
obtenemos

— (= §6as 420 - 4(0)6° — 20(0)6,5 ) -
— —2(g(@)¢*,6) <0, (210)

de donde concluimos que wym < 0 que, junto con la ecuacién (2.5), implica que el signo
del segundo autovalor determina la estabilidad. Para el caso del espectro continuo, como
g(z) es acotado, se tiene que g(x)¢? decae a cero en infinito. Ademds, en este caso, el
espectro esencial es igual al espectro continuo. Asi, usando el teorema de Weyl sobre
la estabilidad del espectro esencial, se tiene que el espectro continuo de L; es igual al
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1
,I(b)
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20 v
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00 : 15

Figura 2.2: Evolucién del estado fundamental con una perturbacién de un 5 % en amplitud
(a) Estado fundamental inicial para t = 0 y (b) Evolucién del estado fundamental bajo la
perturbacién anterior para ¢ = 15. La parte inferior del grafico muestra la evolucién del

error I = ||[1p(x,t)| — [¢(z,0)|| Lo

1 1.5
(a) (b)
g g
0.5 0.75
0 0
-40 0 40 -40 0 40
Z X

Figura 2.3: Distintas funciones g(z), dadas por la ecuacién (2.14) para y= 0,1, A =05y
(a) =05, (b) B=12.

espectro del operador L = —(1/2)0,. + A. Usando, entonces, la transformada de Fourier,
se tiene que el espectro continuo viene dado por [\, 00).

En conclusién, la condicién espectral para la estabilidad de la solucién positiva puede
ser reducida al estudio del signo del segundo autovalor discreto de L1, el cual obviamente
dependera de la forma especifica de la funcién g(z).

2.5. EJEMPLO 1: NO LINEALIDADES LOCALIZADAS EXPONENCIALMENTE

En primer lugar, estudiaremos la estabilidad del estado fundamental bajo una modu-

lacién espacial de la forma
9o

b)
cosh® x

g(x) = (2.11)
con go > 0. Esta funcién es una funcién positiva y exponencialmente localizada. Para el
valor especifico de A\ = 1/8 es posible encontrar explicitamente un conjunto infinito de
soluciones estacionarias

= COS xwex 2 n =
Yn(t,z) = 1oV cosh NGO p(8>, 1,2,.. (2.12)
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Figura 2.4: (a) Representacién de la norma N en L?(R) en funcién del autovalor A, para
~v=0,1, 6=0,25y A =0,5. Como se muestra, IN/I\ > 0 en todo el dominio A € [0, 1].
(b) Solucién fundamental de la ecuacién (2.2), calculada para la no linealidad (2.14), con
v=0,1,8=025y A=0,5.

donde sn y dn son las funciones elipticas de Jacobi, [¢|? = k2(1 — k2)/ [4]go| (1 — 2k2)]
y

£(z) = —_atan(e”), (2.13)

V1—2k2

El modulo de la funcién eliptica k,, viene dado por las soluciones de la ecuaciéon %\/1 —2k2K (k) =
1/n,paran = 1,2, ..., donde el valor de K (k) viene dado por K (k) = OW/Q dx/\/1 — k2sin’ z,
que garantiza el que ¥ (¢, +00) = 0. En la figura 2.1(a) dibujamos la solucién positiva para
n =1, con go = 1. Se tiene que el nimero de ceros para estas soluciones es igual al valor
n— 1. .

Si calculamos el ntimero de autovalores negativos del operador L; de forma numérica,
donde hemos usado un método de diferencias finitas de segundo orden para L1, y hemos
usado una malla de 400 puntos, obtenemos que n_(Lq) = 1.

Para probar la estabilidad del estado fundamental, tenemos también que verificar el
criterio de Vakhitov-Kolokolov. En la figura 2.1(b), hemos dibujado la norma L?, frente
al autovalor A. Se observa que 9N/9X > 0 en todo el dominio considerado. Asi, se cumple
el criterio de Vakhitov-Kolokolov y el estado fundamental es estable.

Para confirmar estos resultados, hemos estudiado numéricamente la evolucién del es-
tado fundamental bajo perturbaciones de amplitud finita (de hasta un 10 %) y observado
la subsecuente evolucién. Hemos usado una malla de N = 400 puntos y un paso para la
variable temporal de dt = 0,005. Ademads, se ha incluido un potencial absorbente en la
frontera de la regién de simulaciéon para aproximar de forma apropiada la evolucién del
estado fundamental y poder extraer la radiaciéon que se origina en la simulaciéon. En la
figura 2.2, se ha dibujado la norma L*>°(R) de la diferencia entre el estado inicial [figura
2.2(a)] y su evolucién bajo el efecto de una perturbacién del 5 % en amplitud (la configu-
racién final para ¢t = 15 es mostrada en la figura 2.2(b)), es decir, el error viene dado por
E = |||[¢p(x,t)| — |¥(x,0)|]| 1o, donde 1, denota la solucién perturbada.

2.6. EJEMPLO 2: EL CRITERIO V-K NO GARANTIZA LA ESTABILIDAD

Un estado puede ser inestable aunque verifique el criterio de Vakhitov-Kolokolov, un
punto que a menudo es omitido en la literatura fisica. La violacién de la condicion espectral
implica que el estado acotado exhibiria una inestabilidad de “arrastre”, que es diferente a
la inestabilidad asociada con el incumplimiento del criterio de Vakhitov-Kolokolov. Todo
esto puede verse en este segundo ejemplo.
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Figura 2.5: Evolucién del estado fundamental bajo una pequefia perturbacién de un 5%
en amplitud (a) Estado fundamental en ¢ = 0 y (b) Solucién perturbada en ¢ = 1, para
v=0,1y 8 =0,5. La accién de la inestabilidad de arrastre, que surge al no cumplirse el
criterio espectral, lleva a la solucién localizada fuera de su posiciéon de equilibrio.

Elijamos la siguiente modulacién de la no linealidad

g(z) = [(ya)? + 8] e ), (2.14)

donde v y 3 son constantes positivas.

Las figuras 2.3 (a) y (b) muestran la funcién g(z), para v = 0,1 y diferentes valores de
8. El estado fundamental, solucién de la ecuacién (2.2), para esta eleccién de g(x), con
v=0,1y 8 <1, satisface n_(ﬂ) = 2, por lo que al no cumplirse el criterio espectral, se
tiene que esta solucién es inestable. Sin embargo, cuando 3 > 1 la solucién de la ecuacion
(2.2) satisface el que n_(L1) = 1, es decir, se verifica el criterio espectral.

La figura 2.4(a) muestra la norma en L?(R) del estado fundamental, en funcién del
autovalor A\, para v = 0,1 y 8 = 0,25. Notemos que para este caso, n,(a) = 2. Asi, el
criterio de Vakhitov-Kolokolov se satisface, pero la condicién espectral no se cumple.

Por tanto, el estado acotado mostrado en la figura 2.4(b) tendria que ser inestable.
Hemos verificado este hecho realizando simulaciones numéricas directas de la ecuacién
en derivadas parciales con el dato inicial perturbado y hemos encontrado que, efectiva-
mente, existe una inestabilidad de arrastre, que lleva a la solucién fuera de su posicién
de equilibrio. Esto puede verse en la figura 2.5, donde la figura 2.5(b) muestra que para
t = 1, la solucién localizada esta fuera de su posicién de equilibrio, para 5 = 0,5 (donde
n,(a) = 2). Asi, se tiene un ejemplo donde se prueba que solamente el que se satisfaga
el criterio de Vakhitov-Kolokolov no garantiza la estabilidad de la solucién.



Capitulo

Existencia de solitones oscuros para la
ecuacion de Schrodinger no lineal
cubica con no linealidad periodica

3.1. INTRODUCCION

N este trabajo, se dard una prueba de la existencia de solitones oscuros o solitones
dark para la ecuacién de Schrodinger no lineal ciibica con no linealidad modulada
espacialmente y periddica. Este trabajo se basa en el estudio hecho en la referencia
(Torres & Konotop, 2008). El hecho de que la funcién que modula al termino no
lineal sea periddica tiene interesantes aplicaciones fisicas en redes dpticas, tal y como
puede verse en las referencias (Abdullaev & Garnier, 2005; Fibich et al. , 2006; Sivan
et”al. , 2006).
Desde el punto de vista matematico, la estrategia de la prueba combina diferentes
técnicas, tales como teoria cldsica de EDO’s (conceptos de sub y super solucién), topologia
y sistemas dindmicos (grado topolégico y homeomorfismos libres).

3.2. EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIODICAS
Sea la ecuacién de Schrédinger no lineal con no linealidad inhomogenea (INLSE) en
R,
, 1
i =~ +9(0) [V ¥, (3.1)

donde g : R — R es una funcién periédica de periodo T que satisface las siguientes
propiedades:

O < Jmin g g('r) < GImiéx, (32&)
g9(x) = g(—x). (3.2b)

La solucién del tipo onda solitaria de (3.1) viene dada por ¥(xz,t) = ¢(z)e, donde ¢(z)
es solucién de

—%% + Ao+ g(z)¢* = 0. (3.3)

La solucién ¢ de la ecuacién (3.3) es definida como un solitén oscuro si verifica las si-
guientes condiciones de frontera,

¢x)
¢+ () .

x — =£o00, (3.4)
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donde las funciones ¢4 (z) son soluciones reales de la ecuacién (3.3), con periodo Ty de
signo definido.

Analizaremos cuéles pueden ser los valores de A para los que se pueden obtener solu-
ciones no triviales de la ecuacién (3.3).

Teorema 3.1 Si A > 0, la dnica solucién acotada de la ecuacion (3.3) es la trivial, ¢ = 0.

Demostracién. Sea ¢ una solucién no trivial de la ecuacién (3.3). Podemos suponer que
tal solucién es positiva en un intervalo I (de lo contrario, tomariamos —¢). Entonces

b (20) = 2Md(0) + 29(20) 9> (20) > 0, (3.5)

para todo zo € I. Si I es un intervalo acotado, integrando la ecuacién (3.3) sobre I lle-
gamos a una contradiccién. Por otro lado, si I es un intervalo no acotado, se tiene una
funcién convexa y acotada sobre un intervalo no acotado, lo cual es imposible. m

Asi, debido al teorema anterior, tomaremos A < 0 a lo largo de este capitulo. Como
Imin < g(x) < gmax, podemos considerar las siguientes ecuaciones auténomas auxiliares:

1

L0 £ 20 4 a0 =0, (36)
1

—50% + 26 + gnas(¢#P)° = 0. (3.7)

Estas ecuaciones tienen dos puntos de equilibrio no triviales

A
5(1) =24 /= } (38)
Jmin
A
€@y [ (3.9)
Jmax

Estos puntos son puntos hiperbdlicos (puntos silla). Denotamos por £ a los puntos de
equilibrio positivos, donde i = 1,2. Se tiene que &) > ¢(2),

Antes de continuar, daremos una serie de resultados sobre ecuaciones de segundo
orden. Estos resultados son conocidos (De”Coster & Habets, 1996) y seran de utilidad en
lo que sigue.

Sea la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden

con f continua con respecto a ambos argumentos y con periodo 7" en la variable x.

Definicion 3.1 (i) Decimos que @ : [a,+00) — R es una subsolucion de la ecuacion
(3.10) si
Ugy > flx,u), (3.11)
para todo x > a.
(ii) De forma similar, u : [a,+00) — R es una supersolucion de la ecuacion (3.10) si

Uy < f(2, 1), (3.12)
para todo x > a.

En la siguiente proposicion, se prueba la existencia de una solucién con periodo T e
inestable entre los puntos £ y £(2),

Proposicion 3.1 Los puntos £ y €3, que han sido calculados anteriormente, son,
respectivamente, soluciones constantes del tipo supersolucion y subsolucion de la ecuacion
(8.3). Ademds, existe una solucidén periddica inestable entre ambos puntos.



CAPITULO 3. Existencia de solitones oscuros... 25

Demostracion. Usando la ecuacién (3.6) obtenemos:

—SEW XD +g(@)(ED) > XD + g (€1)° =0, (3:.13)

y, de forma similar, usando la ecuacién (3.7):
1
—82 26D +g(@)(€P)° < M@ + gmar(€?)* =0, (3.14)

Asi, usando la definicién anterior, se tiene que £ y £ son super- y sub- soluciones,
respectivamente. Siguiendo (De”Coster & Habets, 1996), se tiene que existe una solucién
peridédica con periodo T entre ambas soluciones. Como el indice de Brouwer asociado a la
aplicacién de Poincaré es —1 (ver, por ejemplo (Ortega, 1995)), tal solucién es inestable.

Por tanto, tenemos una solucién positiva, periddica, de periédo T de la ecuacién (3.3),
¢, (x), satisfaciendo £ < ¢, (z) < €0, Usando la simetrfa de la ecuacién, también
obtenemos una solucién negativa ¢_(x) = —¢4(x). m

3.3. EXISTENCIA DE SOLITONES OSCUROS

En esta seccién, probaremos la existencia de una érbita heteroclina conectando las
soluciones periddicas ¢_ y ¢ .

El siguiente teorema es clave en nuestros resultados. Su demostracion puede encontrar-
se en la referencia (Torres & Konotop, 2008), donde se usaron algunas ideas que aparecen
en la referencia (Campos & Torres, 1999).

Teorema 3.2 Sean las siguientes funciones acotadas u,v : [a,+00) — R verificando
1. u(z) <v(x), Vz>a,

2. Ugy(x) > flx,u) yvge(x) < flz,v), Vo> a.

Entonces, existe una solucion ¢(x) de la ecuacidn (3.10) tal que

u(z) < ¢(x) < v(x). (3.15)
Si ademdas, existe x tal que
3. min W >0

z€[0,T
u€(inf, >, u(m),supmga v(x)]

entonces, existe una solucion p(x), T-periddica tal que

m_([¢(x) = p(2)] + [d2(2) — pu(z)]) = 0. (3.16)

r——+00
Ademas, p(x) es la tinica solucion T-periddica en el intervalo [Infy >z, u(z),sup, >, v(z)].

En lo que sigue, aplicaremos este teorema a nuestro modelo. Sea

f(@,0) = 2Xd(2) + 2g(2)¢* (2). (3.17)

Como g(x) es una funcién simétrica, podemos considerar el plano semi-infinito 2 > 0 y
luego, extender la solucién obtenida ¢(z) como una funcién impar a 2 < 0. Las soluciones
de las ecuaciones (3.6) y (3.7), ) y ¢(®)| que son érbitas heteroclinas uniendo —&M con
€Dy —£@) con €3, respectivamente, satisfacen las condiciones (1) y (2) del Teorema
3.2, con v(z) = ¢ (2) y u(z) = ¢ (x). Tenemos asi una solucién acotada ¢(x) de la
ecuacién (3.3) tal que

¢ (z) < ¢(z) < ¢ (2) (3.18)
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Figura 3.1: Representacion del solitén oscuro ¢(z) (linea azul) y de las soluciones periddi-
cas hiperbdlicas ¢4 (z) (lineas roja y verde), para los valores A = —0,5, go = 1, « = 0,1.

Ahora, probemos que ¢(x) tiende a las funciones ¢ (z) y ¢—(x), encontradas en la propo-
sicién 1, cuando  — +oo. Para ello, veamos que se verifica la condicién (3) del Teorema
2.

Como a puede ser tomado arbitrariamente grande, la condicién (3) es equivalente a

min_ [2\ + 6g(x)u?] > 0 (3.19)
z€[0,T]
uelg® ¢

Esta tltima desigualdad es equivalente a 2\ 4 6gum (£2))2 > 0. Usando la ecuacién (3.9)
y el hecho de que A\ < 0, se obtiene la siguiente condicién entre gmin ¥ gmax:

9ma
Jmin > % (3.20)
Asi, si se verifica esta condicién, se cumplirian las hipdtesis del Teorema 2 y se habria
probado la existencia de solitones oscuros para la ecuacion de Schrodinger no lineal con
no linealidad inhomogenea y periddica.

3.4. UN EJEMPLO DE SOLITON OSCURO

En esta seccion, consideraremos un ejemplo de solitén oscuro proveniente de la ecuacion
(3.3), que ilustrard los conceptos previamente introducidos en este estudio. Para este
ejemplo, tomaremos la funcién periédica g(z) como

g(z) = (HQCQW (3.21)

con w = 24/|A| donde go y o < 1 son constantes positivas. Para que se satisfaga la
condicién (3.20), « debe verificar la relacién o < (313 —1)/(3%/3 +1).
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La condicién de frontera ¢4 viene dada por

by = g\/(l - a2)(1g;|— QCOSWI) (3.22)

y ¢— = —o4.
En el capitulo 6, veremos que una solucién analitica de la ecuacién (3.3), con las
condiciones de frontera (3.4), viene dada por

o(x) = %“ ! ;0a2 V1 4+ acoswzx tanh [g\/ ! —2a2 X(JU)} (3.23)

con X (t) dado por

“V1_az _ Jize wr
tan(2 1-—«a X(x)) T a tan 5 (3.24)

Esta solucién esta dibujada en la figura 3.1.






Capitulo

Existencia de solitones brillantes para
la ecuacion de Schrodinger no lineal
cubico-quintica con no linealidad
inhomogénea

4.1. INTRODUCCION

N este capitulo, se probara la existencia de solitones brillantes o solitones bright

para la ecuacion de Schrodinger no lineal inhomogénea ciibico-quintica estaciona-

ria. Para ello usaremos la teoria de puntos criticos. Se utilizard una aproximaciéon

variacional para dicha ecuacién, y probaremos que esta satisface las condiciones
del teorema de Mountain-Pass o teorema del paso de la montana.

4.2. LA APROXIMACION VARIACIONAL

Sea la ecuacién de Schrodinger no lineal ctibico-quintica dependiente del tiempo, con no
linealidades inhomogéneas g;(x),i = 1,2, deinida en R, que denotaremos por (CQINLSE),

iwt = _w;E;E - 91(95)|¢|2¢ - 92($)|1/’|4¢7 (41)
con g; : R — R, i = 1,2. Ambas funciones satisfacen las siguientes propiedades:

Como ya hemos visto en capitulos anteriores, podemos hacer separaciéon de variables,
P(z,t) = eMu(z), donde u(z) es solucién de la ecuacion
Uy + M= g1 (z)u® + go(z)u®, (4.3)
y tal que puede ser identificado como solitén brillante, debido a sus condiciones de frontera
u(z) — 0, cuando z — +oo. (4.4)

Al estar buscando soluciones positivas para A > 0, la ecuacién (4.3) puede ser escrita
como
—Ugy + AU = g1 (gc)|u|2u+ + g2(£)|u|4u+’ (4.5)
donde 4t = max(u,0). Por conveniencia, escribiremos u en lugar de u™ en la prueba de
existencia, pero teniendo en cuenta que u es una solucién positiva de la ecuacién (4.3).
El siguiente teorema proporciona la existencia de soluciones positivas para A > 0.
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Teorema 4.1 [Existencia de una solucion positival. Cuando A > 0, la ecuacion (4.3)
tiene una solucién positiva u € H*(R).

Antes de probar este teorema, introduciremos un conjunto de definiciones y lemas prepa-
ratorios. Formalmente, la ecuacién (4.3) es la ecuacién de Euler-Lagrange del funcional
J : HY(R) — R, definido por

J(U)Z%/RU%FHW} dx—E/Rgl(x)|u|4d:v—%/Rgg(x)|u|6dm. (4.6)

Definimos también

> = [ fuel + Aufde, (4.7)
) = § [ n@lds, (45)
Uo(u) = %/Rgg(xﬂuﬁd:c. (4.9)

Asi, podemos reescribir el funcional (4.6) de la siguiente forma,

1
T(u) = 5 [[ull® = @1 (u) = Wa(u). (4.10)
Es muy facil comprobar que, para cada A > 0, || - || es una norma equivalente a la norma
usual en H!(R). Claramente, J es de clase C? y sus puntos criticos son soluciones de la
ecuacion (4.3), tales que lim,| o u = 0.

4.3. EXISTENCIA DE UNA SOLUCION POSITIVA

Para obtener puntos criticos de J, usaremos el teorema de Mountain-Pass, (Ambro-
setti & Rabinowitz, 1973). Este teorema trata con la existencia de puntos criticos de un
funcional J € C'((E),R), donde E es un espacio de Hilbert (aunque en general, E puede
ser un espacio de Banach), y tal que satisface las dos siguientes condiciones “geométricas”:

MP; Existen r,p > 0 tal que J(u) > p para todo u € E, con ||u|| = 7.
MP, Existe v € E, ||v]| > r tal que J(v) < 0= J(0).

Ademés, se probard la condicién de compacidad (PS)., llamada la condicién de Palais-
Smale a nivel c:
Cada sucesion u, que verifica

1. J(up) — ¢
2. J'(un) — 0,

tiene una subsucesion convergente. Las sucesiones satisfaciendo (1)-(2) son llamadas su-
cesiones (PS)..
Consideremos la clase de todos los caminos que unen v =0y u = v:

I'={y€C([0,1], E) : 7(0) = 0,~(1) = v}, (4.11)
y sea / /
c= érel{“ tren[%,)i] J(y(t)). (4.12)

Por conveniencia, enunciaremos una version simplificada del teorema de Mountain-Pass,
(un enunciado mas general puede verse en (Ambrosetti & Rabinowitz, 1973))
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Teorema 4.2 [Teorema de Mountain-Pass]. Si J € CY(E,R) satisface las condiciones
geométricas (1) y (2) y se cumple la condicion de Palais-Smale (PS)., entonces ¢ es un
nivel critico positivo para J. De forma mas precisa, existe z € E tal que J(z) =¢ >0y
J'(2) = 0. En particular, z #0 y z # v.

Una vez enunciado el teorema de Mountain-Pass, pasamos a enunciar el siguiente lema:

Lema 4.1 El funcional J satisface las condiciones geométricas del teorema de Mountain-
Pass

Demostracién: 1) De la definicién de J, la hipétesis (3.2a) sobre g;,i = 1,2, y el

embebimiento de Sobolev H!(R) — LP(R), p > 2, (ver, por ejemplo, (Willem, 1996)),
obtenemos que

1 1
J(w) = 5llull® = U1 (w) = Ua(w) > Slul® = Cllul* = M]u], (4.13)
donde C'y M son constantes positivas. En consecuencia, existen r, p > 0 tal que
J(u)>p, Yue HY(R), con |ul|=r, (4.14)

lo cual prueba que J verifica la condicion MP;.

2) Consideremos vy € H*(R) \ {0}. Entonces, para ¢t > 0, se verifica que
t2
J(tvg) = 5”00”?\ — 110 (vg) — t°Ty(vg) \, —00, cuando t oo, (4.15)

En consecuencia, tomando v = tgvg con ty > 1 obtenemos Jy(v) < 0 = J,(0). De aqui,
se sigue que J(tv) — —oo cuando t — +oco.m

Ahora, para aplicar el teorema de Mountain Pass, tenemos que estudiar las sucesiones
de Palais-Smale (PS)..

Lema 4.2 Las sucesiones de Palais-Smale son acotadas.

Demostracién: De la condicién (1), en la definicién de sucesién de Palais-Smale,
J(uy) < k 'y se obtiene que

[un|* < 2k + 201 (uy,) + 205 (up). (4.16)
Como J'(uy) — 0, se infiere que
’HunHQ — 40y (uy,) — 6\112(%1)‘ = |(J/(un)|un)| < ”J/(un)””un” = e||unl, (4.17)

para € > 0. Asi
[ @t + [ s < funl + el (115)
Usando la ecuacién (4.16), se obtiene
1 1
funl? < 2045 [ gt + 5 [ ot < (4.19)
2 Jr 3 Jr
1 4 6 1 9 €
S 2%+ 5| | a@u,+ | ga(@)uy | < 2K+ Sllunll” + 5 llual,
2 | /n " 2 2
y asi, para todo n y algin k, se deduce que
1 €
5”“71”2 <2k + 5”“71” (4.20)

De esta forma, se deduce que ||u,|| < K, y la acotacién de sucesiones de (PS) es clara. m
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Lema 4.3 U, es debilmente continuo y compacto, para cada i = 1,2.

Demostracion: Sea la sucesion u, tal que u,, — u, esto es, converge debilmente en
HY(R). Como cualquier sucesién que converja debilmente es acotada, es decir, existe una
constante K > 0 tal que ||u,[| 1) < K, entonces, de acuerdo al teorema de embebimiento
de Sobolev deben existir constantes C, M > 0 tales que |[un|[La@r) < C'y [|unl/Lom) < M.
Entonces, dado € > 0, de la condicién (4.2), se sigue que existen Ry, Rs > 0 tales que

A}>R 012 (Jun! — Jul)dz < e, (4.21)

/ o g2(2) (Jun|® — |ul®)dz < e. (4.22)

Por otro lado, sean Bg, y Br, entornos abiertos de radios R; y Rs respectivamente. Dado
que H'(Bpg,) se inyecta de forma compacta en L*(Bg,) y también H'(Bg,) se inyecta
de forma compacta en L°(Bg,), se tiene que u,, — u fuertemente en L*(Bg,) y L%(Bg,),
respectivamente. Ademads, existe una constante M > 0 tal que

1/4 1/4
! - x u4 X = )
| [/IwISRl 91(x)|un| dCL"| [/IwISRl g1(x)|ul*d ] | (4.23)

1/4 1/4 1/4
= g1 unllz2Bn,) — 91" ull z2a)| < g’ (un — W)l 24(Ba,)| < Mllun — ullL(sa,) < €

para € > 0 y n suficientemente grande. Es facil comprobar que una desigualdad similar
existe para ga(z). Entonces, poniendo juntas las dos desigualdades precedentes, se sigue
que U;,7 = 1,2 es debilmente continuo.

La prueba de que ¥}, 7 = 1,2 es un operador compacto es similar. Sea

19 a) = Wil = sup { [ on(o)hua® ~ g} (424

llell<1

para ¢ € H'(R). Usando la desigualdad de Holder, se obtiene

195 (un) = (@) < [lgr(@)(funl® = [ul*) 2oy 10 Lo r)- (4.25)

con 1/p+1/¢g=1,p > 2,q < oco. Usando los argumentos anteriormente expuestos, se
tiene que

lg1(@) (funl® = ul?)l| o) < €. (4.26)
paran > 1y e > 0. Esto demuestra que ¥} es un operador compacto. La prueba para
U/, es similar. m

Finalmente, ahora estamos preparados para probar el teorema 4.1.

Sea u, una sucesién que verifica las condiciones de Palais-Smale (1) y (2). Como
|lun|| < K, se tiene que u,, — u debilmente en H!(R). Usando el lema (4.3), ¥/, para
1 = 1,2, es compacto. Por tanto, existe una subsucesién, también denotada por w,, tal
que ¥l(uy) — Ui(u).

Por otro lado, sabemos que

J'(u) = u— ¥ (u) — Uh(u), (4.27)
puesto que J'(u) esta definido como

(J'(w)[¢) = (ul¢) = (¥ (w)¢) — (Ty(w)[C), V¢ € H(R), (4.28)

(%M@ZA%@WQ (4.29)
(%M@:AW@WC (4.30)
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De aqui, se deduce que
Up = J () + V) (un) + h(uy). (4.31)

Como J'(uy) — 0, dado que u,, es una sucesién de Palais-Smale, obtenemos que
up, — U (u) + U5 (u), (4.32)

probando que (PS). se cumple para cada c.

De esta forma, podemos aplicar el teorema de Mountain-Pass (4.2), ya que las condi-
ciones de este teorema se satisfacen, tal y como acabamos de ver. Asi, existe uy € H!(R),
tal que J(uy) = cy J'(uy) = 0. La positividad de la solucién es clara, usando el principio
del méximo, tal y como apuntabamos en la ecuacién (4.5). m

Se ha probado que para A > 0, la ecuacién (4.3) tiene una solucién positiva u € H'(R).

Ademsds, se puede probar que, para A = 0, si existen soluciones diferentes de la solucién
trivial, estas soluciones deberian tener una cantidad infinita de nodos. Para ver esto,
primero probaremos la no existencia de soluciones positivas de la ecuacién

—Ugy — g1(2)u — go(x)u® =0, u(doo0) = 0. (4.33)
Sea u una solucién estrictamente positiva de la ecuacién (4.33). Entonces,
Upe = —g1(2)u(x) — go(x)u® <0, VreR. (4.34)

Sea xp un maximo global de la solucién u, esto es, u(xg) = maxzer u(z) > 0. Este punto
maximo existe por las condiciones de contorno. Entonces, u’(xo) = 0y, ademds, u”(z) < 0,
Vz € R. Entonces, en el intervalo [z, +00), u debe ser decreciente y por tanto u'(z) < 0,
Va € [zg,+00). Luego u debe cortar al eje x, ya que u”(x) < 0, Vz € R, lo cual contradice
la hipétesis inicial.
Como

Upe = —g1(2)u(x) — go(z)u’(z) <0, si u>0, (4.35)

Upe = —g1(2)u?(x) — go(x)u®(x) >0, si u <0, (4.36)

es evidente que la solucién tiene infinitos nodos.






Capitulo

Ondas solitarias para sistemas de
Schrodinger no lineales acoplados
linealmente y con coeficientes
inhomogéneos

5.1. INTRODUCCION

L proposito de este capitulo es estudiar la existencia de soluciones positivas
u = (u1,uz2) € HY(R) x H'(R) para sistemas de Schrodinger no lineales con
no linealidad inhomogénea en 1D

—uy () + a(x)ur(z) — b(x)uz(z) = c(z)F(u1, ug)u1,
—uy () + d(x)ua () — e(x)ur(x) = f(x)H (u1, uz)uz, (5.1a)

donde a,b,¢,d,e, f € L*°(R) son funciones no negativas y F(u1,us) y H(u1,us) son
funciones continuas.
Las soluciones buscadas deben verificar las siguientes condiciones de frontera

| 1|1’m up(x) = ‘ 1‘1'm uz(x) =0, (5.2)
| lll'm uy(x) = ‘ 1‘1'm up(x) = 0. (5.3)

El estudio de la existencia de soluciones para sistemas similares a (5.1a) ha sido estudiado
por muchos matemadticos en los dltimos anos (ver, por ejemplo, (Ambrosetti & Colorado,
2006, 2007; Ambrosetti et “al. , 2007)). En estos trabajos, los autores mostraban la exis-
tencia de soluciones positivas para diferentes sistemas, usando teoria de puntos criticos.

Nuestra idea es completar la mencionada bibliografia con una nueva aproximacién al
problema. Para ello, proponemos el uso de un teorema de punto fijo debido a Krasnoselskii
para operadores completamente continuos, definidos en conos de un espacio de Banach,
junto con un estudio de la funcién de Green para la parte lineal del problema. Este método
ha sido empleado de forma satisfactoria en problemas escalares sobre la recta real (Torres,
2006), y en algunos problemas con sistemas sobre dominios acotados (Chu et “al. , 2007).
Usando este tipo de técnica, probaremos la existencia de soluciones positivas del sistema
(5.1a) bajo las condiciones (5.2).

El capitulo esta organizado de la siguiente forma. En la seccién 2, introducimos al-
gunos resultados preliminares. La seccién 3 contiene el resultado principal del capitulo,
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que es la existencia de érbitas homoclinas al origen o soluciones positivas. En la seccién
4 probamos que, si ademés de las hipétesis del resultado principal de la seccién 3, se
asumen un conjunto de hipdtesis extras en las funciones a, b, ¢, d, e, f, entonces, se puede
demostrar que existe una segunda solucién que es impar. Finalmente, la seccién 5 contiene
un resultado sobre el estudio de las ramas de soluciones dependientes de un parametro.

En este trabajo, usaremos la siguiente notaciéon: RT = (0, +00), Ry = [0, +00). Para
una funcién dada, a € L*>(R), el infimo esencial es denotado por a.. El soporte de una
funcién dada a es denotado por Supp(a). El valor limite de una funcién dada u en 400
(0 en —00), simplemente se escribira como u(+00) (0 u(—00)).

5.2. PRELIMINARES

La prueba de la existencia de soluciones esta basada en el teorema del punto fijo en
conos para un operador completamente continuo definido en un espacio de Banach, debido
a Krasnoselskii (Krasnoselskii, 1964). Antes de escribir este teorema, introduciremos la
definicién de cono, la cual puede verse, por ejemplo, en la referencia (Granas & Dugundji,
2003).

Definicion 5.1 Sea X un espacio de Banach y sea P un subconjunto cerrado, no vacio
de X. P es un cono si

1. Xe+pye P Ve,ye Py VYA\pekR,
2. x,—x € P implica que z = 0.

También queremos recordar que dado un operador, este es completamente continuo si la
imagen de un conjunto acotado es relativamente compacto.

Teorema 5.1 Sea X un espacio de Banach, y sea P C X un cono en X. Asumamos que
Q1,Qy son subconjuntos abiertos de X con 0 € Q1,01 C Qo y sea T : PN (Q\Qy) — P
un operador completamente continuo, tal que una de las dos siguientes condiciones es
satisfecha

1L || Tul|| < ||ull, siwe PN, y||Tull = ||ull, st w € PN oQs.
2. |Tull = ||lu|l, st w € PNOQ, y ||[Tul| < ||ul|, si we PN oQs.

Entonces, T tiene al menos un punto fijo en PN (Q2\Q1).

Este resultado ha sido empleado en el estudio de ecuaciones no lineales (Torres, 2006;
Zima, 2001) y también en el estudio de sistemas no lineales sobre dominios acotados (Chu
et”al. , 2007; Jiang et "al. , 2002). Sin embargo, para problemas definidos en intervalos no
compactos tales como el nuestro, se tiene que el teorema de Ascoli-Arzela no es valido
para probar que el operador es completamente continuo. Nuestro operador sera definido
en el espacio de funciones continuas y acotadas denotado por BC(R) y emplearemos el
siguiente criterio de compacidad (inspirado en un resultado de (Zima, 2001)) para mostrar
que el operador es completamente continuo.

Proposicion 5.1 Sea Q@ C BC(R). Supongamos que las funciones u € Q son equiconti-
nuas en cada intervalo compacto de R y que para todo u € € se tiene

lu(@)| <¢(x),  VzeR, (5.4)

donde £ € BC(R) wverifica

Entonces, § es relativamente compacto.
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Demostracién: Dada una sucesién de funciones {u,}, de Q, tenemos que probar que
existe una subsucesion uniformemente convergente a una cierta funcion u. Queremos no-
tar que los elementos de 2 estdn uniformemente acotados por ||€|| ¥ son equicontinuos
sobre intervalos compactos, por hipdtesis. Por tanto, el teorema de Ascoli-Arzela propor-
ciona una subsucesién (que denotaremos de nuevo por {u,},) y que es uniformemente
convergente a un cierto u en un intervalo compacto. Por supuesto, u también satisface la
condicién (5.4). Ahora, tenemos que probar que

Ve >0, Ing t.q. n > ng = |Jup — ullec < e. (5.6)

Usando (5.5), existe un k& > 0 tal que HIQI\l]EiXk " |€(z)| < Z Por otro lado, usando la con-
TE —K,

vergencia uniforme en intervalos compactos, se tiene que existe ng tal que n[néx | [t () —
ze[—k,k

s

u(z)] < g para todo n > ng. Entonces,

mn - [e'e] S A n - + A n - < 57

i =l £ i o) = ula)l + s (o) —ule)] < (57
€ ‘

<3 + 2x€]1§\1]aj(k,k[ |€(2)] < e, (5.8)

y se concluye la prueba. m
Antes de que podamos aplicar el teorema 5.1, vamos a introducir una bateria de lemas
y proposiciones, con el fin de preparar la aplicacion de este teorema a nuestro problema.
El siguiente resultado establece la estructura de la funcién de Green para problemas
homogéneos en todo R.

Lema 5.1 Sea a € L*(R), a > 0. Consideremos el problema homogéneo
¢ + ala) =0, (5.9)
d(—o0) =0, ¢(c0) = 0. (5.10)

La funcion de Green asociada viene dada por

$1(z)ga2(s), —oo <a <5< +00

Gl(xvs) =
P1(s)ga(x), —00 < s < < +00,

(5.11)

donde ¢1, P son soluciones tales que ¢1(—00) = 0, pa(+00) = 0. Ademds, ¢1,d2 pueden
ser elegidos como funciones positivas crecientes y decrecientes, respectivamente.

Notar que ¢1, ¢ intersectan en un tinico punto zj. Entonces, podemos definir una funcién
p1 € BC(R), que viene dada por

,_.
8
IN
8
?)—‘

pi(z) = »° X (5.12)
@ > %o
De forma similar, podemos definir la funcién de Green para la siguiente ecuacién
—¢" +d(z)p =0, (5.13)
p(—00) = 0,¢(c0) = 0, (5.14)
donde d € L*(R), d > 0, como
01(2)pa2(s), —co <z <s<+400
Go(z,s) = (5.15)

w1(8)pa(z), —c0 < s <z < +o00,
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y podemos definir una funcién ps € BC(R) por

(5.16)

donde 22 es el tinico punto de interseccién de las funciones @1, @s.

Proposicion 5.2 Se cumplen las siguientes propiedades para las funciones de Green,
definidas por (5.11) y (5.15).

(P1) G(z,s) > 0 para cada (x,s) € R x R.
(P2) G(x,s) < G(s,s) para cada (z,s) € R x R.
(P3) Dado un subconjunto compacto no vacio P C R, definimos
m(P) = min(uy (inf P), uz(sup P)). (5.17)
FEntonces,

G(z,s) > m(P)p(s)G(s,s) para todo (z,s) € P xR. (5.18)

5.3. EXISTENCIA DE ESTADOS ACOTADOS POSITIVOS

Desde ahora, asumimos que M = Supp(b)USupp(c)USupp(e) USupp(f) es un conjunto
compacto no vacio. Para aplicar el teorema 5.1, tomamos el espacio de Banach X =
BC(R) x BC(R) con la norma |ju| = max;—1 2|u;|, para u = (u1,u2) € X. Definimos

P = {u = (u1,u2) € X :up(x),uz(xz) >0 Va, nél]\r}jul(:zr) > mip6|ui|} , (5.19)

donde p{ = infarpi(z), p3 = infarpa(x) v las constantes my = mq (M) and my = mo(M)
estan definidas por la ecuacién (5.17). Queremos hacer notar que la compacidad de M
implica que p} > 0y p2 > 0. Ademds, por (P3), es facil ver que m;p} < 1, para i = 1,2.
Asi, facilmente se puede verificar que P es un cono en X.

Sea T': P — X una aplicacién con componentes (77, 7%), donde T7,T» estan definidas
por

Ti(u)(z) = /RGl (x,8) (b(s)ua(s) + c(s)F(uy, uz)ui(s))ds
= /M G1(z,s) (b(s)ua(s) + c(s)F(uy, uz)ua(s)) ds
Ta(w)(a) = [ Galr.s) (e(s)un(s) + F()H(ur, wa)un(s) ds

/M Ga(z,s) (e(s)ur(s) + f(s)H (ur,uz)uz(s))ds.

Un punto fijo de T" es una solucién del sistema (5.1a), perteneciente a H'(R) x H(R), y
que por tanto verifica las condiciones de frontera (5.2)

Lema 5.2 Asumamos que
F(uy,u2), H(uy,uz) =0 para cada uy,ug > 0. (5.20)

Entonces, T(P) C P.
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Demostracién: De forma evidente, la propiedad (P1) de la funcién de Green junto con
que b,c € L, b,¢ > 0 implican que Thu(x) > 0 para todo z. Llamemos a z,, el valor
donde se alcanza el min,cas Tiu. Entonces, para todo z € R,

Ti(u)(xm) = Ti(ur,u2)(zm) = /M G1(xm, s) (b(s)ua(s) + c(s)F (u1,uz)ui(s)) ds
> my /Mp(s)Gl(s, ) (b(s)ua(s) + c(s)F (u1, uz)ui(s)) ds

> mipy /M Gi(x,s) (b(s)ua(s) + c(s)F(ur,uz)ui(s)) ds

= mipyTh (ur, uz)(z) = mapyTi(u)(x), (5.21)

donde hemos usado las propiedades (P2) y (P3). De forma similar, podemos probar que
To(u)(xy,) > mop3Te(u)(z). Esto finaliza la demostracién. m

Lema 5.3 T : P — P es un operador continuo y completamente continuo.

Demostracion: La continuidad es trivial. Probemos que las componentes de T' son com-
pletamente continuas. Sea 2 C P un conjunto acotado, con una cota uniforme C' > 0
para todos sus elementos. Las funciones del operador T7(2) son equicontinuas para cada
intervalo compacto (de hecho, la derivada es acotada sobre compactos), Por otro lado,
para cualquier u € {2, se tiene que

[Ty (u)(z)] < C/RGl(:z:, s)b(s)ds + C ||Ilﬁ|éSXCF(U1, us) /R G1(z,s)c(s)ds =: &(x).

Puesto que los soportes de b y ¢ son compactos, se tiene que ¢ € BC(R) N LY(R), y, por
tanto, usando la proposicién 5.1, T1 () es relativamente compacto. La demostraciéon para
T5 es andloga. m

El siguiente teorema es el resultado principal de esta seccién

Teorema 5.2 Asumamos las siguientes hipdtesis:
(i) as,ds > 0,bs, Ciy €4, fro = 0.
(i) M es un conjunto compacto no vacio.
(#i) F(u1,us2), H(u1,us) = 0 para cada uy,us > 0.
(iv) Existe ro > 0 y v,k > 0 tales que dado 0 <1 <1,

F(uy,u2), H(u1,u2) < kr?, para todo ||ul] <r

(v) Eziste Rg > 0 y 6, K > 0 tales que dados R > Ry,
F(uy,uz), H(ui,u2) > KR®, siup € [mipyR, R] 0 us € [mapiR, R).

(vi) [,y Gi(x,s)b(s)ds, [,; Ga(x, s)e(s)ds < 1 para todo x € R.

Entonces, existe una solucion no triviel u € X del sistema (5.1a)-(5.2) tal que r < ||u|| <
R.

Demostracion: Definamos los conjuntos abiertos €21 y €23 como las bolas abiertas en X
centradas en el origen, de radios 7 y R (que serdn fijados mas tarde), respectivamente.
Tomemos u € P N 0Qy. Asi

(|Tu| = max,er (/M G1(x, ) (c(8)F (u1,uz)ui(s) + b(s)ua(s)) ds,

/ Go(z,s) (f(s)H (u1,uz)uz(s) + e(s)ui(s)) ds)
M
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z€R

< kr" max (/M G1(z,s)c(s)ds, /M Gy, s)f(s)ds)
+ r méx </M G1(x, s)b(s)ds, /M Go(z, s)e(s)ds> <r=|u, (5.22)

z€R

para r suficientemente pequeno y donde hemos usado las hipétesis (iv) y (vi).

Por otro lado, tomemos u € PNoSY,. Asi, al menos una componente de u, por ejemplo
uy, satisface ||u1lc = R (el caso |Juz||cc = R es similar). Entonces, mipi R < ui(z) < R,
para todo z € M. Por tanto, usando la hipdtesis (v) obtenemos

mAax M(|Tu|)i > maxgenm /M G1(x, ) (c(8)F (u1,uz)ui(s) + b(s)ua(s)) ds

i=1,2,z€

> KR! ml’n/ G1i(z,s)c(s)ds > R = ||u]|, (5.23)
zeM Jar

para R suficientemente grande. Para el caso ||uz|/c = R, todo funciona exactamente igual.

Ahora, el teorema 5.1 garantiza que T tiene un punto fijo u € P N (Q2\Q4). Asi r <
[lul]] < R es una solucién no trivial. m

Aunque la hip6tesis (vi) parece bastante técnica, su significado puede clarificarse si nos
damos cuenta de que la funcién [,, G1(x, s)b(s)ds (respectivamente [, Ga(x, s)e(s)ds) se
puede interpretar como la tnica solucién de la ecuacién —u” + a(x)u = b(z) (respectiva-
mente —u” + d(z)u = e(x)) con condiciones de frontera u(—o0) = 0 = u(+o00). Con esta
idea en mente, formularemos el siguiente corolario.

Corolario 5.1 El resultado anterior se sigue cumpliendo si la hipdtesis (vi) se reemplaza
por

. . b(x) C))

Demostracién: Definiendo u(x) = [, G1(z, s)b(s)ds, necesitamos probar que ||uo <

1. Tomemos zg tal que u(zg) = ||u|lo. Entonces u es una funcién convexa en un entorno
de zg, por lo que de la ecuacién —u” + a(x)u = b(x) obtenemos que
b(o)
u(xg) < <1
(o) a(z0)

De la misma forma, [, Ga(z,s)e(s)ds <1y ya se puede aplicar el Teorema 5.2. m

5.4. ORBITAS HOMOCLINAS IMPARES AL ORIGEN EN EL SISTEMA CON
COEFICIENTES SIMETRICOS

En la seccion anterior, se ha demostrado la existencia de soluciones positivas del pro-
blema en consideracién, que suele ser el caso considerado en la totalidad de los trabajos
conocidos por el doctorando. En esta seccion, probaremos la existencia de un nuevo tipo
de soluciones, para el caso en el que los coeficientes del sistema sean pares. Para ello, defi-
namos pj = infynp+ p1(z), p3 = Mf prar+ p2(z) y my = ma (M NRT), mo = mo(M NRT).

Teorema 5.3 Bajo las hipdtesis del teorema 5.2, si ademds a,b,c,d, e, f son funciones
pares y 0 & M, entonces, existe una solucion no trivial impar u € X de la ecuacion (5.1a)
tal que r < [luf| < R.

Demostracion: La demostracion mimetiza los pasos de la demostracion del teorema 5.2,
usando ahora la funcién de Green para el problema definido en la semirecta real R. El
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operador T': HY(R;) x BC(Ry) — BC(Ry) x BC(R4) estd definido de la misma forma
(Th,T>), donde ahora Ty, T, vienen dados por

Ty (u)(x) /RGl (x,8) (b(s)ua(s) + c(s)F(u1, uz)ui(s))ds,

Ty(u)(x) /RGz(w, s) (e(s)ur(s) + f(s)H (u1, uz)ua(s)) ds.

El cono adecuado, para este caso, es
P={ue BC(R;y) x BC(R;) : u1(0) = uz(0) = 0,uy(x),uz(z) > 0,Ve € Ry,

i o) = miphoi] | (5.24)
Entonces T(P) C P y T es un operador continuo y completamente continuo, puesto
que la proposicién 5.1 puede ser aplicada a funciones ui,us definidas solamente en R
y tales que u1(0) = uz(0) = 0, simplemente extendiendo la funcién constante cero al eje
negativo. Finalmente, los conjuntos €27 y €22 son definidos otra vez como bolas abiertas de
radios r y R, respectivamente. Todo funciona de la misma forma, por lo que los detalles
repetitivos son omitidos. En conclusién, obtenemos una solucién no trivial positiva ||u|| €
BC(R4) x BC(R4) tal que u1(0) = u2(0) = 0 y haciendo la extensién impar, obtenemos
la solucién deseada. m

Hay que hacer notar que la suposicién 0 € M es necesaria para tener my # 0, mo # 0,
que es un punto clave en la definicién de cono.

Finalmente, se tiene que también se cumple un anédlogo al corolario 1 para este caso.

5.5. APLICACIONES FiSICAS Y RAMAS DE SOLUCIONES EN SISTEMAS

En esta seccion, analizaremos las aplicaciones fisicas de nuestros principales resultados.
Presentaremos dos tipos de contribuciones no lineales

Flui,ug) = uf, H(ui,ug) = u3, (5.25)
F(uy,ug) = H(uy,ug) =uj +uj, (5.26)

Desde el punto de vista fisico, ambas contribuciones no lineales son interesantes y tienen
interesntes aportaciones en la literatura fisica (ver, por ejemplo, (Zafrany et al. , 2005),
donde se hace uso de la no linealidad (5.25) y (Williams et “al. , 2000), donde se hace uso
de la no linealidad (5.26)). Asi, el sistema (5.1a), con la no linealidad (5.25), modeliza una
guia de ondas con un nicleo doble, y con la no linealidad ctbica confinada en diferentes
ntcleos, con un acoplamiento lineal entre ellos. Este modelo puede ser tratado en el marco
de la éptica no lineal, usando fibras en cristales foténicos.

Por otro lado, el sistema (5.1a) con la no linealidad (5.26), se usa en aplicaciones fisi-
cas para modelar un condensado de Bose-Einstein con dos componentes (Williams et “al.
, 2000). Para este caso, ambas componentes corresponden a diferentes estados hiperfinos
internos de un condensado de Bose-Einstein. Para e(z) = b(z) = « constante, esta cons-
tante denota la fuerza del acoplamiento. Esta clase de sistema ha recibido un gran interes
en los ultimos anos.

Nuestros resultados también proporcionan informaciéon sobre la localizacion de las
soluciones, que pueden ser de interes en el estudio de ramas de soluciones en sistemas
controlados por pardmetros. Como un ejemplo bésico, consideremos el sistema (5.1a) con
la contribucién no lineal (5.25),

—uf(2) + a(e)ur () = b(z)uz () + Ae(z)ui (),
—ufy(x) + d(z)uz(z) = e(z)us (z) + Mf(2)ud(x), (5.27)

donde A > 0.
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Corolario 5.2 Asumamos las condiciones del teorema 5.2. Entonces, para todo X > 0
existe una solucion positiva uy = (uix,uzy) € HY(R) x HY(R) de (5.27). Ademds

lim |Juy|| = +o0, lim [ju,]| = 0. (5.28)
A—0+ A—+oo
Si ademds a,b,c,d, e, f son funciones pares y 0 & M, existe una sequnda rama de solu-
ciones impares iy € HY(R) con las mismas propiedades.

Demostracion: La aplicacién del teorema 5.2 requiere la existencia de valores ry, Ry,
tales que

r? < {1 — mix ( /M Gi(, 5)b(s)ds, /M Gal(z, s)e(s)ds)} x

< [/\moptl) mAx /M Gl(%s)c(s)ds} B <R3 (5.29)

Dado que [,, G1(z, s)b(s)ds, [,; G2(x, s)e(s)ds < 1 para todo = € R, tales ry, Ry existen,
y pueden ser elegidos para que

lim r) =400, lim Ry, =0. (5.30)
A—0+ A—+o0

Entonces, se obtiene una rama de soluciones uy tal que ry < ||uy|| < Ry, y ahora, haciendo
el paso al limite concluimos la demostracion. Los argumentos para la rama de soluciones
impares son analogos. m

De esta forma, se obtiene una bifurcacién desde infinito cuando A — 0.

Podemos incluir también el control A en el término lineal, es decir

—uf(2) + a(@)ur(@) = A (b(@)uz(x) + c()ui(z))
—u3 (@) + d(z)uz (@) = A (e(@)ur(z) + f(2)u3(w))

(5.31a)
(5.31b)

Y
Y
donde ahora A € (0,m) es un parametro positivo, con

m = [gg; < /M Gi(, 5)b(s)ds, /M Gol(z, s)e(s)ds)} o (5.32)

Entonces, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.3 Asumamos las condiciones del teorema 5.2. Entonces, para todo \ €
(0,m) eziste una solucion positiva uy = (uix,u2y) € H(R) x HY(R) de (5.31a). Ademds

lim |Juy|| = +o0. (5.33)
A—0+
Si ademds a,b,c,d,e, f son funciones pares y 0 ¢ M, existe una sequnda rama de solu-
ciones impares 1y € H*(R) con las mismas propiedades.

Usando el mismo argumento que se utilizé en el corolario 5.1, se puede obtener una
cota inferior explicita para m.



Parte 11

Soluciones analiticas de la INLSE






Capitulo

Simetrias de Lie, analisis cualitativo y
soluciones exactas de ecuaciones de
Schrodinger no lineales con no
linealidad inhomogénea

6.1. INTRODUCCION

N este capitulo trataremos el problema de encontrar soluciones analiticas de la
INLSE:

e = —ue + V(@)Y + g(z) [0, (6.1)

donde V (z),g(z) € C*(R).

En este estudio, usando el método de las simetrias de Lie, encontramos una clase gene-
ral de potenciales V(z) y no linealidades g(x) para las que podemos construir soluciones
exactas, usando soluciones de la NLSE (la cual, como se ha comentado en la introduccién,
es integrable en dimensién uno). La idea bdsica del método de las simetrias de Lie es
estudiar las propiedades invariantes de una ecuacién diferencial dada bajo un grupo de
transformaciones continuas. Este método se ha aplicado de forma satisfactoria a diferen-
tes ecuaciones, tales como, por ejemplo, ecuaciones diferenciales que modelan osciladores
anarmonicos (Leach, 1981; Leach & Maharaj, 1992) y ecuaciones de Madelung en fluidos
(Baumann & Nonnenmacher, 1987).

Aqui, presentamos la teoria general, proporcionando diferentes ejemplos de interes
fisico, estudiamos el caso de soluciones asimétricas y usamos la teoria cualitativa de los
sistemas dindmicos para proporcionar un analisis mucho mas completo del metodo y de
sus aplicaciones a ecuaciones que tengan relevancia fisica.

6.2. TEORIA GENERAL DE SIMETRIAS DE LIE

De nuevo, como ya se hizo en capitulos anteriores, buscaremos soluciones estacionarias
de la ecuacién (6.1), las cuales podremos obtener haciendo separacién de variables

Y(x,t) = u(z)e™ ™, (6.2)
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Las soluciones estacionarias satisfacen, entonces, el siguiente problema de autovalores no
lineal

Uy + V(2)u + g(2)u® = Au, (6.3a)
‘l‘im u(z) = 0. (6.3b)

Por definicién (Bluman & Kumei, 1989; Olver, 1993), una ecuacién diferencial de segundo
orden A(x,u,u’,u”) = 0 posee una simetria puntual de Lie de la forma

M = &(z,u)0/0x + n(x,u)d/du, (6.4)

si la accién de la segunda extensién de M, M) sobre A es igual a cero, es decir

0 0
(2) A
MY Az, u, v’ u”) &(x,u) gy + n(x,u) _8u+

n(l)(x,u)% + 77(2)(x,u) Az, u,u’,u") =0, (6.5)
u

con n®) dado por
gy DD ) D¢(z,u)

(k) 1o _ _
R G TR T VA Vi Ta D k=12, (6.6)
donde 7 = n(z,u) y D/Dz es la derivada total, es decir
D 0 , 0 , 0 (n+1) O
— = — 4+ ... ) —— 6.7
Dz oz " 8u T Tt Aum) (6.7)
Por ejemplo, n(!) es igual a
1 =10 + e — Ealtte — Eulua)?. (6.8)
En nuestro caso, A(x, u, u,, t,) viene dado por
A(I, U, Uy, Uzz) = —Ugy + f(xv U), (69)

donde f(z,u) = V(z)u+ g(x)u® — \u, y la accién del operador M) sobre A(z,u, Uy, Uzz)
lleva a una ecuacién polinomial en u,. Igualando los coeficientes de las diversas potencias
de u,, se obtiene

Nuw — 26uz = 0, (6.10Db)
2y, — gzm - 3f§u = 0, (6106)
New — §fz — Nfu +1uf —26f = 0. (610d)
Integrando las ecuaciones (6.10a) y (6.10b), obtenemos
&z, u) = a(x)u + b(z), n(w,u) = d (x)u?(z) + c(z)u + d(z). (6.11)
Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (6.10c), se obtiene
2¢ (z) = 0" (), a(xz) = 0. (6.12)

Finalmente, sustituyendo las ecuaciones (6.11) y (6.12) en la ecuacién (6.10d), obtenemos

E(zyu) = b(x), (6.13a)

n(xz,u) = c(x)u, (6.13b)

d"(z) = b(z)V'(z) =2V (2) (V(z) = \) = 0, (6.13c)
2¢(x)g(z) + b(x)g' (x) + 20" (z)g(x) = 0. (6.13d)



CAPITULO 6. Simetrias de Lie para la ecuacién de Schrodinger no lineal 47

También, la sustitucién de la ecuacién (6.12) en la ecuacién (6.13d) da
g(z) = gob3(x)e=2C Jo 1/b(s)ds (6.14)

donde go y C son constantes arbitrarias.
Podemos resumir los calculos anteriores de la siguiente forma: La simetria puntual de
Lie es de la forma

M = b(x)% + c(x)u%, (6.15)
donde
g(z) = gob~?(x)e I /P (6.16a)
c(z) = 3V (z)+C, (6.16b)
d"(x) = b(z)V'(x) — 2V (z) (V(z) — \) = 0. (6.16¢)

Las ecuaciones (6.16) nos permiten construir pares {V(z), g(x)} para los que la simetria
de Lie existe. Asi, dada la funcién g(x) o V(x), en principio, podemos elegir la otra
funcién para que se satisfagan las ecuaciones (6.16). En lo que sigue, estudiaremos las
implicaciones que surgen en la existencia de esta simetria de Lie.

6.3. TRANSFORMACIONES CANONICAS E INVARIANTES

Es conocido (Leach, 1981) que la invariancia de la energia esta asociada a la invariancia
traslacional. El generador de esta transformacion, en nuestro caso, es de la forma M =
0/0X . Para usar este hecho, definimos la siguiente transformacién de las variables (z, u)
a las nuevas variables (X, U)

X = h(x), U = n(z)u, (6.17)

donde las funciones h(x) y n(z) serdn determinadas requiriendo que una ley de conser-
vacién de la energia, del tipo M = 9/0X, exista para las variables canénicas. De hecho,
usando la ecuacién (6.17), obtenemos

0 0
o, .0 ., 0
3 =" (x)u—aU +h (x)—aX. (6.19)

Introduciendo las expresiones (6.18) y (6.19) en la ecuacién (6.15) y asumiendo la condi-
ciéon M = 0/0X, obtenemos las siguientes ecuaciones

B (z)b(z) =1,
b(z)n'(z) + c(z)n(z) = 0. (6.20)

Introduciendo la ecuacién (6.16b) en la ecuacién (6.20), e integrando obtenemos las si-
guientes relaciones

=

g

S—
\

1
n(z) = b(x) /2e Ol 1/b)ds, (6.22)

De esta forma, podemos ahora escribir la ecuacién (6.3a) en términos de las coordenadas

candnicas U y X,
d*U au
TR Ve putl 35 _BU = 2
X2 CdX + goU U=0, (6.23)
con

E=(A-V(2)bx)* -1/ (x)* + $b(2)b" (x) + C>. (6.24)

1
4
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La ecuacién (6.23) es la llamada ecuacién de Duffing, que aparece como un modelo para el
oscilador no lineal forzado (Feng et “al. , 2006). Se sigue de las ecuaciones (6.16b)-(6.16¢)
que la cantidad E dada por la ecuacién (6.24) es una constante de movimiento.

Cuando C = 0, las transformaciones previas preservan la estructura Hamiltoniana,
dado que la transformacién canénica es simpléctica. En este caso, la ecuacién (6.23)
resulta

d*U

el gU? = EU. (6.25)

Como F es una constante, esto significa que en las nuevas variables, obtenemos la ecuacion
de Schrédinger no lineal (NLSE) sin potencial externo y con no linealidad homogenea.

Por supuesto, no todas las elecciones de V(z) y g(x) llevan a la existencia de una
simetria de Lie o a una transformacion canénica apropiada, puesto que ambas funciones
estéan ligadas por las ecuaciones (6.16). Este hecho impone algunas restricciones obvias,
como que por ejemplo b(x) debe ser diferenciable y positiva.

Como la ecuacién (6.25) es una ecuacién de Schrodinger no lineal homogénea y esta-
cionaria, puede ser reducida a cuadraturas. De esta forma, se obtiene

X x /U dG
- 0 — )
Uo \/2(]\] + $EG? + 190G*)

(6.26)

con N una constante de integracién. Ademas, la energia del sistema viene dada por

1/dUN? 1., 1

Se conocen muchas soluciones de la ecuacién (6.25). En este trabajo, se usardn las
siguientes

Ui(X) = ! By gy = — 2 (6.284)
! B ncosh(uX)’ o= n? )’ '
2 242
Ua(X) = ntanh(uX), (=27 g0 = 22, (6.28b)
sn(pX, k) 9 9 2u2k2(1 — k2)
X) = o) (= (1 2k2),go = — TR 2
Us(X) M an(uX. k)’ 1 ( ); 90 2 . (6.28¢)
2072 2p°
Us(X) = ndn(pX, k), E=u“(k=2),90 = —F) (6.28d)

con 0 < k < 1. La tabla 6.1 resume los parametros requeridos para la existencia de las
anteriores soluciones.

U E go H
Ui(X) | negativa | negativa 0
Us(X) | positiva | positiva | positiva
Us(X) | ambos | negativa | positiva
Us(X) | negativa | negativa | negativa

Cuadro 6.1: Valores de los parametros F, gg y la energia H para la existencia de soluciones
U;,i =1.,4 de la ecuacién (6.25), las cuales vienen dadas por las ecuaciones (6.28).
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6.4. CONEXION ENTRE LA NLSE Y LA INLSE POR MEDIO DE LA LSE

Tomando C' = 0 y eliminando ¢(x) en las ecuaciones (6.16), obtenemos
9(z) = go/b(x)", (6.29)
mas una ecuacién relacionando b(z) y V(z)
b (z) — 2b(z)V'(z) + 4V (2)\ — 4" (z)V () = 0. (6.30)

La forma mas simple para generar soluciones es fijar b(z) y entonces, calcular V(z), dado
que de esta forma debemos resolver una ecuacién diferencial lineal de primer orden. De
forma alternativa, podemos definir p(x) = b'/2(z) y obtener una ecuacién de Ermakov-
Pinney (Ermakov, 1880; Pinney, 1950)

pre+ (A= V(2)) p=E/p’, (6.31)

cuyas soluciones vienen dadas de la siguiente forma:

1/2
p = (ap? + 280102 +v¢3) / ; (6.32)

con a, 3,7 constantes y donde ¢;(z) son dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacion de Schrodinger
Yz + (A =V (2))p =0. (6.33)

Con esta eleccién se tiene que E = AW? con A = ay — 32 y siendo W el Wronskiano
W = ¢l ¢a — v165, que es una constante. Asi, dada una solucién arbitrarfa de la ecuacion
de Schradinger (6.33), se pueden construir soluciones del problema no lineal, ecuacidn
(6.3a), usando las (conocidas) soluciones de la ecuacion (6.25) . De esta forma todo el
conocimiento sobre la ecuacién de Schrodinger lineal puede ser de ayuda para buscar
potenciales V(x) para los que las funciones 1 y ¢2 son conocidas y poder calcular,
entonces, la funcién b(x), las transformaciones canénicas h(z), n(x), la no linealidad g(z)
y la solucién explicita u(x).

6.5. ANALISIS CUALITATIVO Y SOLUCIONES EXACTAS

En esta seccién, vamos a calcular soluciones analiticas de la ecuacién (6.3a) para dife-
rentes elecciones de las funciones g(z) y V(z), usando el método descrito en las secciones
previas, para C' = 0. Ademads usando la teoria de analisis cualitativo, describiremos algu-
nas propiedades de las soluciones de la ecuacién (6.3a), usando la conducta cualitativa de
las soluciones de la ecuacién (6.25).

Empezaremos calculando los puntos de equilibrio de esta ultima ecuacion. Facilmente,
se encuentra que la ecuacién (6.25) tiene tres posibles puntos de equilibrio, dependiendo
de los signos de F y go:

Uy = £/ E/qgo, (6.34a)
U = 0.

Entonces, podemos distinguir cuatro casos:

1. Para E < 0, g9 < 0, se obtienen tres puntos de equilibrio. U = 0 es un punto de silla
y Uy son centros, figura 6.1(a).

2. Cuando E < 0, gg > 0, se obtiene que U = 0 es el tnico punto de equilibrio, que es
un punto de silla, figura 6.1(b).

3. Cuando E > 0, gp > 0, obtenemos tres puntos de equilibrio. Uy son puntos de silla
y U =0 es un centro, figura 6.1(c).
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L@ W)
dU/d X dU/d X
0 0
1 1
1. B}
5,0 15 1 v 0 1
15 (© (@)
dU/d X N ——/ dU/d X
0 0
-1.5 -1
5,0 15 1 ;0 1

Figura 6.1: Mapa de fases de las soluciones reales de la ecuacién (6.25) para (a) E < 0,
go<0,(b) E<0,90>0(c) E>0,90>0y (d) E>0,g0<0

4. El ultimo caso corresponde a E > 0,99 < 0. Para este caso, el tinico punto de
equilibrio es la solucién trivial U = 0, que es un centro global, figura 6.1(d).

Usando la ecuacién (6.27), podemos dibujar el mapa de fases de la ecuacién (6.25),
como se puede ver en la figura 6.1.
En lo que sigue, presentaremos algunos ejemplos como aplicaciones de nuestra teoria:

Ejemplo 1. Como una primera aplicacién del método, elijamos V' (z) = 0, esto es,
tenemos un sistema sin potencial externo. Entonces, la ecuacién (6.30) resulta

b (x) + 4V’ (x))\ = 0, (6.35)

cuyas soluciones son
b(z) = Cisinwz + Cycoswr +Cs (A > 0), (6.36a)
b(x) = C1e** 4+ Che ™ +C3 (A <0), (6.36b)

donde w = 24/|)|. Usando la ecuacién (6.29), obtenemos, para la ecuacién (6.36a), una
no linealidad periédica

g(x) = go(1 + acos(2vAz)) 5. (6.37)

Para o pequeno, esta no linealidad es aproximadamente armoénica
g(x) ~ go(1 — 3arcos(2VAz)), « < 1. (6.38)

Entonces, podemos utilizar las transformaciones candnicas usando las ecuaciones (6.17) y

obtener
1 [1—-«
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Figura 6.2: Ejemplo de solitén oscuro para la (a) ecuacién (6.25), y para la (b) ecuacién
(6.3a) con ggo = 1, A =1/4y (i) @« = 0,1 (linea verde punto-raya), (ii) @ = 0,4 (linea
azul) y (iii) @ = 0,7 (linea roja rayada). Las soluciones mostradas en la figura 6.2(b) son
obtenidas de las calculadas en la figura 6.2(a) por medio de las transformaciones (6.17).

Usando cualquier solucién de la ecuacién (6.25), con E = A (1 — az), obtenemos que la
transformacién (6.39) proporciona soluciones de la ecuacién (6.3a), donde g(x) viene dada
por (6.37). Por ejemplo, cuando go > 0, podemos usar Uz, definida por (6.28b), y cuyo
mapa de fases es la érbita heteroclina mostrada en la figura 6.1(c). Asi, la solucién de la
ecuacién (6.3a) es de la forma

u(z) = \/% (1 + acos(2\/Xx)) x tanh [ @ X(x)] . (6.40)

Como podemos ver en la figura 6.2(b), u(x) es una conexién heteroclina entre soluciones
periddicas de la ecuacién (6.3a). Es importante notar que en el limite asintético, el perfil
de u(x) es proporcional a b'/?(x). Por tanto, la transformacién canénica (6.17), en este
caso, transforma una 6rbita heteroclina en el mapa de fases (U, dU/dX) en una conexién
heteroclina, Eq. (6.40). Por otro lado, cualquier érbita cerrada U dentro de la drbita
heteroclina del mapa de fases (U, dU/dX) proporciona una nueva conexién heteroclina de
la ecuacién original (6.3a).

Centremonos ahora en el caso dado por la ecuacién (6.36b). Sin perdida de generalidad,
podemos hacer w = 1,Cy = Cy = 1/2y C5 = 0. De esta forma, b(z) = coshz y la ecuacién
(6.3a), con g(z) = go/cosh®(x) y A = —1/4 viene dada por

1 g0 3
—Upy + -+ u’ =0 6.41
4 cosh® (6.41)
Ademas, cos X (z) = —tanha, con lo que 0 < X < 7. Asi, las condiciones de frontera

u(+o00) = 0 exigen que U(0) = U(w) = 0. Esto significa que la aplicacién X lleva el
dominio original, que es infinito, en la ecuacién (6.41), a un dominio acotado para la
ecuacién (6.25).

Por otro lado, cuando gy < 0, la funcién

UX) =1 % (6.42)
es solucién de la ecuacién (6.25), con

p? = 1/[4(1-2k%)] (6.43)

= el (6.44)

2|gol (1 —2k?)’
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Figura 6.3: Soluciones de la ecuacién (6.41) con go = 1, para (a) n = 1, k; = 0,634493 (b)
n =2, ks = 0,600727 y (¢) n = 3, ks = 0,699957.

La funcién U(X) satisface U(0) = 0 y para satisfacer la otra condicién de frontera,
U(m) = 0, se debe cumplir la condicién um = 2nK (k), donde K (k) es la integral eliptica,
K(k)= [, (1—k? sin® p) -1/ dp. Asi, para que se satisfagan las condiciones de frontera,
k debe cumplir la siguiente igualdad,

AnK (k)V1—-2k2=m, n=12,.. (6.45)

Se puede probar que para cada ntimero entero n, esta ecuacién algebraica tiene solamente
una solucion k,,, lo que significa que existe un ntmero infinito de soluciones de la ecuacién
(6.41), que vienen dadas por u(x) = b*/?(x)U(X). Ademas, cada una de estas soluciones
tiene exactamente n — 1 ceros. En la figura 6.3 se han dibujado las soluciones correspon-
dientes a n = 1,2,3. Estas soluciones pueden ser vistas como “estados ligados”de varios
solitones (n) con fases alternantes, y su existencia es notable. Cuando la no linealidad es
homogénea, g(z) = go < 0, la ecuacién (6.3a) tiene solamente una solucién localizada para
cada ), la solucién de tipo sech. En otras palabras: no existen estados acotados de varios
solitones. Sin embargo, cuando g(x) estd modulada y tiene un decaimiento exponencial,
obtenemos un numero infinito de soluciones localizadas, etiquetadas por su miumero de
nodos. Este es un nuevo e interesante aspecto de las no linealidades localizadas. Como
E >0y gg <0, desde el punto de vista de los sistemas dinamicos, estariamos en el cuarto
caso, figura 6.1(d), . Asi, la solucién u(x) = b*/2(x)Us(X (x)) que acabamos de calcular,
es una 6rbita homoclina.

Ejemplo 2. Sistemas con potenciales cuadraticos V(r) = z2. En este apartado dis-
cutimos un ejemplo de gran interes en aplicaciones a ondas de materia no lineales en

condensados de Bose-Einstein, para los que V (x) o x2.

Elijamos b(z) = er, que nos lleva a un potencial cuadrético V(z) = 2% y a una
no linealidad gaussiana, como las que se obtienen controlando 6pticamente la resonancia
Feschbach, que experimentalmente significa usar un ldser que genere un perfil gaussiano
(ver, por ejemplo, (Rodas-Verde et “al. , 2005)). Asi

g(z) = goexp (—32%), V(z)=2" (6.46)

Nuestra transformacién canénica esta dada por X (z) = [ dt exp (—t*) = (y/7/2) erf.
Para este caso, la ecuacién (6.3a) queda de la siguiente forma:

~Uxx +goU? =0. (6.47)

Hay que hacer notar que el rango de X es otra vez finito, —/7/2 < X < /7/2, y por
tanto, podemos otra vez construir soluciones localizadas de la ecuacién (6.3a). Teniendo
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Figura 6.4: Soluciones de la ecuacién (6.3a) para el potencial y la no linealidad dada por
las ecuaciones (6.46). (a) n = 1, (b) n = 2 y (¢) n = 3. La regién espacial mostrada
corresponde a x € [—6, 6].

en cuenta que gg < 0, las funciones

UD(X) = —E en(uX, k) (6.48)

Vool

X, k)
U@ (x) = K sn (X, k.
( ) \/2|90| dn(uX, k*)

con k, = 1/+/2, son soluciones de la ecuacién (6.47), y ademés se tiene que las funciones
UM(X) y UP(X) se anulan cuando uX = (2n + 1)K (k.) y uX = 2nK (k.), respec-
tivamente. Asi, obtenemos un nimero infinito de soluciones de la ecuacién (6.47) cuyas
condiciones de frontera se obtienen sobre el intervalo finito —/7/2 < X < /7/2. Final-
mente, las soluciones localizadas de la ecuacién de Schrédinger no lineal (6.3a), vienen
dadas por

(6.49)

2nK (k) e’ /2 en (0,(x), k) n=1,3,..
0

un(2) = K (k) a?/2 sn (0, (), ki) n—94 (6.50)
Ve R Y (A oy B
con
0, (x) = nK (k) erfx (6.51)

Un simple andlisis asint6tico demuestra que los dltimos factores en la ecuacién (6.50) tien-
den a cero cuando x — oo més rapidamente que exp(—x2/2), por lo que verdaderamente
hemos obtenido soluciones localizadas de nuestro problema, tal y como puede verse en la
figura 6.4, donde mostramos los tres primeros estados acotados, para n = 1,2, 3, (u,(z)
posee n — 1 ceros).

Ejemplo 3. Si elegimos b(x) = «/+/1 + B2, con «, 8 > 0, se obtiene

gla) = T3 (1+ pa), (6.52)

1 3822 — 203 + 4\ + 8\Ba? + 4\322?
4 (1 + Bz2)2 ’

con M una constante positiva. Aunque la expresién de V' (z) es complicada este potencial
es simplemente un potencial cuasi-arménico y satisface el que V(x) ~ 22, para = > 1.
También, V(z) puede verse como un potencial arménico con un término perturbativo
acotado, figura 6.5(a). Para el término no lineal, se tiene que g(x) ~ 22 para |z| < 1,y
g(z) ~ 23 para |z| > 1. Usando la ecuacién (6.24), obtenemos £ = —a?M. Tomando

V(z) = M(1+ Bz?) + (6.53)



54 6.6 Soluciones asimétricas de la INLSE

300 1.5

(b)

0 0
-10 0 10 -10

10

Figura 6.5: (a) Potencial cuasi-arménico para M = 1, A = 1y (i) § = 0,5 (linea azul)
y (ii) 8 = 2,5 (linea roja con rayas). (b) Soluciones de la ecuacién (6.3a) para o = 1,
go=—1, M =1y (i) 8 =0,5 (linea azul) y (ii) 5 = 2,5 (linea roja con rayas)

go < 0, obtenemos la ecuacion de Schrédinger no lineal cuyo término no lineal es atractivo,
ecuacién (6.25). Como E < 0y go < 0, todas las soluciones de la ecuacién (6.25) son
acotadas, (ver figura 6.1(a)). Si U(X) es una de estas soluciones, es claro que

u(x) = b(z)2U (X (), (6.54)

es una orbita homoclina de la ecuacion original. En particular, la soluciéon dada por la

ecuacién (6.28a) es
2F 1
D(X)=,/2— — (6.55)
go cosh(/|E|X)

Como X (z) = /1 + f22/(2a) + sinh ™ (v/Bx)/(20+/F), se tiene que
u(z) = b(x)?U (X (2)). (6.56)

En la figura 6.5(b) aparecen dibujadas las soluciones de la ecuacién (6.3a) para diferentes
valores del parametro (.

En este ejemplo, hemos usado la solucién Uy (X)) de la ecuacién (6.25). Otra posibilidad
es elegir una de las dérbitas cerradas que son interiores a la homoclina de la figura 6.1(a),
y que vienen dadas por la solucién Us(X) en (6.28d). Queremos hacer notar que para este
caso, la ecuacién (6.27) satisfaria la condicién H < 0, tal y como puede verse en la tabla
6.1.

La expresion analitica de las érbitas cerradas que son exteriores a la homoclina viene
dada por la solucién Uz(X), con k > 1/1/2. Tales érbitas satisfacen H > 0 (ver la tabla
6.1).

Como X es una aplicacién biyectiva sobre la recta real, b(x) es una funcién positiva y
Us3(X) es una funcién periddica con infinitos nodos sobre la recta real, la funcién u(x) =
b(x)'/2U3(X) tiene también infinitos nodos sobre la recta real, tal y como puede verse
en la figura 6.6. Es inmediato comprobar que v — 0 cuando z — +o0o0. Ademads, los
ceros de u se acumulan para valores grandes de x, puesto que la distancia entre dos ceros
consecutivos viene dada por la expresién x,11 — x, ~ v/n+ 1 — y/n. Otras soluciones
localizadas con infinitos nodos han sido estudiadas en un contexto diferente (por ejemplo
en la referencia (Buryak & Akhmediev, 1995)).

6.6. SOLUCIONES ASIMETRICAS DE LA INLSE

En las secciones previas, hemos explorado el caso C' = 0. Para este caso, la ecuacion
original (6.3a) es reducida a la ecuacién de Schrodinger no lineal homogénea. En esta
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Figura 6.6: Solucién de la ecuacién (6.3a) con infinitos nodos paraa =1, 8 = 2,5, go = —1
y k=3/4

seccion, estudiaremos el caso C' > 0. Si tomamos gy < 0y E > 0, la ecuacion resultante
es

d*U au

— +20— U+ EU = 0. 6.57
En general, esta ecuacion no es integrable y la energia no es una cantidad conservada. Sin
embargo, se pueden obtener soluciones analiticas de la ecuacién (6.57) en casos particu-
lares. En la referencia (Meimukhin & Gendelman, 2007) se dié una condicién exacta de
integrabilidad, que es

8
E= §02. (6.58)

Para esta condicién, podemos calcular una familia de soluciones analiticas de la ecuacién
(6.57), las cuales vienen dadas por

U _px sn(%(l—e_Bx),\/?ﬂ)

Vgl du (b1 e BX), V2/2)’

donde u,, y B estan relacionados con las condiciones de frontera del problema.

Podemos solucionar la ecuacién (6.3a), usando las soluciones de la ecuacién (6.57).
Eligiendo b(x) = cosh(x) y usando las ecuaciones (6.30) y (6.24), podemos calcular el
potencial V(z):

Upn(X) = n=1,23,.. (6.59)

V() )\+1/4+<1+02> ! (6.60)
x) = -t — | —— .
49 ) cosh®(x)
El término no lineal es
g(x) = gocosh™>(z)e 20X @), (6.61)

Ahora, podemos construir la transformacién candnica usando las ecuaciones (6.17) y ob-
tener

cos X () = — tanh . (6.62)

Entonces, 0 < X < 7 y usando las condiciones de frontera para u, lim|,| o u(x) = 0, se
tiene que imponer que U(0) = U(w) = 0.

Usando estas condiciones de frontera, se obtienen los valores de la amplitud u, en
funcién del valor del entero n

| ACK(2))
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Figura 6.7: Soluciones asimétricas de la ecuacién (6.3a) con C' = 4 para (a) n = 1, (b)
n=2y (c)n=3.

y de B = 2C/3. De esta forma, las soluciones de la ecuacién (6.57) son

P —20x/350 (2nK(V2/2)(1 — e 29%/3) /(1 — e=297/3) \/2/2)

Un) = V2lg0] dn (2nK (V2/2)(1 — e=20X/3) /(1 — e=207/3) \/2/2)’
n=1,23,.. (6.63)

donde K (k) es la integral eliptica de primera especie

K(k) = / " S (6.64)
0 1 — k2sin?(6)

Luego, las soluciones de la ecuacién (6.3a) son
Un () = 0% (2)eX@ U, (X (), n=1,2,.. (6.65)

Usando la regla de L'Hopital, u,(x) — 0 cuando |z| — oo en (6.65). Asi, las soluciones
(6.65) son soluciones localizadas de nuestro problema como puede verse en la figura 6.7.
Estas soluciones son soluciones asimétricas de la ecuacién (6.3a). Ademds, cada una de
estas soluciones tiene exactamente n — 1 ceros, como en los ejemplos anteriores. En la
figura 6.7 dibujamos algunas de estas soluciones, las cuales corresponden a los valores
n=123.



Capitulo

Soluciones exactas periodicas y
localizadas de la ecuacion de
Schrodinger no lineal con no
linealidades moduladas espacialmente:
Redes lineales y no lineales

7.1. INTRODUCCION

L igual que en el capitulo anterior, vamos a encontrar soluciones exactas, tanto

localizadas como periddicas, de la INLSE, pero ahora esta ecuacién tendra coe-

ficientes periédicos. Es decir, tanto el potencial externo como la no linealidad

seran funciones periédicas. Que nosotros conozcamos, soluciones exactas loca-
lizadas no han sido todavia calculadas en este contexto. Asi, la principal meta de este
trabajo es presentar por primera vez este tipo de soluciones. Ademads, un andlisis del mo-
delo y de sus soluciones nos permitira realizar diversas conclusiones sobre redes lineales y
sobre la estabilizacién de modos localizados por redes policromaticas.

7.2. TRANSFORMACIONES DE SIMILARIDAD

De nuevo, consideremos la ecuacion NLS unidimensional con no linealidad inhomogénea

i) = —hae +v(@)0 + g(2) [P ¥, (7.1)

con z € R,y donde v(x) y g(x) son respectivamente los potenciales periédicos lineales y no
lineales, y cuyos periodos son iguales. De forma mas especifica y sin pérdida de generalidad,
impondremos que el periodo sea 7: es decir v(x + 7) = v(z) y g(z + 7) = g(x). Ademds,
para eliminar posibles constantes innecesarias, impondremos que el potencial periédico
tenga valor medio igual a cero, es decir,

(v(x)) = 1 /OWU(:E)d:E = 0. (7.2)

Nos referiremos al campo complejo ¢(t, ) como a la funcién de onda macroscépica (esta
terminologia es usada en aplicaciones BEC, tal y como se vi6 en la introduccion).
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Haciendo separacién de variables (ver introduccion)
Y(t,x) = dx)e” M, (7.3)

en la ecuacién (7.1), se tiene que ¢(z) es una funcién de z y p es una constante que
fisicamente representa el llamado potencial quimico. Sustituyendo obtenemos

—ua + (v(2) — 1) + g()¢” = 0. (7.4)

La idea es encontrar una transformacién para reducir la ecuacién (7.4) a la ecuacién
estacionaria NLS
Ed = —d" + G |0 o, (7.5)

donde ® = ®(X), F y G son constantes, y X = X (x) es la nueva variable espacial.
Entonces, sea la siguiente transformacion

¢(x) = p(z)®(X), (7.6)

donde ®(X) es una solucién de la ecuacién estacionaria (7.5) y donde p(z) y X (z) son
funciones inicialmente arbitrarias que deben de ser calculadas utilizando el hecho de que
¢(z) es solucién de la ecuacién (7.4). Obviamente, esta transformacién puede verse como
un caso particular del método de las simetrias de Lie usado en el capitulo anterior. El
porque ahora desarrollamos este método de transformaciones en vez de usar el método
de las simetrias de Lie, quedard claro en el capitulo 8. Aqui, solamente queremos notar
que ambas transformaciones son equivalentes, en el sentido de que ambas proporcionan
la misma informacién.

Sustituyendo la transformacién (7.6) en la ecuacién (7.4), obtenemos la siguiente con-
dicién:

(P°X.), =0, (7.7)
ademas de las siguientes expresiones para g(x) y v(z), en funcién de p(x) y X (z):

X2
glo) = G=%

2 y o(z) = p% +p— EX2 (7.8)

De la expresién para g(z), se deduce la primera restriccién de la teorfa: el método es

aplicable a modelos que tienen no linealidades de signo definido, por lo que se debe elegir

G =sign (g(x)). Ademas, como estamos interesados en soluciones en toda la recta real,

nos restringiremos al andlisis de funciones p(x) € C?(R) y tales que no se anulen. Como

ademés, ni (7.8) ni (7.7) cambian cuando p(z) cambia de signo (que simplemente refleja la

invariancia de fase del modelo (7.4)), en lo que sigue nos centraremos en el caso p(z) > 0.
La solucién de la ecuacién (7.7) viene dada por

T ds
X(z) = /0 et (7.9)

donde se ha tenido en cuenta que la constante que aparece en la primera integral con
respecto a x puede ser tomada igual a la unidad. Asi, se tiene que

X(0)=0, y lim X(z)=+cc. (7.10)

r—+o00

De esta forma, los coeficientes de la ecuacion (7.4) pueden ser reescritos de la siguiente
forma

(7.11)
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Asi, usando las ecuaciones (7.6) y (7.9), obtenemos diferentes soluciones de la ecuacién
(7.4). Esta solucién depende de la funcién positiva p(x), que debe ser escogida como una
funcién periédica de periodo .

Por supuesto, dicha eleccién es muy amplia. Asi, siendo especificos, investigaremos en

detalle el caso
p(t,x) =1+ acos(2x), (7.12)

donde « es una constante real, tal que |a| <1,y

4o cos(2x) E
= — — 7.13
v(@) 14 acos(2z) (14 acos(2x))* s (7.13)
G
= — 7.14
9 = AT acos@a))’ (7.14)
donde 1 debe satisfacer la condicién (7.2) y vale
4 2+ 30?2
p—d— +potee (7.15)

V1—a?

En la dltima seccién de este capitulo, se han introducido algunas generalizaciones de este
modelo.

2(1—a2)7/2°

7.3. MODOS LOCALIZADOS ESTACIONARIOS

En esta seccién, usando el método descrito en la seccién anterior, calcularemos solu-
ciones analiticas de la ecuacién (7.4) y haremos un analisis de los modos localizados. Para
ello, imponemos las condiciones de frontera lim, 1+~ ¢(z) = 0 y teniendo en cuenta las
ecuaciones (7.6) y (7.10), concluimos que ®(X) debe también satisfacer las condiciones de
frontera cero: limx_, 4o ®(X) = 0. Asi, si tomamos G = —1, una solucién de la ecuacién
(7.5) viene dada por ®(X) = v/—2F/ cosh(v/—EX). Entonces, usando lo expuesto en la
seccién anterior, la respectiva solucién de la ecuacién (7.4) es

o 1+ acos(2x) 2) = v ds
o) =IO X0 [ e )

Consideremos en detalle la solucién obtenida. En primer lugar, queremos recordar que
el potencial quimico de una solucién estacionaria de la ecuacién NLS, que tienda a cero o
alcance el valor cero, y cuyo potencial sea periédico, debe pertenecer al gap prohibido de
este potencial, siendo esta solucién independiente de la fase. Asi, este tipo de soluciones
pueden ser tomadas como funciones de variable real (ver, por ejemplo, (Brazhnyi & Ko-
notop, 2004; Alfimov et al. , 2002)). El potencial quimico p viene dado por la ecuacién
(7.15), y por tanto, segin lo dicho antes, debe pertenecer a un gap del espectro del poten-
cial v(z). Este espectro viene determinado por el problema de autovalores de la ecuacién
de Hill:
— 2 F0(2)0 = Ep. (7.17)

Como la solucién obtenida (7.16) existe para E arbitrarios y negativos, incluyendo el
limite £ — —o0, y ademds, u < v(z), concluimos que & = pu pertenece al gap semi-
infinito (—00,51(7)) del espectro del potencial v(z), es decir, 51(7) >, donde hemos
usado la notacion &(l_) y Er(f) para designar la frontera inferior y superior de la n-ésima
banda, es decir, la regiéon de estabilidad.

El fenémeno descrito esta ilustrado en la figura 7.1 (especificamente en el panel (a)),
donde mostramos la frontera de las bandas en funcion del pardmetro « para cuatro
situaciones tipicas: E < 0 (panel (a)); E = 0 (panel (b)); E € (0,Ep) con Ey =
méx,{Em(a)} = 2/5, donde E,,(a) = 8(1 — a?)?/(20 + 15a?) es el minimo local del
potencial quimico du/OF|,_y = 0, para un a dado, (panel (c)); E > Ey (panel (d)).
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Figura 7.1: Fronteras de las bandas (5 primeras bandas) del espectro de la ecuacién (7.17)
en funcién de « para (a) E = =5 (b) E =0, (¢c) E = 0,1, y (d) F = 1. Las lineas
solidas y rayadas corresponden a las fronteras 5,(,7) y E,(f), respectivamente. La linea roja
punto-raya representa el potencial quimico pu.

Dejaremos la discusién de las situaciones ilustradas en las figuras 7.1 (c), (d) para
la seccién 7.5. Ahora, nos centraremos en los casos limites de la solucién (7.16). Para
E — —o0, la solucién se aproxima al solitén de la NLS, es decir: ¢s(z) ~ V—2FE(1 +
a)/ cosh(v/—E(1+4a)z), que refleja el hecho de que la regién de localizacién, determinada
por 1/@, es mucho mas pequena que el periodo del potencial. Asi, (7.16) es un ejemplo
de solucién exacta, cuya forma aproximada ha sido calculada, de forma numérica, en
(Sivan et "al. , 2008).

Situaciones mas interesantes corresponden a valores pequertios de |E|. Cuando |E| — 0,
el potencial quimico se aproxima al borde de la banda. Este comportamiento aparece
ilustrado en la figura 7.1 (b), donde £ = y coincide con el borde de la banda semi-infinita
(o en otras palabras, estamos tratando una situacién donde hemos obtenido una formula
que nos da la dependencia del borde de las bandas iniciales con respecto a los pardmetros
del problema. Esta férmula viene dada explicitamente por (7.15)). Como es conocido (ver,
por ejemplo, (Brazhnyi & Konotop, 2004; Alfimov et al. , 2002) y referencias en estos
articulos), la solucién estd descrita por la aproximacién de escalas multiples y representa
la envolvente del estado de Bloch correspondiente al borde de la banda. La forma de la
solucién (7.16) implica que ®(X) es la envolvente, mientras que

o(x) =14 acos(2z), (7.18)

es la funcién de Bloch ezacta del potencial v(z, 0), dado por (7.13), y que corresponde a la
frontera inferior de la primera banda. En otras palabras, en el limite |E| — 0, la solucién
(7.16) es la la solucion exacta de un solitén bifurcando desde el borde del espectro lineal.
Que el autor sepa, la solucién (7.16) es la primera solucién conocida de este tipo. En
la figura 7.2 se han dibujado los dos limites opuestos de (7.16), correspondiendo a la
envolvente de un solitén (panel (a)) y a un solitén estrecho (panel b).

7.4. ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES

Para comprobar la estabilidad lineal de la solucién (7.3), estudiaremos la evolucién de
pequeitias perturbaciones de la forma i (x,t) = (¢(z) + f(z,t) + ih(zx,t)), donde fy h son
reales. Linealizando la ecuacién de Schrodinger alrededor de la solucién (ver introduccién),
obtenemos

o, =N : (7.19)

con

N= , (7.20)
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Figura 7.2: Soluciones de la ecuacién (8.1), que vienen dadas por (7.16), para (a) E =
-0,01, «=0,3y (b) E=-5a=0,1.

y
Lo = 8,0 +v(x) + 9(x)62(a), (7.21)
L = =0, +v(x) + 39(2)¢* (), (7.22)
Para perturbaciones de la forma f, h o< ”*, se tiene
Vf=L_L,f. (7.23)

Los operadores L_ y L, son autoadjuntos. En lo que sigue, estudiaremos diversas propie-
dades de estos operadores. Usando el hecho de que ¢ satisface la ecuacién (7.1), facilmente
se comprueba que el operador L_ se puede reescribir como

L= —%az <¢an (%)) : (7.24)

En consecuencia, [ fL_ fdz = [ |0, (é) |2¢%dx > 0, y el operador L_ es no negativo.

Asi, el espectro del operador L_ estda compuesto de:

1. Un autovalor simple A\_ = 0, con su correspondiente autofunciéon par, la cual es
solucién de la ecuacién (7.1).

2. Un espectro continuo estrictamente positivo [3, 00).

Con respecto al operador L, este satisface la siguiente relacién Ly = L_ + 2g(x)¢?(z).
Como ¢(z) es una funcién negativa, el primer autovalor de L, A4, satisface Ay < 0.
Entonces, al menos, un autovalor de L es negativo.

De esta forma, como el operador L_ es no negativo pero el operador L es no positivo,
la composicién L_Ly es indefinida. Entonces, no podemos decir analiticamente nada
del signo de Q2. Ademds, el hecho de que el potencial (7.13) cambie de signo dificulta
enormemente el estudio analitico. Por tanto, tenemos que recurrir a los métodos numeéricos
para resolver la ecuacién (7.23).

Si algtin autovalor Q2 tiene signo negativo, la solucién asociada es inestable. En ca-
so contrario, la solucién es estable. Entonces, discretizando numéricamente el operador
L_L,, podemos calcular sus autovalores. En las figuras 7.3 (a) y (b), mostramos las zonas
estables de las soluciones (7.16), para distintos valores de los pardmetros « y E. En la
figura 7.3 (a), hemos estudiado el rango —0,5 < E' < —0,1. Las zonas de estabilidad para
el caso —5 < E < —1 se muestran en la figura 7.3(b).

Para confirmar este resultado, hemos hecho un estudio numérico de la evolucién de
las soluciones (7.16) bajo perturbaciones de amplitud finita. Hemos observado que estas
soluciones son estables en el dominio dado en las figuras 7.3 (a) y (b).
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Figura 7.3: Regiones estables de las soluciones (7.16), para distintos valores de los pardme-
trosay F (a) =05 < E<-0,1(b) -5 <E<—1.

7.5. SOLUCIONES PERIODICAS EXACTAS

Volvamos a las soluciones periddicas de la ecuacién (7.1). Para ello, utilizaremos las
soluciones de la ecuacién (7.5), que vienen dadas en términos de las funciones elipticas
de Jacobi (Lawden, 1989). Queremos hacer notar que diferentes funciones ®(X), que son
obtenidas trasladando el argumento, (como, por ejemplo, las soluciones (7.25a) y (7.25d)
escritas debajo) y que, por consiguiente, representan la misma solucién de la ecuacién
homogénea NLS, ahora dan origen a soluciones distintas de la ecuacién (7.4), dado que
estas soluciones vienen dadas por el producto de dos factores periédicos, uno de ellos
proveniente de la estructura del potencial periddico (este factor viene descrito por la
funcién p(z)) y el otro proveniente de las soluciones de la NLS homogénea, las cuales han
sido mencionadas anteriormente, (ver la ecuacién (7.6)).

Calculemos, entonces, las soluciones de la ecuacién (7.4) para g(xz) < 0 (es decir,
G = —1). Estas son

oW (x) = V2kv(1 + acos(2z))en(vX, k), v*= 1_7]3%2 (7.25a)

¢ (z) = V21 + acos(2z)) dn(vX, k), v?= kzbi 5 (7.25b)

¢ (z) = 2(1—k2)u(1+acos(2x))m, VQZ%, (7.25¢)
sn(vX, k) 9 E

oW (z) = V201 — E2)kv(1 + acos(?x))m, v =T (7.25d)

Todas ellas son funciones reales. En particular, teniendo en cuenta que el médulo eliptico
k est en el intervalo k € [0, 1], se tiene que las funciones ¢(?)(z) y ¢(3(z) son validas
solamente para FE < 0, es decir, son soluciones pertenecientes al gap semi-infinito, mientras
que ¢ (x) y ¢ (z) pertenecen al gap E < 0y k > 1/4/2 (ver la figura 7.1(a)) o a la
banda E > 0 and k < 1/4/2 (ver las figuras 7.1(c) y (d)). Todas estas soluciones bifurcan
desde el estado de Bloch lineal, ecuacién (7.18), calculado para E = 0.

Las soluciones para g(z) > 0 (G = 1) son

9 E

o) (z) = V2kv(1 + acos(2z))sn(vX, k), 2= T (7.26a)
X,k E
o (x) = V2kv(1+ acos(2x))%, V2 = e (7.26b)

Es claro que estas soluciones solo son validas para £ > 0.
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En las formulas anteriores (7.25a) — (7.26b), X () estéd definido como en (7.16), y p(z)
viene dado por (7.12).

Consideremos ahora el par de soluciones (7.26a), (7.26b) (o alternativamente, el par
(7.25a)), (7.25d)) en el limite “lineal”k — 0. Obtenemos, entonces, dos autoestados del
potencial v(x)

v1 = (1+ acos(2z))sin (\/EX) , (7.27)

w2 = (1+ acos(2x))cos (\/EX) . (7.28)

Estas soluciones son linealmente independientes. Es conocido (ver (Magnus & Winkler,
1979) para los detalles) que la coexistencia de tales soluciones ocurre solamente si uno de
los gaps es cerrado. Asi, en la dependencia con « del espectro del potencial v(x), que viene
dado por las ecuaciones (7.13), (7.15) para E > 0, deben existir puntos para los cuales
el primer gap estd lo suficientemente cerca de tal forma que el potencial quimico dado
por (7.15) cruza el gap. Esto es exactamente lo que se observa en los paneles (¢) y (d)
de la figura 7.1. La existencia de tales valores, para « suficientemente grande, se explica
del hecho de que para E > 0, el potencial quimico crece hasta infinito con respecto a «,
mientras que el minimo del potencial periédico con respecto a « tiende a —oo.

Otras autofunciones exactas del potencial v(z), dado por la ecuacién (7.13), pueden ser
obtenidas considerando el limite lineal de las soluciones (7.25¢) y (7.25d), que corresponde
a k — 1. De esta forma, obtenemos un par de soluciones

v3 = (1+ acos(2z)) cosh (\/EX) , (7.29)

w4 = (1+ acos(2z))sinh (\/EX) . (7.30)

A la vista de estas soluciones, queda claro que las combinaciones ¢34 4 son las soluciones
asintéticas de la onda solitaria ¢4(x), que viene dada por la funcién (7.16), cuando © —
Foo.

Teniendo en cuenta que g(z) no cambia de signo, podemos realizar un andlisis de
la estabilidad de las soluciones, usando la referencia (Bronski et al. , 2001): dado que
pP(z) > 0y ¢®(x) > 0, se verifica que estas soluciones son linealmente inestables,
mientras que la estabilidad de las soluciones ¢ (z), ¢ (z), ¢ (2) y ¢ (z) estd inde-
terminada.

Para finalizar esta seccién, consideremos el limite k — 1/+/2 para las soluciones (7.25a)
y (7.25d), las cuales corresponden al limite de no linealidades grandes. En este caso, el
potencial v(x) puede ser visto como una pequena perturbacién de la ecuacién NLS. Asi, las
soluciones mencionadas anteriormente pueden ser visualizadas como soluciones periédicas
de la NLS, moduladas por la envolvente ¢(x).

7.6. APLICACIONES FiSICAS

En esta seccién discutiremos las aplicaciones fisicas de los resultados obtenidos. El
problema surge, naturalmente, del hecho de que las estructuras periddicas que nosotros
hemos usado, ecuaciones (7.13) y (7.14), no son factibles dentro del marco experimental,
donde solamente uno o unos pocos rayos ldser son usados (teniendo en mente redes 6pti-
cas para aplicaciones en un BEC). Se puede entonces plantear la siguiente cuestion: ;Las
soluciones obtenidas representan, de forma satisfactoria, aproximaciones a algiin modo
localizado realista (como por ejemplo los encontrados numéricamente en (Bludov & Ko-
notop, 2006)), en modelos donde los coeficientes periédicos son representados por unos
pocos arménicos de Fourier del potencial v(x)?. En esta seccién, intentaremos responder
a esta pregunta.
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Figura 7.4: Evolucién de las soluciones (7.16), con = € [—40,40], t € [0,1500], para
E =-05y a= -0, (a) usando un solo arménico (b) usando dos armdnicos. Para el
caso (a), la solucién es inestable. Para el caso (b) la solucién es estable.

Para ello, desarrollemos en serie de Fourier las funciones v(z) y g(z) e introduzcamos
los potenciales de corte vy () v gn(x), generados por la superposiciéon de N arménicos:

UN =

o
HMZ

(o, E) cos(2nx), gn(x Zgn cos(2nx), (7.31)

donde, para N = 2
1—vV1—a? Ea(4+a2)

vi(a, E) = =8 o7 + A= a2y (7.32a)
(1= V1—a?)? 5a2
va(a, E) = 8 2 —E(1 ey 7oL (7.32b)
y
_ 1400% 4+ 8+ 150" <33

go(a) = —gma (7.33a)

3a 8+ 1202 + ot
gi(a) = T A ad)iiZ (7.33b)

21a?  2+a?
g2(a) = — . (7.33¢)

4 (1—a2)l/2

Ahora, usaremos las ecuaciones (7.31), (7.32a), (7.32b) y (7.33a), (7.33b), (7.33c) para
aproximar las funciones v(z) y g(z), que vienen dadas por las ecuaciones (7.14) y (7.13),
respectivamente. Asi, por ejemplo, para « = —0,1 y F = —0,5, que son valores para los
que las soluciones de la ecuacién (7.4) son estables, (ver figura 7.3(a)), obtenemos

gy = —1,1099 — 0,6436 cos(2z) — 0,1115 cos(4x), (7.34a)
vy = 0,6107 cos(2z) + 0,0561 cos(4x). (7.34Db)

Hemos simulado numéricamente la dindmica del paquete de ondas con el perfil inicial dado
por la solucién (7.16), y descrito por la ecuacién de evolucién (7.1) y con los potenciales
vy y gy con N = 1,2, en vez de v y g, respectivamente. Algunos resultados se muestran
en la figura 7.4. Se observa que mientras la solucién analitica explicita (7.16) no es una
aproximacién satisfactoria para los potenciales armonicos, (en la figura 7.4(a) se observa
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Figura 7.5: Evolucién de las soluciones (7.16), con = € [—40,40], ¢t € [0,1500], para
FE =-0,1 y @« = —0,1 donde las redes lineales y no lineales son aproximadas por un solo
arménico (a) y dos arménicos (b). En ambos casos, la solucién es estable.

una conducta oscilatoria de la solucién), usando una aproximacién con dos arménicos
para los potenciales, se obtiene una conducta estable de la solucién.

Se observa que para algunos valores especificos de los parametos, las soluciones obte-
nidas representan muy buenas aproximaciones, incluso para un tnico potencial armoénico.
Un ejemplo de esta situacién se muestra en la figura 7.5, donde hemos elegido £ = —0,1
y a = —0,1: se observa que no existe ninguna diferencia en el regimen dindmico entre la
red monocromética (figura 7.5(a)) y la red en forma de superposicién de dos arménicos
(figura 7.5(b)).

Ambas figuras 7.4 y 7.5 fueron obtenidas por simulaciones numéricas directas de la
ecuacién (7.1), usando como dato inicial para la variable temporal la solucién (7.16).

7.7. SOLUCIONES EXACTAS PARA OTROS MODELOS

En esta ultima seccion, se presentan dos modelos més generales que el que se usé6 para
obtener las ecuaciones (7.13) y (7.14).
El primer modelo corresponde a la eleccién

p(x) = (1 + acos(2x))P, (7.35)

con p € R. Entonces, es claro que

G

9) = AT acos@n)er” (7.36)

y el potencial externo viene dado por

v(z) = —dap(l+ acos(2z)) " [a(l — p) + cos(2z) + pa cos®(2z)] —

E
"+ acos@a) M (7.37)

Es obvio que cuando p = 1, recuperamos las expresiones (7.13) y (7.14).
El segundo modelo corresponde a

g(x) =n (dn(&, k)", (7.38)
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con 7 una constante y dn la funcién eliptica de Jacobi. Calculando el potencial externo
v(x) obtenemos

2
o) = Bl - Byane )] + 2 [0 -0+ B g - 5| -
—E(%)2/3(dn(y§, k))22/3 4 . (7.39)

De esta forma, podemos dar diferentes valores al parameto p, para obtener la no linealidad
g(x) y el potencial v(x) deseado.



Capitulo

Solitones en sistemas con no
linealidades moduladas en el tiempo y
en el espacio

8.1. INTRODUCCION

ABITUALMENTE, las ecuaciones de onda no lineales que son integrables involu-
cran no linealidades que solamente dependen del campo relevante, y no tienen
dependencia explicita en las variables espaciales o temporales, ya que si tuvieran
esa dependencia, se romperian las simetrias del sistema y, en particular, exis-
tiria una pérdida de integrabilidad. De todas formas, el que existan estas dependencias
extras en las interacciones no lineales suele ser muy interesante desde el punto de vista
fisico, pues abre muchas posibilidades para la creacion y el control de las soluciones que
son de tipo solitén, tal y como veremos en el siguiente capitulo. Aunque estos estudios
empezaron hace algin tiempo (Bruschi et “al. , 1979; Chen & Liu, 1976; Scharf & Bishop,
1991; Konotop et “al. , 1993), ha surgido, en los dltimos anos, un enorme interes por estos,
sobre todo en el contexto de sistemas regidos por ecuaciones de Schrodinger no lineales
(NLS) y sus aplicaciones a la teorfa del campo medio de condensados de Bose-Einstein
(BECs) (Pitaevskii & Stringari, 2003) y a la éptica no lineal (Kivshar & Agrawal, 2003).
En este trabajo, vamos un paso mas alla de los estudios que hicimos en los dos capitu-
los anteriores, y consideramos por primera vez no linealidades y potenciales dependientes
del tiempo y del espacio. A lo largo de este capitulo, construiremos diferentes tipos de
soluciones explicitas, incluyendo soluciones periddicas o breathers, solitones resonantes
y solitones cuasiperiédicos. Proporcionaremos expresiones explicitas para todas estas so-
luciones, utilizando no linealidades fisicamente realistas que pueden ser aplicables en la
teoria de condensados de Bose-Einstein.

8.2. TEORIA GENERAL
Consideremos sistemas fisicos regidos por la ecuacién de Schrédinger no lineal
it = —tue + 0t 2)0 + g(t,2) |9, (8:1)
donde, fisicamente, ¥ (¢, x) representa una funcién de onda compleja, con v(z,t) un poten-

cial externo y g(z,t) la llamada no linealidad. Nos centraremos en las llamadas soluciones
localizadas para las que se verifica las siguientes condiciones de frontera: lim | ¥(t, z) =
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0. Nuestra meta es reducir la ecuacién (8.1) a la ecuacién NLS estacionaria
pd = —dbxx + G0 D, (8.2)

donde ® = ®(X), X = X(t,z) es una funcién de variable real, 1 es el autovalor de la
ecuacion no lineal, y G es una constante. En este trabajo, exploraremos el caso G = —1,
esto es, no linealidad atractiva. El caso G = 1 no presenta ningin reto, y puede ser
estudiada mas adelante.

Para pasar de las soluciones de la ecuacién (8.1) a las soluciones de la ecuacién (8.2),
utilizaremos la siguiente transformacién

U(t, x) = p(t, z)e? B S (X (t, ) (8.3)

donde
X(t,x)=F(E), &) =)z +6(t), (8.4)

siendo ~y(t) una funcién definida positiva, representando el inverso de la anchura de la
solucién localizada, y siendo —d(¢)/~(t) la posicién del centro de masas. Es facil de ver
que esta transformacion es similar a la utilizada en el capitulo 5 de esta tésis, pero ahora las
funciones p, p, y X, dependen, ademas de la variable espacial, de la variable temporal. En
verdad, la transformacién (8.3) es mas general que la transformacién usada en el capitulo 5
(eliminando la variable temporal en la transformacién (8.3), obtenemos la transformacién
(7.6)). Otras transformaciones de similaridad han sido estudiadas para ecuaciones NLS
en diferentes contextos (Serkin & Hasegawa, 2000; Chen & Yi, 2005).

Utilizando el hecho de que ®(X) satisface la ecuacién (8.2) y ¥ (¢, z) es solucién de la
ecuacién (8.1) con potencial v(t,z) y no linealidad g(t, x), y realizando célculos andlogos
a los del capitulo 5, obtenemos

4 4
Pax 2 Y i
v(t,z) = — — @1 — o5 — p—, t,x) = ", 8.5a
(t,z) P A g(t, @) p (8.5a)
p(t,x) = /L, ot x) = L ﬁx +a, (8.5b)
F(€) 4y 2v

donde «(t) es una funcién arbitraria del tiempo.

Asi, eligiendo §(t),v(t) y F(§) (o de forma equivalente p(x,t)), podemos obtener pares
de funciones g(z,t), v(x, t) para los que las soluciones de la ecuacién (8.1) pueden obtenerse
de las soluciones de la ecuacién (8.2), usando las ecuaciones (8.3). Usaremos este hecho
para construir soluciones soliténicas que tengan interes fisico.

8.3. NO LINEALIDADES LOCALIZADAS

Como una primera aplicacién del método anteriormente expuesto, estudiaremos el
caso de no linealidades localizadas. La eleccién posible de los modelos es bastante rica, y
empezaremos con una no linealidad con perfil gaussiano

g(t,z) = —y(t) exp (=3¢, (8.6)

y con un potencial incluyendo una combinacion de trampas dipolares y armonicas, que es
muy tipico en experimentos BEC

v(t,z) = W2 (t)z? + f(t)z + h(t) — py?(t) exp(—2€2), (8.7)

donde
wi(t) = ¥+ (veey — 2v7) /472, (8.8a)
f) = (47°0 + bury — 20i1) /29, (8.8b)

h(t) = y*(146%) —62/49* — ay. (8.8¢)
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<a) (b) — Anchura

— Amplitud

0 / 12 Y t 30

Figura 8.1: Solucién de la ecuacién (8.1), dada por la ecuacion (8.16), paran = 1, wy = 2,
y € = 0,5. Los datos iniciales para la ecuacién (8.10) son v(0) = v/2 y 14(0) = 0. (a)
Griéfica en pseudocolor de [¢(z,t)|? donde el dominio es z € [—3,3] (b) Anchura v(t)
(linea azul) y amplitud /7 (linea roja) frente al tiempo.

Esta eleccién corresponde a p(t, z) = /7 exp(£?/2).
En el caso particular en el que §(t) =0, p =0y a(t) = [~+*(¢)dt, obtenemos

v(t,z) = Wi (t)2?, g(t,x) = —’y(t)e_372(t)””2. (8.9)

Asi, tenemos un potencial arménico y una no linealidad gaussiana modulada en el tiempo,
que corresponderia en experimentos en condensados de Bose-Einstein a un laser modulado
para que pudiera controlar las interacciones de forma éptica.

Definiendo v = 1/, podemos reescribir la ecuacién (8.8a) de la siguiente forma:

Vit + 4w (v = 4V, (8.10)

Esta es la llamada ecuacién de Ermakov-Pinney (Ermakov, 1880; Pinney, 1950). A la hora
de calcular soluciones explicitas, elegimos la siguiente funcién para w?(t)

w2(t) = 1 + e cos(wot), (8.11)

donde € € (—=1,1) y 0 # wy € R. Despues de algunas operaciones algebraicas (Ermakov,
1880; Pinney, 1950), obtenemos la solucién de las ecuaciones (8.10) y (8.11), las cuales
son

—1/2
10 = [208(0) + 20(t) /W) (8.12)
donde y1 2(t) son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién de Mathieu
Y + 4w (t)y =0 (8.13)

y donde W es su Wronskiano.

Por tanto, la ecuacion de Mathieu determina la dindmica temporal de las soluciones
obtenidas. Considerando las diferentes elecciones de los pardmetros wg y €, se encuentran
que existen tres tipos distintos de comportamiento, que pueden ser clasificados de la
siguiente forma: (i) comportamiento periddico, que ocurre cuando € = 0, o en las fronteras
entre las regiones de estabilidad e inestabilidad de la ecuacién de Mathieu (8.13), (ii)
comportamiento resonante, que ocurre cuando € # 0 e yj o(t) pertenecen a la regién
de inestabilidad de la ecuacién (8.13), y (iii) comportamiento cuasiperiddico, que se da
cuando y1 2(t) estdn en la regién de estabilidad. Daremos ahora ejemplos de todos estos
casos.
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4.5

= Anchura
— Amplitud

0

0 t 40

Figura 8.2: Anchura (linea azul) y amplitud (linea roja) con respecto al tiempo de la
solucién de la ecuacion (8.1), dada por la ecuacion (8.16) paran = 1, wy = 2,y € = 0,5. Los
valores iniciales para la ecuacién (8.10) vienen dados por v(0) = v/2,14(0) = —6,125/2.

Si centramos ahora nuestra atencién en las soluciones de la ecuacién (8.2), y dado que
tomamos p = 0, esta ecuacién se transforma en ®” + ®3 = 0, y su solucién viene dada
por

n sn(nX, k.)
P =——"= 8.14
(X) 2dn(nX, ki)’ ( )
con 7 arbitrario y k, = 1/v/2. Por otro lado, X viene dado por
Y
X(t,x) = / et de, (8.15)

que toma valores en el intervalo (0,+/7). De esta forma, & — 0 cuando z — —oo. Im-
poniendo la condicién de frontera cero para x — 400, obtenemos que n = 2nK (k.)//7,
donde K (k) es la integral eliptica. Esto nos lleva a obtener la siguiente familia de solucio-
nes

Un(x,t) = ny/y(t) exp(y?(8)2? /2 + ip(t, 2)) @1 (nb(t, ),
n=12,.., (8.16)

donde @(t, ) = —(v¢/47)x* + [+2(t)dt,

®,(0) = @K(i@% (8.17)

y 0(t,z) = (2K (k)//7) fji?m d¢e=". Es sencillo comprobar que ¢(z,t) — 0 cuando
|| — oo en la ecuacién (8.16). Por tanto, estas soluciones corresponden a soluciones
localizadas.

8.4. SOLITONES RESONANTES

La respuesta de sistemas no lineales a perturbaciones paramétricas es un campo de
gran interes que ha sido recientemente estudiado en el marco de la dindmica no lineal de
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Figura 8.3: Gréficas de |¢(x,t)|? para soluciones de tipo breather de la ecuacién (8.1),
cuyas soluciones explicitas viene dadas por (8.16), para e = 0 en la ecuacién (8.11), y (¢)
dada por la ecuacién (8.18), correspondiendo a (a) n =1 (b) n = 2. En ambos casos, « €
[—6,6], t € [0,10] y los valores iniciales para la ecuacién (8.10) son v(0) = v/2,,(0) = 0.

BECs, de forma tanto tedrica (Pérez-Garcia et “al. , 2007; Shchesnovich & Konotop, 2007;
Staliunas et “al. , 2002) como experimental (Engels et "al. , 2007).

Si nos centramos en el caso particular wy = 2, para la ecuacién (8.11), observamos que
cuando € # 0, y1,2(¢) se encuentran en la regién de inestabilidad, por lo que las soluciones
dadas por la ecuacién (8.16) son soluciones resonantes multisolitonicas, dado que ¥, (x,t)
posee n — 1 ceros. En la figura 8.1(a), hemos dibujado una solucién resonante correspon-
diente a n = 1, con wy = 2. Dicho solitén tiene una conducta resonante creciente, tal y
como se puede ver en la figura 8.1(b), donde hemos dibujado la anchura y amplitud del
soliton frente al tiempo. En la figura 8.2, hemos dibujado la anchura y la amplitud frente
al tiempo, del mismo solitén, pero ahora teniendo una conducta resonante decreciente y
transitoria, para n = 1.

Es interesante que podamos construir solitones resonantes de forma explicita en un
marco bastante complicado, que incluye una no linealidad localizada pulsante y una tram-
pa modulada paramétricamente. Estas soluciones proporcionan un soporte analitico para
el fenémeno de la dindmica resonante observada en experimentos en condensados de Bose-
Einstein en una dimensién (ver la referencia (Engels et “al. , 2007)).

También hemos estudiado la estabilidad de estas soluciones multisolitonicas, que vie-
nen dadas por la ecuacién (8.16), calculando numéricamente su evolucién bajo perturba-
ciones de amplitud finita. Hemos encontrado que para el caso n = 1, el cual corresponde
al estado fundamental, se tiene una solucién estable, mientras que el resto son inestables
(pequenias perturbaciones llevan a la solucién lejos de su perfil inicial).

8.5. SOLUCIONES PERIODICAS

Cuando € = 0, y(t) es una funcién periédica. En este caso, w(t) =1,y

—1z (8.18)

() = V2 [1+ 3cos®(2t)]
Entonces, las soluciones dadas por la ecuacién (8.16) son soluciones periddicas, también
llamadas breathers, de hecho, son breathers multisolitonicos. En la figura 8.3, hemos di-
bujado las soluciones correspondientes a los valores n = 1, figura 8.3(a), y n = 2, figura
8.3(b).
Como en el ejemplo anterior, solamente para n = 1, (estado fundamental) la solucién
de tipo breather es estable.



72 8.6 Soluciones cuasiperiodicas

0 t 20 0() L 30

Figura 8.4: Solucién de la ecuacién (8.1), dada por la ecuacién (8.16), que corresponde
al valor n = 1, para w?(t) = 1 4 ecos(v/2t), con ¢ = 0,5. Los valores iniciales para la
ecuacién (8.10) son v(0) = (2v/2)2 y 1,(0) = 0. (a) Gréfica pseudocolor |4 (z,t)[* (b)
Anchura v(t).

Figura 8.5: Gréficas en pseudocolor de las soluciones de la ecuacién (8.1), cuando el centro
de masas del solitén se desplaza con velocidad no nula. (a) Solucién cuasiperiédica, con
x € [~3,3], t € [0,40], para e = 0,6 y v(0) = (2/2)'/2,1,(0) = 0. (b) Solucién resonante
creciente, con x € [—6,6], t € [0,40] para ¢ = 0,3 y v(0) = v/2,14(0) = 0.

8.6. SOLUCIONES CUASIPERIODICAS

En esta seccién, buscaremos soluciones cuasiperiédicas de la ecuacién (8.1). Para ello,
elegimos wy = /2 en la ecuacién (8.11), asegurandonos de que las soluciones y; o(t)
de la ecuacién de Mathieu (8.13) se encuentran en la regiéon de estabilidad. Entonces,
la ecuacién (8.11) tiene dos frecuencias inconmensurables. De esta forma, v(¢) es una
solucién cuasiperiédica y, por tanto, las soluciones (8.16) son también cuasiperiédicas. Un
ejemplo de esto puede verse en la figura 8.4. Por supuesto, al igual que en los ejemplos
anteriores, se pueden construir soluciones cuasiperiodicas multisolitonicas.

8.7. SOLITONES CON SU CENTRO DE MASAS DESPLAZANDOSE

Como un ejemplo final de las muchas soluciones que pueden ser calculadas usando este
método, presentamos soluciones de la ecuacién (8.1) cuando el centro de masas del solitén
se desplaza con velocidad distinta de cero. Para ello, sea f(t) (en la ecuacion (8.8b)), igual
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a cero, y con 0 # 0, lo cual lleva a la siguiente ecuacién para 6(t),
St — 2 (91/7) 0 + 475 = 0. (8.19a)

Haciendo
ar = (14 6%) — 62 /442 (8.19b)

se tiene que el potencial v y la no linealidad g siguen conservando las mismas expresiones,
que vienen dadas por la ecuacién (8.9). Las ecuaciones (8.19) pueden ser resueltas de
forma analitica, obteniendo

§(t) = 6. cos(27(t)), aft) =7(t) + 262 sin(47(t)), (8.20)

donde 7(t) = [~%(t)dt, y 0. es una constante arbitraria.

Asi, podemos obtener otra vez breathers, soluciones resonantes y soluciones cuasipe-
riddicas con el centro de masas del solitén moviendose de forma compleja, de acuerdo a
la ecuacién (8.20). En la figura 8.5, mostramos solitones cuasiperiédicos [figura 8.5(a)] y
solitones resonantes [figura 8.5(b)] mientras el centro de masas del solitén se mueve de
acuerdo a la ecuacién (8.20).
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condensados de Bose-Einstein






Capitulo

Pinzas laser para solitones atomicos

9.1. INTRODUCCION

L éxito de la condensacién de Bose-Einstein en gases diluidos de atomos alcalinos

(Anderson et ~al. , 1995) (ver tambien seccién 1.2 de la introduccién), ha llevado

a que se realice un gran esfuerzo en la investigacién del diseio de nuevas herra-

mientas para la manipulacion y el control coherente de un conjunto de a&tomos en
un condensado. En los tltimos anos se ha llevado a cabo un estudio intenso de los distintos
mecanismos que se podrian usar en la obtencion del control de ese conjunto de atomos del
condensado, tanto tedrica como experimentalmente. Entre las méas importantes contribu-
ciones, debemos citar la obtencién de ventanas atémicas (Roach et “al. , 1995), gufas de
ondas (Folman et “al. , 2002; Leboeuf & Pavloff, 2001), y el diseno de aceleradores atémi-
cos con geometrias lineales y circulares (Berg-Sgrensen & Mglmer, 1998; Gupta et “al. |
2005; Carpentier & Michinel, 2007). Los laseres atémicos han sido también desarrollados
como mecanismos de control, como si fueran un mecanismo de acoplamiento, girando los
espines de algunos de los atomos para poder liberarlos de la trampa a la que estaban
sometidos (Mewes et “al. , 1997). Posteriormente, otras fuentes atémicas coherentes han
sido construidas llevando a la obtencién de ldseres uniatémicos o semicontinuos (Bloch
et”al. , 1999; Hagley et "al. , 1999; Bloch et "al. , 2001; Martin et "al. , 2000; Mohring et "al.
, 2005; Guerin et "al. , 2006).

En este capitulo, proponemos hacer uso de la longitud de difusién como una herra-
mienta para disenar pinzas atomicas que sean lo suficientemente precisas, para que puedan
extraer una porcién de atomos del BEC. Ademads de este método, se han propuesto otros
para la extraccién de dtomos de un condensado (ver las referencias (Gustavson et al. |
2002) y (Boyer, 2006)). Nuestro método se inspira en una fuente atémica coherente, ba-
sada en la modificacién espacial de la longitud de difusién (Rodas-Verde et al. , 2005;
Vazquez-Carpentier et al. , 2006), la cual produce un ntimero de pulsos atémicos alta-
mente regulares y controlables, modulando la longitud de difusién a a lo largo de uno
de los ejes donde esta situado el BEC. Mostraremos que, en comparacién con las tram-
pas lineales, las cuales no alteran el valor de a, las interacciones no lineales construidas
espacialmente producen un control robusto sobre el nimero de dtomos que pueden ser
extraidos del BEC, proporcionando nuevos caminos para la creacién de estados cudnticos
macroscépicamente superpuestos en condensados de Bose-Einstein (Dunningham et “al. |
2006).

9.2. MODELO Y ECUACIONES

Asumiremos que el BEC esta fuertemente confinado en las direcciones transversales
(z,y) y debilmente confinado a lo largo de la direccién longitudinal z, obteniendo entonces



78 9.2 Modelo y ecuaciones

= OPTICAL DIPOLE TRAP

Figura 9.1: Dibujo del sistema que estudiaremos para el caso de las pinzas 6pticas, las cua-
les son usadas para extraer un nimero dado de &tomos de un condensado de Bose-Einstein
Usamos un laser sobre el condensado de Bose-Einstein, que estd confinado transversal-
mente por un potencial magnético y confinado dpticamente en la direcciéon del movimiento
del laser.

una configuracién de tipo cigarrillo. Consideraremos que la longitud de difusiéon puede
variar a lo largo del eje z, pudiendo pasar de valores positivos a negativos por medio del
control 6ptico de la resonancia Feshbach (ver apartado 1.2). La regién donde la longitud
de difusién es negativa puede variar de tamano y puede ser desplazada a lo largo del eje z,
simplemente moviendo el ldser. La elecciéon de un control éptico (Theis et “al. , 2004) en
vez de un control magnético (Inouye et “al. , 1998) nos permitird una manipulacién mas
facil y rapida de las variaciones espaciales de la longitud de difusién.

La descripcion en la aproximacién del campo medio de la dindmica de un BEC, tal y
como se explicéd en la introduccién (apartado 1.2), viene dada por la ecuacién de Gross-
Pitaevskii (GP), que es de la forma

in2Y fﬁ—zAQ\II+V(F)\IJ+U|\II|2\IJ (9.1)
ot 2m ’ ’
donde ¥ es la funciéon de onda compleja, normalizada al nimero de atomos N de la
nube atémica: N = [ |U|*d®r. U = 4wh®a/m caracteriza la interaccién entre dos cuerpos
determinada por el valor de la longitud de difusién a. La nube de N bosones iguales de
masa m estd fuertemente confinada a lo largo de los ejes (x, y) por un potencial armonico
V. de frecuencia v, y debilmente confinado a lo largo del eje z por el efecto de una trampa
dipolar 6ptica V, que puede ser producida usando un rayo laser de anchura dada a lo largo
del eje z (Stamper-Kurn et “al. , 1998; Martikainen, 2001). La expresién matemética del
potencial es la siguiente:

mv? 22

ViF)y=V,.+V, = 2l (I2+y2)+Vd |:1CXp (ﬁﬂ , (9.2)
donde Vj es la profundidad del potencial dipolar éptico y L su anchura caracteristica a
lo largo del eje z. Para fijar ideas, se presentan datos especificos correspondientes al “Li,
usando los pardmetos experimentales que aparecen en la referencia (Strecker et “al. , 2002),
donde V; =~ hv,, siendo v; = 1 kHz la frecuencia de la trampa en el plano transversal
(x,y), con un radio transversal de r; ~ 3pum.

Los otros valores numéricos usados en nuestras simulaciones son L = 4r, N = 3-10°,
we = 54r; y a = —1,4 nm. Queremos hacer hincapié en que este método deberia ser
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Figura 9.2: Emisiéon controlada de solitones atémicos del BEC. La extraccién fue hecha
empleando un ldser con perfil gaussiano. Una vez que el solitén es emitido, el rayo se
separa del condensado arrastrando los dtomos emitidos. En (a) un rayo ldser extrae un
solitén y controla su posicién a lo largo del eje z. En (b) se extraen dos solitones con dos
rayos distintos y sus rutas son unidas. La variable temporal, mostrada en el eje vertical
va desde t =0 at =500/v) en (a) y desde t =0 a t = 1800/v, en (b), donde v, =1
kHz es la frecuencia radial de la trampa. El eje horizontal mide 60 veces la anchura L
de la trampa dipolar 6ptica, que confina el condensado en la direccién z. Las figuras a
la derecha representan la densidad de atomos, mostrando los perfiles de los solitones en
la reserva y los solitones emitidos (en linea continua negra), y del ldser (linea negra con
puntos y rayas) para distintos tiempos.

.’ . . . ’ . |4 .
también satisfactorio para otras especies atémicas, como 85Rb y 133Cs, con un cambio
adecuado en los parametros.

9.3. EXTRACCION ATOMICA CON PINZAS ESTATICAS Y CONTROL

El problema que estudiaremos es el de la extraccién controlable de atomos de un BEC,
como ya se ha dicho. Consideraremos un sistema en el cual un condensado tipo cigarrillo
estd parcialmente solapado por un rayo ldser (ver figura 9.1), en una configuracién similar
a la descrita en la referencia (Rodas-Verde et “al. , 2005). Bajo adecuadas condiciones, el
laser puede cambiar el valor local de la longitud de difusién a en una parte de la nube
atémica. Si se cambia el valor de a a valores negativos suficientemente grandes, se podria
emitir una gran cantidad de solitones atémicos desde el condensado. Si la distancia entre el
rayo laser y el centro de la nube se mantiene constante, un solitéon emitido podria rebotar y
asi permanecer atrapado en el condensado (Vazquez-Carpentier et “al. , 2006). Una vez que
los 4&tomos son extraidos, el laser puede ser movido a lo largo del condensado. Esto también
nos permite controlar la posicion del solitén en la direccién z. La idea de esta extraccién de
atomos es radicalmente distinta que la que se usa en una trampa dipolar usual para extraer
atomos, sin cambiar la longitud de difusion a valores negativos. En este tltimo caso, los
atomos sufrirfan una serie de oscilaciones, conocidas como oscilaciones Josephson, entre el
BEC y las pinzas, y solamente seria posible extraer una porcién significativa. Asi, el papel
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Figura 9.3: Igual que en la figura 9.2 pero para un rayo laser mas intenso y estrecho. El eje
vertical corresponde a la variable temporal cuyo dominio va desde t = 0 a t = 5000/v, .
Los otros parametros son los mismos que los utilizados para obtener la figura 9.2. Los
graficos de la derecha representan los perfiles del condensado y de los solitones emitidos
(en linea negra) y de los rayos ldser (en linea negra con puntos y rayas) para tres tiempos
distintos de propagacién.

de las interacciones no lineales es esencial en esta configuracién estética para garantizar
que una vez extraido los atomos, estos no volveran a la reserva de donde salieron.
Nuestros resultados estan basados en simulaciones numeéricas de la ecuacién (9.1). To-
dos los resultados presentados aqui han sido obtenidos usando un método pseudoespectral
de segundo orden en tiempo denominado split-step, y usando métodos de Fourier (Pérez-
Garcia & Liu, 2003) para evaluar las derivadas espaciales. En las figuras 9.2(a) y 9.2(b)
se muestran algunas simulaciones numéricas, donde se indica como funcionan las pinzas
anteriormente descritas. En ambos dibujos, se dan imagenes en pseudocolor de la densidad
de la nube. El eje horizontal es el eje z y el vertical es el eje del tiempo. La extraccion
de atomos se hizo con un laser con perfil gaussiano. Si la longitud de difusién cambia a
valores negativos suficientemente grandes, una parte de la nube atémica es extraida. Una
vez que los atomos han dejado la reserva, se mueve el laser a lo largo del condensado,
arrastrando parte de los d&tomos. En la figura 9.2(a) el ldser extrae un solitén y controla su
posicién a lo largo del eje z. En la figura 9.2(b) dos solitones son extraidos con dos ldseres
distintos y su ruta es unida en un punto dado. El dominio de la variable temporal en el eje
vertical va desde t = 0 a t = 500/v, en la figura 9.2 (a) y desde t = 0 a t = 1800/v, en
la figura 9.2(b), donde v, = 1 kHz es la frecuencia radial de la trampa. El eje horizontal
mide 60 veces la anchura L de la trampa dipolar éptica, que confina el condensado en la
direccién z. Las figuras a la derecha representan la densidad de atomos, mostrando los
perfiles de los solitones en la reserva y los solitones emitidos (en linea continua negra), y
del laser (linea negra con puntos y rayas) para tres tiempos distintos. Como se aprecia en
las figuras, el método permite un fuerte control sobre los atomos extraidos.
Consideraremos ahora una configuracion ligeramente diferente que sirva para mostrar
la fuerza del método. Nos centraremos en el caso de un rayo laser més intenso y estrecho
que el usado en las simulaciones anteriores. En este caso, se genera una alta interaccién
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Figura 9.4: Gréfico del porcentaje de dtomos extraidos (N/Npgc) frente a la potencia
del rayo laser (P/Py,q.) para dos anchuras distintas del rayo: w &~ w,./50, dibujado con el
simbolo +, en granate y w &~ w./25, dibujado con el simbolo x (en azul). El resto de los
parametros estan indicados en la figura 9.5.

no lineal y algunos dtomos son atraidos hacia esta regién, que sigue teniendo longitud de
difusién negativa, y son atrapados. Al igual que el caso anterior, la posicién de los dtomos
extraidos a lo largo del eje z puede ser controlada moviendo el ldser. En las figuras 9.3(a)
y 9.3(b), mostramos una representacién similar a la expuesta en las figuras 9.2(a) y 9.2(b).

Como hemos dicho, se ha usado un rayo mas estrecho que en el caso anterior para poder
suprimir los rebotes internos que sufre el solitén atémico extraido. En la figura 9.3(b),
podemos observar la emision de dos ondas de materia, empleando dos laseres distintos.
Tal y como ya se ha dicho, se observa que si desplazamos los laseres, es posible controlar
la posicion relativa de los solitones extraidos. El eje vertical corresponde a la variable
temporal cuyo dominio va desde ¢ = 0 a ¢ = 5000/v,, en ambas figuras. Los graficos
de la derecha representan los perfiles del condensado y de los solitones emitidos (en linea
negra), y de los haces ldser (en linea negra con puntos y rayas) para tres tiempos distintos.

Claramente, el numero de dtomos extraidos depende de la intensidad del laser. En la
figura 9.4 podemos ver el porcentaje de atomos extraidos y atrapados por la pinza laser en
funcién de la potencia del 14ser, para dos haces de diferentes anchuras w (ambas anchuras
mucho més pequenas que el tamano longitudinal w,. de la nube BEC). El haz con anchura
w ~ w./50 (representado en la gréfica con el simbolo + en granate) puede extraer mas
atomos que el haz con anchura w ~ w./25 (representado en la grafica con el simbolo x en
azul). Tal y como se puede apreciar en la grafica, el nimero de dtomos extraidos decrece
cuando la intensidad del laser se incrementa. Esto es debido al hecho de que el nimero
de solitones emitidos se incrementa con la intensidad del laser, por lo que el ntimero de
atomos por solitéon disminuye.

En la figura 9.5, mostramos tres simulaciones numéricas distintas, empleando haces
de diferente intensidad. Cada figura se corresponde con los tres puntos etiquetados en la
figura 9.4 como (a), (b) y (c). El eje vertical corresponde a la variable temporal cuyo rango
vadesdet =0at=1500/v . Ent =1100/v, el ldser es puesto en movimiento a lo largo
del eje z. Los perfiles superiores muestran la reserva del condensado y la distribucion de
los atomos extraidos.
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Figura 9.5: (a-c) Diferentes ejemplos de la extraccién de un dtomo de un condensado,
para diferentes intensidades, las cuales corresponden a la figuras etiquetadas con (a), (b)
v (¢) en la figura 9.4. Mostramos los perfiles para un tiempo de ¢ = 1500/v, . El 14ser es
separado de su posicién original en ¢ = 1100/v, . (d-e) Dibujos en pseudocolor indicando
la evolucién completa del BEC en el tiempo ¢ € [0,1500/v,].

9.4. EXTRACCION ATOMICA CON LAS PINZAS EN MOVIMIENTO

Otra interesante posibilidad es usar una configuracién en la que los laseres estén mo-
viendose a velocidades variables. En este caso, la extraccién de atomos se obtiene cuando
el laser atraviesa al condensado, llevandose particulas en su movimiento. El ntimero de
atomos extraidos N, varia con la velocidad, y con los parametros principales del rayo.
Hemos analizado, mediante simulaciones numéricas, la dependencia de N, con respecto a
la intensidad del laser para diferentes velocidades en dos casos distintos: El primer caso
corresponde a un potencial lineal moviendose y el segundo corresponde a nuestras pinzas
no lineales. Fisicamente, la primera situacién consiste en una trampa dipolar éptica que
no cambia el valor de la longitud de difusién. Asumimos que, en este caso, el ldser que
crea esta trampa lineal tiene la misma anchura y profundidad que en el caso no lineal.
La tnica diferencia es que las interacciones no lineales son suprimidas. Nuestro propo-
sito en esta comparacion es evaluar el efecto que tienen las interacciones no lineales en
el procedimiento de extracciéon. Para este fin, hemos empleado el mismo modelo que en
las secciones previas, la ecuacién de Schrodinger no lineal. En todas las simulaciones, un
haz ldser de anchura w es desplazado de la posiciéon z < 0 a z > 0 a una velocidad fija
dada v, extrayendo una fraccién de dtomos N./Npgrc de la reserva del condensado, la
cual estd centrado en z = 0.

Las simulaciones revelan que, en el caso no lineal, la fraccién de atomos extraidos
N./Npgc depende crucialmente de los pardmetros del ldser, haciendo el proceso alta-
mente controlable, simplemente cambiando la velocidad, intensidad o anchura del haz.
En la figura 9.6 se muestra la dependencia del porcentaje de atomos extraidos frente a la
velocidad del haz laser. La linea negra discontinua representa los valores obtenidos con las
pinzas lineales. La linea negra continua muestra la dependencia de los dtomos extraidos
con la velocidad del laser para el caso no lineal. Tal y como se aprecia en la grafica, la
eficiencia de la pinza 6ptica no lineal es mucho mayor que en el caso lineal. Otra diferencia
entre ambas configuraciones es la presencia de variaciones bruscas de N, para algunas
velocidades, en la configuracién no lineal, permitiendo mayor control en el nimero de
atomos extraidos.

En la figura 9.7 hemos dibujado la variacién de N./Npgc frente a w [figura 9.7(a)]
y también la variacién de N./Npgc frente a la profundidad del potencial éptico dipolar
Va, medido en unidades de Vy = hvy /2 [figura 9.7(b)]. En ambos casos, los datos fueron
obtenidos fijando la velocidad del ldser a v = 5 mm s~ !. Al igual que en la figura 9.6, la
linea continua se refiere a la pinza no lineal y la linea rayada a la pinza lineal. Esta conducta
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Figura 9.6: Figura superior: comparacion entre el niimero de dtomos extraidos usando las
pinzas no lineales (linea continua) y las pinzas lineales (linea discontinua) para diferentes
valores de la velocidad. El eje y indica el nimero de dtomos confinados por las diferentes
pinzas Opticas, normalizando estos dtomos al nimero total de atomos que forman la
cantidad inicial del BEC. El eje = representa la velocidad de la pinza cuando esta atraviesa
el condensado. Figura inferior: Vista en detalle de la figura superior para v € [8,0,8,5]
mms .
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Figura 9.7: Fraccién de dtomos extraidos del condensado, en funcién de (a) la anchura w
y (b) la intensidad I de las pinzas 6pticas. La velocidad fue fijada al valor v = 5 mm s—!
en todos los casos. La linea continua se corresponde con los datos obtenidos para la pinza
optica no lineal. La linea discontinua corresponde a la pinza lineal.
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es similar a las variaciones observadas en la figura 9.6. El efecto de las interacciones no
lineales se traduce en la existencia de variaciones bruscas en el nimero de atomos extraidos
para ciertos valores de la anchura y de la intensidad de la pinza léser. Esto anade diversas
posibilidades de control que no se tienen al utilizar la trampa lineal.

Desde el punto de vista practico, las regiones con variaciones complejas del ntimero
de particulas, en funcién de los pardmetros anteriores (por ejemplo, la profundidad del
potencial alrededor del valor V;/Vy = 2,0 en la figura 9.7(b)), son interesantes para pro-
porcionar control sobre los dtomos. Este efecto abre nuevas posibilidades para la creacién
de estados cudnticos macroscopicamente superpuestos en condensados de Bose-Einstein
(Dunningham et “al. , 2006). Finalmente, estas regiones tienen cierto parecido con las
ventanas fractales, que aparecen en la teoria de difusién cadtica y en la teoria de reso-
nancias en colisiones de ondas no lineales. Estas teorias estdn siendo objeto de un estudio
detallado (Goodman & Haberman, 2007; Zhu & Yang, 2007).
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Conclusiones y vias de ampliacion

ON muchos y muy diversos los resultados presentados a lo largo de esta tesis. A
continuacién se resumen, clasificados por temas, las conclusiones més importantes
de cada capitulo, junto con algunas cuestiones que permanecen abiertas y que
esperamos desarrollar en un futuro proximo.

10.1. EXISTENCIA Y ESTABILIDAD DE SOLUCIONES PARA LA INLSE

10.1.1. ESTABILIDAD DE ESTADOS FUNDAMENTALES PARA LA INLSE

Hemos desarrollado un analisis de estabilidad para la ecuacion de Schrédinger no lineal
inhomogénea para el caso en el que g(z) sea una funcién localizada. Hemos mostrado que
para que una solucién positiva y acotada sea estable tienen que cumplirse dos criterios:

= La condicién espectral.

= Kl criterio de Vakhitov-Kolokolov.
Si alguna de estas dos condiciones se incumple, la solucién es inestable.

= Una via de ampliacién muy interesante consistiria en buscar un criterio de estabili-
dad para soluciones con varios nodos o soluciones excitadas, esto es, soluciones que
cambien de signo.

10.1.2. EXISTENCIA DE SOLITONES OSCUROS PARA CINLSE CON NO LINEALIDAD PE-
RIODICA

Utilizando diversas técnicas matematicas, tales como teoria clasica de EDO’s (concepto
de sub y super-solucién), topologia (grado topolégico y homeomorfismos libres), y sistemas
dindmicos, probamos la existencia de solitones oscuros para la ecuacion de Schrodinger
no lineal cubica con no linealidad inhomogénea peridédica.

Como posible via de ampliacién:

= Desarrollar un método similar donde la modulacién espacial de la no linealidad g(z)
no sea periédica sino, por ejemplo, cuasiperiodica.

10.1.3. EXISTENCIA DE SOLITONES BRILLANTES EN LA CQINLSE

Hemos demostrado la existencia de solitones brillantes para la ecuacion de Schrodinger
no lineal cibico quintica inhomogénea, donde las no linealidades g; : R — R, ¢ = 1,2 eran
positivas y pertenecian a L>(R), y tales que lim,| . gi(z) = 0, i = 1,2. Para ello,
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hemos usado la teoria de puntos criticos y en concreto el teorema de Mountain-Pass,
desarrollado por Ambrosetti y Rabinowitz (Ambrosetti & Rabinowitz, 1973).
Quedan muchos problemas abiertos en este campo. Quizas, los mas inmediatos sean:

= Modificar las condiciones sobre las funciones g;(x),i = 1,2, de tal forma que no sean
tan restrictivas.

= Generalizar al caso multidimensional y realizar la demostracién con no linealidades
distintas: no linealidades saturables, logaritmicas, etc.

10.1.4. ONDAS SOLITARIAS PARA SISTEMAS DE SCHRODINGER NO LINEALES ACOPLA-
DOS LINEALMENTE Y CON COEFICIENTES INHOMOGENEOS

En este trabajo, probamos la existencia de soluciones homoclinas al origen en siste-
mas de Schrodinger no lineales acoplados linealmente y con coeficientes inhomogéneos.
Ademds, probamos la existencia de soluciones impares o soluciones con un nodo y estu-
diamos las ramas de soluciones en sistemas controlados por parametros. Para ello, hemos
usado el teorema del punto fijo de Krasnoselskii junto con un criterio de compacidad
debido a Zima.

= Uno de los problemas abiertos es el de extender este resultado eliminando la hipdtesis
sobre el soporte en ¢ y en f y asumir, por ejemplo, que ¢, f € L"(R) N L*°(R) para
r € [0, 00).

= Generalizar el método a problemas multidimensionales.

10.2. SOLUCIONES ANALITICAS DE LA INLSE

10.2.1. SIMETRIAS DE LIE PARA LA INLSE

Hemos aplicado el método de simetrias de Lie para encontrar soluciones analiticas de la
ecuacion de Schrodinger no lineal con no linealidad inhomogénea en una dimension. Hemos
introducido la teoria general de este método, proporcionando diferentes ejemplos de interes
fisico, y hemos usado la teoria cualitativa de los sistemas dindmicos para proporcionar un
analisis mas completo del método. Finalmente, hemos construido soluciones asimétricas.

Pensamos que quedan muchos problemas por resolver en este campo. Las mas rele-
vantes a corto plazo son, quizas, los siguientes:

= Este método puede generalizarse y ser aplicado al estudio de sistemas de ecuaciones
de Schrodinger y de ecuaciones de Schrodinger multidimensionales. En este tltimo
caso, al no existir una solucién analitica de la NLSE, se podrian extraer distintas
propiedades usando el método de los momentos (Pérez-Garcia et “al. , 2007), en
escenarios bidimensionales y tridimensionales.

10.2.2. SOLUCIONES EXACTAS PERIODICAS Y LOCALIZADAS DE LA INLSE CON NO LI-
NEALIDADES MODULADAS ESPACIALMENTE: REDES LINEALES Y NO LINEALES

En este trabajo construimos soluciones explicitas de la ecuacion de Schrédinger no
lineal con no linealidad inhomogénea y con coeficientes periddicos. Obtenemos tanto solu-
ciones localizadas como periddicas y estudiamos su estabilidad lineal. Ademds, haciendo
un analisis del modelo y de sus soluciones proporcionamos distintas conclusiones sobre las
redes lineales y sobre la estabilizacion de modos localizados por redes policromaticas.

= Un caso distinto del considerado en esta tesis serfa el de tomar |a| > 1 en vez
de |a| < 1, que es lo que se hizo en el capitulo 5. En este caso el dominio de las
soluciones estaria acotado y obtendriamos soluciones en multipozos de potencial.
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10.2.3. SOLITONES EN SISTEMAS CON NO LINEALIDADES MODULADAS EN EL TIEMPO Y
EN EL ESPACIO

En este capitulo, hemos calculado explicitamente soluciones de la ecuacién de Schrodin-
ger no lineal dependiente del tiempo cuando la no linealidad g y el potencial v dependen de
las coordenadas espaciales y temporales. Hemos calculado soluciones periddicas o breat-
hers, solitones resonantes, solitones cuasiperiédicos y soluciones cuyo centro de masas
tiene un movimiento complejo. Todas estas soluciones son de interes fisico en el campo de
los condensados de Bose-Einstein.

Como posibles vias de ampliacion:

= Las ideas contenidas en este trabajo podrian ser aplicadas a estudiar sistemas multi-
componente y situaciones multidimensionales, asi como otras ecuaciones no lineales,
como la ecuacién de Schrodinger no lineal cibico-quintica.

= Este estudio podria ayudar en el diseno de potenciales y no linealidades para con-
trolar la dindmica de los condensados de Bose-Einstein.

10.3. APLICACIONES DE LA INLSE A CONDENSADOS DE BOSE-EINSTEIN

10.3.1. PINZAS LASER PARA SOLITONES ATOMICOS

En este capitulo hemos mostrado una de las aplicaciones fisicas de la ecuacién de
Schrédinger no lineal. Hemos mostrado como poder extraer y controlar dtomos de un
condensado de Bose-Einstein, tanto si la pinza estd estdtica como si estd en movimiento.
Ademas, hemos comparado la extracciéon no lineal con la extraccion lineal, llegando a la
conclusién que la extraccién de atomos con pinzas no lineales es, en muchos aspectos, mas
eficiente que la extraccion de atomos con pinzas lineales.






Apéndice

La aproximacion de Gross-Pitaevskii

A aproximacién mas simple para la funciéon de onda de un sistema de muchas

particulas es (correctamente simetrizada) el producto de los estados de cada

particula simple. En el caso de un BEC para T' = 0, esta aproximacion es usual-

mente conocida como la aproximaciéon de campo medio o la aproximacion de
Gross-Pitaevskii. Con esta aproximacién se obtiene una ecuaciéon o un conjunto de ecua-
ciones muy simples, que son muy convenientes para célculos numéricos y, en el caso de un
condensado de Bose-Einstein de gases alcalinos, dan una buena descripcion cuantitativa
de la conducta del gas. En este apéndice trataremos el caso de un gas hiperfino (gas sin
espin), en equilibrio, a temperatura cero. Para otras aplicaciones, puede consultarse la re-
ferencia (Leggett, 2001). Asumiremos que todas las interacciones efectivas son repulsivas.
Para el caso de especies con interacciones atractivas, puede consultarse, por ejemplo, la
referencia (Dalfovo et al. , 1999).

La ecuacion de Gross-Pitaevskii independiente del tiempo

Consideremos un gas de N atomos, todos de la misma especie hiperfina, en equilibrio
a temperatura cero y confinados por medio de un potencial atrapante Vo (r). Usando la
teoria de Hartree-Fock, se tiene que el estado fundamental es

N
Uy (i) = [ xo(r), (A.1)

i=1

donde xo(r) es la funcién de onda normalizada de una particula. Utilizando esta funcién
de onda (A.1), el valor esperado de la energia es

< H>y= N/dr {%er)ﬁ 4 V;xt(r)|)<0(r)|2} +%N(N—1)Uo/dr|><0(r)|4, (A.2)
donde la constante de interaccion efectiva Uy viene dada por

Uy = 4rh*as/m. (A.3)

Como en experimentos con un BEC, N tiene el valor de, al menos, 10° 4tomos, en lo

que sigue despreciaremos la diferencia entre N — 1 y N. Minimizando la ecuacién (A.2),

sujeta a la restriccion de la normalizacion de xq, se obtiene la ecuacién de Hartree para
los bosones del condensado

2
T V() + Ve (Dx0() + NUxo0)Prof®) = pol®), ()
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donde p es N~ veces el multiplicador de Lagrange asociado a la normalizacién de yo. En
general p 1o es la energfa por particula < H >y /N. De hecho, multiplicando la ecuacién
(A.4) por x{(r),, integrando sobre r, y usando el hecho de que < H >y es estacionario
frente a pequenas variaciones de yo(r), vemos que p es igual a § < H >y /6N, es decir,
al potencial quimico.

En la literatura, es convencional reescribir la ecuacién de Schrédinger no lineal (A.4)
en términos del pardmetro de orden ¥(r), que viene definido por la siguiente ecuacién

U(rt) = +/No(t)xo(r,t), (A.5)

con Ny = N a temperatura cero. Entonces, se tiene que la ecuacién (A.4) se convierte en

2
W) Ve (1) () + Up (1) () = (), (A6)
con ¥(r) normalizada a [ |¥(r)|?dr = N. La ecuacién (A.6) es la celebérrima ecuacién de
Gross-Pitaevskii independiente del tiempo.

Asociada a la ecuacién (A.6) aparece el importante concepto de longitud caracteristica
del sistema (en inglés, healing length), el cual determina la distancia caracteristica para
la cual el parametro de orden decrece desde su valor inicial al valor cero que se alcanzaria
en la frontera del espacio. Consideremos una situacién en la cual en una regién dada del
espacio, la densidad de particulas p(r) = |¥(r)|? es practicamente constante para un valor
n. Entonces, la longitud caracteristica del sistema £ viene definida por

—1/2
E= (2anO> = (87rna5)71/2. (A7)

h2

Para entender el significado fisico de &, consideremos por un momento el caso de un
gas de N = nV &4tomos confinado en una caja de forma ciibica de volumen V = L3
y donde el potencial Vory = 0, dentro de la caja, y donde la funcién de onda xo(r)
(y por tanto ¥(r)) debe anularse en la frontera. Para un gas no interactuante, ¥(r)
serd el producto de ondas sinusoidales cuya longitud de onda es 2L. Sin embargo, en
presencia de interacciones repulsivas, el hacer que la densidad p(r) sea précticamente
constante en el volumen de la caja hace que el sistema sea energéticamente favorable,
y de hecho, soluciones explicitas de la ecuacién de Gross-Pitaevskii (A.6) muestran este
hecho. Entonces, cuando nos aproximamos al borde de la caja (z — 0), ¥U(z) “va” a cero
como tanh z/(v/2¢) (de hecho, para el espacio semi-infinito, esta es la forma exacta de la
solucion). Asi, € es realmente la longitud caracteristica para la cual el pardmetro de orden
alcanza el valor nulo en la frontera.

Finalmente, queremos notar que en un BEC, la longitud £ es grande comparada con
as (aunque es generalmente pequenia comparada con las dimensiones tipicas del potencial
externo).

La ecuacion de Gross-Pitaevskii dependiente del tiempo

Generalizando, de forma obvia, las ecuaciones (A.4) y (A.6) respectivamente, obtene-
mos

Ixolrt)  h?

i o _%V2X0(rt) + Vext (rt) o (rt) + No(t)Uolxo(rt)|*xo(rt), (A.8)
y P B2
in qja(trt) = 5= VPU(rt) + Vet (r) U(xt) + Vol ¥ (xt) ¥ (xt). (A.9)

En la literatura, el término “ecuaciéon de Gross-Pitaevskii dependiente del tiempo”se usa
para referirse a la ecuacién (A.8) o a la ecuacién (A.9). Sin embargo, a diferencia de los
casos “independientes del tiempo”, ecuaciones (A.4) y (A.6), las ecuaciones (A.8) y (A.9)
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no son equivalentes a menos que el ntimero N (¢) sea una cantidad conservada con respecto
al tiempo. Puesto que esta condicidn se sigue de la ecuacién (A.9), se tiene que la ecuacién
(A.9) implica a la ecuacién (A.8), pero lo contrario no se cumple.

En lo que sigue, intentaremos responder a la validez de las ecuaciones (A.8) y (A.9).

Sea T'= 0 y sea el Hamiltoniano para un sistema de muchas particulas que contiene
los términos de energia cinética y energia potencial externa méas el término de interaccion
1Uo > 6(ri — rj). Sustituimos este Hamiltoniano en la ecuacién de Schrédinger que
modela un sistema con muchas particulas. Por otro lado, una generalizacion del estado
fundamental, ecuacién (A.1), viene dada por

N
\I’N(TlT‘Q...T‘N : t) = HXQ(Ti : t). (AlO)
i=1

En primer lugar, queremos notar que en esta ecuacién ya asumimos explicitamente que
Ny(t) = N = constante. Sustituyendo este valor en la ecuacién de Schrédinger dependiente
del tiempo, para un sistema de muchas particulas, obtenemos

N

, Ixo(rist

th Oét ) -Ai(Tj . t) =
i=1

h? R
> —%v§+vcxt(ri)+5%25(”_”) Sxo(ri A (o t), (A1)
i j#£1

donde A;(r; : t) = Hj\;l Xo(rj : ).

Teniendo en cuenta la ecuacién (A.10) y realizando diversos razonamientos 1égicos,
llegamos a que si la ecuacién (A.8) se cumple, también se satisface la ecuacién (A.11) (ver
la referencia (Leggett, 2001) para mas detalles). Ademés, dado que ya se ha asumido que
No(t) = N = constante, también se satisface la ecuacion (A.9).

Estos argumentos muestran que una vez que se ha elegido la ecuacién (A.10) como
funciéon de onda para el sistema de muchas particulas, se tiene que la unica eleccién
consistente de xo(rt) es la funcién determinada por la ecuacién (A.8). Esto, por supuesto,
no asegura que la eleccién (A.10) sea consistente, y de hecho, en presencia de interacciones
finitas, no lo es (incluso si empezamos en ¢t = 0 con una simple funcién de onda definida
como producto de funciones de onda simples del tipo (A.10), el dltimo término en la
ecuacién (A.11) serd, en general, un término mucho mds complicado).
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