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Capitulo 1

Introduccion

Este capitulo, un extracto del proyecto de investigacion (Sanchez-Reyes, 2001a),
contiene una breve introduccion al CAGD (Disefio Geométrico Asistido por Ordenador),
centrandose en un area muy concreta, el denominado Procesado de Geometria, area en la
que ciertos problemas no han sido solucionados satisfactoriamente. En esta introduccion se
exponen cudles de estos problemas sin solucionar se han abordado en esta tesis doctoral,
sus antecedentes y estado del arte. Seguidamente se analizan las limitaciones de la
representacion de Bernstein-Bézier, y se introduce la solucion propuesta. Finalmente se
resumen los capitulos que forman esta tesis.

1.1 EI CAGD (Disefio Geométrico Asistido por Ordenador)

El Disefio Geométrico Asistido por Ordenador (CAGD: Computer Aided Geometric
Design) es la disciplina que trata de los modelos adecuados para la representacién por
ordenador de curvas, superficies y sélidos. El término CAGD fue acufiado por Barnhill y
Riesenfeld durante la primera Conferencia celebrada en 1974 en Utah. Una historia de esta
disciplina que describe las contribuciones de los pioneros se puede encontrar en Piegl
(1993), 0 en Sabin (1990) para el tema concreto de las superficies esculpidas. Textos de
referencia clasicos sobre CAGD son Hoschek y Lasser (1993), Rockwood y Chambers
(1996), Farin y Hansford (2000) y Farin (2002).

El CAGD tiene gran diversidad de aplicaciones:

e Disefio de objetos diversos, como automdviles, embarcaciones y aeronaves (Fig. 1.1).
¢ Modelado de érganos humanos o de seres vivos en general.

e Ajuste de datos experimentales y soluciones discretizadas de ecuaciones diferenciales.
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Figura 1.1: Ejemplos de aplicacion del CAGD. (Fuente: Cad-Bikes)

La variedad de aplicaciones resulta tan amplia que no existe un Unico modelo
matematico de curvas o superficies que solucione todos los problemas. Por ejemplo, la
superficie utilizada para modelar la carroceria de un automovil dificilmente podra
emplearse para visualizar datos complejos.

1.2 EIl Procesado de Geometria en CAGD

Un apartado especialmente interesante del CAGD lo constituye el Procesado de
Geometria, cuya finalidad es el calculo de propiedades de objetos geométricos ya
construidos. En su acepcion mas amplia, este término incluye los algoritmos que se aplican
a entidades geomeétricas ya existentes. Asi, este topico abarca los siguientes temas:

e Obtencion de un modelo de Bernstein-Bezier de entidades resultantes del procesado.
e Aplicacion de deformaciones a sdlidos o superficies.

e Conversiones entre formatos de objetos geométricos.

e Obtencidn de curvas y superficies offset (desplazadas).

e Calculo de intersecciones entre curvas o superficies.

e Obtencidon de parametrizaciones arco de curvas.

e Calculo de longitudes de curvas y areas de superficies.

A primera vista, muchas de estas operaciones parecen sencillas, ya que admiten
expresiones algebraicas explicitas que requieren tan s6lo el computo de integrales,
derivadas y las operaciones aritméticas habituales, tales como suma, multiplicacion,
division, o extraccién de raices cuadradas. No obstante, el problema radica en que en la
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mayoria de ocasiones no se requiere un resultado numérico. Por el contrario, cuando el
resultado consiste en una nueva entidad geométrica se precisa obtener una representacion
compatible con los estandares utilizados. En concreto, para las curvas y superficies una
representacion polindmica (o racional) de Bernstein-Bézier, modelo utilizado por la
mayoria de los programas de CAD/CAM.

A continuacion se exponen los dos problemas abordados en esta tesis doctoral,
correspondientes a los dos primeros puntos expuestos en este apartado, sus antecedentes y
estado del arte.

1.3 Modelo Bernstein-Bézier de entidades resultantes del procesado de
geometria

Los programas de CAD/CAM se basan en la representacion de curvas y superficies en
el estandar NURBS (Non-uniform Rational B-splines), compuesta por la union de tramos
de Bézier racionales. Esto permite disefiar gran variedad de curvas y superficies utilizando
una Unica representacion interna (Rogers, 2001). Por tanto se debe generar un modelo
Bernstein-Bézier de aquellas entidades resultantes del procesado de geometria, necesario
para su incorporacion en los programas de CAD/CAM. La obtencion de tal modelo
presenta problemas en los siguientes casos (Sanchez-Reyes, 2001a):

e Entidades geométricas que inicialmente no admiten representacion polinémica o
racional, las denominadas entidades trascendentes (Fig. 1.2).
e AUn cuando las entidades iniciales admitan dicha representacion, si la operacion de

procesado implica operaciones tales como la extraccion de raices cuadradas, que
generan expresiones no polinémicas o racionales.

Figura 1.2: Catenaria como ejemplo de curva trascendente. (Fuente: Sanchez-Reyes, 2001a)
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e Cuando, debido a que las operaciones conllevan multiplicacion o composicion de
funciones polindmicas, el resultado, si bien polindmico o racional, presenta un grado
demasiado elevado para poder ser incorporado en los programas de CAD, que suelen
tener limitado el grado de las entidades que pueden manejar, por razones de eficiencia.

En estos casos la Unica solucion viable consiste en obtener algln tipo de aproximacion
del resultado.

1.4 Deformaciones espaciales globales

Las técnicas de modelado 3D de superficies por ordenador se basan principalmente en
la manipulacién de puntos de control. No obstante, para disefiar objetos complejos es
necesario combinar diversos elementos (curvas, superficies, ...) y por tanto utilizar un gran
namero de puntos de control. Por consiguiente, la creacién y modificacidn de estos objetos
resulta costosa para el disefiador, dado que para alterar alguna caracteristica geométrica
global de un objeto puede ser necesario modificar un nimero elevado de puntos de control.

Para resolver este problema se han desarrollado métodos que permiten aplicar
modificaciones a todo el objeto (escalados, torsiones, bendings y deformaciones en
general), lo que facilita notablemente el disefio de estos objetos complejos. Entre los
métodos mas potentes de modelado se encuentran las deformaciones espaciales (Bechmann
1994). Estos métodos consisten en tratar los puntos de control del objeto que se desea
deformar de manera agrupada en lugar de individualmente, mediante herramientas capaces
de transmitir una modificacion a la zona del objeto que se desea modificar. Estas
herramientas pueden ser estructuras espaciales que contienen al objeto (Fig. 1.3) 0 una
curva asociada al objeto cuya forma se modifica en consonancia a la deformacion deseada
(Lazarus et al., 1994).

Estos problemas de disefio contrastan con la conclusién a la que puede llegar una
persona no experta en el area al examinar los paquetes de software actuales, que permiten
un modelado 3D sencillo con minima interaccion del usuario. Sin embargo (Vogtner
1996), la veracidad de esta conclusion depende de lo que se entienda por “Modelado 3D”.
Si el objetivo consiste simplemente en la obtencién de un modelo poligonal para generar
imagenes la afirmacion es correcta. Por el contrario, en aplicaciones de ingenieria un
modelo poligonal no es suficiente, ya que la meta es la fabricacion del objeto, por lo que es
necesaria una descripcién geométrica precisa. Por tanto el modelo del objeto y sus
componentes deben mantener asociatividad, han de manipularse posteriormente, poder
suministrar la geometria necesaria para el analisis por elementos finitos y probablemente
ser compartido por otros modelos distintos de CAD/CAM. Ademas el modelo ha de
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mantenerse valido durante el ciclo de vida del producto, de manera que ha de ajustarse a
ciertos estandares de representacion para que sea transportable a otra plataforma. Si han de
verificarse todas las condiciones descritas, entonces el “modelado 3D” no resulta tan
trivial.

En consecuencia, el resultado deseable seria la representacion explicita del objeto
deformado. Si bien esto resulta mas complejo que la simple evaluacion numérica necesaria
para la visualizacion. Para obtener la representacion exacta explicita es necesario calcular
la composicion del objeto con la estructura utilizada como herramienta de deformacion.
Como la base que se emplea habitualmente es la de Bernstein, necesitaremos componer
funciones polinémicas en dicha base. Si bien el resultado explicito de la composicién
proporciona la solucién polindmica exacta (el espacio de polinomios es cerrado respecto a
la composicion), tiene como inconveniente el coste del proceso de célculo y el aumento de
la complejidad (grado) del objeto deformado respecto al original, ya que el grado resultante
es igual al producto de grados de los polinomios que intervienen en la composicién. Al
aplicar deformaciones sucesivas sobre un objeto, su grado aumentard geométricamente,
incrementando la complejidad del objeto y el coste de cada nueva etapa.
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Figura 1.3: Deformacidn espacial de un objeto contenido en un volumen de control.

(Fuente: Sdnchez-Reyes y Arranz, 1998)
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1.5 Base polinoOmica alternativa a la base de Bernstein

En este apartado se analizan las ventajas, asi como las limitaciones de la representacion
de Bernstein-Bézier y se describen las herramientas alternativas que proporcionan un
marco unificado para la resolucion de problemas en el Procesado de Geometria.

La representacion Bernstein-Bézier de curvas o superficies polindmicas se ha
convertido en un estandar para aplicaciones de CAGD, puesto que disfruta de numerosas
ventajas (Farin, 2002; Bowyer y Woodwark, 1993):

e Elegantes propiedades geométricas, incluyendo una interpretacion geométrica e
intuitiva de los coeficientes como puntos de control.

e Existencia de un algoritmo tipo de Casteljau: es la Unica representacion polinémica que
admite un procedimiento corner-cutting (en cada paso se cortan las esquinas del
poligono anterior) que simultdneamente proporciona una subdivisién, como
demostraron Barry y Goldman (1988).

e Optima estabilidad: Farouki y Goodman (1996) demostraron que no podemaos encontrar
otra base polinémica no negativa definida sobre el intervalo unitario con menor nimero
de condicion para evaluacion.

Formalmente hablando, la base de Bernstein se puede identificar como la B-base
normalizada (Carnicer y Pefia, 1993) del espacio polindmico algebraico. Dado un espacio
vectorial de funciones con bases normalizadas totalmente positivas, entre todas ellas existe
una Unica base, llamada B-base, con propiedades dptimas de conservacion de forma y
Optima estabilidad (Pefia, 1999). Ademas, la B-base es la Unica base del espacio que
admite un algoritmo de tipo de Casteljau (Mainar y Pefia, 1999).

Pese a estas propiedades positivas, la base de Bernstein tiene también sus puntos
débiles:

¢ No se puede determinar el grado real (minimo) de un polinomio en esta base de manera
inmediata por inspeccion de coeficientes, sino que se precisa de un algoritmo no trivial.

e Los algoritmos de reduccion de grado (Forrest, 1972; Lodha y Warren, 1994; Piegl y
Tiller, 1995; Sunwoo y Lee, 2004; Sunwoo, 2005) tienden a ser numeéricamente
inestables, pues el computo de los nuevos puntos de control involucra combinaciones no
convexas de los originales.

e Es innecesariamente complicada para representar varios polinomios con diversos
grados, porque debe elevarse el grado hasta el valor maximo. Ademas, aunque el
proceso de elevacion de grado sea estable, conlleva errores numéricos.
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Como consecuencia de estas desventajas, no existe una metodologia unificada para
obtener aproximaciones polindmicas en esta base de entidades no polinémicas arbitrarias.
Podria pensarse en emplear la base de monomios, pues permite trabajar con polinomios de
diversos grados y operar con ellos algebraicamente. De hecho, es sencillo obtener una
aproximacion polinémica (una serie de Taylor) para las funciones trascendentes mas
comunes. Por desgracia, si bien una expansién de Taylor resulta adecuada para aproximar
una funcién en un intervalo simétrico alrededor de un punto u = 0, conduce a huecos
cuando tratamos de conectar varias de estas aproximaciones (Fig. 1.4a). Esto es
inaceptable en CAGD, pues las curvas y superficies se suelen definir por trozos. Ademas,
el posterior andlisis de la geometria mediante un programa de CAE (elementos finitos,
dinamica de fluidos, etc) proporcionaria resultados incorrectos (Kasik et al., 2005).
También la base monomial presenta inestabilidad numérica que no la hace adecuada para
la representacion de curvas y superficies (Farin, 2002). Asimismo, Piegl (2005) afirma que
el desarrollo de estrategias para eliminar inestabilidades numeéricas, entre las que se
encuentra la eleccion de la formulacion matemética correcta, constituye uno de los
principales desafios en CAD.

La solucién propuesta se deriva de la utilizacion de la base s-monomial presentada por
Sanchez-Reyes (1997). Esta base, correspondiente a una forma de Newton modificada,
constituye el equivalente simétrico de la base de monomios, y de manera natural conduce a
expansiones polinémicas de tipo Hermite (Fig. 1.4b) en dos puntos (Sanchez-Reyes, 2000),
que ademas solventan los problemas de la base monomial. Estas expansiones son justo las
requeridas para la representacion a trozos de entidades geométricas, en las que generarian
un spline con grado de continuidad maxima.

---------- Curva definida a trozos |
—— Segmentos monomiales

---------- Curva definida a trozos
—— Segmentos de Hermite

b

Figura 1.4: Diferentes aproximaciones polindmicas de una curva. (Fuente: Sdnchez-Reyes, 2000)
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Figura 1.5: Poligono de control asociado a la base s-monomial y efecto de los puntos de control.
(Fuente: Sanchez-Reyes, 1997)

El truncamiento de estas expansiones conserva tantas derivadas en los puntos extremos
como es posible, y corresponde al algoritmo de reduccién de grado en la base s-monomial.
Este proceso equivale a la aplicacion sucesiva del algoritmo de reduccién de grado de
Forrest (1972). De esta forma se genera la aproximacion de Hermite en los puntos
extremos. Esta nueva base resulta idonea para obtener aproximaciones polinémicas de las
entidades complejas que resultan del procesado de geometria. Ademas las matrices de
cambio de base entre esta representacion y la de Bernstein no presentan problemas
numéricos. Por tanto, se pueden transformar con precision los datos de entrada a la nueva
base, efectuar las operaciones de procesado de geometria, reducir el grado y finalmente
volver a la representacién de Bézier.

Esta nueva base, como la de Bernstein, admite un representacion de los coeficientes
como puntos de control, definiendo un poligono de control con significado geomeétrico.
Dicho poligono disfruta de las mismas propiedades que el poligono de Bézier (Fig. 1.5):

Los puntos “tiran” de la curva, permitiendo un control interactivo de la misma.

La curva es tangente al poligono en sus extremos.

La curva se encuentra contenida en el dominio convexo del poligono.

La representacion es invariante frente a transformaciones afines.
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1.6 Organizacion de la tesis: 7 capitulos y 2 anexos.

El Capitulo 2 introduce la herramienta matematica basica empleada en este trabajo, las
s-series. Estas series resultan de la base s-monomial, basada en expansiones de Hermite en
un intervalo unitario de la variable, descritas en el apartado 1.5. Este capitulo se centra en
la definicion de una s-serie, asi como en la representacion y calculo de sus coeficientes.

En el Capitulo 3 se describen las estrategias para calcular de manera eficiente la
aproximacion de una entidad mediante s-series. En primer lugar se repasa la convergencia
de las s-series. En segundo lugar se estudia el proceso de subdivision, que permite
garantizar la convergencia de la s-serie. A continuacion se presentan los procesos de
conversion entre la base s-monomial y la base de Bernstein. Finalmente se concatenan las
curvas de Bézier resultantes de la aproximacion de cada uno de los trozos en que se ha
subdividido la entidad original, consiguiendo una representacién B-spline mas adecuada
para aplicaciones CAD/CAM que la unidn de varios tramos de Bézier.

En el Capitulo 4 se comparan las aproximaciones mediante s-series con las basadas en
series de Poisson. Primero se hace un breve repaso de las series de Poisson. A continuacion
se compara la convergencia de las s-series con las de Poisson. Finalmente mediante una
serie de ejemplos se comparan ambos métodos de aproximacion, y se ilustra la
superioridad de las s-series. Este capitulo corresponde a la traduccion del articulo
(Sanchez-Reyes y Chacon, 2005a) en revista internacional.

En el Capitulo 5 se aproxima la clotoide como ejemplo de aplicacion de las estrategias
de aproximacion mediante s-series expuestas en el Capitulo 3. La clotoide, definida
paramétricamente en términos de las integrales de Fresnel, es una curva trascendente. Por
esto no admite una parametrizacién polinémica racional y no puede expresarse en el
estandar NURBS. Se presenta un método para aproximar cualquier tramo de clotoide y su
offset via s-series, obteniendo una aproximacion polindmica que puede ser incorporada en
los programas de CAD/CAM. Se compara este método con el propuesto por Want et al.,
(2001), y se muestran una vez més las ventajas de las s-series frente a otros métodos de
aproximacion. Este capitulo contiene el material de los articulos (Sanchez-Reyes y
Chacdn, 2003a; 2003b), en revista internacional y nacional, respectivamente.

En el Capitulo 6 se aplican las s-series a las técnicas de deformacion. El objetivo de este
capitulo consiste en conseguir una aproximacion polindmica Bernstein-Bézier de los
objetos deformados. En primer lugar se presentan las técnicas de deformacion libre
basadas en la deformacion de una estructura espacial que contiene a dicho objeto, y se
describen los procesos de doblado y torsion de objetos.
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En el Capitulo 7 se exponen las conclusiones y aportaciones originales de esta tesis.
También se propone como linea de investigacion para su desarrollo en el futuro la
aproximacion del offset de curvas y superficies B-spline arbitrarias.

Finalmente en el Anexo A se estudia un procedimiento para incorporar en los
programas de CAD/CAM las aproximaciones generadas mediante s-series. EI método
elegido consiste en generar el archivo IGES de estas aproximaciones, formato de archivo
neutro importable desde cualquier programa de CAD/CAM comercial. El anexo B recoge
la lista de simbolos utilizados.



Capitulo 2

s-series: el analogo en dos puntos
de las series de Taylor

El Disefio Geométrico Asistido por Ordenador (CAGD) se basa en la representacion de
entidades geomeétricas en el estindar NURBS (Capitulo 1), por lo que se debe obtener una
aproximacion polinémica o racional de aquellas funciones trascendentes que no pueden ser
expresadas en la base de Bernstein. En principio se podria pensar en una aproximacion
mediante series de Taylor truncadas. De esta forma se obtendria una buena aproximacion
alrededor de un punto, pero se precisarian grados muy elevados para errores pequefios y
los programas de CAD tienen limitado el grado maximo admisible. Una forma de evitar
estos grados elevados seria conectar varios desarrollos de Taylor, pero en este caso
aparecerian huecos en la unién de dos expansiones, como ilustra la Fig. 1.4a, algo
inaceptable en una representacion para CAD.

En lugar de desarrollos de Taylor en un punto, la aproximacion para una representacion
a trozos debe basarse en el empleo de expansiones de Hermite en dos puntos, técnica
sobradamente conocida en analisis numérico (Stoer y Burlirsch, 1993). Dada una funcion
f(t) definida sobre el intervalo te[t,, t;], la aproximacion de Hermite H(f; t) de orden k es
el Unico polinomio de grado n = 2k + 1 que tiene contacto de orden k en los extremos {t,,
t;} con f(t), en otras palabras, el polinomio que interpola todas las derivadas

(FO). TOw)] .

Una vez que se ha identificado la aproximacion de Hermite como el método deseable, el
problema es calcular de modo eficiente el desarrollo de Hermite de funciones arbitrarias.
En los libros clasicos de teoria de la aproximacion (Berezin y Zhidkov, 1965; Davis, 1975)
se puede encontrar una expresion explicita que calcula la aproximacion de Hermite de
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orden k en funcién de las derivadas en los puntos extremos, pero los polinomios de
Hermite de orden k no forman parte de los polinomios de orden mayor, es decir, no se
puede hablar de una serie de Hermite. Para solucionar este problema, Sanchez-Reyes
(1997) introduce la base s-monomial, base polinémica alternativa a la monomial basada en
una expansion de Hermite en el intervalo ue[0,1]. Las series resultantes se denominan s-
series, ya que son series de potencias de un parametro simétrico s.

2.1 Definicién de s-serie

La s-serie (Sanchez-Reyes, 2000) de una funcion a(u) definida sobre un dominio
unitario ue[0,1] de la variable es simplemente una serie de potencias del parametro
simétrico s = (1 — u)u, cuyos coeficientes a, son funciones lineales de u:

s=(1-u)u

a, (u)=(1-u)al +ua} @1)

a(u) =Y a, (u) s,
k=0

Para calcular la s-serie de una funcion f(t) sobre un dominio general te[t,, t;], basta con
rescribirla como a(u) = f(t(u)) en funcién de la variable unitaria u mediante el siguiente
cambio de variable:

uel0,1]

t(u) =t,(L—u)+t,(u), feltt]
01"

(2.2)

Las funciones lineales ac(u) estan expresadas en la base de Bernstein, es decir, los
coeficientes a’,a, son las ordenadas de Bézier (Fig. 2.1a). La funcion sk(u) es el
polinomio central (k-6simo) de Bernstein escalado B2 (u) de grado n = 2k:

s* =B (u), B (u) = (1-u)“u*.
Como muestra la Fig. 2.1b, s* (u) es una funcién con forma de campana, que presenta
las siguientes propiedades:
¢ Degeneracion a un impulso escalado cuando k—oo.

e Simetria respecto al punto medio u = 1/2, donde obtiene su maximo 2%

e Contacto de orden k —1 con el eje horizontal en los puntos extremosu =0y u =1,
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a(u) 22KsK(u)

0 1 0 1/2 1
a b

Figura 2.1: (a) Funcion lineal a,(u). (b) Funcién simétrica s(u) del término k-ésimo de una s-serie.
(Fuente: Sanchez-Reyes, 2001b)

La principal propiedad de las s-series es que, dada una funcién a(u) sin singularidades
en una cierta regién del plano complejo, puede ser expresada univocamente como una s-
serie (2.1) convergente. Ademas la aproximacion de Hermite Hy(a; u) de orden k (grado n
= 2k + 1) resulta de truncar en el término k-ésimo la s-serie (2.1):

H, (a;u) :iai u)s', (2.3)
i=0

proceso equivalente a la aplicacion sucesiva del algoritmo de reduccion de grado de
k
Forrest (1972). Este es el Unico polinomio que reproduce las derivadas {a(r)(u)}r:o en los

puntos extremosu =0y u = 1.

2.2 Representacion de los coeficientes de una s-serie

Antes de abordar el problema de obtener los coeficientes a; de una funcion dada, se
tratard como representar una s-serie. Cada "coeficiente™ a,(u) de una s-serie a(u) (2.1) es
una funcién lineal expresada en la base de Bernstein:

0
a(u) =Y a(u)s*, a (u) = (1-u)a] +ua; :{(1—u),u}{ai} (2.4)
K N

Por tanto, una representacion natural de ac(u) (Sanchez-Reyes, 2000) es la pareja de
ordenadas de Bézier:

ay
a(u)—a = e (2.5)
k
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A partir de ahora se adoptara la notacién simplificada (2.5) para representar funciones
lineales. También se usara para as(u) el término "coeficiente", teniendo en cuenta que se
esta tratando con funciones lineales y no con constantes. De esta forma, la representacion
de una s-serie se reduce a la representacion de dos series de Taylor.

En algunos casos, como representacion alternativa, también se puede descomponer a,(u)
(2.4) en dos términos, uno constante y otro lineal:

= 0, A1
_ ak=%(ak+ak)
a,(u)=a +(u-1)Aa,, L

De este modo se puede descomponer una s-serie en sus componentes simétrica a‘(s) y
antisimétrica Aa(s):

a(s):%‘ﬁks"

Aa(s)=> Aas*
k

1

a(u):a(s)+(u—EjAa(s),

Cada coeficiente a,(u) en una s-serie (2.1) es una funcion lineal expresada en la base de
Bernstein, por lo que una s-serie se puede interpretar como una serie de Taylor donde cada
coeficiente es el par (2.5), o como la representacion de dos series de Taylor.

2.3 Expresion explicita de los coeficientes

Una s-serie es una serie de Newton modificada (Sanchez-Reyes, 2003b) de centros {0,1,
0,1, 0,1, ..}. Por consiguiente, los coeficientes a;, a; (2.5) pueden calcularse facilmente
en términos de las derivadas de los puntos extremos, utilizando el algoritmo triangular de
diferencias divididas empleado para calcular los coeficientes de una serie de Newton
(Goldman, 2003). Dadas las series de Taylor de las funciones a(u) y a(1 — u):

_Z@ o i 0_1d‘a(u)
a(U)_i=0Ciu’ Ci_i! du
=0 (2.6)

a(l—u)—gci(l—u), =

u=0

los coeficientes a (2.5) quedan expresados como la combinacion lineal de los coeficientes
¢?, ¢ (Sanchez-Reyes, 2003b):
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al k 2k —i—1)[c° 2k —i—1)|c*
N W ey 4
aj, i k—i cJ, k—i-1)|c )
Esta formula es una version simplificada de la obtenida por Lépez y Temme (2002) o Fine
(1961).

2.4 Alternativa para el calculo de los coeficientes

Un método alternativo para el calculo del par de coeficientes a, a; (2.5) consiste en
desarrollar algoritmos especificos para realizar las operaciones basicas con s-series (suma,
multiplicacién, divisién, raiz cuadrada, composicion, integracion, etc.) asi como para
calcular la s-serie de las funciones trascendentes mas importantes. Este método permite
obtener los coeficientes de una s-serie sin la necesidad de calcular las derivadas, mediante
la combinacion de s-series. Los algoritmos resultantes son parecidos a los de las series de
Taylor (Knuth, 1998), por lo que las s-series pueden manipularse de igual manera. A
continuacion se expone un resumen de las herramientas desarrolladas por Sanchez-Reyes
(2000), donde unicamente se indican las operaciones que se han utilizado en este trabajo.

Operaciones basicas con s-series

Suma. Dadas dos s-series a(u) y b(u), los coeficientes de la suma c(u) = a(u) + b(u) se
obtienen simplemente sumando los coeficientes a, y by del mismo orden.

Producto. Dadas dos funciones lineales a(u) y b(u) expresadas en la base de Bernstein:

0 0
a(u)aaz{al}, b(u)abz{zl},
a

el producto de ambas c(u) = a(u) - b(u) se calcula como:

a’h? 1 Aa=a'-a’
c(u)y=a(u)b(u) »>c= —AaAb{ }s, . (2.8)
{albl} 1 Ab =b —h°

Por tanto, para multiplicar dos s-series basta con agrupar productos de pares de
coeficientes. Esta operacion se puede expresar de manera eficiente mediante convoluciones
discretas (Sanchez-Reyes, 2000).

Composicién: Dadas dos s-series a(v) y v(u), con ue[0,1] y ve[0,1], la composicién
a(v(u)) se calcula simplemente reemplazando la variable v de la serie a(v) por la serie v(u).
Dado que una s-serie truncada admite el esquema de evaluacion de Horner, esta
composicién implica s6lo sumas y multiplicaciones, descritas anteriormente.
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Integracion: Dada la s-serie de la derivada d(u) de una funcion a(u), esta Gltima tiene
una serie cuyos coeficientes vienen dados por la férmula recurrente:

a° d? —(2k +1)Aa
{1 1 kl( +1)Ag, . k=0123. (2.9)
al| . k+l|-dl+(2k+1)Aa,

Obsérvese que esta formula necesita los coeficientes iniciales ay:

Ho(d;u)%aoz{zg}={z(((l)))}, (2.10)

generados por la expresion (2.7) para k = 0.

s-serie de funcion sinusoidal: Para calcular los coeficientes a, de la s-serie de una
funcion sinusoidal sin(t), de argumento te[t,, t;], basta con rescribirla en la forma (2.2) en
funcion de la variable unitaria v:

e[0,1
a(u) = sin(t(u)). r(u)[_ t](l_u) " 2.11)
-0

Los coeficientes a vienen dados por (Sdnchez-Reyes, 2001b):

4(k +1 -2 a’ 2
ak+2:—1 (k+1) ol A7 a |, k=0123.. (2.12)
k+2 -2 4k+D)]|a,,| k+1

donde A =t; — t,. Esta formula recursiva comienza para k = 0 con los coeficientes iniciales
o (2.10) y a; dados por la expresion (2.7) para k = 1:

e}

facilmente calculables dado que la solucion a(u) es conocida.

2.5 Interpretacion de los coeficientes

A continuacion se expone un resumen de la interpretacion geométrica de los
coeficientes de una s-serie presentada por Sanchez-Reyes (1997). Asimismo, se presenta el
poligono de control asociado a una s-serie resultante de la representacion como puntos de
control, introducida en el Capitulo 1, de los coeficientes de la base s-monomial.
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Una s-serie (2.1) se puede rescribir en términos de sus funciones base como:

© Pko :uk(l_u)k+l
a(u) =Y (alR’(u)+al-PHu)), (2.13)
Por consiguiente, se puede expresar en términos de los coeficientes normalizados &;, &; :

~0 ak

K72k +1)’
k

y de los polinomios de Bernstein como:

a(u) ZZ(éE-Bka*l(u)+ak B2 (u )) (2.14)
k=0
El interpolador de Hermite H, (a;u) de orden k de a(u) (2.13):

H, (a;u) = Z( B2 (u)+4&-B2 (u ))

resulta de la aplicacidn sucesiva del algoritmo de reduccion de grado de Forrest (1972) a
un polinomio en la base de Bernstein. Los términos de la expresion (2.14) seran eliminados
en la sucesivas reducciones de grado (2k + 1) — (2k — 1), de la interpolacion de Hermite de
orden k a la de orden k — 1:

H, (a;u)—H,_ (a;u)=&2-B2*" (u)+a-B2" (u). (2.15)

Si {bik}i:l son los coeficientes de Bézier de H,(a;u),y {ﬁik‘l}iz:llos coeficientes de
H,  (a;u) después de la elevacion de grado (2k — 1)—(2k + 1), de (2.15) se puede
deducir:

b =

ﬁk_l{izo, k-1 & =b —hit
P ' A k-1
i=k+2,...,2k+1 a =bf,—ht

Por consiguiente, los coeficientes &, & pueden interpretarse como la diferencia entre los
coeficientes centrales de Bézier del interpolador de Hermite de orden k y los coeficientes
centrales de Bézier del interpolador de Hermite de orden k — 1 expresados en la base de
Bernstein de grado n = 2k + 1 (Fig. 2.2). Los valores de a(u) en los extremos vienen dados:

&) la®)
Partiendo de los coeficientes &° ={5/2, 5/3, 1} y &' = {3/2, 5/3, 1} de una funcién a(u)
de grado n = 5, se han generado los coeficientes centrales de Bézier de las aproximaciones

de Hermite de a(u) mediante la aplicacion sucesiva de la interpretacion geométrica descrita
(Fig. 2.3).
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Poligonos de Bézier

: : : > u
K K+1
2k+1 2k+1

Figura 2.2: Interpretacion geométrica de los coeficientes. (Fuente: Sdnchez-Reyes, 1997)

2/5 3/5
Figura 2.3: Generacion de los coeficientes de Bézier de las aproximaciones de Hermite de una

funcidn de grado n = 5. (Fuente: Sdnchez-Reyes, 1997)

Asimismo, se puede generar una representacion de H, (a;u) mediante un poligono de
control cuyos puntos son los pares:

(Zii+1' b;j, (% bi‘+1), i=0 ... .k (2.16)

correspondientes a las distintas interpolaciones de Hermite. Estos puntos son los indicados
mediante flechas en las Fig. 2.2 y 2.3.
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La Fig. 2.4 muestra el poligono de la funcién del ejemplo anterior. La principal ventaja
de este poligono de control es que la reduccidn de grado se realiza simplemente eliminando
pares de puntos. Esta operacion genera el interpolador de Hermite de a(u) (Fig. 2.5).

En el caso paramétrico, simplemente remplazaremos en la expresion (2.16):

i i [ i+1 [
(2”1’ bij_>bi’ (m’ bi+1j_>bi+1'

Los coeficientes &, &, se pueden interpretar como vectores de control, ya que representan
la diferencia entre puntos de control de dos curvas de Bézier.

5 2
b2 b3
1
4 by
bl
a(u) 2
3
bY ¢
2
1 bcl)
T — u
1/3 2/5 3/52/3

Figura 2.4: Poligono de control de una funcion de grado n = 5.

1/3 2/5 3/52/3

1/3 213
Figura 2.5: Sucesivas reducciones de grado de una funcion de grado n = 5.
(Fuente: Sanchez-Reyes, 1997)
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2.6 Polinomios bivariados

La mayoria de los conceptos y definiciones del caso univariado pueden aplicarse al caso
bivariado. Un polinomio bivariado a(u,v) de grado (m, n) = (2p + 1, 2q + 1) definido sobre
el dominio (u, v) € [0,1] x [0,1] se puede expresar en la base s-monomial como:

(1-u)u

i:(l—v)v ’

son funciones bilineales. De forma analoga al caso univariado (2.5), los coeficientes de una
s-serie bivariada se definen por una matriz de 2 x 2 cuyos elementos corresponden con su
representacion de Bézier (Fig. 2.6):

00 01
a a
i

a (uv)
b 01

y

RO
=R

00
B

(0,0)

1.1

(1,0)
u
Figura 2.6: Interpretacion de a;j como una funcion bilineal en la forma de Bézier.
(Fuente: Sanchez-Reyes, 2000)



2.6 Polinomios bivariados 21

Operaciones basicas con s-series bivariadas

A continuacion se exponen las operaciones con s-series bivariadas utilizadas en este
trabajo.

Suma. Dadas dos s-series bivariadas a(u) y b(u), los coeficientes de la suma c(u) = a(u)
+ b(u) se obtienen simplemente sumando los coeficientes del mismo orden.

aOO +b00 a01+b01
Ci,j = .
i

a_10 + blO all + bll

J

Producto. Dadas dos funciones bilineales a(u) y b(u), el producto de ambas c(u,v) =
a(u,v)-b(u,v) puede expresarse como:

00b00 01b01 aObO albl ObO lbl 1 1
b= 2 Y e B Y PR P T, :
aU u u u
ap®  ap" ajhy aibl| [ah) ajb; 11

al? _glo _g% as — g0l _ g0
aﬁ _gll_go a\% _all_glo

Por tanto, para multiplicar dos s-series bivariadas, como en el caso univariado, basta con
agrupar productos de coeficientes, operacion muy sencilla si se utilizan convoluciones
discretas de matrices (Sanchez-Reyes, 2000).






Capitulo 3

Generacion de aproximaciones spline
polinomicas mediante s-series

En este capitulo se han desarrollado un conjunto de herramientas necesarias para
calcular de manera eficiente la aproximacién de funciones univariadas y curvas mediante
s-series, consiguiendo finalmente una representacion expresada en el estdindar NURBS
adecuada para su posterior incorporacién en un programa de CAD/CAM.

En primer lugar se resumen la convergencia de las s-series y el proceso de subdivision
para aquellas funciones que poseen singularidades. Este proceso persigue evitar estas
singularidades, generando una aproximacién convergente. También se puede aplicar a los
casos en gue se desean calcular aproximaciones de grado reducido para valores del error
pequefios, algo necesario ya que los programas de CAD/CAM tienen limitado el grado
maximo admisible.

Una vez que se ha calculado la s-serie de la funcion que se desea aproximar, se
convierte a la base de Bernstein, uniendo cada uno de los tramos de Bézier en que se ha
subdividido. El resultado final es un spline Hermitico (Grisoni et al., 1999) mas adecuado
para aplicaciones CAD/CAM que la representacion mediante tramos de Bézier
empalmados.
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3.1 Convergencia de las s-series

En este apartado se resumen los resultados descritos por Sanchez-Reyes (2000) sobre la
convergencia de las s-series, formulada en el plano complejo al igual que las series de
Taylor. Estos resultados proceden de aplicar los teoremas clasicos de convergencia para
procesos de interpolacién (Davis, 1975) al caso particular de la interpolacion simétrica de
Hermite en dos puntos.

La serie de Taylor a(z) de una funcion f(z) de variable compleja en un punto z, viene
dada por:

< i f0(z,)
a(z)=>.¢(z2-12), ci:T". (3.1)
i=0 .

Una funcién f(z) es analitica en una region A si es analitica en cada punto de A. Si una
funcion es analitica en z, entonces admite una representacién como una serie de Taylor
(3.1) alrededor de z, con un radio de convergencia r > 0 (Fig. 3.1). Si la funcion f(z) no es
analitica en z, entonces se dice que presenta una singularidad en z, El radio de
convergencia r es el radio del circulo mas grande con centro en z, que se puede dibujar en
A, de tal forma que no contenga ninguna singularidad en su interior. Dentro de este circulo
la serie de Taylor converge uniformemente a f(z) y diverge fuera de é€l.

Figura 3.1: Areas de convergencia en el plano complejo de una serie de Taylor y de Hermite.
(Fuente: Sanchez-Reyes, 2000)
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Figura 3.2: Areas cofocales de convergencia en el plano complejo para las s-series.
(Fuente: Sanchez-Reyes, 2001b)

Dado que una s-serie es una serie de potencias en s(z) = (1 — z)z, simplemente se deben
reemplazar los circulos con centro z, y radio r por curvas de la forma:

s()|=r* = s(z)=0-2)z. (3.2)

Estas curvas (3.2), conocidas como Curvas de Cassini (Neddham, 1997), son el lugar
geométrico de puntos z tal que el producto de sus distancias a los focos {z =0, z = 1} es
igual a la constante r?.

La s-serie de una funcién f(z) converge uniformemente a f(z) dentro de la curva méas
grande de Cassini de focos z = 0y z = 1 que no contenga ninguna singularidad y diverge
fuera. La Fig. 3.2 muestra las distintas curvas cofocales generadas al variar r,
pertenecientes a 3 familias diferentes:

e 0<r<1/2: Dos 6valos de Cassini, alrededor de los focos z =0y z = 1 respectivamente.

e r = 1/2: Lemniscata de Bernoulli L, figura con forma parecida al simbolo « con un
punto doble en u = 1/2.

e 1 >1/2: Un contorno cerrado que contiene a ambos focos.

En la mayoria de las aplicaciones solo interesa la convergencia sobre el intervalo real
unitario [0,1] de definicion. La convergencia sobre el intervalo [0,1] estard garantizada
cuando dicho intervalo esté completamente contenido en el area compleja de convergencia.
La curva de Cassini con r = 1/2 es la de menor area que contiene completamente al
intervalo [0,1], por lo que para garantizar la convergencia de la s-serie, la lemniscata de
Bernoulli L no debe contener ninguna singularidad. No obstante, si L contiene alguna
singularidad z*, esta se puede evitar mediante la subdivision del intervalo.
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L
Z *
(@]
t*
0 1/3 213 1 u
a
L
Z *
(@]
t*
0 173 1 !
b

Figura 3.3: (a) Subdivisién uniforme. (b) Subdivision no uniforme.
(Fuente: Sanchez-Reyes, 2001b)

3.2 Proceso de subdivision

Como se ha expuesto en el apartado anterior, el area de convergencia en el plano
complejo de una s-serie es una curva de Cassini, y para garantizar la convergencia de la s-
serie de una funcion f(u) sobre un intervalo real u[0,1], la lemniscata L no debe contener
ninguna singularidad. La s-serie de f(u) convergera uniformemente a f(u) si L no contiene
ninguna singularidad z*, y no convergera a la funcion f(u) si contiene alguna singularidad.

Cuando L contiene alguna singularidad esta se puede evitar mediante la subdivision del
intervalo original, excepto cuando la singularidad es real y se encuentra dentro del
intervalo ue[0,1]. La Fig. 3.3a muestra la estrategia de subdivision uniforme para una
singularidad imaginaria z no contenida en el eje real ue[0,1], donde el intervalo unitario
ha sido subdividido en tres segmentos de igual longitud. Si se calcula la s-serie de cada
segmento, las nuevas lemniscatas L, con focos {0, 1/3}, {1/3, 2/3} y {2/3, 1}, son mas
pequefias que la original y estan contenidas dentro de la lemniscata original. De este modo,
tras las subdivisiones necesarias se puede conseguir mantener todas las singularidades
fuera de la lemniscata L de cada tramo de subdivision, consiguiendo una s-serie
convergente en cada tramo, a la vez que se abarca todo el intervalo original de definicion.

Si en lugar de subdividir el intervalo original en tres segmentos de igual longitud, se
divide en 2 segmentos de distinta longitud, resultan dos lemniscatas L, con focos {0, 1/3} y
{1/3, 1}, no contenidas completamente en la original. Teniendo en cuenta la localizacién
de las singularidades y escogiendo el punto de subdivision de tal forma que las
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singularidades queden fueran de las nuevas lemniscatas L, se tiene que una subdivisién no
uniforme en dos trozos es mas eficiente que una uniforme en 3 tramos (Fig. 3.3b). La
calidad de la aproximacién aumentara con la distancia entre las nuevas lemniscatas L y la
singularidad.

En el caso de una singularidad real t~ situada dentro del intervalo ue[0,1] (Fig. 3.3a), la
subdivisién se generara de forma que t esté localizada justo en el centro de uno de los
intervalos en que se ha subdividido el intervalo original. Como la singularidad t  coincide
con el punto doble de la lemniscata L correspondiente, la convergencia esta garantizada en
todo el intervalo excepto en t". Un calculo simple indica que Gnicamente sera necesaria una
subdivision si se verifica:

t"eU, U=[1/2-+21/4,1/2+~/214]. (3.3)
Ejemplos de aproximacion de funciones con singularidades

Como primer ejemplo se ha aproximado la funcién f(u) = log[(u —t) (u—2") (u—2)]
sobre ue[0,1], con una singularidad real t = — 0.07 y dos complejas z' = 0.2 + 0.2i.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

f(u)

¥~ 02 0.4 05 06 0.8 1

f(u)

C 25

u

0P 024 04 06 08 1

Figura 3.4: Areas de convergencia y aproximacion de Hermite de f(u) = log[(u —t") (u—-2") (u—
Z)], cont =—-0.07yz =0.2 +0.2i. (a) Sin subdivision. (b) Subdivision uniforme. (c) Subdivision

no uniforme.
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La lemniscata L que abarca todo el intervalo ue[0,1] contiene en su interior las 3
singularidades, por lo que la s-serie correspondiente sera divergente (Fig. 3.4a). En
principio se podria pensar en una subdivision uniforme del intervalo. Si se calcula la s-
serie de cada segmento, las nuevas lemniscatas L con focos {0, 0.5} y {0.5, 1} son mas
pequefas que la original, pero la lemniscata del tramo de la izquierda sigue conteniendo la
singularidad real t = — 0.07 (Fig. 3.4b). Esta singularidad hace que la s-serie de este tramo
sea divergente, mientras que la serie del tramo derecho disfruta de convergencia.

Ante estos resultados, se procedera a generar una subdivision no uniforme, de manera
que las 3 singularidades queden fuera de las lemniscatas L de cada tramo. Las nuevas
lemniscatas L con focos {0, 0.24}, {0.24, 1} son méas pequefias que la original y no
contienen ninguna singularidad (Fig. 3.4c), lo que garantiza la convergencia en todos los
tramos.

Como segundo ejemplo se ha aproximado la funcion f(u) = log[|u — 0.2]] en el intervalo
ue[0,1], que presenta una singularidad real t = 0.2 situada dentro del intervalo unitario. En
este caso Unicamente es necesario efectuar una subdivisién ya que t no esta contenido
dentro del intervalo U (3.3), haciendo coincidir t” con el centro de uno de los dos intervalos
de subdivision (Fig. 3.5a). De esta forma se asegura la convergencia de la aproximacion en
todo el intervalo excepto en la singularidad, donde la funcion tiende a infinito (Fig. 3.5b).
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Figura 3.5: Areas de convergencia y aproximacion de Hermite de f(u)= log[ju — 0.2[].
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3.3 Conversion entre las bases s-monomial y Bernstein

Una vez que se ha calculado la aproximacion mediante s-series de una entidad dada,
interesa obtener su representacion de Bézier para su posterior incorporacion en un
programa de CAD/CAM. En este apartado se describen los procesos de conversion entre la
base s-monomial y la de Bernstein, tanto para funciones univariadas como para bivariadas.

Las matrices de conversion entre la base de Bernstein y la s-monomial toman unas
expresiones muy simples usando la funciones bases escaladas de Bernstein (Farouki y
Rajan, 1988). En la practica, interesara obtener aproximaciones, que no son mas que series
truncadas. Como el grado n de una s-serie truncada es n = 2k + 1, donde k es el nimero de
términos de la s-serie, la representacion de Bézier sera de grado impar.

A diferencia de la base monomial, las matrices de conversion entre la base s-monomial
y la de Bernstein no estan mal condicionadas, es decir, la transformacion no conlleva
pérdida significativa de precision en la transformacion (Sanchez-Reyes, 1997).

Conversion de la base s-monomial a la base de Bernstein
Funciones univariadas

Dado un polinomio a(u) en la base s-monomial, se definen los vectores columna a° y a'
que contienen los coeficientes de orden k (grado n = 2k + 1) de a(u):

0 1
a9 Eh
a’=| |, at=| |, (3.4)
ay a
~ ~\T : . .
y b:(b - ,bn) el vector columna que contiene los coeficientes escalados de Bernstein

de a(u). Los b, se calculan partiendo de los coeficientes de Bernstein estandar b; como:

Dada la simetria de los polinomios de Bernstein, b se calcula a partir de los coeficientes
(3.4) como:

6=|\/|”-a°+R(|v|”-a1), (3.5)
donde el operador R(M) invierte el orden de los elementos de un vector o las filas de una
matriz M,y M" representa una matriz de dimensiones (n + 1) x (k + 1), cuyos coeficientes
no nulos son (Sanchez-Reyes, 1997):

-20- =0, ...
mr ("2 1, g 0,....,k |
59 i—q j=0,...,n—k-1
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25}

0.2 0.24 0.4 0.6 0.8 1
Figura 3.6: Representacion de Bézier de la aproximacion de Hermite de gradon =5
de f(u) = log[(u—t) (U-2) (u—-2)],cont =—0.07yz =0.2 £ 0.2i.

En el ejemplo de la Fig. 3.6, partiendo de la s-serie calculada en el ejemplo del apartado
anterior (Fig. 3.4c), se ha realizado el cambio de base (3.5), calculando finalmente las
ordenadas de los puntos de control de la representacion de Bézier no paramétrica (Farin,
2002) de cada uno de los tramos.

Funciones bivariadas

Dado un polinomio bivariado a(u,v) de grado (m, n) = (2p + 1, 2q + 1) definido en la
base s-monomial, de forma analoga al caso univariado, se definen 4 submatrices de
dimension (p + 1) x (g + 1), correspondientes a los distintos coeficientes (2.17), a”, a®, a*°
y at*, de a(u,v).

Se define también la matriz b de dimension (m + 1) x (n + 1) que contiene los
coeficientes escalados de Bernstein. Los b, ; se calculan partiendo de los coeficientes de

Bernstein estandar b;; como:
, i g

Los coeficientes escalados de Bernstein (3.6), en funcion de los coeficientes s-monomiales
se calculan como:

b=M"-a"-M" +R(M"-a'-M")+C(M" ~a°1-Mm)+C(R(M” ~a“-|v|m)) (3.7)

donde el operador R(M), definido en el apartado anterior, invierte el orden de las filas y el
operador C(M) invierte el orden de las columnas.
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Figura 3.7: f(x, y) = sin(x-y). (a) Funcion exacta. (b) Aproximacion de Hermite de grado
(m, n) = (5, 5). (c) Error &(x, y).

En el ejemplo de la Fig. 3.7 se ha aproximado la funcion f(x, y) = sin(x'y), sobre el

dominio (X, y)e[-n/2,n/2] X [-n/2,m/2]. A continuacidn se ha realizado el cambio de base

(3.7) y obtenido los puntos de Bézier de la aproximacion.

Conversion de la base de Bernstein a la base s-monomial

Existen aplicaciones en las que, partiendo de la representacion de Bernstein de un
objeto, es necesario calcular los coeficientes de la s-serie correspondiente, como es el caso
de la deformacion de un objeto basada en la composicion de funciones polindmicas, que se

veréa en el Capitulo 6.

Funciones univariadas
Los coeficientes (3.4) de un polinomio a(u) en la base s-monomial de gradon =2k + 1
en funcién de los coeficientes escalados de Bernstein b se pueden calcular como:

a®=N"-b, a1=C(N”)-6 (3.8)
donde N" es una matriz de dimensién (k +1) x (n + 1), cuyos coeficientes no nulos son

(Sanchez-Reyes, 1997):
j-a(N—]-0

N" :—1“*( _ j _ .

b= j=a, ... .k
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Funciones bivariadas

Los coeficientes de un polinomio bivariado a(u,v) de grado (m, n) = (2p + 1, 2q + 1) en
la base s-monomial (2.17), en funcion de los coeficientes de Bernstein, vienen dados por:
a®=N"-b-N", a®=C(N")-b-N"

a°1=Nm-5-R(N”), all:C(Nm)-E)-R(N”) (3.9)

3.4 Eliminaciéon de nodos internos

Partiendo de la representacion de Bézier de cada uno de los trozos en que se ha
subdividido la entidad que se desea aproximar, se procede a la union de estos,
consiguiendo una representacion B-spline Hermitica (Grisoni et al., 1999) méas adecuada
que la unién de varios tramos de Bézier, pues posee menor nimero de puntos de control.

La unién de varios tramos de Bézier se generard aplicando el algoritmo de eliminacion
de nodos internos (Piegl y Tiller, 1997), que no es otra cosa que el proceso inverso al
algoritmo de insercion de nodos. El objetivo del algoritmo de eliminacion de nodos es,
cuando ello sea posible, reducir la multiplicidad de un nodo interno de una curva B-spline,
sin modificar su forma. Al reducir la multiplicidad se reduce el numero de puntos de
control y se obtiene una representacion mas compacta.

Si el spline posee continuidad C* en un nodo, se podra reducir su multiplicidad original
r hasta un valor minimo r' = n — k. Para el caso del spline Hermitico resultante de
concatenar tramos de Bézier de grado n = 2k + 1 con continuidad C*, la multiplicidad de
los nodos internos, que inicialmente es n, podra reducirse hasta r' = k + 1. En este caso
concreto, el algoritmo de insercion de k nodos adicionales en un nodo de multiplicidad k +
1 degenera en el de Casteljau. Por consiguiente, se pueden eliminar nodos via de Casteljau
considerando que la condicion de continuidad C* entre dos curvas de Bézier es que sus k +
1 puntos extremos resulten de subdividir una curva de grado k.

Por lo tanto, en una curva B-spline, se sustituiran los k + 1 puntos extremos d!, d!', de

2 curvas de Bézier (i, i +1) unidas en el nodo u;:
di ={bni - by}
diII :{bnAi’ et bn-i+k}
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Puntos de control

S

O sin cambios
3K eliminados
O nuevos

bn-i+3

b t 1 F — — U
n-i-3 ui-l Ui Ui+]_

Figura 3.8: Unién C* de curvas de Bézier.

por los de la curva de grado k de la que resultan, cuyos puntos se calcularan aplicando el
algoritmo de Casteljau mediante extrapolaciéon (Farin, 2002) para un valor del parametro
u=(U;—U4)/(u—u;_,) (Fig. 3.8). La extrapolacién es un proceso numéricamente
inestable, que debe evitarse para valores elevados del pardmetro. Por consiguiente, el
algoritmo de Casteljau lo aplicaremos a los puntos extremos d! cuando A, > A, y a los
puntos d;' invertidos cuando Ay <A, con Ay =(u;—u,;) y A; =(u;,, —U;). Este proceso
se repetira tantas veces como uniones entre curvas de Bézier existan. La Fig. 3.9 muestra
un ejemplo de eliminacién nodos en un spline Hermitico de grado n = 5 compuesto por 3
curvas de Bézier.

Continuando con el ejemplo del apartado anterior (Fig. 3.4c) y partiendo de la
representacion de Bézier de la aproximacion de cada uno de los tramos en que se ha
subdividido la funcion (Fig. 3.6), se han concatenado ambas representaciones de Bézier de
grado n = 5 (orden k = 2). Como resultado se tiene una curva B-spline que posee
continuidad C? en el punto de unién. Como se ha expuesto anteriormente, la multiplicidad
del nodo interno se podré reducir hasta un valor r' = 3. Por consiguiente, se sustituiran los 3
puntos extremos {b,, b,, bs}, {bgs, by, b,} de las 2 curvas de Bézier que constituyen la
curva B-spline por los de la curva de grado k de la que resultan, generando la
representacion B-spline final (Fig. 3.10).

Puntos de control

O sin cambios
3% eliminados
O nuevos

Figura 3.9: Eliminacion de nodos en un spline Hermitico de grado n = 5.
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Puntos de control

O sin cambios
3¢ eliminados
O nuevos

25t
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Figura 3.10: Representacion B-spline de orden k = 2 (grado n = 5).



Capitulo 4

s-series frente a las series de Poisson
para la representacion de funciones
analiticas

La representacion paramétrica de curvas y superficies en CAD (Capitulo 1) emplea
funciones polinémicas o racionales (Farin, 2002; Piegl y Tiller, 1997). Sin embargo, las
funciones analiticas (Davis, 1975) proporcionan un marco necesario para la representacion
de funciones trascendentes no representables por los modelos polinémicos o racionales
estandar, por ejemplo, curvas o superficies no algebraicas (Lawrence, 1972). Por esto, es
interesante desarrollar una herramienta general para representar y manipular funciones
analiticas de una manera eficiente.

Una primera opcién viene proporcionada por el concepto de B-base (Pefia, 1999) que
generaliza la idea de la base de Bernstein a espacios funcionales de dimension finita. Dado
un espacio vectorial de funciones con bases normalizadas totalmente positivas, entre todas
ellas existe una Unica base, llamada B-base, con propiedades dptimas de conservacion de
forma. Si un espacio tiene una B-base se puede definir una curva a través de un poligono
de control de manera analoga al caso de Bézier. Estas curvas presentan todas las positivas
propiedades geométricas de la representacion de Bézier (convex-hull, variacion
disminuida, tangencia al poligono de control en los puntos finales, invariancia afin) ademas
de la existencia de un algoritmo de subdivision de tipo de Casteljau. Sin embargo, cada
espacio vectorial de funciones tiene una B-base particular y el niamero de funciones base
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requeridas es igual a la dimension del espacio. Por lo tanto, no se pueden representar de
manera unificada funciones analiticas arbitrarias.

También se han utilizado otras expansiones sobre intervalos finitos para aplicaciones
CAD, como las series de Legendre para generar aproximaciones polindmicas del offset de
una curva (Li y Hsu, 1998), de la inversa de funciones polindmicas (Farouki, 2000) o para
reducciones de grado (Lee et al., 2002). En general, el célculo de los coeficientes resulta
complejo ya que involucra integrales. La resolucion de estas integrales, salvo casos muy
concretos como son las funciones polindmicas, precisa de métodos de integracion
numerica. Asimismo, la aproximacion de una funcién mediante una serie de Legendre
truncada no interpola dicha funcién en los puntos extremos, lo que produce huecos en la
unién de varias expansiones. Por consiguiente, las series de Legendre no resultan
adecuadas para aplicaciones CAD.

Morin y Goldman (2000a, 2000b, 2001a, 2001b) han presentado recientemente varios
trabajos, basados en el empleo de las series de Poisson, para la aproximacién de funciones
analiticas en CAD. Este modelo se puede interpretar como el analogo de la representacion
polindbmica de Bézier para la representacion de funciones analiticas en intervalos semi-
infinitos. Los coeficientes de estas series definen un poligono de control que presenta las
positivas propiedades geométricas de la formulacion de Bézier.

En este capitulo se compara la formulacion de las series de Poisson con las s-series
(2.1). Primero se realizara un breve repaso de las series de Poisson, pasando a continuacion
a una serie de ejemplos donde se compararan ambos métodos de aproximacion.

4.1 Series de Poisson

El desarrollo de Poisson alrededor del punto t = 0 de una funcion f(t) dada se define
como:

f(t)= 2 oD, (1), B ()=, (4.1)

donde los coeficientes de Poisson py se pueden calcular facilmente (Morin y Goldman,
2000a) mediante la expansion de Taylor de la funcion g(t) = e'f(t) en t = 0:

[ K

=020, sw-er) 42
i=0

Las funciones base de Poisson (4.1), representadas en la Fig. 4.1, son positivas sobre el

semi-eje te[0,0) y forman una particion de la unidad. Estas funciones pueden interpretarse

como el caso limite de los polinomios de Bernstein de grado n cuando n — oo, definidos
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sobre te[0, n]. Por lo tanto, el sumatorio (4.1) se puede interpretar como el caso limite
n — oo de una curva no parameétrica de Bézier de grado n sobre te[0, n]. Los puntos de
control de esta curva no paramétrica son py = (K, px), €s decir, con abscisas de Bézier {0, 1,
2, ...} uniformemente espaciadas a lo largo de eje x. Este poligono de control infinito
hereda las siguientes propiedades de la representacion de Bézier:

¢ Imita la forma de f(t) en la region positiva cercana al origen t = 0. Los puntos py tienen
una efecto de empuje/arrastre sobre la curva, ya que by(t) presenta unimodalidad,
alcanzando su méximo en t = k.

¢ El poligono de control es tangente a f(t) en po.

¢ Si la serie converge en [0, ), las propiedades de convex-hull y variacion disminuida se
mantienen.

e Precision lineal: Las ordenadas de los puntos de control de una funcién lineal f(t) son py
= f(k).

Una funcién de Poisson es la representacion (4.2) convergente en una region cercana al
origen de una funcién. Estas definiciones se pueden extender de manera sencilla al caso
paramétrico, donde la representacion de Poisson presenta invariancia afin.

Si se desea tener una nueva representacion de f(t), con puntos de control g« = (ko, Q)
conk ={0, 1, 2, ... }, el resultado es equivalente a escalar el grafico y el poligono de f(ot)
un factor de escala p a lo largo del eje x. Las nuevas ordenadas g; son las de la funcion f(ot)
y las nuevas funciones base son by(t/p). Las series de Poisson se rescriben como:

[e's} k i .
f(t)=> aby (t/ ), G = Zmp' ) (4.3)
k=0 i=0
by (0)

b, (t)

bZ(t) bg(t) b4(t)

0 1 2 3 4

Figura 4.1: Funciones base de Poisson b(t), k=0, .. ., 4.
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f(t)
1 p=1/16
1/8
1/4
p=1/2
0 05 1t

Figura 4.2: Poligonos de control de Poisson de f(t)= t*, te[0,1].

En el marco polinomico, DeRose (1988) indica la equivalencia entre la subdivision y la
reparametrizacion lineal. Las nuevas ordenadas k-ésimas qgx (4.3) pueden calcularse
partiendo de las originales {pi}:;o (4.2) mediante el algoritmo de subdivision de tipo de
Casteljau (subdivision del lado izquierdo) usando un sumatorio (Morin y Goodman,
2001a).

Como para las curvas de Bézier, en el caso 0 < p < 1 (representacion refinada), una
subdivision reiterada genera una secuencia de poligonos de control que convergen a f(t)
sobre el intervalo de convergencia de la serie. Estos poligonos proporcionan una
aproximacion lineal a trozos de f(t). Esta propiedad queda ilustrada en la Fig. 4.2 para la
funcion f(t) = t?, donde como factor de escala se ha tomado p= 27, coni = 1, 2, 3, 4.
Hermann (2002) demostré que una determinada familia de bases que incluye la base de
Bernstein y la de Poisson gozan de esta convergencia del poligono refinado.

Si se busca una representacion de f(t) sobre un intervalo arbitrario [to, ) en lugar de [0,
o), con puntos de control sobre abcisas {t,, to+1, t;+2, ... }, las nuevas ordenadas son las de
f(t —t,). No obstante, si se intentan calcular mediante el algoritmo de subdivision de tipo de
Casteljau (subdivision del lado derecho), el calculo se vuelve muy complejo, ya que
involucra sumas infinitas.

4.2 Convergencia de las series de Poisson

En esta seccidn se resumen los resultados mas importantes relativos a la convergencia
de las series de Poisson, basicamente igual a la convergencia de las series de Taylor
(Needham, 1997) (Capitulo 3). Dado que estos resultados estan formulados en el plano
complejo, a partir de ahora se consideraran funciones complejas f(z).
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C

z* z*

be

a

Figura 4.3: (a) Circulo C de convergencia en el plano complejo para las series de Taylor y

Poisson. (b) Singularidad z~ evitada mediante extension analitica.

El area de convergencia de la serie de Poisson de una funcion f(z) alrededor del origen z
= 0, al igual que para las series de Taylor, es un circulo de radio r centrado en z = 0 (Fig.
4.3a). Dado un intervalo real [0, a], se puede garantizar la convergencia de la serie de
Poisson en este intervalo si se verifica que r > a, es decir, si el circulo de convergencia C
abarca todo el intervalo.

Para evitar una singularidad z" situada fuera del eje real, Morin y Goldman (2001a)
emplean una continuacion analitica para generar una secuencia de series de Poisson
convergentes, cuyos circulos de convergencia eviten z~ (Fig. 4.3b). Supongamos que se
desea una aproximacion convergente en un intervalo [0, a]. Cuando r < a no se podra
emplear una serie de Poisson centrada en t = 0 més alld de t = r. Mediante la subdivision
del lado derecho se puede calcular una nueva serie centrada en t; < r convergente mas alla
de t = r. Esta estrategia se repetira tantas veces como sea necesario hasta abarcar todo el
intervalo deseado.

Se debe resaltar una ventaja de las series de Poisson frente a las series de Taylor para el
caso de funciones enteras (es decir, con r = o) y tal que limf(t)=0. En este caso las
series de Poisson convergen uniformemente sobre el intervalo [0, «), mientras que las
series de Taylor convergen uniformemente sélo en intervalos finitos.

4.3 Series truncadas y poligonos de Poisson

Una primera limitacion en las aplicaciones précticas es que no se pueden guardar series
infinitas. Por lo tanto, se debe truncar la expansion (4.3) en un cierto término k-ésimo, lo
que genera la aproximacion:

k

R(fit)=2ab(pt). (4.4)

i=0
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Esta aproximacion varia para diferentes valores de p. Como en el caso de las series de
Taylor, la aproximacién Py(f; t) tiene contacto de orden k con f(t) en t = 0. Se debe tener en
cuenta que una serie de Poisson truncada no es polinémica, por lo que no puede ser
incorporada en un programa de CAD/CAM ya que no es expresable en el estandar
Bernstein-Bézier. De hecho, una serie truncada no puede representar exactamente ningin
polinomio, excepto la funcion nula.

Para eludir este inconveniente, Morin y Goldman (2000a), en lugar de una serie
truncada (4.4), emplean una aproximacion basada en un poligono de control de Poisson
truncado de puntos g;, con 0 < i < k. Para aproximar f(t) sobre un intervalo te[0, a] con un
poligono de k + 1 puntos, simplemente se escoge un factor de escala p = a/k. No obstante,
este poligono truncado presenta nuevos problemas:

e No cumple las propiedades de variacion disminuida y convex hull. La funcion f(t) = t?
(Fig. 4.2) proporciona un claro ejemplo.

e Proporciona una aproximacion lineal a trozos, por tanto Ginicamente con continuidad C°.

e La aproximacion no interpola f(t) en el punto final, por lo que la extension analitica
descrita en el apartado 4.2 produce huecos en la union de varias expansiones.

4.4 Convergencia de las s-series frente a las series de Poisson

En la Fig 4.4 se han representado conjuntamente las &reas limitadoras de convergencia,
un circulo C para el caso de las series de Poisson y una lemniscata de Bernoulli L para las
s-series. Estas areas determinan la convergencia de ambas series sobre el intervalo real
ue[0,1]. Si el area no contiene ninguna singularidad, entonces la correspondiente serie es
convergente.

En el caso en que la singularidad esta situada en la region C — L, la serie de Poisson sera
divergente, mientras que la s-serie es convergente. Unicamente si la singularidad esta
situada en la pequefia region L — C la serie de Poisson serda convergente y la s-serie
divergente. Se puede concluir que, en general, las s-series disfrutan de mejor convergencia
que las series de Poisson.
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Figura 4.4: Comparacién entre el area limitadora de convergencia de las series de Poisson y

las s-series.

4.5 Ejemplos comparativos

En este apartado se han tomado distintos ejemplos de Morin y Goldman (2000a, 2000b,
2001a) y se han comparado las aproximaciones de Hermite con las aproximaciones de
Poisson sobre un intervalo dado te[0, a]. EI pardmetro elegido para poder comparar ambos
métodos ha sido el nimero de términos de ambas aproximaciones, el gradon =2k + 1 en el
caso de las s-series (2.1), y el indice k en el caso de Poisson (4.4).

Funcidn logaritmica f(t) = log(2 — 2t + t?%)

Como primer ejemplo se ha aproximado la funcion f(t) = log(2 — 2t + t?) en te[0,3].
Esta funcion presenta dos singularidades complejas z° = 1 + i. Como muestra la Fig. 4.5a
ambas singularidades estan situadas fuera de la lemniscata L, por lo que las sucesivas
aproximaciones mediante s-series (grado n = 3, 5, 7) son convergentes (Fig. 4.5b). Las
aproximaciones de Poisson son divergentes para valores mayores at = r, ya que el radio de
convergencia de la serie de Poisson es r=+2 (Fig. 4.5c). En la figura 4.5d se ha
representado el error de ambos métodos de aproximacién, demostrando de esta forma la
mayor precision de las s-series (n = 5, 7) frente a las aproximaciones de Poisson (k = 45),
ya que con s-series se consiguen errores muy pequefios para grados muy bajos.
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Figura 4.5: f(t) = log(2 — 2t + t?). (a) Areas de convergencia para las series de Poisson y las s-
series. (b) Aproximacion mediante s-serie (grado n = 3, 5, 7). (c) Poligono truncado y serie de

Poisson (k = 45). (d) Error &(t).

Funcién racional f(t)= 1—1'[
+

Otro ejemplo es el proporcionado por la funcion racional f(t) = (1+t)* en te[0,2]. Esta
funcion tiene una singularidad real t = —1. Esta singularidad est& fuera de la lemniscata L
(Fig. 4.6a), por lo que la aproximacion de Hermite es convergente, como ilustra la Fig.
4.6b. Las aproximaciones de Poisson son divergentes para valores de t > 1 (Fig. 4.6¢), ya
que el radio de convergencia de la serie de Poisson es r = 1. La Fig. 4.6d muestra el error
g(t) de ambos metodos de aproximacion, donde queda reflejada la divergencia de las
aproximaciones de Poisson. Obsérvese que para conseguir una precision similar con ambos
métodos, los poligonos de Poisson necesitan muchos mas términos que las s-series.
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s-serie

—————— Serie de Poisson
........... Poligono de Poisson

0 1 2 \ Y

c -3 d k=16 32

Figura 4.6: f(t) = (1+t)™. (a) Singularidad t" de f(t) y areas de convergencia. (b) s-serie (n = 3, 5, 7).
(c) Series de Poisson truncada (k = 16, 32) y poligono de Poisson (k = 4, 16, 32). (d) Error &(t).

Espiral de Arquimedes

La espiral de Arquimedes c(t) esta definida parameétricamente como c(t) = t-(cost, sint).
Se han calculado distintas aproximaciones de esta curva sobre te[0,4r]. Las funciones
componentes no presentan ninguna singularidad por lo que la convergencia esta
garantizada tanto para las s-series como para las aproximaciones de Poisson. La Fig. 4.7a
muestra la s-serie (n = 7, 9) junto al poligono de control de Poisson (k = 400, 800) y la
serie de Poisson (k = 400, 800). La calidad de estas aproximaciones se ha medido usando el
error Pitagorico &(t), es decir la distancia para un valor t entre la curva exacta c(t) y la
aproximacion. En el caso de la s-serie se ha subdivido el dominio inicial por el punto
medio t = 2rt con el objetivo de disminuir el error maximo. Como muestra la Fig. 4.7b, el
error g(t) es nulo en los puntos extremos y tiene forma de campana. NoOtese que, para
conseguir un error maximo aceptable, en el caso de la s-serie basta con un grado n = 9,
mientras que, tanto para los poligonos de Poisson como la serie de Poisson, las
aproximaciones (k = 800) son distinguibles visualmente de la curva exacta.
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s-serie
Serie de Poisson
Poligono de Poisson

g(1)

Figura 4.7: Espiral de Arquimedes. (a) Aproximaciones: s-serie (grado n =7, 9) y Poisson (k =
400, 800). (b) Error &(t).

Semicirculo unitario

En este ejemplo se ha considerado una parametrizacion trigonométrica del semicirculo
c(t) = (cost, sint), te[0,x]. Como en el caso de la espiral, las funciones componentes no
presentan singularidades, por lo que la convergencia estd garantizada en ambas
aproximaciones. La Figura 4.8a muestra que las aproximaciones mediante s-series (n = 3,
5) presentan un resultado de mejor calidad que las aproximaciones de Poisson (k = 25, 50).

50
(1) n=3 k=25 4
02 | f'I/' k=25
b
X
N
01f el N\ _--- k=50
,’/ —'/"’.’
/’/’ ,,,,, i /I l/
[ _.---"_n=5 [
(- T t
0 T
b
o(t) T
1. t
n=7
oo b 5 —— s-serie
ol _— Serie de Poisson
............ Poligono de Poisson
0.7 |
0.6 |
n=3
05+ ¢

Figura 4.8: Semicirculo. (a) Aproximaciones: s-serie (grado n = 3, 5) y Poisson (k = 25, 50).

(b) Error (t). (c) Velocidad paramétrica o(t) de la aproximacion via s-series.
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La Fig. 4.8b muestra el error de ambas aproximaciones, reflejando la superioridad de las
s-series frente a las aproximaciones de Poisson. Este ejemplo ilustra otra ventaja de la
aproximacion de Hermite (Sanchez-Reyes y Chacon, 2003a), la tendencia a mantener la
parametrizacion original de la longitud del arco, como muestra la figura 4.8c que
representa la velocidad paramétrica o(t) = | de(t)/dtl .

Superficie bivariada f(x, y) = sinx siny

En este ejemplo se ha aproximado la funcién bivariada f(x, y) = sinx-siny, sobre el
dominio (x, y)€[0,2n] x [0,2x]. Tanto las aproximaciones mediante s-series como las de
Poisson son convergentes, ya que las funciones componentes no presentan ninguna
singularidad, si bien la s-serie posee mejor precisién que la serie de Poisson, como
muestran las gréficas del error (Fig. 4.9).

Superficie
original

Sy
ST
R
HRRRH

R

{]
U

SR

(m,n)=(9,9)
a b c

Figura 4.9: f(x, y) = sinx-siny. Aproximaciones y sus correspondientes errores (X, y). (a) s-serie
(m, n) = (9, 9). (b) Serie de Poisson (k, k,) = (52,52). (c) Poligono de control de Poisson
(K, ky) = (52,52).



46  Capitulo 4. s-series frente a series de Poisson para la representacion de funciones analiticas

Catenoide

Finalmente se ha calculado la aproximacion del semi-catenoide f(z,6) = [r(z)-cosé,
r(z)-siné, z], superficie de revolucion generada por el giro de una catenaria r(z) = coshz
alrededor del eje vertical z, con (z, ) <[-2,2] x [0,x]. Al igual que en el ejemplo anterior,
las aproximaciones mediante s-series y series de Poisson son convergentes ya que las
funciones componentes no presentan ninguna singularidad. En la Fig. 4.10 se han
representado las distintas aproximaciones con sus correspondientes errores. Una vez méas
se puede observar que las aproximaciones de Poisson presentan menor precision que la
aproximaciones con s-series.

Superficie
original

Aproximacion

Error 0

(mn)=(9,9) 27>,

z

a
Figura 4.10: Semi-catenoide. Aproximaciones y sus correspondientes errores g(z, €). (a) s-serie
(m, n) =(9, 9). (b) Serie de Poisson (k;, kg = (32,52). (c) Poligono de control de Poisson
(k;, ko) = (32,52).



Capitulo 5

Aproximacion polindbmica de espirales
clotoides

En este capitulo, como ejemplo de aplicacion de las técnicas expuestas en los capitulos
2 y 3, se propone un método para generar una aproximacion polindmica, basada en el
empleo de s-series, de un segmento arbitrario de clotoide sobre un intervalo finito. Al
truncar una s-serie (Capitulo 2) en el término k-ésimo se genera el interpolador de Hermite
de orden k, es decir, el polinomio de grado 2k + 1 que reproduce en los extremos hasta la
derivada k-ésima de la curva original. Empalmando estas aproximaciones se obtiene un
spline Hermitico que exhibe continuidad C* en las uniones y que tiende a mantener la
parametrizacion original de la longitud arco. Esta aproximacién resulta mucho mas
adecuada para aplicaciones CAD que un desarrollo de Taylor truncado o la combinacién
de expansiones de Taylor presentado por Wang et al. (2001).

5.1 Introduccion

La espiral clotoide

La clotoide (Gomes, 1909), cuya forma se asemeja al muelle de un reloj mecanico,
también conocida como espiral de Cornu o espiral de Euler (Lawrence, 1972), es la curva
plana cuya curvatura varia linealmente con la longitud del arco. Esta propiedad hace que
los segmentos de clotoide se usen en el trazado de carreteras y vias de ferrocarril o
trayectorias de vehiculos robotizados, como curva de transicion entre rectas y/o arcos de
circulo (Meek y Thomas, 1991; Walton y Meek, 1990; Kanayama y Miyake, 1985;
Scheuer y Fraichard, 1997). Las clotoides también constituyen los tramos componentes de
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las curvas de interpolacién denominadas splines geométricos o intrinsecos (Hoschek y
Lasser, 1993).

La clotoide c(t) se define paramétricamente en términos de las integrales de Fresnel,
C(t), S(t), como:
t T2
® (C(t)J C) = cos(37)a 6.
c(t) = : . :
t .
S(t) S(t) =I03m(%§2)d§
Escogiendo un sistema de coordenadas adecuado, parat > 0 la clotoide est4 definida en

el primer cuadrante, parte del origen O parat = 0y tiende al punto c(x) = (1/2, 1/2) para
t — oo (Fig. 5.1).

La clotoide (5.1) presenta las siguientes propiedades remarcables:
e Longitud de arco I(t) = t, equivalente a parametrizacion con velocidad unitaria:
o(t) = [Le®)] = L1(t) =1. (5.2)
e Curvatura: k(t) = =t.
e Angulo a(t) entre la tangente y el eje x: a(t) = (n/2)t>.

Desafortunadamente la clotoide y su offset, al estar definidas en términos de las
integrales de Fresnel (5.1), son curvas trascendentes. Por tanto, no admiten una
parametrizacion racional y no pueden expresarse en el estindar NURBS.

y

(@]

Figura 5.1: Espiral clotoide c(t), te[0,4].
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Aproximaciones polinémicas de la clotoide

Todas las aproximaciones que involucran funciones no polinémicas, como raices
cuadradas (Boersman, 1960) o funciones trigonométricas (Heald, 1985; Cody, 1968) no
son admisibles, ya que no pueden ser expresadas en el estindar NURBS. En cuanto a
aproximaciones polinémicas, se podria pensar en series de Taylor truncadas, solucién
propuesta por Press et al. (1992) para valores pequefios de t, y Wang et al. (2001). Dado
que las integrales de Fresnel no presentan ninguna singularidad, queda garantizada la
convergencia del desarrollo. Con este método se obtendria una buena aproximacion de la
curva alrededor de un punto, pero se precisaria un grado muy elevado para conseguir
errores pequefios con una Unica aproximacion, y los programas de CAD tienen limitado el
grado méximo admisible. Ademas el resultado en la base monomial debe convertirse a la
base de Bernstein, conversion mal condicionada para grados elevados como demostraron
Daniel y Daubisse (1989) y Farouki (1991). Este deficiencia, no mencionada por Wang et
al. (2001), puede implicar una importante perdida de precision en la transformacion.

La division del dominio de interés en varios trozos con el objeto de evitar grados
elevados (Capitulo 2), calculando el desarrollo de Taylor de grado reducido de cada trozo,
no es una solucion valida, ya que aparecen huecos cuando intentamos unir dos expansiones
de Taylor (Fig. 5.2a). Para aplicaciones en vehiculos robotizados, estas discontinuidades
tendrian efectos catastréficos ya que producirian velocidades y aceleraciones infinitas.

Para solucionar este problema Wang et al. (2001) presentan un método alternativo. La
aproximacion sobre cada intervalo (t;, ti.1) resulta de combinar los desarrollos de Taylor
(grado k) a"(u) y a (1—u) (2.6) en dos nodos consecutivos con dos polinomios de
Hermite H***(u) de grado 2k+1:

a“(u)-H*"(u)+a" (1-u)-H*"*(1-u).

Taylor

------- Clotoide Hermite

------- Clotoide

Figura 5.2: Aproximaciones polinémicas de la clotoide. (a) Taylor. (b) Hermite.
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Finalmente, se wunen las aproximaciones sobre cada intervalo, generando una
representacion B-spline. Estos polinomios de Hermite presentan las siguientes
propiedades:

k

. k .
d' d'
H2k+l O :1, = H2k+1 O :O , H2k+l 1N=!— H2k+l 1 :0 :O.
©0)=1 {5r(H*20)-0p W= {gr(H* @)-0;
Este método, aparte de emplear una formulacion muy compleja para calcular las
expansiones de Taylor, necesita grados elevados. Para alcanzar continuidad C* se emplea
un gradon =3k + 1.

Splines Hermiticos y s-series

Frente a los desarrollos de Taylor propuestos, la soluciéon obvia a la cuestion es el
empleo de s-series (2.1), expansiones de Hermite en 2 puntos. La convergencia de las s-
series (Capitulo 3) queda garantizada cuando f(z) no presenta singularidades en el plano
complejo, condicion satisfecha por las integrales de Fresnel (5.1).

La aproximacion de Hermite de orden k resulta muy conveniente para una
representacion a trozos (Capitulo 2). Esta aproximacion genera un spline Hermitico de
grado n = 2k + 1 que exhibe continuidad C* en las uniones (Fig. 5.2b), menor que el
utilizado (n = 3k + 1) por Wang et al. (2001). En particular, para obtener una continuidad
C?, Unicamente necesitamos n = 5. Con el método propuesto por Wang et al. (2001)
bastaria n = 7, aunque con el fin de reducir el error utilizan n = 8.

Otra ventaja de la interpolacién de Hermite es que tiende a preservar la parametrizacién
arco original (5.2), ya que la aproximacion de Hermite Hy(c; t) de orden k de la clotoide
tiene una velocidad paramétrica:

o (1) =[5 He e D) (53)

cuyas derivadas 0, 1, ..., k=1, coinciden en los puntos extremos con las de la clotoide
original (5.2):

oy (ty) =o,(t) =1

ol (t,) =o{"(t,) =0, r=1..k-1

lo cual resulta ser beneficioso en aplicaciones tales como el control de movimientos de
vehiculos robotizados. La convergencia de H(c; t) a c(t), cuando k — oo, conlleva la
convergencia de las derivadas d/dt(H,(c; t)) a d/dt(c(t)) ya que ambas funciones, Hy(c; t) y
c(t), son analiticas. Esto garantiza la convergencia de la velocidad paramétrica o(t) (5.3) a
la funcién unidad. La interpolacién geométrica de Hermite, desarrollada por de Boor et al.
(1987), no es recomendable para aproximar la clotoide, incluso cuando pudiéramos
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conseguir una alta continuidad geométrica para un grado dado. La ventaja de esta técnica
es la libertad en la eleccion de la parametrizacion, pero esto podria destruir la tendencia a
mantener la parametrizacion de la longitud arco.

5.2 Calculo de la s-serie para un segmento de clotoide

Para calcular la aproximacion de Hermite H,(c; t) de orden k de la clotoide c(t) sobre un
intervalo dado te[t,, t;], basta con aproximar sus dos componentes, esto es, las integrales
de Fresnel (5.1):

H, (c:t) ={:i((cs::))J (5.4)

A continuacién se describe, paso a paso, como aproximar S(t) :I;sin(%ﬁz)dg sobre
un intervalo arbitrario te[ty, t;] mediante el método propuesto en el apartado 2.4, aunque
también se podria haber utilizado la expresion (2.7) en funcién de las derivadas. La s-serie
para C(t) (5.4) se calcularia de forma analoga.

1. Rescribir & como funcién &(u) sobre un dominio unitario ue[0,1].

En principio las s-series (2.1) deben estar definidas sobre un dominio unitario ue[0,1]
de la variable. Para conseguirlo, expresaremos la variable de integracion & como una
funcion de u mediante la siguiente transformacion lineal:

t ue[0,1]
EU) =t d-u)+t,(u) — §={ }

4 E(u) e[ty 4] .
2. Expresion de la funcion a(u) = %52 (u) como una s-serie.

El polinomio cuadratico a(u) se define como producto de dos funciones lineales. En
consecuencia, adoptando la notacion (2.5) basta aplicar la regla del producto de dos s-
series (2.8):

al ol (t,)? 1
a(u) > a= {oc%}{oci}s :g{(t:)Z}_g(AF’)Z {1}3, AE=t —t,.

3. Composicion sin(ou(u))
Primero, rescribimos o(u) en la forma (2.11):

a(u)—ocg
1__0°

Oy — Qg

a(u) = o) (L-V) +agy, v(u) = vel0,], (5.5)
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en términos de una funcion v(u) sobre un dominio unitario. Ahora podemos reemplazar
v(u) (5.5) en la serie de coeficientes (2.12) de la funcion sinusoidal.

4. Integracion

Finalmente se calcula la s-serie de S(t(u)), teniendo en cuenta que en dicha expresion se
emplea una variable u unitaria, en vez de te[t,, t;] (2.2). Para ello se integra la derivada:

%S(t(u)) =dU)= (Agsin(a(u)), AS=t -1,

empleando la formula recurrente (2.9), donde el coeficiente inicial a, (2.10) es conocido:

" {a(m}_ {sao)}

a@) ] (S(ty))
Hasta ahora se han supuesto series infinitas. En la practica interesard obtener
aproximaciones, que no son mas que series truncadas (2.3). Por tanto, para calcular las
aproximaciones de Hermite Hy(S; t) y Hi(C; t) de orden k de las integrales de Fresnel, en el

paso 3 basta trabajar con la aproximacion de orden k de la funcién sinusoidal, y
analogamente al integrar en el paso 4.

5.3 Ejemplos

En esta seccion se han obtenido distintas aproximaciones de la clotoide, con y sin
subdivision en el intervalo te[0,1], correspondiente a un angulo a.€[0, /2]. Este intervalo,
escogido por Wang et al. (2001), corresponde al maximo rango empleado en el disefio de
carreteras.

Aproximacion sin subdivision

Siguiendo el procedimiento descrito en la seccion 5.2, en la Fig. 5.3 se han calculado las
sucesivas aproximaciones de orden k de las integrales de Fresnel definidas en el intervalo
te[0,1]. Obsérvese que para un grado n =5 (k = 2) las aproximaciones de Hermite H,(S; t)
y H,(C; t) de las integrales de Fresnel, representadas con linea fina, son indistinguibles
visualmente de las integrales exactas, S(t) y C(t), representadas con linea gruesa.

Partiendo de las aproximaciones de Hermite de las integrales de Fresnel, en la Fig. 5.4a
se ha representado la aproximacion de Hermite Hy(c; t) de la clotoide. Obséervese que para
grado n = 7 (k = 3) la aproximacion de Hermite coincide practicamente con la clotoide. La
aproximacion Hy(c; t) tiene contacto de orden k con la clotoide c(t) en los extremos, por lo
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que la union de varios tramos también tendra continuidad C¥, continuidad que no se habria
conseguido mediante expansiones de Taylor.

Empleando la técnica descrita en el apartado 3.3 se han calculado los puntos de control
de la representacion de Bézier de la aproximacion de Hermite de la clotoide (Fig. 5.4b).

C(t)

0.5
S(t)

| - -t
0 0.5 1

Figura 5.3: Aproximaciones de Hermite H,(S; t) y H((C; t) de orden k = 1, 2 de las integrales de

Fresnel.
g (1)-10”
4l
3 k=1
21
1 L
k=2
A
0 1 t
C
ok(t)
1.05 k=2
1
1 3 t
k=3 0.95
0.9
b
0.85 d k=1

Figura 5.4: (a) Aproximaciones de Hermite H(c; t) de orden k = 1, 2, 3 de la clotoide para te[0,1].

(b) Representacion de Bézier. (c) Error Pitagorico (t). (d) Velocidad paramétrica o(t).
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|Og(8k,max)
01 o
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-10 L
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Figura 5.5: Error maximo &, ,.x(t) de la aproximacion de Taylor y Hermite de la clotoide en te[0,1].

La calidad de las aproximaciones se ha evaluado mediante el error g(t) Pitagorico en el
plano de Cornu:

g (t) =[ct) - H (1) - (5.6)

La Fig. 5.4c muestra como la gréfica del error g(t), con forma de campana, disminuye a
medida que aumenta el grado de la serie, es mayor en la parte central y se anula en ambos
extremos. La velocidad paramétrica o(t) de la aproximacién se muestra en la Fig. 5.4d,
donde se puede observar que oy(t) —1 a medida que aumenta el grado de la aproximacion
Hi(c; t). La superioridad de esta aproximacion respeto a la expansion de Taylor queda
reflejada en la Fig. 5.5, donde se compara el error maximo, en te[0,1], para la
interpolacion de Taylor y la de Hermite (en funcion del grado n = 2k + 1).

Aproximacion mediante spline Hermitico

Para conseguir aproximaciones de grado reducido con un cierto error, simplemente
basta con subdividir la curva en distintos segmentos, calculando para cada segmento la
correspondiente aproximacion de Hermite de orden k. De esta forma se podria aproximar
cualquier tramo de clotoide, sea cual sea su longitud, con grado reducido y un error tan
pequefio como se desee, mediante el proceso repetido de subdivision, estimando el error
mediante muestreo discreto.

En la Fig. 5.6a se ha subdividido el dominio inicial te[0,1] por el punto medio t = 1/2,
calculando las aproximaciones de Hermite H(c; t) de grado n = 3,5 (k = 1, 2) de la
clotoide. A continuacion se ha convertido esta aproximacion a la representacion de Bézier.
El error g(t) (5.6) disminuye considerablemente después de la subdivision (Fig. 5.6b),
como se muestra en la tabla 5.1, que muestra la relacion entre los errores maximos con y
sin subdivision. Se puede observar que la velocidad paramétrica de la aproximacion oy(t),
representada en la Fig. 5.6¢, presenta continuidad C** en el nodo interno de subdivision.
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Finalmente se han concatenado los dos segmentos de Bézier de gradon =5 (k = 2) en
una curva B-spline (Fig. 5.7) mediante el algoritmo de eliminacion de nodos (Capitulo 3).

Este spline tiene un nodo interno de grado de multiplicidad k + 1, por lo que presenta
continuidad C*.

Tabla 5.1: Reduccion del error por subdivision.

Orden k 1 2 3

€y max (SUDdiVisiON)
€, max (SiN sUbdivision)

0.109 0.031 0.009

€,()10°

k=1

k=1 (n=3)

o(t)
1.01

0.99

0.98

0.97

Figura 5.6: (a) Aproximaciones de Hermite H,(c; t) de orden k = 1, 2 de la clotoide para te[0,1] con
subdivision en t = 0.5. (b) Representacion de Bézier. (¢) Error Pitagorico g(t).

(d) Velocidad paramétrica oy(t).
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Figura 5.7: Curva B-spline y poligono de control de la aproximacién de la clotoide de gradon =5
(k =2).

Aproximacion del offset de la clotoide

El offset c4(t) de la clotoide para un desplazamiento d viene dado por:

) ) —sin(gtz)
cq (t) =c(t) £ dn(t), n(t)= cos(“tz) : (5.7)
2

Para aproximar cy(t) mediante s-series basta con calcular las aproximaciones de orden k de
la clotoide c(t) y de las funciones sinusoidales que aparecen en la normal n(t) (5.7). La Fig.
5.8a muestra las aproximaciones de Hermite Hy(cy; t) de grado n =3, 5 (k = 1, 2) del offset
de la clotoide tras subdividir el dominio inicial te[0,1] por el punto medio t = 1/2. Como
ilustra la Fig. 5.8b, al igual que en la aproximacion de la clotoide, el error g(t) (5.6)
disminuye considerablemente después de la subdivision. Obsérvese que la aproximacion
del offset para un grado n = 3 (k = 1) coincide préacticamente con el offset exacto.

cq(t) C(t)  &(-10°

/ 4t
2L
k=1
k=2
0 L —
0.5 1
a b

Figura 5.8: (a) Aproximaciones de Hermite H,(cg; t) de orden k = 1, 2 del offset de la clotoide para

te[0,1] con subdivisién en t = 0.5. (b) Error Pitagorico g(t).

t
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Deformacion de curvas y superficies

Las técnicas de deformacién libre FFD (Free-Form Deformation) modifican la forma de
un objeto mediante la deformacién de una estructura espacial en la que estad contenido.
Estas técnicas son muy utilizadas para la modificacion de graficos y generacion de
animaciones, en las que Unicamente se necesita la visualizacion del objeto generada
mediante su aproximacion poligonal. Sin embargo, cuando va a ser incorporado en un
programa de CAD/CAM para su fabricacion, se necesita su expresion explicita. En este
caso se debe calcular la composicion polindmica del objeto que se desea deformar en la
base de Bernstein con la estructura espacial de deformacion. Este método presenta el
inconveniente de que el resultado posee un grado muy elevado. Se propone un método para
generar esta composicion en la base s-monomial. Este método permite calcular de manera
sencilla la expresion explicita del objeto deformado a la vez que permite reducir su grado,
manteniendo controlado en todo momento el grado final, asi como el coste de calculo de la
deformacion. Finalmente se expresa el objeto deformado en la base de Bernstein, lo que
permite su incorporacién en un programa de CAD/CAM.

Ademas se estudian los procesos de doblado (bending) y torsion (twist) de superficies,
operaciones muy Utiles para la representacion de entidades complejas. Como resultado del
uso de estas herramientas de deformacion se obtienen objetos no polinémicos, por lo que
no pueden expresarse en el estandar NURBS. Se presenta un método para aproximar estas
técnicas de deformacion, obteniendo una representacion polinémica del objeto deformado
que puede ser incorporada en los programas de CAD/CAM.
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6.1 Introduccion

Deformacion de objetos

El Disefio Geométrico Asistido por Ordenador (CAGD) se basa principalmente en la
representacion polinémica en la base de Bernstein (Capitulo 1), lo que permite disefiar una
amplia variedad de objetos de una forma muy flexible. Cuando se disefian objetos muy
complejos su nimero de puntos de control aumenta, por lo que alterar estos objetos
requiere modificar un gran nimero de puntos de control (Farin, 2002).

Una mejora consiste en tratar los puntos de control de manera agrupada en lugar de
individualmente, mediante herramientas capaces de transmitir una modificacion a la zona
del objeto que se desea modificar. Estas herramientas pueden ser estructuras espaciales que
contienen al objeto. Al alterar la forma de estas estructuras se transmite la deformacion al
objeto. La ventaja radica en que resulta mas sencillo definir la deformacion sobre estas
estructuras que directamente sobre el objeto (Cavendish, 1995).

La gran importancia que tiene la deformacién libre de objetos queda avalada por la
amplia variedad de técnicas publicadas. Cada una de ellas determina una funcion de
deformacion que asocia una nueva posicion a cada punto del objeto. A continuacion se han
clasificado y resumido las técnicas mas relevantes.

Deformaciones basadas en estructuras espaciales

Los primeros trabajos en deformacion libre (FFD) (Sederberg y Parry, 1986) estan
basados en la deformacion de objetos contenidos en una estructura espacial (lattice)
regularmente dividida y definida por una matriz tridimensional de puntos de control en la
base de Bernstein. Posteriormente Griessmair y Purgathofer (1989) presenta una técnica
basada en estructuras trivariadas B-spline (B-spline FFD). A continuacion Coquillart
(1990) extiende la técnica FFD ampliando las estructuras utilizadas a formas no
paralelepipedas (EFFD), mas apropiadas para definir deformaciones cilindricas, esféricas,
etc. Otra técnica consiste en la utilizacion de estructuras espaciales racionales (RFFD)
(Lamousin y Waggenspack, 1994) donde los pesos asociados a los puntos de la estructura
también intervienen en la deformacion.



6.1 Introduccion 59

R
VO
SN
QY
3
S
S

Figura 6.1: Proceso de deformacion libre. (a) Objeto dentro de estructura de deformacién.

(b) Estructura deformada. (c) Objeto deformado.

Cavendish (1995) integra la técnica FFD en el proceso de disefio de superficies
funcionales univaluadas. Este tipo de superficies aparecen en piezas fabricadas por
estampacion o moldeo. La técnica FFD permite aumentar la variedad de las piezas
disefiadas.

Hui (2003) propone un metodo basado en la técnica FFD para deformar modelos
representados en CSR (Constructive Shell Representation). La representacion CSR,
presentada por Menon (1994), constituye una alternativa a la representacion paramétrica de
las superficies que constituyen las fronteras de sélidos. El problema es que esta basada en
superficies implicitas no admitidas por los principales programas comerciales CAD/CAM.

En todos estos casos la técnica de deformacion, representada en la Fig. 6.1, consiste en
asociar el objeto a la estructura de deformacion (Bechmann, 1994). A continuacién se
modifica la estructura en funcion del cambio que se desea realizar en el objeto. Finalmente
se expresa el objeto deformado en su referencia inicial.

Deformaciones axiales

Lazarus et al. (1994) proponen como herramienta de deformacion una curva (AxDf). En
primer lugar se calculan las coordenadas curvilineas del objeto a deformar y a continuacion
se modifica la forma de la curva. El objeto deformado se genera manteniendo las
coordenadas curvilineas, anteriormente calculadas, en el sistema de coordenadas de la
curva deformada. Los autores utilizan el sistema de coordenadas propuesto por Klok
(1986). Este sistema de coordenadas constituye una alternativa al triedro de Frenet, y su
principal ventaja es que la rotacion del triedro a lo largo de la curva es minima. Peng et al.
(1997) presentan una extension del método propuesto por Lazarus et al. (1994) en el que se
mantiene constante la longitud del objeto deformado.
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Una limitacién de Lazarus et al. (1994) es que el objeto no puede torsionarse
manipulando la curva. Hui (2002) resuelve este problema utilizando un par de curvas B-
spline formado por una curva primaria y la aproximacion de su offset, llamada curva de
orientacion. Estas curvas definen la posicion y orientacion del sistema de coordenadas
curvilineo. Modificando la curva primaria se generan estrechamientos y doblados. La
torsion del objeto se consigue girando la curva de orientacion alrededor de la curva
primaria.

Chang y Rockwood (1994) proponen una técnica de deformacion, basada en una
generalizacion del algoritmo de Casteljau, en la que el objeto se deforma a lo largo de una
curva de Bézier. El usuario define en cada segmento del poligono de control de la curva de
Bézier un sistema de coordenadas local. La deformacién del objeto viene determinada por
el poligono de control y la direccién de los sistemas de coordenadas locales.

Deformaciones directas

Otras técnicas de deformacién libre (Borrel y Bechmann, 1991) se basan en la
deformacion directa del objeto (DFFD). En este caso no se utiliza una estructura espacial
como herramienta de deformacion sino que se modifica directamente el espacio que
contiene el objeto utilizando una funcién general de deformacion, definida a traves de
restricciones que determinan el camino a lo largo del cual se pueden mover los puntos del
objeto que se desea deformar (Bechmann y Gerber, 2003).

Hu et al. (2001) presentan una método basado en la técnica FFD pero que, en lugar de
modificar la estructura de deformacion directamente, calcula la posicion de los puntos del
lattice en funcion de los desplazamientos de varios puntos del objeto.

Otros métodos de deformacion

Jin y Li (2000) proponen un método de deformacion global basado en la utilizacion de
dos objetos de control star-shaped, es decir, que cada uno posee un punto central O tal que
cualquier rayo lanzado desde dicho punto corta a la superficie del objeto una Unica vez. La
funcién de deformacion consiste en un escalado no uniforme, de centro O que depende de
la direccién radial. El factor de escala e = r3 / r, €s al igual cociente de radios, definidos
como las distancias de los puntos de los objetos de control A4, B a sus respectivos puntos
centrales O, Op.

Ninguno de estos métodos asocia restricciones fisicas a la deformaciéon de objetos.
Hirota el al. (1999) calculan una deformacion de la estructura espacial de tal forma que se
preserva el volumen del objeto. Esta técnica resulta muy util para aplicaciones como el
disefio de contenedores, donde el volumen esté fijado a priori.



6.1 Introduccion 61

Implementacidn de las técnicas de deformacion libre

La deformacién libre de objetos ha sido un tema de investigacion muy estudiado en la
industria automovilistica durante la Gltima década (Field, 2005). Un ejemplo es el trabajo
que recientemente ha presentado Sarraga (2003). El autor aplica la técnica FFD para
corregir el springback y la distorsién en el ensamblaje de paneles de automdviles,
disminuyendo el tiempo empleado en el redisefiado de dichas piezas. En el caso del
springback, el panel no adopta la forma impuesta por el Gtil de estampacion ya que tiende a
retroceder. Por consiguiente, se debe redisefiar dicho til para que el panel tome la forma
deseada. La distorsién en el ensamblaje aparece cuando un panel se deforma a causa de las
cargas impuestas por las piezas adyacentes. En este caso la mejor solucién consiste en
cambiar la forma de uno o varios paneles.

Las modificaciones para compensar estos defectos estan formuladas en funcion de los
desplazamientos de una lista de puntos, proporcionados por el analisis por elementos
finitos del modelo CAD/CAM que se desea redisefiar. Asimismo, modificar modelos
industriales CAD/CAM es una tarea muy laboriosa, ya que suelen estar formados por un
gran namero de superficies B-spline y curvas de recorte. Sarraga, partiendo de un lista de
puntos y sus desplazamientos, genera una funcién de deformacion volumen B-spline
mediante minimos cuadrados. A continuacion, el modelo CAD/CAM deformado exacto se
genera mediante la composicion del objeto con el volumen deformado. Finalmente el
objeto deformado exacto se aproxima mediante superficies B-spline bicubicas.

Otro ejemplo que ilustra la importancia de las técnicas de deformacién libre es su
incipiente implementacion en los programas de CAD/CAM, como es el caso de UDT
(Universal Deformation Technology) que aparecerd en la futura version 4.0 del programa
Rhino (McNeel, 2004).
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@ Puntos no accesibles
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Figura 6.2: Deformacion con Adobe Illustrator®. (a) Objeto sin deformar y estructura de

deformacion. (b) Problemas de continuidad.



62 Capitulo 6. Deformacion de curvas y superficies

El programa Adobe Illustrator® posee una herramienta para deformar objetos 2D que
emplea la técnica FFD. El objeto deformado se aproxima mediante curvas B-spline
cubicas. No obstante, el programa no muestra su poligono de control. Dicha herramienta
utiliza como estructura de deformacion una malla de superficies de Coons, cuya ventaja es
que permite definir la funciéon de deformacion de manera sencilla. Cada superficie de
Coons se genera a partir de 4 curvas cubicas de Bézier. Por consiguiente, la estructura de
deformacion esta compuesta por la union de mallas de puntos de control de grado (3, 3).
Esta herramienta presenta dos problemas. En primer lugar no permite acceder a los puntos
interiores de la estructura de deformacion, perdiendo flexibilidad en el disefio. En segundo
lugar, al utilizar superficies de Coons, aparecen problemas de continuidad en la union de
dos tramos de un mismo objeto deformados con distintas superficies de Coons. Como
ejemplo se ha deformado una malla regular ortogonal plana (Fig. 6.2a) utilizando como
estructura de deformacion 2 superficies de Coons cuyo perimetro coincide con el de la
malla. Los problemas de continuidad descritos quedan reflejados en la Fig. 6.2b, donde las
lineas de la malla, en las fronteras de los dos tramos deformados, Unicamente mantienen
continuidad posicional.

Representacion del objeto deformado

Cada una de las técnicas de deformacion introducidas definen una funcién de
deformacion F: R® — R® que asocia a cada punto p su nueva posicion F(p). Determinada
matematicamente F nos planteamos el problema de representar el objeto final deformado.
Dependiendo de la aplicacion que se le vaya a dar al objeto deformado se podran tomar dos
caminos bien distintos.

El primer método consiste en generar una aproximacion discreta del objeto deformado.
Se muestrea una serie de puntos p; del objeto original, a continuacion se calcula su
posicion final F(p;) y se visualiza como resultado una aproximacion poligonal del objeto.
El proceso de calculo es muy sencillo, pero s6lo se genera una aproximacion, no la
representacion explicita polindmica (o racional) requerida por los programas de
CAD/CAM.

El segundo método consiste en calcular la composicion del objeto con la funcion de
deformacion. De esta forma se obtiene la expresion explicita exacta del objeto deformado,
por lo que el resultado final es transferible a un programa de CAD/CAM. Este método
tiene como inconveniente el gran coste del proceso de calculo y el aumento de la
complejidad del objeto deformado respecto al original. La composicion es factible con
aquellas técnicas cuya funcion de deformacion admita una expresion explicita. A
continuacion se presentan los diferentes casos que pueden aparecer dependiendo de la
naturaleza de la funcion de deformacion.
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Funcion de deformacion explicita polinomica

Cuando la funcion de deformacion admite una expresion explicita polindmica, el objeto
deformado presenta un grado elevado que impide que el resultado pueda ser incorporado
en los programas de CAD/CAM, que suelen tener limitado el grado admisible. En
concreto, la composicion de una superficie de grado (m,, m,) con un volumen de grado (.,
n,, n;) genera una superficie deformada de grado ((n.+n,+n.)-m,, (n.+n,+n.)-m,).

Un ejemplo son las técnicas de deformacion FFD que utilizan estructuras espaciales de
deformacion prismaticas (excepto la técnica EFFD), representadas de manera estandar
utilizando polinomios de Bernstein, las técnicas de deformacion directa DFFD (Borrel y
Bechmann, 1991; Bechmann y Gerber, 2003), y la técnica de deformacion axial propuesta
por Chang y Rockwood (1994) (Fig. 6.3).

Funcion de deformacion explicita no polinomica

Cuando la funcion de deformacion admite una expresion explicita no polindmica, la
composicién de un objeto polinémico con dicha funcion genera objetos deformados no
polindbmicos, por lo que no se podrian incorporar en los programas de CAD/CAM. La
solucion propuesta consiste en generar una aproximacién polindmica de la funcion de
deformacion, pasando de esta forma al caso anterior. EI método de torsién y doblado
propuesto por Barr (1984) constituye un ejemplo, ya que la funcién de deformacion
involucra funciones trigonométricas.

Funcion de deformacion sin representacion explicita

Finalmente, tenemos casos en los que no se puede aplicar la composicion del objeto con
la funcion de deformacion, debido a que dicha funcién no admite una representacion
explicita con funciones elementales. Por ejemplo la técnica EFFD, los métodos de
deformacion axial (Lazarus et al., 1994; Peng et al. 1997; Hui, 2002) y el método de
deformacion global propuesto por Jin'y Li (2000).

En la técnica EFFD hay que definir una malla de referencia y otra deformada (Fig. 6.4).
Ambas mallas determinan las funciones F y G respectivamente, representadas cada una
como un producto tensorial de Bezier. La funcion de deformacion, definida como la
composicion de F con G, no tiene una representacion explicita, ya que no se puede hallar
F=

En los métodos de deformacién axial ocurre lo mismo que en la técnica EFFD, pero en
este caso se tiene una curva de referencia y otra deformada (Fig. 6.5). Por lo tanto, en lugar
de asociar el objeto a una malla de referencia, se asocia a una curva de referencia.
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Figura 6.3: Proceso de deformacién propuesto por Chang y Rockwood (1994). (a) Superficie sin

deformar. (b) Curva de Bézier. (c) Superficie deformada.
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Figura 6.4: Proceso de deformacién mediante técnica EFFD.

(Fuente: Sanchez-Reyes y Arranz, 1998)
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Figura 6.5: Proceso de deformacion mediante técnica axial.

(Fuente: Sanchez-Reyes y Arranz, 1998)

Para componer funciones polindmicas en la base de Bernstein, DeRose (1988) propone
los métodos de Blossom y el algoritmo del producto, destacando su utilidad en los
procesos de deformacion. Estos métodos se aplican a estructuras de Bézier tipo Simplexes,
representacion de Bézier en coordenadas baricéntricas, y se generaliza a otras
representaciones de Bézier (DeRose et al., 1993; Liu y Mann, 1997). Finalmente, Patterson
(2005) ha propuesto recientemente el calculo de dicha composicién empleando mixed
polynomials, polinomios definidos en dos conjuntos de variables, tal que son homogéneos
sobre cada uno de estos conjuntos. No obstante, estos métodos no tratan el control de la
complejidad del objeto resultante ni de las representaciones intermedias en el proceso de
composicion.

Feng et al. (2002) proponen la composicion polindmica en la base de Bézier mediante
un método de interpolacion. Este método se aplica para deformar objetos poligonales,
formados por triangulos, mediante la técnica B-Spline FFD. En primer lugar se divide el
objeto por los planos correspondientes a los nodos de la herramienta de deformacion. A
continuacion se aplica la técnica FFD a los tramos de Bézier que constituyen dicha
herramienta. El objeto resultante se representa mediante superficies de Bézier recortadas,
cuyas curvas de recorte son los bordes exteriores de dichos poligonos coplanarios.

6.2 Solucién propuesta para las técnicas FFD y RFFD: Composicién via
convoluciones discretas

La solucion propuesta por Sanchez-Reyes y Arranz (1998) (Fig. 6.6) para la técnica
FFD consiste en componer via convoluciones discretas (Capitulo 2) el objeto que se desea
deformar en la base s-monomial con la herramienta de deformacion definida en la base de
Bernstein. Como resultado es trivial obtener una representacién de grado reducido del
objeto deformado en la base s-monomial.
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Figura 6.6: Proceso de deformacion libre propuesto.

La composicién via convoluciones discretas nos permite calcular de manera sencilla los
coeficientes del objeto deformado expresado en la base s-monomial. Finalmente el objeto
deformado de grado reducido se expresa en la base de Bernstein, operacion que utiliza
matrices de cambio de base de dimensiones reducidas.

La ventaja de este método radica en la capacidad de reducir el grado de manera sencilla,
controlando la complejidad de la representacion al eliminar los términos de grado elevado,
los cuales tienen una influencia muy pequefia en la forma del objeto. Ademas de reducir el
grado del objeto deformado, también se reduce el coste del calculo de la deformacion. Este
método se ha aplicado a la técnica de deformacion libre FFD, RFFD y B-spline FFD.
Asimismo no se puede generalizar al método EFFD pues genera objetos no polindGmicos ya
que involucra la inversa del producto tensorial de Bézier de la malla de referencia.

Una alternativa consiste en componer en la base de Bernstein via convoluciones
discretas el objeto con la estructura espacial (Sanchez-Reyes, 2003a). De esta forma se
consigue la representacion exacta del objeto deformado en la base de Bernstein, pasando
posteriormente a la base s-monomial para reducir el grado. Este cambio de base tiene el
inconveniente de utilizar matrices de dimensiones muy elevadas. Finalmente el objeto
deformado de grado reducido se convierte a la base de Bernstein. Como muestra la Fig. 6.7
este método no parece adecuado ya que, segun resultados preliminares, la composicion en
la base de Bernstein introduce errores numericos.

Se ha generado la composicion en la base de Bersntein, calculando a continuacién la
reduccién de grado tanto en la base s-monomial como en la de Bernstein (Fig. 6.8),
derivada de la transformacion entre la base de Bersnstein escalada y la s-monomial
expuesta por Sanchez-Reyes (1997). El resultado obtenido, el mismo con ambos métodos,
presenta errores numericos, por consiguiente no pueden provenir de la reduccion de grado,
sino de la composicion. En cambio, cuando la composicion se genera en la base s-
monomial no aparecen errores.
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Figura 6.7: Errores numéricos. Composicion superficie de Bézier de grado (3, 3) con volumen de
Bézier de grado (n,, n,, n.) = (2, 4, 3). (a) Superficie deformada de grado (27, 27). (b) Superficie
aproximada de grado (13, 13).

» Aproximacion
Reduccion »| objeto deformado
grado (Bernstein)
Objeto A
Bernstein Objeto deformado Cambio
de grado elevado [ base
Estructura (Bernstein)
Bernstein Cambio Objeto deformado y Aproximacion
Composicion base || de grado elevado |Reduccion

objeto deformado
(s-monomial)
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6.3 Deformacién de curvas y superficies

A continuacién se expone el proceso de deformacion de curvas y superficies propuesto,
basado en la composicion del objeto a deformar definido en la base s-monomial con la
herramienta de deformacién definida en la base de Bernstein.

Deformacion de una curva en R?

En el caso de la deformacion de una curva en R? (Fig. 6.9), la herramienta de
deformacion utilizada es una superficie plana. Partimos de una curva a(?) = (u(z), v(¢)) de
grado n definida en la base s-monomial y una superficie b(u, v) = (x(u, v), y(u, v)) de grado
(m., m,) definida en la base de Bernstein:

con puntos de control b, ; :(x, y)l,j. La curva deformada arrp(7) Se genera calculando la
composicion b(u(),v(¢)), reemplazando:

u—)u(t)
{v—)vt en b(u,v).

De esta manera obtenemos la curva deformada de grado (m,+m,)-n en la base s-monomial:

m, m,

aep (1) = ZZbi,jBi@’mv (u (1), V(t)) '

i=0 j=0

Esta operacion no presenta gran complejidad ya que sélo involucra sumas y
multiplicaciones de s-series (Capitulo 2).
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Figura 6.9: Proceso de deformacion de una curva en R 2.
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Curvas sobre superficies (trimming curve)

En el caso de la deformacion de una curva en R ® (Fig. 6.10), el resultado obtenido es
una trimming curve que genera una superficie recortada. EI proceso de composicion es el
mismo que el descrito anteriormente, salvo que en este caso la herramienta de deformacion
es una superficie b(x, v) de grado (m,, m,) en R* definida en la base de Bernstein:

m, m

u V.

b(u,v)=2.> b, B (u,v),

i=0 j=0

con puntos de control b, ; = (x,y,z)i ;- La curva deformada arrp(7) Se genera calculando la
composicion b(u(z),v(¢)), para lo cual simplemente remplazaremos:
u—> u(t)

v—>v(t) en b(u,v),

obteniendo finalmente la curva deformada de grado (m,+m,)-n en la base s-monomial:

m,

aep (1) = Zibi,jlgﬁ’mv (u (1), V(t)) '

i=0 j=0

La composicion de una curva B-spline con una superficie de Bézier no entrafia
dificultad, ya que simplemente consiste en aplicar el método propuesto en este apartado
tantas veces como tramos constituyan la curva original. En el caso de la composicién con
una superficie B-spline, se precisan divisiones adicionales de la curva al atravesar lineas
isoparameétricas correspondientes a los nodos de la superficie. Por consiguiente, el nimero
de tramos de la curva aumenta. Renner y Weif3 (2004) han presentado recientemente dos
métodos para aproximar la composicion de curvas y superficies B-spline. No obstante,
ambos métodos utilizan una formulacion muy compleja ya que estan basados en la
representacion exacta de la curva mediante la composicion via Blossom.
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Figura 6.10: Proceso de deformacion de una curva en R *. (Fuente: Sanchez-Reyes, 2003a)
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Deformacion de una superficie

En el caso de la deformacion de una superficie en R 3, la herramienta de deformacion es
un volumen (Fig. 6.11). El proceso de composicion es el mismo que el descrito anterior.
Partimos de una superficie b(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) de grado (m,, m,) definido en
la base s-monomial y un volumen d(x,y,z) de grado (n,, n,, n.) definido en la base de
Bernstein:

d(x,3,2)= Y Y Dd, B (x,3.2),

i=0 j=0k=0

con puntos de control div.i:(x’y’z)ijk' La superficie deformada bep(f) se genera

calculando la composicion d(x(x,v), y(u,v), z(u,v)), para lo cual simplemente
remplazaremos:

x—)x(u,v)

y—y(uv) end(xyz),
z—>z(u,v)

obteniendo finalmente la superficie deformada de grado ((n.+ n,+ n.)-m,, (n.+ n,+ n.)-m,) en
la base s-monomial:

Drro (102) = 300 37l B (x(uv). (). 2 ().

i=0 j=0k=0

b(U,V) b(U V) d(X,y,Z)
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Figura 6.11: Proceso de deformacidn de una superficie.
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Deformacion racional

La solucion propuesta también se puede aplicar a la técnica RFFD simplemente
calculando las coordenadas homogéneas del objeto deformado exacto. Para reducir de
grado el objeto resultante se pueden utilizar dos métodos:

1- Aproximar cada una de las coordenadas homogéneas, generando una representacion
racional.

2- Aproximar las coordenadas afines del objeto deformado, generando en este caso una
representacion polinémica.

La Fig. 6.12 muestra la deformacion de una curva de Bézier cubica, utilizando una
superficie racional de Bézier plana de grado (m,, m,) = (4, 3) como herramienta de
deformacion, con los pesos asociados a los puntos igual a la unidad, excepto el peso w de
uno de ellos. En primer lugar se ha pasado la curva de la base de Bernstein a la base s-
monomial aplicando la ecuacién (3.8) para funciones univariadas. Como resultado de la
composicion entre la curva y la superficie racional se obtiene una curva racional de grado »n
= 21 (Fig. 6.12a). La aproximacion de las coordenadas homogéneas genera resultados
convergentes (Fig. 6.12b). Sin embargo, la aproximacion de las coordenadas afines genera
expansiones no convergentes (Fig. 6.12c), debido a la aparicién de singularidades,
imaginarias y/o reales, procedentes de los ceros del denominador.
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Figura 6.12: Deformacidn libre racional RFFD. (a) Curva de Bézier original (grado » = 3) y curva

deformada exacta (grado » = 21). (b) Aproximacion de coordenadas homogéneas (grado n = 7, 9).

(c) Aproximacion de coordenadas afines (grado » = 9, 11).
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Deformacion local de objetos

Un tema de gran interés es la deformacion local de objetos. Se propone utilizar la
técnica B-spline FFD (Griessmair y Purgathofer, 1989) que emplea estructuras trivariadas
B-spline. En primer lugar se divide el objeto de Bézier por las intersecciones con los
planos isoparamétricos correspondientes a los nodos de la herramienta de deformacion.
Cada tramo se representa mediante una superficie de Bézier recortada (Feng et al. 2002),
cuya curvas de recorte son las intersecciones del objeto con los planos de subdivision.
Seguidamente se deforma la malla B-spline y se divide en sus volumenes de Bézier
componentes. A continuacion, utilizando el método presentado en el Capitulo 6, se calcula
la composicion de cada tramo del objeto con el volumen de Bezier en el que esta
contenido. De esta forma, manteniendo las curvas de recorte, se genera la representacion
exacta, de grado elevado, del objeto deformado.

El problema es que cuando reducimos de grado el objeto exacto deformado no se
asegura la continuidad en la union de dos tramos deformados, ya que la aproximacion de
Hermite s6lo garantiza continuidad en las fronteras de las superficies de Bézier originales
antes del recorte.

Estos problemas se pueden evitar parametrizando una superficie recortada como una
superficie de Bézier no recortada y aplicando a continuacion la propuesta presentada
anteriormente (Fig. 6.13). La parametrizacion citada se realizard componiendo la superficie
plana de Coons, definida por las respectivas curvas de recorte, con la superficie original
(Vries-Baayens, 1991). El inconveniente de este método es que genera un gran nimero de
superficies, ademas el grado de las superficies resultantes es muy elevado. Sin embargo,
esta parametrizacion nos permite calcular una aproximacion del objeto deformado que
garantiza la continuidad en la union, a lo largo de las curvas de recorte, de los diferentes

tramos que lo constituyen.
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Figura 6.13: Deformacién B-spline FFD. (a) Parametrizacién del dominio de una superficie de
Bézier recortada con 2 curvas a(f) y b(s). (b) Superficie de Bézier en R>. (c) Volumen de Bézier.

(d) Superficie deformada.
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En general la conversion de una superficie recortada, definida por una superficie de
Bézier de grado (m,, m,) y 4 curvas de recorte de grado », genera una superficie de grado
(mg, m) = (n*(m, + m,), n-(m, + m,)). Normalmente tendremos 4 curvas de recorte, aunque
por simplicidad en la Fig. 6.13 se han representado dos. La composicion de esta superficie
con un volumen de grado (n,, n, n.;) origina una superficie deformada de grado muy
elevado ((n,+n,+n.)-my, (n,+n,+n.)-m,). Por ejemplo, el resultado de deformar una superficie
biclUbica y curvas de recorte cubicas con un volumen de grado (1, 1, 1) es una superficie de
grado (54, 54).

6.4 Ejemplos de deformacion libre de objetos

En este apartado se muestran una serie de ejemplos que ilustran el método propuesto de
deformacion.

Deformacion de una curva en R?

Como primer ejemplo se ha deformado una curva de Bézier de grado » = 3. En este caso
se ha utilizado una superficie de Bézier en R? de grado (m,, m,) = (4, 3) como herramienta
de deformacion (Fig. 6.14a). En primer lugar se ha pasado la curva de la base de Bernstein
la base s-monomial aplicando la ecuacion (3.8) para funciones univariadas. A continuacion
se ha deformado la superficie, transmitiéndose dicha deformacion a la curva original.
Como resultado de la composicién entre la curva y la superficie se obtiene una curva de
grado n = 21 (Fig. 6.14b). La Fig. 6.14c muestra la aproximacion de grado » = 5 de la
curva deformada exacta. El error de dicha aproximacion se muestra en la Fig. 6.14d.
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Figura 6.14: Deformacién de una curva de Bézier. (a) Curva de Bézier original (grado »n = 3).
(b) Curva deformada exacta (grado » = 21). (c) Reduccién de grado (grado n = 5).
(d) Error (7).
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Curva sobre superficie (trimming curve)

En segundo lugar se han compuesto dos curvas de Bézier de grado n = 5 (Fig. 6.15a),
que aproximan un circulo, con una superficie de Bézier en R* de grado (5, 5) (Fig. 6.15b).
Como resultado se han obtenido dos #rimming curve en R* de grado n = 50 (Fig. 6.15c).
Con el objeto de reducir el grado de dichas curvas se ha calculado la aproximacién de
gradon =7y n =9, respectivamente (Fig. 6.16a).
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Figura 6.15: Composicion de dos curvas de Bézier con superficie en R >. (a) Curvas sin deformar

de Bézier (grado n = 5). (b) Superficie de grado (5, 5). (c) Curvas de Bézier deformadas (» = 50).
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Figura 6.16: Composicion de dos curvas de Bézier con superficie en R 3. (a) Aproximaciones
(grado n =7, 9). (b) Error &(5).
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El error de estas aproximaciones se ha representado en la Fig. 6.16b, donde puede
observarse como, al ser el error nulo en los extremos, la unién de ambas aproximaciones
no presenta huecos.

Deformacion de una superficie

Finalmente se ha deformado la superficie del ejemplo anterior (Fig. 6.17a), para lo que
se ha utilizado un volumen de Bézier de grado (1,1,1) como herramienta. En este caso se
ha modificado la forma rotando los puntos de una de las caras del volumen (Fig. 6.17b). En
primer lugar se ha pasado la superficie de la base de Bernstein a la s-monomial aplicando
la ecuacion (3.9) para funciones bivariadas. A continuacion se ha calculado la composicion
entre la superficie y el volumen deformado, transmitiéndose asi la deformacion del
volumen a la superficie. Como resultado se obtiene una superficie deformada de grado (15,
15) representada en la Fig. 6.17c.

La Fig. 6.18 muestra la aproximacion de grado (7, 7) de la superficie deformada exacta,
asi como el error de dicha aproximacion.
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Figura 6.17: Deformacion de una superficie de Bézier.(a) Superficie original de grado (5, 5).

(b) Volumen de Bézier de grado (1,1,1). (c) Superficie deformada exacta de grado (15, 15).
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Figura 6.18: Deformacion de una superficie de Bézier. (a) Superficie de Bézier aproximada de
grado (7, 7). (b) Error (u, v).

6.5 Torsiony doblado de objetos

En este apartado se estudia la torsion (twist) y doblado (bending) de objetos,
operaciones muy utiles para la representacion de objetos complejos. Estas técnicas de
deformacion resultan muy intuitivas, ya que permiten simular procesos de fabricacion de
objetos, proporcionando herramientas de disefio muy sencillas de utilizar.

El problema que presentan estas herramientas de deformacion es que aun cuando el
objeto inicial sea polindmico, el deformado no lo serd. Como solucién se propone calcular
la aproximacion de Hermite de la funcién de deformacion, generando a continuacion su
representacion en la base de Bernstein.

Los principales programas comerciales de disefio no tienen implementadas estas
técnicas. El programa Adobe lllustrator® constituye una excepcién, pues posee una
herramienta para doblar objetos 2D basada en la técnica FFD. Como herramienta de
deformacion bastaria con la malla de la superficie reglada que conecta las aproximaciones
de dos arcos de circunferencia concéntricos. Adobe Illustrator®, por simplicidad en su
implementacidn, utiliza una herramienta compuesta por 3 mallas de Coons bicubicas.
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Torsién de objetos

La torsion alrededor del eje z de un objeto definido en R * por sus coordenadas (x, y, z)
viene dada por las siguientes ecuaciones (Barr, 1984):

X (u,v)=xC, - yS, 0=k -z
Y (u,v)=xS,+yC, , C, =cost (6.1)
Z(u’v):z Sg =sind

donde £ es el &ngulo de torsidn por unidad de longitud.

El objeto deformado se genera calculando la composicién del objeto con la funcién de
deformacion. Como muestra la ecuacién (6.1), la funcion de deformacion no es
polinémica, por lo que el resultado de esta composicién no puede incorporarse en un
programa de CAD/CAM. Por consiguiente, se debe generar una aproximacion polinémica
de la funcion de deformacion (6.1), calculando a continuacion la composicion del objeto
con la aproximacion de la funcion de deformacién.

El método propuesto consiste en generar la aproximacion de Hermite de grado ». de las
funciones C,, S, en los extremos del intervalo z € [z, Zmax] Que contiene completamente
al objeto. Esta aproximacion se calculara, en términos de las derivadas de los puntos
extremos (2.6), aplicando la ecuacion (2.7) que genera los coeficientes de una s-serie
univariada. Finalmente, tras convertir el resultado a la base de Bernstein, se generan los
puntos de control de la aproximacién de la funcion de deformacion. En concreto, la
estructura de deformacion estard formada por una malla lineal en las direcciones x e y, y de
grado #. en la direccion z. Como ejemplo ilustrativo se ha simulado la torsion del capé de
un coche representado mediante una superficie de Bézier de grado (5, 5) (Fig. 6.19).
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Figura 6.19: Torsion de superficie de Bézier. (a) Superficie original de grado (5, 5)).

(b) Aproximacion de grado (n,, n,, n.) = (1, 1, 3) de la funcion de deformacion. (c) Aproximacion

de grado (5, 5) de la superficie deformada. (d) Error g(u, v).
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Doblado de objetos

El doblado de un objeto a lo largo del eje x, con centro en el origen, viene expresado por
las ecuaciones (Barr, 1984):

( ) SI X, SXSX,,..
X = _Se(y R)+C9( m,,,) si x<x,,
—Sa(y—R)Jng(x—xmax) Si x>x,,.
Cy(y—R)+R, si x,, <x<x,
Y=2Cy(y—R)+R+S,(x—x,,,) si x<x,,, : (6.2)
Co(y—R)+R+Sy(x—x,4,) st x2>x,,,

Z=z
con:
R=1/k, O0=k-x, C,=cos6, S,=sind,

donde k, expresada en radianes por unidad de longitud, representa la curvatura, R es el
radio de curvatura, y:

xmin’ Sl x<xmm
X=1x, six, <x<x . .
X Sl x=2x

Como muestran las ecuaciones (6.2), en el proceso de doblado aparecen 2 regiones, los
extremos y la parte central (Fig. 6.20a). En los extremos el &ngulo de doblado es constante.
En esta region la deformacion consiste en una rotacion y una traslacion del objeto. En la
parte central, llamada también region de doblado, el angulo de doblado varia linealmente.
Las zonas de los extremos vienen definidas por x,., ¥ x..., siendo la zona de doblado la
definida por los valores de x tal que x,.,, < x < x,... Al igual que en el caso anterior, la
funciéon de deformacion debe aproximarse ya que no es polindmica. En concreto, los
puntos de control de la estructura de deformacion, correspondiente a la regién de doblado,
coinciden con los de la superficie reglada que conecta las aproximaciones de dos arcos de
circunferencia concéntricos (Fig. 6.20b).
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Figura 6.20: (a) Regiones de doblado de un objeto. (b) Aproximacion de grado (m,, m,) = (3, 1) de

la region doblado.
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La Fig. 6.21 muestra el doblado de un texto formado por curvas de Bézier cubicas y
completamente contenido dentro de la region de doblado. El resultado se ha aproximado
mediante curvas de Bézier cubicas. Como ejemplo final se han simulado la torsién y la
flexion del ala de un avién definida por 2 superficies de Bézier de grado (m,, m,) = (1, 3)
(Fig. 6.22).
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Figura 6.21: Doblado de texto en 2D. (a) Texto original formado por curvas clbicas de Bézier.

(b) Aproximacion de grado (m,, m,) = (5, 1) de la funcién de deformacién y del texto deformado

(grado n = 3).
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Figura 6.22: Torsion y doblado de dos superficies de Bézier. (a) Superficies originales de grado
(m,, m,) = (1, 3). (b) Aproximaciones de grado (m,, m,) = (5, 3) de la superficie deformada.

(c) Error g(u, v).






Capitulo 7

Conclusiones, aportaciones y
futura linea de investigacion

En este Capitulo se destacan las conclusiones obtenidas en esta tesis y sus aportaciones
mas relevantes. Asimismo, se enumeran los articulos en que se ha basado este trabajo y las
ponencias que ha originado. Finalmente se propone una linea de investigacion como
continuacion del trabajo realizado.

7.1 Conclusiones y aportaciones

Obtencion de un modelo de Bernstein-Bézier

En el caso de entidades geométricas de grado demasiado elevado o que no admiten una
representacion polindmica o racional, la Unica solucion viable para poder incorporarlas en
los programas de CAD/CAM consiste en obtener algun tipo de aproximacion del resultado.

Después de estudiar las series de Taylor y de Poisson como estrategias de aproximacion
se ha llegado a las siguientes conclusiones:

¢ Una Unica expansion truncada de Taylor necesita un grado muy elevado para garantizar
un error pequefio. Un grado elevado no es admisible en los programas de CAD/CAM y
ademas implica una severa pérdida de precision en la transformacion a la base de
Bernstein-Bézier.

¢ Si utilizamos una serie de Poisson truncada como técnica de aproximacion, el resultado
obtenido no es polinémico, por lo que no se puede incorporar en los programas de
CAD/CAM, basados en el estandar de Bernstein-Bézier.



82 Capitulo 7. Conclusiones, aportaciones y futura linea de investigacion

e La division del intervalo de definicién de la entidad que se desea aproximar no resulta
admisible. Al empalmar varias expansiones de Taylor o de Poisson de grado reducido,
con el objeto de reducir el grado de estas aproximaciones o evitar una singularidad,
aparecen huecos en las uniones, inadmisible en una representacion a trozos.

En lugar de series de Taylor o series de Poisson, la solucion natural para obtener una
aproximacion polindmica consiste en el empleo de s-series, una modificacién de las series
de Newton que conduce a expansiones de Hermite en 2 puntos.

e Para el mismo grado, las aproximaciones mediante s-series son mas exactas que las de
Taylor y Poisson.

e El error de las aproximaciones mediante s-series, con forma de campana y nulo en los
extremos, esta distribuido de manera mas uniforme sobre el intervalo de interés que en
el caso de las series de Taylor y Poisson.

e Si se empalman aproximaciones de orden k (grado 2k + 1) se obtiene un spline
Hermitico que disfruta de continuidad C*.

e Latransformacion a la base de Bernstein se puede realizar sin errores numéricos.

Para abordar con éxito la aproximacion mediante s-series de entidades geométricas que
no admiten una representacion polindmica o racional se ha estudiado el proceso de
subdivision para aquellas funciones que poseen singularidades. Este proceso persigue
evitar estas singularidades, generando aproximaciones convergentes. También se ha
aplicado a los casos en que se desean calcular aproximaciones de grado reducido para
valores del error pequefios, algo necesario ya que los programas de CAD/CAM tienen
limitado el grado maximo admisible.

Calculada la aproximacién mediante s-series de una entidad dada, se convierte a la base
de Bernstein para su posterior incorporacion en un programa de CAD/CAM. Finalmente se
concatenan en una representacion B-spline los tramos de Bézier en que se ha subdividido
el objeto original. El resultado final es un spline Hermitico mas adecuado que la
representacion de varios tramos de Bézier empalmados, ya que posee un menor nimero de
puntos de control.

Los resultados corresponden al material contenido en:
e 2 Articulos en revistas internacionales (Sanchez-Reyes y Chacén 2003; 2005a).

e 1 Articulo en revista nacional (Sanchez-Reyes y Chacon 2003b).

e 3 Ponencias en congresos internacionales (Sanchez-Reyes y Chacon 2002; 2003c;
Sanchez-Reyes, Chacon y Dorado 2003).
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Deformacion de curvas y superficies

Las técnicas de deformacion libre se basan en la modificacion de la forma de un objeto
mediante la deformacion de una estructura espacial en la que estad contenido. Cuando el
objeto deformado va a ser incorporado en un programa de CAD/CAM para su fabricacion
se necesita su expresion explicita. En este caso se debe calcular la composicién polindmica
del objeto que se desea deformar con la estructura espacial de deformacion, por lo que el
objeto resultante tras la deformacion presenta un grado muy elevado. Se ha generado la
composicién via convoluciones discretas del objeto con la estructura espacial en la base de
Bernstein, pasando posteriormente a la base s-monomial para reducir el grado. Este
método, aparte de utilizar matrices de cambio de base de dimensiones muy elevadas,
introduce errores NnUMEricos.

El método propuesto consiste en componer via convoluciones discretas el objeto a
deformar en la base s-monomial con la herramienta de deformacion definida en la base de
Bernstein, para asi calcular facilmente los coeficientes del objeto deformado en la base s-
monomial. La ventaja de este método radica en la capacidad de reducir el grado de manera
sencilla, controlando la complejidad de la representacion asi como el coste de célculo de la
deformacion. Finalmente el objeto deformado de grado reducido se expresa en la base de
Bernstein, operacion que utiliza matrices de cambio de base de dimensiones reducidas. De
esta forma el objeto deformado puede incorporarse en un programa de CAD/CAM.

Este método es aplicable a las técnicas FFD que utilizan estructuras espaciales de
deformacion prismaticas, representadas con polinomios de Bernstein. En principio no se
puede aplicar a la técnica EFFD, pues genera objetos no polindémicos, ya que la funcién de
deformacion, como se ha expuesto en el Capitulo 6, involucra la inversa de una funcion
polindmica de 3 variables. No obstante, la solucion planteada puede emplearse generando
previamente la aproximacion de dicha funcidn inversa via s-series, si se lograra generalizar
para funciones de 3 variables la técnica propuesta por Sdnchez-Reyes (2001b).

El método presentado se ha aplicado a la técnica de deformacion libre FFD. Sin
embargo, como se ha descrito en el Capitulo 6, puede extenderse de manera muy sencilla a
la técnica RFFD, generando una aproximacion racional del objeto deformado.

La técnica expuesta en el Capitulo 6 se ha utilizado para modificar globalmente objetos
formados por superficies de Bézier, pero se extiende de manera inmediata a objetos B-
spline, simplemente dividiendo el objeto en sus tramos de Bézier componentes, y
aplicando el método a cada tramo.

Finalmente se ha presentado un método para aproximar las técnicas de torsion (twist) y
doblado (bending) de superficies. Estas operaciones son muy Utiles para representar
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objetos complejos, pero el resultado no es polindmico, por lo que no pueden expresarse en
el estandar NURBS. Como resultado final se ha obtenido una representacion polinémica
del objeto deformado incorporable en los programas de CAD/CAM.

Los resultados obtenidos han dado lugar a 2 ponencias en congresos internacionales
(Sanchez-Reyes y Chacon, 2004; 2005b).

7.2 Futura linea de investigacion: Curvas y superficies offset
(desplazadas)

Como futura linea de investigacion se propone la aproximacion del offset de curvas y
superficies B-spline arbitrarias, problema de procesado de geometria que no ha sido
resuelto satisfactoriamente. Este problema debe solucionarse mediante algoritmos
apropiados para aplicaciones CAD. Por consiguiente, deben ser robustos, sencillos de
implementar, y generadores de herramientas faciles de utilizar e intuitivas para el
disefiador (Piegl, 2005).

En general el offset de una curva polindbmica o racional no admite una representacion
estdndar, por lo que la utilizacion de técnicas de aproximacién parece ser el Unico
procedimiento factible para abordar la cuestion (Elber et al., 1997; Maekawa, 1999; Piegl y
Tiller, 1999).

Lee et al. (1996) y Elber et al. (1997) presentan 5 métodos de aproximacion del offset
de curvas planas polinémicas y racionales, y los comparan con las técnicas mas relevantes.
La eficiencia de cada aproximacion se mide a través del nimero de puntos de control
necesarios para un valor del error maximo prefijado. Lee et al. (1996) y Elber et al. (1997)
utilizan la representacion de Bézier o NURBS (dependiendo de la naturaleza de la curva
generadora y de la aproximacion) del error funcional. Esta medida del error, propuesta por
Elber y Cohen (1991), se define como el cuadrado de la distancia entre la aproximacion del
offset (desplazado una distancia d) y la curva generadora, menos d?.

Este método permite determinar un limite superior del error funcional, simplemente
tomando el valor del coeficiente mayor de la representacion de Bézier o NURBS del error.
Asimismo, el problema de localizacién paramétrica del error maximo se reduce a calcular
el maximo de una curva funcional de Bézier o NURBS. Este valor del parametro indica por
donde subdividir un cierto tramo cuya aproximacion presenta un error mayor que el
maximo prefijado

La representacion del error expuesta se puede generar cuando se comparan dos
entidades expresadas en el estindar NURBS, en este caso concreto la aproximacion del
offset y la curva generadora. Sin embargo, no se podra hallar la representacion de Bézier o
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NURBS del error cuando la curva generadora sea trascendente. En estos casos se debe
muestrear la funcion error para obtener su valor maximo.

Li y Hsu (1998) presentan una técnica basada en las series de Legendre para
aproximaciones polindémicas del offset de una curva, pero como ya se ha explicado en el
Capitulo 4, las series de Legendre no resultan adecuadas para aplicaciones CAD.

Piegl y Tiller (1999) proponen un método para aproximar el offset de curvas y
superficies NURBS basado en una interpolacion de puntos muestreados del offset exacto
mediante una curva B-spline de grado n que exhibe continuidad C™*. Piegl y Tiller (1999)
aplican el método propuesto a dos de los ejemplos utilizados por Lee et al. (1996),
consiguiendo aproximaciones con un namero de puntos de control menor.

Se propone generar un algoritmo para aproximar el offset de una curva B-spline
arbitraria, basado en el empleo de s-series, que optimice el nimero de puntos de control y
tramos en funcion del error maximo predefinido (Fig. 7.2). Como resultado se obtiene una
curva B-spline de grado n = 2k+1 que presenta continuidad C*. Obsérvese que, para
conseguir la misma continuidad, este método emplea un grado mayor que el de Piegl y
Tiller (1999). No obstante, calculos preliminares (Chacon, 2005) muestran que
aproximaciones basadas en el empleo de s-series, Fig. 7.3 y Fig. 7.4, precisan un nimero
de puntos de control mucho menor que el obtenido por Piegl y Tiller (1999). Asimismo, la
diferencia entre ambos métodos aumenta a medida que disminuye la cota del error
maximo, como muestran las tablas 7.1 y 7.2. Este algoritmo también se podria aplicar para
la aproximacion de offset funcionales, de gran interés en el mecanizado de superficies con
fresas cilindricas o toroidales (Maekawa, 1999), donde la distancia d se reemplaza por una
funcidn arbitraria.

Figura 7.2: Aproximacion (grado n = 5) del offset de una curva B-spline cibica (d = 0.2, & = 107%).
(a) Curva B-spline generadora. (b) Subdivision curva generadora en tramos de Bézier.

(c) Representacion de Bézier de la aproximacion. (d) Representacion B-spline.
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ol
b
Figura 7.3: Aproximacién de grado n =5 del offset de una curva de Bézier ctbica (d = 1).
(a) Error = 10, (b) Error = 10™. (c) Error = 10°.
Tabla 7.1: Comparacion aproximacion ejemplo Fig. 7.3.
Lee et al. (1996) Piegl y Tiller (1999) s-series
€
grado =7 grado =3 grado =5
102 29 9 9
107 43 15 15
10* 71 25 18
10° 127 43 30

C

e

Figura 7.4: Aproximacidn del offset de curva B-spline cubica (d = 0.5). (a) Curva B-spline

generadora. (b) Division en tramos de Bézier. (c) Error = 10°°. (d) Error = 10™. (e) Error = 10°.
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Tabla 7.2: Comparacion aproximacion ejemplo Fig. 7.4.

Lee et al. (1996) Piegl y Tiller (1999) s-series
¢ grado =7 grado =3 grado =5
10 92 33 27
10° 120 56 39
10 176 101 60
10° 302 179 84

La mayoria de las técnicas publicadas para la aproximacion de offset de una curva no se
han aplicado a superficies (Piegl y Tiller, 1999). No obstante, Kulczycka y Nachman
(2002) reproducen 5 métodos para aproximar el offset de superficies B-spline, dos de los
cuales, basados en minimos cuadrados y utilizados en curvas planas, han sido
generalizados por Kulczycka y Nachman (2002) para el caso de superficies. La mayoria de
los métodos aproximan el offset de cada uno de los tramos de Bezier que constituyen la
superficie B-spline. Kulczycka y Nachman (2002) clasifican los trabajos reproducidos
segun el grado de continuidad que consiguen en la union de estas aproximaciones.
Unicamente 2 de ellos alcanzan continuidad C2. El primero, basado en minimos cuadrados,
aproxima la superficie B-spline entera en lugar de aproximar los tramos de Bézier que la
componen. En el segundo caso la aproximacion es la superficie cuya malla de control es el
offset de la malla refinada de la superficie original. Esta técnica emplea un ndmero de
puntos de control elevado, ya que, con el fin de mejorar la calidad de la aproximacion,
precisa refinar la malla de la superficie original.

Se pretende generalizar el algoritmo propuesto anteriormente para el offset de curvas,
basado en el empleo de s-series, para la aproximacion del offset de superficies B-spline.
Los resultados obtenidos se contrastaran con los obtenidos por Piegl y Tiller (1999) y
Kulczycka y Nachman (2002).







Anexo A

Conversion al estandar de
representacion IGES

En los capitulos anteriores se ha estudiado un método, basado en el empleo de las s-
series, para generar aproximaciones polinomicas de aquellas entidades geométricas que no
admiten una representacion polindmica, denominadas entidades trascendentes, o bien de
objetos que presentan un grado demasiado elevado para poder ser incorporados en los
programas de CAD/CAM. En ambos casos, las aproximaciones polindmicas resultantes

pueden expresarse en el estindar NURBS.

Este Anexo describe como incorporar las aproximaciones en programas comerciales
CAD/CAM. El método elegido consiste en generar el archivo IGES de estas
aproximaciones, formato de archivo neutro importable por cualquier programa de
CAD/CAM comercial.

Al Archivo IGES

Intercambio de archivos IGES

Initial Graphics Exchange Specification, IGES, es un formato de archivo neutro de

dominio publico, estandar internacional ANSI para el intercambio de datos entre diferentes
sistemas de CAD/CAM, soportado por la IGES/PDES Organization (IPO).

IGES permite representar muchos tipos de entidades, con una gama de complejidad que

oscila desde algo tan sencillo como una linea hasta superficies complejas.
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Estructura de un archivo IGES

La unidad de datos fundamental de un archivo IGES es la entidad. Hay dos categorias

principales de entidades:
o Entidades Geométricas: definen formas poligonales, puntos, curvas, superficies, solidos
y relaciones.

e Entidades No geométricas: proporcionan atributos o caracteristicas especificas para
entidades geométricas. Las entidades no geométricas son vista, dibujo, nota general,

cota, propiedad y entidades de asociatividad.

Cada entidad esta representada por una entrada en la seccion de entradas de datos y la
seccion de datos de parametro del archivo IGES (Farin, 1997).

La Tabla A.1 contiene los tipos de entidades geométricas mds importantes que pueden
ser descritos mediante un archivo IGES.

Tabla A.1: Tipo de entidades de un archivo IGES.

Entidades Geométricas
100. Arco circular 134. Nodo
108. Plano (limitado) 140. Superficie Offset
110. Linea(s) 142. Curva sobre superficie
112. Curva B-Spline paramétrica 154. Cilindro circular recto
114. Superficie B-spline paramétrica 156. Cono circular recto trucado
116. Punto 158. Esfera
120. Superficie de revolucion 160. Toroide
126. Curva B-Spline racional 162. Soélido de revolucion
128. Superficie B-Spline racional 164. Solido de Extrusion
130. Curva offset

A2 Organizacion del archivo IGES

Cada archivo IGES, dividido en 80 columnas, tiene cinco secciones identificadas por la
letra de la columna 73 de cada linea (S, G, D, P o T) (Farin, 1997), secciones que se

detallan a continuacion:
Seccion inicial

Comentario para lectura humana, generado manualmente por la persona que crea el

archivo IGES, contiene informacién necesaria para el usuario receptor.
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Seccidn de datos globales

Esta seccion contiene informacion (la aplicacion emisora, autor, organizacion, estandar
de dibujo, sistema de medicion, version IGES y otros datos) necesarios para la aplicacion

receptora.

Seccion de entrada de datos

La seccion de entrada de datos sirve como indice para el archivo IGES. Posee una
entrada de directorio para cada entidad. Una entrada de directorio tiene 20 campos
justificados a la derecha de 8 caracteres cada uno, en dos lineas consecutivas que
almacenan informacion aplicable a cada tipo de entidad. La Tabla A.2 muestra los campos

mas importantes de esta seccion.

Tabla A.2: Campos de la Seccion de Entrada de directorio de un archivo IGES.

1. Tipo de entidad

2. Puntero hacia los datos de parametros para dicha entidad

4. Patron de fuente de linea
5. Nivel

10. Numero de lineas desde el comienzo de la seccion de entrada del directorio

11. Tipo de entidad (igual que en el campo 1)

12. Grosor de linea
13. Color

14. Namero de campos de la entrada de datos de parametros

15. Numero de formato
18. Etiqueta de entidad

20. Numero de lineas desde el comienzo de la seccidon de entrada del directorio
(igual que el campo 10)

Seccidn de datos de parametro

Contiene informacién geométrica especifica para cada tipo de entidad, como los puntos
finales de una entidad de linea, o el centro y radio de un circulo. Las entradas de datos del

pardmetro tienen una longitud diferente dependiendo del tipo de elemento.
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Seccién final

Indica el final del archivo de datos IGES y sirve para chequeo del archivo. Cada linea
tiene en la columna 73 y 74 una letra identificadora de la seccion y el numero de lineas
desde el comienzo de la seccion de entrada del directorio, usado por IGES para el puntero

de datos en la seccidon de entrada de datos.

A3 Ejemplos de implementacion via IGES

Como ejemplo se ha generado el archivo IGES de la aproximacién de la clotoide con
subdivision (Fig. 5.6). En dicho archivo (Fig. A.1) se indican las distintas secciones que lo

constituyen, asi como las partes mas importantes que forman cada seccion.

La Fig. A.2 muestra el archivo IGES de la representacion B-spline procedente de la
uniodn de las dos curvas de Bézier, después de la eliminacion de nodos internos (Fig. 5.7).
Como puede observarse, este archivo es mucho mas compacto que el de dos curvas de

Bézier empalmadas.

This file was produced by Mathematica IGES S 1 | Seccion inicial
1H, ,1H;,,5H1.igs,14HMicroStation/J,14HMicroStation/J,32,38,6,38,15,,1. G 1 L,
3,2HMU,32,0.196850393700787 ,14H1020218.122253,0.0001 G 2 | Seccion datos
5109.6198152999996, , ,8,0,14H1020218.122200; G 3 |  globales
126 0 1 1 0 0 000000000D 1 Lz
126 1 3 3 0 BS CURVE D) 2 ,Secgfg‘;gtsrada
126 @ 0 1 1 0 6] 000000000D 3
126 1 2 3 0 BS CURVE 1D 4 -
126, 5, 5, 1, 0, 0, O _ 1P (1)
0, 0, 0, 0, 0, O, Entidad 1P 2
Nodos 1, 1, 1, 1, 1, 1, Ptos control-1 1P 3
Pesos {1, 1,1, 1, 1,1, Grado 1P 4
0., 0., 0 —»< No Plano(0)-Plano(1) 1P 5
PuUNtos 0.1, 0., O Abierto(0)-Cerrado(1) 1P 6
de 0.2, 0., 0 RacionalO)-Integral(1) 1P 7
control 0.300054, 0.00633608, 0 No Periddico(0)-Periddico(1) 1P 8
0.399956, 0.0264641, O 1P 9
0.492344, 0.0647324, O Valor inicial parametro 1P 10 »
0,1,0,0,1 » < Valor final parametro 1P 11 | Seccion
126, 5, 5, 1, 0, 0, O Componente X normal 3P (12) datos de
o0, 0, 0, 0, 0, O, Componente Y normal 3P 13 parametro
1,1,1,1,1,1, Componente Z normal 3P 14
1,1, 1,1, 1, 1, 3P 15
0.492344, 0.0647324, 0 3P 16
0.584732, 0.103001, O 3P 17
0.669606, 0.159409, O 3P 18
0.740623, 0.238259, O 3P 19
0.779893, 0.338259, O 3P 20
0.779893, 0.438259, O 3P 21
0,1,0,0,1 3P 22 |
S 1G 3D 2P 22 80 Columnas T 1 } Seccion final
- o

Figura A.1: Archivo IGES de 2 curvas de Bézier.
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Este archivo se ha importado en el programa de CAD MicroStation® (Fig. A.3).
This file was produced by Mathematica IGES S 1
1H,,1H;,,5H1.igs,14HMicroStation/J, 14HMicroStation/J,32,38,6,38,15,,1. G 1
3,2HMU, 32,0.196850393700787 , 14H1020218.122253,0.0001 G 2
5109.6198152999996, , ,8,0,14H1020218.122200; G 3
126 1 0 1 1 0 0 000000000D 1
126 1 8 3 0 BS CURVE 1D 2
126, 8, 5, 1, 0, 0, O 1P 1
0, 0, 0, 0, 0, O, 1P 2
0.5, 0.5, 0.5, 1P 3
1,1, 1,1, 1, 1, 1P 4
1,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1P 5
0., 0., 0 1P 6
0.1, 0., 0 1P 7
0.2, 0., 0 1P 8
0.300054, 0.00633608, 0 1P 9
0.499858, 0.0465921, 0 1P 10
0.669606, 0.159409, 0 1P 11
0.740623, 0.238259, 0 1P 12
0.779893, 0.338259, 0 1P 13
0.779893, 0.438259, 0 1P 14
0,1,0,0,1 1P 15
S 16 3D 2p 15 T 1
Figura A.2: Archivo IGES de una curva B-spline.
# prueba,dgn (3D - ¥8 DGN) - MicroStation cadémico)) =]
Mychiva Editar Elemento  Ajustes Heramientas Uliidades Espacio de biabajo Wentana Ayuda
P HB:-=o-=0-]  |6c@He|0ecd s tab~~ @ 2 [AHvnbe4 i
& ¥ista 1 -Superi JSEIF
JES]
ol = R | | _’IL‘
I

Seleccion de elementos | o 52 encontraran slemertas 2@ petaut I

Figura A.3: Incorporacién de curva B-spline en MicroStation®.
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Notacion

A

a(t)
arrp(t)
a(u)
a(u, v)

a’, a

aOO’ aOl’ alO’ all

ax (u)
ai,j(u, V)
3, &

0,0
i.j >

1,0
i,j°

0,1
i,j°

a,a

a

EH

Aa(s)
BZk+l sz+1
k s

k+1
b

13

o

region

curva sin deformar

curva deformada

polinomio univariado

polinomio bivariado

vectores columna de coeficientes de una s-serie univariada
matrices de coeficientes de una s-serie bivariada
coeficiente de una s-serie univariada, funcion lineal de u
coeficiente de una s-serie bivariada, funcién lineal de u y v.
coeficientes de una s-serie univariada

coeficientes de una s-serie bivariada

término constante de una s-serie univariada

término lineal de una s-serie univariada

componente simétrica de una s-serie univariada
coeficientes normalizados de una s-serie univariada
componente antisimétrica de una s-serie univariada
polinomios de Bernstein de grado 2k+1

vector columna o matriz de coeficientes escalados de Bernstein

coeficientes escalados de Bernstein de una funcidon univariada
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b(u, v)
Prrn(U, V)
bi(t)
C(M)

C

C(t)

c(t)

Ca (1)

(V)
M n

Nn

n(t)
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coeficientes escalados de Bernstein de una funcién bivariada
vector columna o matriz de coeficientes de Bernstein
coeficientes de Bernstein de una funcidon univariada
coeficientes de Bernstein de una funcion bivariada

coeficientes de Bézier de la interpolacion de Hermite de orden k
superficie sin deformar

superficie deformada

funciones base de Poisson

operador que invierte el orden de las columnas de una matriz M
circulo de convergencia de una serie de Taylor

integral de Fresnel

clotoide

offset clotoide

coeficientes serie de Taylor en 0

coeficientes serie de Taylor en 1

desplazamiento offset

aproximacion de Hermite de orden k de f(t)

coeficientes de la interpolacion de Hermite de orden k — 1
después de la elevacion de grado (2k — 1)—>(2k + 1)

orden de una s-serie

curvatura
lemniscata de Bernoulli
longitud arco

matriz de conversion de la base s-monomial a la base de
Bernstein, dimension (n+ 1) x (K + 1)

grado de una s-serie

matriz de conversiéon de la base de Bernstein a la base s-

monomial, dimension (k + 1) x (n+ 1)
normal

grado de una s-serie
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P’(u), B!(u) funciones base de una s-serie univariada

p orden de una s-serie bivariada

Pk coeficientes de una serie de Poisson

q orden de una s-serie bivariada

R(M) operador que invierte el orden de los elementos de un vector o

las filas de una matriz M

r radio de convergencia de una serie de Taylor

multiplicidad original nodo interno

multiplicidad minima nodo interno

S(t) integral de Fresnel

S parametro simétrico de una s-serie, polinomio funcion de u

t parametro simétrico de una s-serie, polinomio funcion de v
variable

t singularidad real

U intervalo de determinacion del nimero subdivisiones

u variable unitaria

nodo curva B-spline

Vv variable unitaria

W peso asociado a un punto de control

z variable compleja

7 singularidad imaginaria

& error

ot) angulo entre la tangente a la clotoide y el eje X
P factor de escala de una serie de Poisson

o(t) velocidad paramétrica
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