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I. A kituzott kutatasi feladatok osszefoglalasa

Mig a diofantikus egyenletek elmélete a gérog matematikaban gyokeredzik, tehat
tobb mint kétezer éves multra tekint vissza, addig az elsé exponencialis tipusu dio-
fantikus probléma joval késobb, a XIV. szazadban jelent meg egy zeneelméleti kérdés
kapcsan. Egészen a XX. szdzad masodik feléig tobbnyire ad hoc mddszerekkel oldot-
tak meg exponencidlis diofantikus egyenleteket, j6 példa erre Nagell bizonyitdsa [58]
Ramanujan sejtésére [62]. Bar az algebrai szamok logaritmusai linedris formdinak
becslésén alapulé Baker-moddszer, valamint a diofantikus approximacié elmélet egyik
csucsa, az Altér tétel, tovabba az egységegyenletek elmélete hatékony eszkozoket adott
a kutatok kezébe, — és nem csak az exponencidlis vagy polinomidlis-exponencialis dio-
fantikus egyenletek vizsgalatara — a kiillonboz6 egyedi megkozelitések tovabbra is fontos
szerephez jutnak.

Polinomidlis-exponencidlis diofantikus egyenleten olyan diofantikus egyenletet ér-
tiink, amelyben egyszerre van jelen polinomialis és exponencialis — elsé megkozelitésben
— raciondlis egész ismeretlen is. Néhany klasszikus példat kiemelve, az aldbbi problémék
fémjelzik a problémakort.

Ramanujan-Nagell egyenlet. A

2F —7=2"
egyenlet Gsszes egész megoldédsa (k,z) = (3,1), (4,3), (5,5), (7,11) és (15,181). (Lasd
[62], [58].)
Catalan-Mihdilescu tétel. Az

2P — oyl =1
egyenlet egyetlen megolddsa az z,y,p,q > 1 ismeretlenekben 32 — 23 = 1. (Lasd [23],
[56].)

Jesmanowicz sejtés. Ha a, b és ¢ primitiv Pithagorszi szamhéarmas, akkor
a®*+ b =¢°

egyetlen pozitiv egész megoldasa (z,vy, z) = (2,2,2). (Lasd [35].)

Az értekezés olyan vegyes egyenleteket, illetve egyenletrendszereket vizsgal, ahol az
egyenlet(ek) egyik oldaldn exponenciélis, a masikon polinomiélis ismeretlenek jelennek
meg. Altalanos formaban tekintsiik az

W&+ uky? + -+ wpéyt = p(ar, xe, .., 1) (1)
diofantikus egyenletet, ahol w;, & (i = 1,2,..., k) rogzitett egészek, p(Xi, Xo, ..., X})

egy adott egészegyiitthatos polinom és a megoldasokat az xy,xs, ..., x; egészekben és
az ni,ne, ..., N nem negativ egészekben keressiik.
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Az (1) egyenlet tobb valtozata, médositdsa ismert. A p(Xi, X, ..., X;) polinom
lehet még egészértékii, vagy raciondlis egytitthatos, vagy a racionalis szamtest egy al-
gebrai bovitésével kapott K szdmtest elemei lehetnek az egyiitthatéi. Hasonléan (1) bal
oldalan az egytuitthatok és a hatvanyalapok is lehetnek egy algebrai szamtest egészei.
A megoldéasokat is kereshetjiik ugy, hogy nq,ns, ...,ng € Z és x1,xa, ..., r; a K algebrai
szamtest egészei.

Az értekezés (1) aldbbi speciélis eseteit vizsgdlja, az utolsé két esetben egyenlet
helyett egyenletrendszereket tekintve.

o A. 2N £ oM 4 oL — 42

e B. (a" —1)(b" —1) = 22, kiilonbozd 1 < a < b egész paraméterek mellett;

C. G, = ps(z), ahol {G,} méasodrendii rekurziv sorozat, ps3(X) harmadfoki
egészértékil polinom,;

e D. G, = p(a,b), G, = p(a,c), G, = p(b,c), ahol {G, } masodrendii rekurziv
sorozat, p(X1, Xo) = X1Xo + 1;

E. 51 = p(aab)a S2 = p(aac)v S3 = p(avd)v S4 = p(bv C)v S5 = p(bv d)a S¢ = p(c7 d)7
ahol s;-k S-egységek az |S| = 2 feltétellel, p(X;, Xo) = X3 Xo + 1.

Az A kérdéshez hasonl6 problémékat korabban csak két tagra, vagy tobb tag esetén
nagyon specialis helyzetben oldottak meg. B 1ij irdnyt nyitott a kutatasokban. C eseté-
ben sok, szerteagazo eredmény létezett a rekurziékban el6forduld polinomialis értékekre.
Itt az volt az Ujdonsag, hogy harmadfoki polinomok egy osztalyara sikeriilt egy meg-
oldé eljarast felfedezni. D és E elézménye a diofantikus négyesek klasszikussa valt
problémaja, mi a mar meglevo variansokat bévitettiik Uj kérdésekkel, melyeket részben
meg is valaszoltunk.
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II. A vizsgalati médszerek attekintése, az eredmé-
nyek jellege

Az (1) tipust polinomidlis-exponencidlis diofantikus egyenletek megolddsara egysé-
ges megkozelités nem létezik. Az elozé fejezetben felvetett A—E témék vizsgalati
modszereit kérdésenként tekintjiik at, megadva egyuttal a kapott eredmények jellegét
is.

A. 2N £ 2M 4 oL — 2

A [14] dolgozatban sikeriilt teljesen megoldani a 2V + 2M 4 2L = 22 egyenle-
tekbdl szarmazd 8 esetet. Ez volt az els6 alkalom, amikor az egyenlet exponencialis
részében harom azonos alapu tag szerepelt altalanos korilmények kozott, azaz N, M
és L viszonyara csak a természetes N > M > L > 0 feltétel volt eldirva a szim-
metria feloldasdra ott, ahol ez indokoltnak latszott. Az egyenletek tobbségét elemi
szamelméleti eszkozokkel vizsgaltuk. Kettohoz azonban masra is sziikség volt. Az
egyik a 2" — 2™ + 1 = 2% egyenlet, amely Beukers [20] egy tételének felhaszndlasdval
volt kezelhetd. A maésik [14] f8 eredménye, a jéval bonyolultabb 27 4 2™ + 1 = 22
egyenlet gyokeinek meghatdrozésa. Ehhez — egyebek mellett — Beukers [20] diofanti-
kus approximaciéon alapulé mély eredményét alkalmaztuk. Erdekes médon, egy alkal-
mas transzformacié tulajdonsagait figyelembe véve, az eredeti problémabdl szarmazd,
latszélag bonyolultabb egyenletrendszer vizsgalata vezetett a sikerhez. A kérdés azért
volt nehéz, mert az = 2' + 1 alakd, végtelen sok elemii megolddscsaldd mellett 1étezik
két sporadikus megoldas is.

A fenti eredményeket roviden tgy Osszegezhetjik, hogy végtelen sok altaldnositott
Ramanujan-Nagell tipusi, azaz 2% + d = 2% egyenletet sikeriilt megoldani.

B. (a® —1)(b" - 1) = x>

Az (a" — 1)(0" — 1) = x? egyenlet Osszes megoldasat meghatéroztuk tobb a és b
paraméter mellett. Azt mutattuk meg, hogy széban forgd egyenletnek nincs megoldasa
ha (a,b) = (2,3) vagy (2,6), egy megoldas létezik ha (a,b) = (2,5) vagy (2,2%), és
harom megoldds van (a,b) = (a,a”) mellett. A probléma azért nem konnyi, mert
valamely c-hez relativ prim modulust véve ¢” — 1 maradékai peridikusan 0-t vesznek
fel. Ezt a helyzetet tovabb nehezitheti, ha a széban forgd egyenlet megoldhato.

Amennyiben (a,b) = (2, 3), (2, 5), akkor a primitiv gyokok és kvadratikus maradékok
elméletén alapulé bizonyitast adtunk ([12]). (a,b) = (2,6) esetén az el6z6 mddszert
ki kellett boéviteni két alkalmasan megvalasztott primre vonatkozé kvadratikus ma-
radék szitajaval ([4]). Az altalanosabb (a,b) = (a,a”) tipus vizsgalata sordn tdgabban
értelmeztiik a [12] dolgozatban megoldott (28 — 1)(2F" — 1) = 2? egyenletet. Itt Chao
Ko [24] illetve Ljunggren [50] egy-egy tételét haszndltuk a bizonyitdshoz.

A [6] cikkben &ltalanositottuk a kordbbi eredmények egy részét oly médon, hogy az
a és b hatvanyalapokat nem rogzitettiik, hanem bizonyos kongruenciaknak kellett eleget

5



dc_871 14

tenniiik: egyrészt a = 2 (mod 6) és b = 0 (mod 3) mellett beldttuk, hogy nincs pozitiv
egész (n, r) megoldds, masrészt b — 1 = 52, a = 2 (mod 20) és b = 5 (mod 20) mellett
igazoltuk, hogy az egyenlet altalaban nem oldhaté meg, de bizonyos esetben létezik
egy explicite megadhaté megoldasa. Az utobbi vizsgalatoknal féleg a Pell egyenletek
megoldasainak szamelméleti tulajdonsdgait hasznaltuk fel.

C. G, =ps3(x)
Legyenek a
G, = AG,_1 + BG,,_», A BeZ (2)

bindris rekurzié Gy és G kezdbelemei egész szamok. Tételezziik még fel, hogy {G,}
karakterisztikus polinomjanak D = A% + 4B diszkrimindnsa 0-tél kiilonbozd, és hogy
|B| = 1. A [15] dolgozatban beldttuk, hogy rogzitett egyiitthaték mellett a Gy = 0
és G; = 1 kezd6értékekkel inditott {G,} rekurzié és annak {H,} asszocidltja csak
véges sok (§) tipusi polinomidlis értéket tartalmazhat. A bizonyitds Mordellnek [57]
egy, az elliptikus egyenletekre vonatkozé ineffektiv végességi tételén alapszik. A cikk-
ben megadtunk egy algoritmust is az Osszes (g) polinomidlis érték meghatarozasara.
Az algoritmus elliptikus egyenletekre vezeti vissza a problémat, melyek megoldasara
szamitégépes eljarasokat fejlesztettek ki.

A [15] dolgozat eredményeinek kiterjesztését [13] tartalmazza, ahol az altaldnosabb

1
G, = E(axg’ + 3abx® + cx + (be — 2ab®))

egyenletet targyaltuk az a # 0, d # 0 feltételekkel (a, b, ¢, d € Z), tovabba tetszileges
Gy, Gy kezdoértékekkel. Ezzel egy hdrom fiiggetlen paraméterti, harmadfoku polinom-
osztély elemeit tudtunk kezelni.

D. Gx = p(aa b), Gy = p<av C)7 Gz = p(b> C), p(Xla XZ) =X X2 +1

Az 1. részben kozolt probléma nyilvanvaléan ekvivalens az

ab+1 = G,
ac+1 = Gy, (3)
bce+1 = G,

egyenletrendszerrel, melyet az 1 < a < b < ¢ és x,y, 2z nem negativ egész ismeretle-
nekben vizsgalunk, ahol a nem degenerélt {G,} sorozat kielégiti a (2) rekurziét. Ha
vannak ilyen a, b, ¢ szdmok, akkor éket diofantikus harmasoknak nevezziik ({G,, }-re vo-
natkozdan). (3) vizsgdlata nem egyszerti, egyes sorozatokra végtelen sok harmas létezik,
masokra véges sok (esetenként 0).

A [3] dolgozatban, D > 0 mellett osztdlyozni tudtuk a végtelen sok diofantikus
harmassal rendelkez6 rekurzidkat, ehhez sziikség volt az Altér tételnek, a végesen ge-
neralt multiplikativ csoportokra vonatkozo egységegyenleteknek, algebrai szamelméleti
eszkozoknek, multirekurziv sorozatokra vonatkozé eredményeknek, és bizonyos polino-
mok tulajdonsagainak kombindlasara. Belattuk, hogy végtelen sok diofantikus harmas
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csak kivételes esetekben fordulhat eld, igy természetes kérdésként mertil fel, hogy a nem
kivételes esetekben hogyan lehet meghatdrozni (3) Gsszes (véges sok) megoldasat. A
Fibonacci sorozatra [8], majd a Lucas szdmok sorozatéra [9] megadtunk egy médszert,
amely lehet6vé tette (3) tényleges megoldasat. Ezek a dolgozatok a ged(G, —1,G, —1)
legnagyobb kézos oszté tobbirdnytd becslésén milnak (x < y < z). Késébb [1]-ben
megvizsgaltuk a Balansz szamokra vonatkozé diofantikus harmasok kérdését, és a Fi-
bonacci sorozathoz hasonléan ott sem taldltunk megoldast (a Lucas szdmok sorozatabol
egy diofantikus harmas szdrmazik). Ezt az eredményt altaldnositotta az [5] dolgozat,
ahol mar nem egy adott sorozatrol, hanem sorozatok egy jol meghatarozott, végtelen
sok sorozattal rendelkez6 G, = AG,_1 — G,_s osztalyardl tudtuk megmutatni, hogy
nincs diofantikus harmasuk. Ujabban bevezettiik a {G}-tavolsig fogalmét, és erre vo-
natkozoéan is végeztiink vizsgalatokat [10, 11, 2].

E. 51 = p(a7 b)7 Sg = p(a7 C)? S3 = p<a7 d)7 S4 = p<b7 C)7 S5 = p(bu d)7 Se¢ = p(C,d),
P(X1,X3) =X3Xo+ 1

Legyen S a p és q primek kételemii halmaza, és tekintsiik az

ab+1=p*gh, be + 1 = p*g™,
ac+1=p*q™, bd +1=p*q™, (4)
ad +1 = p*3¢™, cd+ 1 = pogh

egyenletrendszert. Erre vonatkozé sejtésiinket, miszerint nincsenek olyan p és ¢ primek
melyekre létezne {p, q}-diofantikus {a, b, ¢, d} négyes, dltalanossdgban nem sikeriilt iga-
zolni. Megmutattuk azonban, hogy a sejtés végtelen sok, bizonyos technikai felté-
teleknek eleget tevé p és g primekre teljestil [16], mdsrészt az Osszes olyan p és ¢
primszamokra, melyek 4-gyel vett osztasi maradéka 3 [17]. A publikdldsra benytjtott
[18] cikkben beldttuk, hogy a sejtés p = 2 esetén is igaz ha ¢ = 3 (mod 4) tovabbra is
fennall.

A bizonyitdsok sordan hérom, a (4) egyenletrendszerbdl szarmazé S-egység egyen-
letet vizsgaltuk, felhaszndlva Stewart és Tijdeman eredményeinek [68] élesitését, a
Baker-modszert, bizonyos oszthatésagi tulajdonsagokat, és kiillonboz6 becsléseket. A
f6 nehézséget az ismeretlenek szaménak (f6leg a kitevék szamanak) nagysiga jelenti,
még akkor is, ha koztiik kiillonbozo osszefiiggéseket lehet felfedezni.



dc_871 14

III. Az 4j tudomanyos eredmények el6zményei,
osszefoglalasa és hatasa

A. 2N £ 2M 4 oL — 2

A vizsgélt egyenletek elézményei kozott meg kell emliteni Lebesque munkajat [45],
melybol kovetkezik, hogy a 2" —1 Mersenne-féle szam csak akkor lehet teljes négyzet, ha
n = 0 vagy 1. (Kés6bb Gerono [29] ugyanezt igazolta magasabb hatvanyokra.) Mivel a
2" +1 = z? egyenlet egyetlen (n, z) = (3, 3) nem negativ egész megolddsa régéta ismert,
fgy vildgos, hogy ezek az eredmények Osszességében megadjak a 2™ + 272 = 22 egyenlet
Osszes megoldasat is.

Rotkiewicz és Ztotokowski [63] a

pn1+pn2++pnk+1:x2

egyenletet vizsgaltak, ahol p paratlan prim, k£ > 1, tovdbbad ny > ngy > -+ > np > 1.
De Weger [77] éles felsé korlatot adott az

azx + by = 2

egyenletben az x € S és y € S ismeretlenek nagysdgara, ahol S az adott pq,...,ps
primek altal multiplikative generalt természetes szamokbodl allé halmaz, a,b € Z, ugy
hogy p; t ab és az a, b szamok legnagyobb kozos osztdja négyzetmentes.

Ramanujan sejtését [62] Nagell [58] bizonyitotta. Maésok mellett Beukers [20] is
foglalkozott az altaldnositott 2% + d = 22 Ramanujan-Nagell egyenlettel, ezen cikkének
eredményeit a bizonyitasokban felhasznaltuk.

Réatérve az altalunk vizsgalt probléméra, az alabbi két tétel irja le 2V £2M £21 = 2
két legfontosabb esetére vonatkozd eredményeket.

1. tétel. (Szalay, 2002, [14].) Ha a pozitiv n, m és x egészek az n > m feltétellel
kielégitik a
2"+ 2"+ 1 =2a?
egyenletet, akkor
o (n,m,z) € {(2t,t+ 1,2+ 1) [t €N, t > 1}, vagy

e (n,m,x) € {(5,4,7), (9,4,23)}.
2. tétel. (Szalay, 2002, [14].) Amennyiben az n, m és x pozitiv egészekre
2" — 2"+ 1 =2a?

all fenn, akkor
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e (n,m,x) e {(2t,t+1,2" —1) |t €N, t > 2}, vagy
i (n,m,x) S {(tatal) | teN, t > ]-}7 vagy

o (n,m,z) € {(5,3,5), (7,3,11), (15,3,181)}.

Foleg az 1. tétel eredménye értékes, mert altalanos koriilmények kozott oldotta meg a
héarom tagu 6sszegre vonatkozd problémat, korabban csak bizonyos feltételekkel tudtak
kettonél tobb tagu Osszegeket vizsgalni.

A cikk megjelenését kovetéen Luca [52] megadta a p® £p° + 1 = 22 rokon egyenletet
Osszes megoldasat paratlan p primszamok esetén. Késobb Le Maohua meghatérozta
p® — p® + p¢ = 2?2 [39], illetve p® — p® — p¢ = 2% [40] megoldésait, majd a 2 | a és
a > b > c> 0 feltételek mellett megoldotta a p® + p® — p¢ = 2% egyenletet [41], 4m az
utobbi egyenletnél a paratlan a esete még mindig nyitott.

Bennett, Bugeaud and Mignotte [21] z € {2, 3} mellett vizsgdlta az 2@+ 2%+ 1 = 34
egyenletet (1 < a < b, ¢ > 2). A szerzék explicite megadtak a megoldasok halmazt.
Késébb Bennett [22] elemezte, hogy hdrmas szédmrendszerben mely négyzetszamoknak,
illetve magasabb hatvanyoknak van pontosan harom 0-tél kiillonboz6 szamjegye.

Scott és Styre [64] a Pillai egyenlet (—1)“a”™ 4+ (—1)"0¥ = ¢ alakid dltalanositdsdnak
vizsgalatdban, tobbek kozott, felhaszndlja az 1. tétel eredményeit. A [65, 66] tanulma-
nyokban Scott egyszer(ibb, elemi bizonyitast ad az 1. tételre, valamint LUCA p®+pP+1 =
22 egyenletre vonatkozé eredményére.

Arenas-Carmona, Berend és Bergelson [19] leirjdk, hogy vizsgalataikban nagy fon-
tossdggal birnak azok a P(X) polinomok, melyekre a 2" £+ 2" + ... £ 2™ = p(x)
egyenlet végtelen sok (nq,na, ..., ng, x) megolddssal rendelkezik. Ward [76] megjegyzi,
hogy egy problémé&ja megoldasaban hasznélni lehetne az 1. tételt, de direkt bizonyitéast
ad a specialis helyzetre.

Tovébbi cikkek [51, 78, 53, 27|, valamint Guy Unsolved Problems in Number Theory
cimi konyve [31] (251. oldal) hasonlé exponenciélis, vagy polinomidlis-exponencidlis
egyenleteket targyalva megemliti az 1. tételt vagy hivatkozik a [14] dolgozatra.

B. (a®—1)(b" - 1) =x?
A felvetett probléma két binaris rekurzi6 szorzatdban, vagy vele ekvivalens megfogal-
mazasban egy negyedrendii linearis rekurziéban keresi a négyzetszamokat. Viszonylag

hosszu multra tekint vissza a
G, = 24

egyenlet vizsgalata az n > 0, x és q > 2 egészekben, ahol {G,,} egy adott linedris
rekurziv sorozat. Shorey és Stewart [67], illetve t6lilk fiiggetleniil Pethd [60] megmu-
tattak, hogy ha {G,,} masodrendii, akkor mindharom valtozé feliilrdl effektive korlétos.
Amennyiben magasabbrendii rekurziv sorozatokat tekintiink, akkor a sorozat karak-
terisztikus polinomjénak dominédns gyokot feltételezve Shorey és Stewart [67] igazolta,
hogy ¢ nem lehet akarmilyen nagy. Ezt az eredményt Nemes és Pethé [59] kiterjesztette
a G, = 27+ A(x) esetre, ahol A(X) egy adott egészegyiitthatds polinom. Sajnos a g
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kitevére vonatkozé felsé korlatok olyan hatalmasak, hogy kozvetleniil nem lehet Gket
hasznalni a kérdéses egyenletek tényleges megoldésara.

A fentiek mellett tobb olyan eredmény sziiletett, amely kiilonb6z6 binaris rekurziok-
ban meghatarozta egy adott alaku figuralis szamok Osszességét, de magasabbrendii re-
kurzidkban ritkén sikeriilt hasonlé eredményeket elérni. McDaniel [55] példdul bizonyos
Lehmer sorozatokban és asszocialtjaikban le tudta irni a négyzetszamokat. Mivel, mint
mar emlitettiik,

(a” = (" — 1) =2 (5)

bal oldala felfoghaté gy is, hogy két bindris rekurzié szorzata, azaz egy negyedrendii
rekurziv sorozat, és (5) ezekben keresi a négyzetszamok el6forduldsat, igy az (5) tipusi
egyenletek felvetése, és megoldéasa 1j iranyt hozott a kutatasokba.

Az el6bbiek szerint a [12] és [4] dolgozatok tttord munkdanak is mondhatdk, és a
késébbi [6] tanulmannyal egytitt az alabbi tételeket bizonyitottuk benniik.

3. tétel. (Szalay, 2000, [12].) Nincs pozitiv egész (n,x) megolddsa a
(2" - 1)(3" - 1) = 2?

eqyenletnek.

4. tétel. (Szalay, 2000, [12].) A
2" —1)(5" - 1) = 2?

egyenlet egyetlen pozitiv egész megolddsa (n,z) = (1,2).

5. tétel. (Hajdu — Szalay, 2000, [4].) A
(2" —1)(6" — 1) = 2°

diofantikus egyenletnek nincs pozitiv egész (n,x) megolddsa.

6. tétel. (Hajdu — Szalay, 2000, [4].) Ha az a > 1, k > 1, n és x pozitiv egészekre
kn > 2 teljesiil, és kielégitik az

(a" —1) (" = 1) =2

egyenletet, akkor (a,n,k,x) = (2,3,2,21) vagy (3,1,5,22) vagy (7,1, 4,120).

7. tétel. (Lan — Szalay, 2010, [6].) Ha a =2 (mod 6) és b =0 (mod 3) akkor az
(a® = 1) —1) =22

diofantikus egyenletnek nincs pozitiv egész (n,x) megolddsa.

10
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8. tétel. (Lan — Szalay, 2010, [6].) Tegyiik fel, hogy b — 1 = s* négyzetszam. Ekkor
a =2 (mod 20) és b =5 (mod 20) mellett az

(@™ —1)(b" —1) = 2*
egyenlet vagy nem oldhatd meg, vagy egyetlen lehetséges megolddsa (n,x) = (1, st), ahol

t=+va—1¢&N.

A 2000-ben megjelent két cikk nagy érdeklddést keltett. Pethd [61] jelentds fej-
leménynek értékelte, hogy 1j kutatasi iranyt sikeriilt nyitni a magasabbrendi rekurzi-
6kban eléfordulé teljes hatvanyok vizsgalata terén. Cohn [25] egyik tétele az a* = b
feltétel mellett altaldnositja a 6. tételt, majd n = 1,2 és 4k mellett adja meg (5)
megoldasat. Tovabba megoldja a 2 < a < b < 12 esetekre meghatarozott egyenle-
teket. Nemrég Guo [30] tovabbfejlesztette Cohn munkéjit. Az egyik legjelentdsebb
eredmény Luca és Walsh nevéhez fiiz6dik, akik [54]-ban altalanos végességi tételt nyer-
tek az u,v, = 27 egyenletre, ahol {u,} és {v,} bizonyos tipusu bindris rekurzidk. Iga-
zolték tovdbba, hogy az (5) egyenleteknek csak véges sok megoldésa lehet rogzitett ala-
pokra. Emellett [54]-ben megadtak egy olyan eljérast, amellyel az (a® —1)(b" — 1) = 22
egyenletek altalanosan kezelhet6k az adott (a,b) parok tobbségére. Az algoritmusukat
2 < a < b < 100 esetben demonstraltak, és mintegy 70 kivételes esettol eltekintve
megoldotték az egyenleteket. A kivételek koziil késébb néhanyat Li és Tang [47], va-
lamint Li és Jin [48] kezelni tudtak. 2009-ben Le Maohua két cikket [42, 43] is kozolt
a (2" —1)(b" — 1) = z? egyenletrdél. Ugyanezzel a problémdval foglalkozott még Li és
Tang [46] is. Az (5) egyenlet b = a + 1 specidlis esetét vizsgdlta Le Maohua [44], és
Liang [49].

T6bb tanulmény [69, 73, 70, 72, 28, 36, 74| foglalkozik azzal, hogy a-ra és b-re olyan
osztalyokat keressen, melyekre (5) nem oldhaté meg. Az emlitett cikkek koziil [69] az
dltaldnosabb (a™ —1)(b™ — 1) = x? egyenletet tdrgyalja, melynek az elézménye az, hogy
Walsh [75] a 3. tételt dltaldnositotta: megmutatta, hogy a (2" —1)(3™—1) = 22 egyenlet
sem oldhaté meg. Szintén a kiilonbozé kitevéjil, dltalanosabb problémat elemzi He [33]
is.

C. Gn = Ps (X)

A binaris, valamint magasabb rendii rekurziv sorozatokban eléfordulé polinomidlis
értékek torténetét a B részben mar érintettiik. A [15] és [13] dolgozatok egy harmadfoki
polinomcsaladdal kapcsolatban tartalmaznak eredményeket.

A (2) binéris rekurzidra tegyiik fel, hogy Gy, G kezd6elemei egész szamok, |B| = 1,
valamint, hogy D = A%+ 4B # 0. Ismert, hogy a {G,,} sorozat asszocidlt {H,} soroza-
tara Hn = AHn_l + BHn_Q, (n 2 2) teljesul a HO = 2G1 - AGO és H1 = AGl + 2BGO
kezdeti értékekkel. Legyen Gy = 0 és G; = 1. Ekkor az alabbi allitasokat lattuk be.
Jelolje a Fibonacci, a Pell, és a Lucas szamok sorozatanak n-edik elemét rendre F,,, P,,
és L,.

9. tétel. (Szalay, 2002, [15].) A G, = (":f)) és H, = (g) egyenletek mindegyikének csak

véges sok megolddsa van azn > 0 és x > 3 ismeretlen egészekben.

11



dc_871 14

10. tétel. (Szalay, 2002, [15].)

e Ha F, = (3), akkor (n,z) = (1,3) vagy (2,3).

o L, = (3)-b6l (n,z) = (1,3) vagy (3,4) kévetkezik.
o A P, = (%) egyenletet csak (n,x) = (1,3) elégiti ki.

A [15] dolgozat eredményeinek kiterjesztését [13] tartalmazza, ahol az altaldanosabb
G, = (ax® + 3abx® + cx + (bc — 2ab?))/d egyenletet targyaltuk az a # 0, d # 0
feltételekkel (a, b, ¢ és d egészek), tovdbba tetszdleges G, G1 kezd6értékekkel. Az
eljaras alkalmazasaként a Fibonacci sorozatra, a Lucas szamok sorozatara, és a Pell
sorozatra az alabbi tételt nyertiik.

11. tétel. (Szalay, 2001, [13].)
e Ha F, =>7 % akkor (n,z) = (1,1), (2,1), (5,2) vagy (10,5).
o L,=>7" b6l (n,x) = (2,1) kovetkezik.
o AP,=>"7 i egyenletet csak az (n,x) = (1,1) és (3,2) pdrok elégitik ki.

Mindezeken tul, elemi modszert alkalmazva mindharom korabbi sorozatban meg-
hatdroztuk az 6sszes Y ;_, i* formdji szdmot, tovabbd a Fibonacci sorozatban illetve a
Lucas szamok sorozataban az (Z) tipusu kifejezéseket.

Hasonlé jellegli problémakkal foglalkozott Kovécs [37, 38|, Tengely [71], valamint
Luca és Szalay [7]. Ez utébbi dolgozat egy exponencidlis kifejezés 1étezését vizsgalja
a Fibonacci sorozatban, és megmutatja, hogy csak véges sok p® + p® 4+ 1 alaki 1-nél
nagyobb Fibonacci szam létezik, ahol p adott prim, a, b pozitiv egészek és max{a, b} > 2.

D. G =p(a,b), Gy =p(a,c), G, =p(b,c), p(X1,X3) =X X3 +1

A (3) egyenletrendszer vizsgélata, a klasszikus diofantikus szdm m-esek mintajara
egy 1j kutatasi iranyt nyitott meg azzal, hogy a négyzetszamokat egy rogzitett masod-
rendii rekurzié tagjaira cserélte. (3)-nak lehet végtelen sok megoldasa, legyen példdul
G, = 2"+ 1, és ekkor vildgos, hogy az a = 2%, b = 2% és ¢ = 2° hatvanyokkal végtelen
sok diofantikus harmas adhaté meg. Maés sorozatoknal mar a kezdetben gyanithatd
volt, hogy csak véges sok diofantikus harmasuk van. fgy jogosan meriilt fel a kovetkezd
kérdés. Melyek azok a masodrendii sorozatok melyekre végtelen sok diofantikus harmas
létezik? A [3] cikkben kozolt tétel talaldsdhoz sziikségiink lesz a kévetkezd jelolésekre.
Legyen a és § a (2) rekurzidhoz tartozé karakterisztikus polinom két kiilonboz6 gydke.
Ismert, hogy léteznek olyan v, € K = Q[a] komplex szamok, melyekre

Gn - ,ya” + 56n
teljesiil minden n-re. Most kovetkezzen az allitas.
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12. tétel. (Fuchs — Luca — Szalay, 2008, [3].) Legyen a {G,} bindris rekurziv sorozat
nem degenerdlt és A2+ 4B > 0. Tegyiik fel, hogy létezik végtelen sok a,b,c,x,y és z
nem negativ egész az 1 < a < b < c feltétellel, melyekre

ab+1 = G,
ac+1 = Gy,
be+1 = G,

teljesil. Ekkor 5,6 € {£1}, a,y € Z.
Tovdbba, véges sok a,b,c,x,y, z kivételtol eltekintve 03% = 65Y = 1, és az alabbiak
kozul az eqyik szikségszerien igaz:

e 03" =1, amikor v vagy Yo négyzetszam;
o 03% = —1, amikor x € {0,1}.

A 12. tétel ravilagit arra, hogy a binaris rekurziék kivételes esetektdl eltekintve
véges sok diofantikus harmast tartalmaznak. A bizonyités, jellegébdl adéddan, nem ad
eljarast arra, hogyan lehet meghatdrozni a (3) egyenletrendszer nem kivételes esetekben
el6forduld véges sok megolddsat. A Fibonacci sorozatra [8], majd kés6bb a Lucas
szdmok sorozatdra [9] megadtunk egy moddszert, amely lehetévé tette (3) tényleges
megoldasat, és amely az alabbi eredményt hozta.

13. tétel. (Luca — Szalay, 2008, [8] és Luca — Szalay, 2009, [9].) A (3) egyenletrend-

szernek 0 < a < b < ¢ és nem negativ x,y, z egész ismeretlenek esetén

e nincs megolddsa a Fibonacci sorozatra;

e az egyetlen megolddisa (a,b,c) = (1,2,3), (z,y,2) = (2,3,4) a Lucas szamok
sorozatdra.

A [8] és [9] cikkeket kévetve Alppal és Irmakkal [1] megvizsgaltuk a Balansz szamokra
vonatkozo diofantikus harmasok kérdését, és a Fibonacci sorozathoz hasonldéan ott sem
talaltunk megoldédst. Ezt dltalanositotta az [5] dolgozat, ahol mar nem egy adott so-
rozatot, hanem sorozatok egy jol meghatarozott, végtelen sok sorozattal rendelkezd
osztalyarol tudtuk megmutatni, hogy nincs diofantikus harmasuk. A vizsgalt sorozatok
kozos jellemzoje a G, = AG,_1 — G, _o rekurziv formula, ahol A # 2 rogzitett pozitiv
egész, a kezddelemek pedig Gy = 0 és G; = 1. A bizonyitott allitas a kovetkezo.

14. tétel. (Irmak — Szalay, kizlésre elfogadva, [5].) Ha A # 2 egy pozitiv egész szdm,
akkor nem léteznek olyan 1 < a < b < ¢ egészek, melyekre

ab+1 = G,
ac+1 = Gy,
bc+1 = G,

mindegyike egyszerre teljesulne valamely 1 < x <y < z egészekre.

13
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Tovébbi kutatési irdnyt kapunk, ha egy adott {G,} sorozatra bevezetjiikk a {G}-
tavolsag fogalmat. Egy w valés szam {G}-tévolsigén a

|lw|l¢ = min{|w — G| : n > 0}

minimumot értjik. A fentiek inspiraltak az olyan pozitiv a < b < ¢ egészek tanul-
manyozasat, melyekre [|ab||q, [lac|q and [|be||¢ mindegyike kicsi. Példaul a Fibonacci
sorozatra [10]-ben megmutattuk, hogy

max{||abl||r, ||ac||F, ||bc||r} > exp(0.0344/log c).

Ebbdl kovetkezik, hogy ha max{||ab| r, ||ac|F, ||bc||r} < 2, akkor ¢ < exp(415.7), és
a legnagyobb ilyen ¢ az (1,11,235) harmasban fordul el6 a mindésszesen 222 meg-
oldéds kozill. A Balansz szamokra {B,} sorozatara beldttuk [2]|, hogy csak (a,b,c) =
(1,34,1188) ad pontosan 1 {B}-tavolsagu ab, ac és bec harmast. Tovébbi kérdés, hogy
milyen becslést lehet adni azon (a,b,c) harmasok szadmossigara, melyekre az |lab||q,
lac|la, ||bcllq tdvolsdgok nem nagyobbak egy el6re megadott korldtndl. Vezessiik be az

s(x) = #{(a,b,c) € Z3:1<a<b<ce, max{||abl|q, [|ac||q, ||bcllc} < x}

fiiggvényt, melynek a viselkedését [11]-ben a Fibonacci sorozatra vizsgaltuk. Megmu-
tattuk, hogy ha x — oo akkor 2%/ < s(z) < 22t°() tovabba igazoltuk, hogy s(0) = 0,
s(1) =16, s(2) = 49.

E. s = p(a, b)v Sz = p(a, C)> S3 = p(a, d)a S4 = p(b, c), 85 = p(b, d)7 Se = p(C, d):
P(X1, Xz) = X3 X +1

Ismét a diofantikus szam m-esek kérdéskorének egy valtozatat elemeztiik, most
a négyzetszamok helyett S-egységeket vizsgdlva. Tekintsiik a (4) egyenletrendszert
tetszoleges szamu, de véges sok primet tartalmazé S halmazra. Ehhez kapcsolédik
Gyéry, Sarkozy és Stewart [32] egy sejtése, melyet kés6bb Corvaja és Zannier [26],
valamint t6liikk fiiggetlentil Hernandez és Luca [34] igazoltak. A sejtés a kovetkezot
allitotta: ha a < b < ¢ pozitiv egészekre ¢ — oo, akkor (ab + 1)(ac + 1)(be + 1) leg-
nagyobb primfaktora is a végtelenhez tart. Eszerint rogzitett S esetén csak véges sok
S-diofantikus héarmas (kovetkezésképpen négyes) lehet.

Tételezziik fel, hogy |S| = 2. Az éltalunk megfogalmazott sejtést, miszerint nincse-
nek olyan p és ¢ primek melyekre 1étezne {p, ¢}-diofantikus négyes, végtelen sok, bizo-
nyos technikai feltételeknek eleget tevd p és ¢ primekre sikeriilt igazolni [16], mésrészt
az Osszes olyan p és ¢ primszamokra, melyek 4-gyel vett osztdsi maradéka 3 [17]. A
pontos allitasok a koévetkezok.

15. tétel. (Szalay — Ziegler, 2013, [16].) Legyen p < q két kilonbézé prim, S = {p,q},
és tegyik fel, hogy
p2 J(qordp(q) -1, C]2 J(pordq(p) — 1.

Tegyiik fel tovdbbd, hogy valamely & > 1 valds szdmra q < p* teljesiil.

14
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Ilyen feltételek mellett létezik olyan C' = C(§) konstans, hogy bdrmely p,q > C
primek esetén nincs S-diofantikus négyes. A C' konstans értékét a

C = W(9;2.142 - 10%2¢?)

egyenldség hatdrozza meg, ahol V(k;x) az

y
(logy)*

egyenlet legnagyobb y > 0 valos megolddst jelols.

Tr =

Példdul ¢ = 2 mellett C = C(2) = 1.023 - 10*! adédik.

Belathatd, hogy a tétel technikai feltételeit, kiilonos tekintettel a rendekre vonatkozd
eloirasokra, végtelen sok p és ¢ prim teljesiti. Ebbol kovetkezik, hogy a tétel értelmében
végtelen sok S = {p, ¢} halmazra nincs S-diofantikus négyes.

16. tétel. (Szalay — Ziegler, 2013, [17].) Ha a p és q kiilonbozé primekre p = q =
3 (mod 4) teljesiil, akkor nem létezik {p, q}-diofantikus négyes.

Megjegyezzik, hogy a 16. tétellel analég allitas igaz, ha abban a paratlan p prim
helyett 2-t vesziink és meghagyjuk a ¢-ra vonatkozé eldirast. Ezt az eredményt pub-
likalas nyujtottuk be [18], ahol még azt is belattuk, hogy nem létezik diofantikus négyes
a {p, ¢} halmazra ha p = 2 és ¢ < 10, illetve fliggetleniil p és ¢ maradékétél modulo 4,
p < q < 10° esetén sem.
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