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I. A kitűzött kutatási feladatok összefoglalása

Mı́g a diofantikus egyenletek elmélete a görög matematikában gyökeredzik, tehát
több mint kétezer éves múltra tekint vissza, addig az első exponenciális t́ıpusú dio-
fantikus probléma jóval később, a XIV. században jelent meg egy zeneelméleti kérdés
kapcsán. Egészen a XX. század második feléig többnyire ad hoc módszerekkel oldot-
tak meg exponenciális diofantikus egyenleteket, jó példa erre Nagell bizonýıtása [58]
Ramanujan sejtésére [62]. Bár az algebrai számok logaritmusai lineáris formáinak
becslésén alapuló Baker-módszer, valamint a diofantikus approximáció elmélet egyik
csúcsa, az Altér tétel, továbbá az egységegyenletek elmélete hatékony eszközöket adott
a kutatók kezébe, – és nem csak az exponenciális vagy polinomiális-exponenciális dio-
fantikus egyenletek vizsgálatára – a különböző egyedi megközeĺıtések továbbra is fontos
szerephez jutnak.

Polinomiális-exponenciális diofantikus egyenleten olyan diofantikus egyenletet ér-
tünk, amelyben egyszerre van jelen polinomiális és exponenciális – első megközeĺıtésben
– racionális egész ismeretlen is. Néhány klasszikus példát kiemelve, az alábbi problémák
fémjelzik a problémakört.

Ramanujan-Nagell egyenlet. A

2k − 7 = x2

egyenlet összes egész megoldása (k, x) = (3, 1), (4, 3), (5, 5), (7, 11) és (15, 181). (Lásd
[62], [58].)

Catalan-Mihǎilescu tétel. Az

xp − yq = 1

egyenlet egyetlen megoldása az x, y, p, q > 1 ismeretlenekben 32 − 23 = 1. (Lásd [23],
[56].)

Jeśmanowicz sejtés. Ha a, b és c primit́ıv Pithagorszi számhármas, akkor

ax + by = cz

egyetlen pozit́ıv egész megoldása (x, y, z) = (2, 2, 2). (Lásd [35].)

Az értekezés olyan vegyes egyenleteket, illetve egyenletrendszereket vizsgál, ahol az
egyenlet(ek) egyik oldalán exponenciális, a másikon polinomiális ismeretlenek jelennek
meg. Általános formában tekintsük az

u1ξ
n1
1 + u2ξ

n2
2 + · · ·+ ukξ

nk
k = p(x1, x2, . . . , xt) (1)

diofantikus egyenletet, ahol ui, ξi (i = 1, 2, ..., k) rögźıtett egészek, p(X1, X2, . . . , Xt)
egy adott egészegyütthatós polinom és a megoldásokat az x1, x2, . . . , xt egészekben és
az n1, n2, ..., nk nem negat́ıv egészekben keressük.
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Az (1) egyenlet több változata, módośıtása ismert. A p(X1, X2, . . . , Xt) polinom
lehet még egészértékű, vagy racionális együtthatós, vagy a racionális számtest egy al-
gebrai bőv́ıtésével kapott K számtest elemei lehetnek az együtthatói. Hasonlóan (1) bal
oldalán az együtthatók és a hatványalapok is lehetnek egy algebrai számtest egészei.
A megoldásokat is kereshetjük úgy, hogy n1, n2, ..., nk ∈ Z és x1, x2, . . . , xt a K algebrai
számtest egészei.

Az értekezés (1) alábbi speciális eseteit vizsgálja, az utolsó két esetben egyenlet
helyett egyenletrendszereket tekintve.

• A. 2N ± 2M ± 2L = x2;

• B. (an − 1)(bn − 1) = x2, különböző 1 < a < b egész paraméterek mellett;

• C. Gn = p3(x), ahol {Gn} másodrendű rekurźıv sorozat, p3(X) harmadfokú
egészértékű polinom;

• D. Gx = p(a, b), Gy = p(a, c), Gz = p(b, c), ahol {Gn} másodrendű rekurźıv
sorozat, p(X1, X2) = X1X2 + 1;

• E. s1 = p(a, b), s2 = p(a, c), s3 = p(a, d), s4 = p(b, c), s5 = p(b, d), s6 = p(c, d),
ahol si-k S-egységek az |S| = 2 feltétellel, p(X1, X2) = X1X2 + 1.

Az A kérdéshez hasonló problémákat korábban csak két tagra, vagy több tag esetén
nagyon speciális helyzetben oldottak meg. B új irányt nyitott a kutatásokban. C eseté-
ben sok, szerteágazó eredmény létezett a rekurziókban előforduló polinomiális értékekre.
Itt az volt az újdonság, hogy harmadfokú polinomok egy osztályára sikerült egy meg-
oldó eljárást felfedezni. D és E előzménye a diofantikus négyesek klasszikussá vált
problémája, mi a már meglevő variánsokat bőv́ıtettük új kérdésekkel, melyeket részben
meg is válaszoltunk.
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II. A vizsgálati módszerek áttekintése, az eredmé-
nyek jellege

Az (1) t́ıpusú polinomiális-exponenciális diofantikus egyenletek megoldására egysé-
ges megközeĺıtés nem létezik. Az előző fejezetben felvetett A–E témák vizsgálati
módszereit kérdésenként tekintjük át, megadva egyúttal a kapott eredmények jellegét
is.

A. 2N ± 2M ± 2L = x2

A [14] dolgozatban sikerült teljesen megoldani a 2N ± 2M ± 2L = x2 egyenle-
tekből származó 8 esetet. Ez volt az első alkalom, amikor az egyenlet exponenciális
részében három azonos alapú tag szerepelt általános körülmények között, azaz N , M
és L viszonyára csak a természetes N ≥ M ≥ L ≥ 0 feltétel volt elő́ırva a szim-
metria feloldására ott, ahol ez indokoltnak látszott. Az egyenletek többségét elemi
számelméleti eszközökkel vizsgáltuk. Kettőhöz azonban másra is szükség volt. Az
egyik a 2n − 2m + 1 = x2 egyenlet, amely Beukers [20] egy tételének felhasználásával
volt kezelhető. A másik [14] fő eredménye, a jóval bonyolultabb 2n + 2m + 1 = x2

egyenlet gyökeinek meghatározása. Ehhez – egyebek mellett – Beukers [20] diofanti-
kus approximáción alapuló mély eredményét alkalmaztuk. Érdekes módon, egy alkal-
mas transzformáció tulajdonságait figyelembe véve, az eredeti problémából származó,
látszólag bonyolultabb egyenletrendszer vizsgálata vezetett a sikerhez. A kérdés azért
volt nehéz, mert az x = 2t + 1 alakú, végtelen sok elemű megoldáscsalád mellett létezik
két sporadikus megoldás is.

A fenti eredményeket röviden úgy összegezhetjük, hogy végtelen sok általánośıtott
Ramanujan-Nagell t́ıpusú, azaz 2k + d = x2 egyenletet sikerült megoldani.

B. (an − 1)(bn − 1) = x2

Az (an − 1)(bn − 1) = x2 egyenlet összes megoldását meghatároztuk több a és b
paraméter mellett. Azt mutattuk meg, hogy szóban forgó egyenletnek nincs megoldása
ha (a, b) = (2, 3) vagy (2, 6), egy megoldás létezik ha (a, b) = (2, 5) vagy (2, 2k), és
három megoldás van (a, b) = (a, ak) mellett. A probléma azért nem könnyű, mert
valamely c-hez relat́ıv pŕım modulust véve cn − 1 maradékai peridikusan 0-t vesznek
fel. Ezt a helyzetet tovább neheźıtheti, ha a szóban forgó egyenlet megoldható.

Amennyiben (a, b) = (2, 3), (2, 5), akkor a primit́ıv gyökök és kvadratikus maradékok
elméletén alapuló bizonýıtást adtunk ([12]). (a, b) = (2, 6) esetén az előző módszert
ki kellett bőv́ıteni két alkalmasan megválasztott pŕımre vonatkozó kvadratikus ma-
radék szitájával ([4]). Az általánosabb (a, b) = (a, ak) t́ıpus vizsgálata során tágabban
értelmeztük a [12] dolgozatban megoldott (2k − 1)(2kn − 1) = x2 egyenletet. Itt Chao
Ko [24] illetve Ljunggren [50] egy-egy tételét használtuk a bizonýıtáshoz.

A [6] cikkben általánośıtottuk a korábbi eredmények egy részét oly módon, hogy az
a és b hatványalapokat nem rögźıtettük, hanem bizonyos kongruenciáknak kellett eleget
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tenniük: egyrészt a ≡ 2 (mod 6) és b ≡ 0 (mod 3) mellett beláttuk, hogy nincs pozit́ıv
egész (n, x) megoldás, másrészt b − 1 = s2, a ≡ 2 (mod 20) és b ≡ 5 (mod 20) mellett
igazoltuk, hogy az egyenlet általában nem oldható meg, de bizonyos esetben létezik
egy explicite megadható megoldása. Az utóbbi vizsgálatoknál főleg a Pell egyenletek
megoldásainak számelméleti tulajdonságait használtuk fel.

C. Gn = p3(x)

Legyenek a
Gn = AGn−1 +BGn−2, A,B ∈ Z (2)

bináris rekurzió G0 és G1 kezdőelemei egész számok. Tételezzük még fel, hogy {Gn}
karakterisztikus polinomjának D = A2 + 4B diszkriminánsa 0-tól különböző, és hogy
|B| = 1. A [15] dolgozatban beláttuk, hogy rögźıtett együtthatók mellett a G0 = 0
és G1 = 1 kezdőértékekkel ind́ıtott {Gn} rekurzió és annak {Hn} asszociáltja csak
véges sok

(
x
3

)
t́ıpusú polinomiális értéket tartalmazhat. A bizonýıtás Mordellnek [57]

egy, az elliptikus egyenletekre vonatkozó ineffekt́ıv végességi tételén alapszik. A cikk-
ben megadtunk egy algoritmust is az összes

(
x
3

)
polinomiális érték meghatározására.

Az algoritmus elliptikus egyenletekre vezeti vissza a problémát, melyek megoldására
számı́tógépes eljárásokat fejlesztettek ki.

A [15] dolgozat eredményeinek kiterjesztését [13] tartalmazza, ahol az általánosabb

Gn =
1

d
(ax3 + 3abx2 + cx+ (bc− 2ab3))

egyenletet tárgyaltuk az a 6= 0, d 6= 0 feltételekkel (a, b, c, d ∈ Z), továbbá tetszőleges
G0, G1 kezdőértékekkel. Ezzel egy három független paraméterű, harmadfokú polinom-
osztály elemeit tudtunk kezelni.

D. Gx = p(a,b), Gy = p(a, c), Gz = p(b, c), p(X1,X2) = X1X2 + 1

Az I. részben közölt probléma nyilvánvalóan ekvivalens az

ab+ 1 = Gx,

ac+ 1 = Gy, (3)

bc+ 1 = Gz

egyenletrendszerrel, melyet az 1 ≤ a < b < c és x, y, z nem negat́ıv egész ismeretle-
nekben vizsgálunk, ahol a nem degenerált {Gn} sorozat kieléǵıti a (2) rekurziót. Ha
vannak ilyen a, b, c számok, akkor őket diofantikus hármasoknak nevezzük ({Gn}-re vo-
natkozóan). (3) vizsgálata nem egyszerű, egyes sorozatokra végtelen sok hármas létezik,
másokra véges sok (esetenként 0).

A [3] dolgozatban, D > 0 mellett osztályozni tudtuk a végtelen sok diofantikus
hármassal rendelkező rekurziókat, ehhez szükség volt az Altér tételnek, a végesen ge-
nerált multiplikat́ıv csoportokra vonatkozó egységegyenleteknek, algebrai számelméleti
eszközöknek, multirekurźıv sorozatokra vonatkozó eredményeknek, és bizonyos polino-
mok tulajdonságainak kombinálására. Beláttuk, hogy végtelen sok diofantikus hármas
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csak kivételes esetekben fordulhat elő, ı́gy természetes kérdésként merül fel, hogy a nem
kivételes esetekben hogyan lehet meghatározni (3) összes (véges sok) megoldását. A
Fibonacci sorozatra [8], majd a Lucas számok sorozatára [9] megadtunk egy módszert,
amely lehetővé tette (3) tényleges megoldását. Ezek a dolgozatok a gcd(Gy−1, Gz−1)
legnagyobb közös osztó többirányú becslésén múlnak (x < y < z). Később [1]-ben
megvizsgáltuk a Balansz számokra vonatkozó diofantikus hármasok kérdését, és a Fi-
bonacci sorozathoz hasonlóan ott sem találtunk megoldást (a Lucas számok sorozatából
egy diofantikus hármas származik). Ezt az eredményt általánośıtotta az [5] dolgozat,
ahol már nem egy adott sorozatról, hanem sorozatok egy jól meghatározott, végtelen
sok sorozattal rendelkező Gn = AGn−1 − Gn−2 osztályáról tudtuk megmutatni, hogy
nincs diofantikus hármasuk. Újabban bevezettük a {G}-távolság fogalmát, és erre vo-
natkozóan is végeztünk vizsgálatokat [10, 11, 2].

E. s1 = p(a,b), s2 = p(a, c), s3 = p(a,d), s4 = p(b, c), s5 = p(b,d), s6 = p(c,d),
p(X1,X2) = X1X2 + 1

Legyen S a p és q pŕımek kételemű halmaza, és tekintsük az

ab+ 1 = pα1qβ1 , bc+ 1 = pα4qβ4 ,

ac+ 1 = pα2qβ2 , bd+ 1 = pα5qβ5 , (4)

ad+ 1 = pα3qβ3 , cd+ 1 = pα6qβ6

egyenletrendszert. Erre vonatkozó sejtésünket, miszerint nincsenek olyan p és q pŕımek
melyekre létezne {p, q}-diofantikus {a, b, c, d} négyes, általánosságban nem sikerült iga-
zolni. Megmutattuk azonban, hogy a sejtés végtelen sok, bizonyos technikai felté-
teleknek eleget tevő p és q pŕımekre teljesül [16], másrészt az összes olyan p és q
pŕımszámokra, melyek 4-gyel vett osztási maradéka 3 [17]. A publikálásra benyújtott
[18] cikkben beláttuk, hogy a sejtés p = 2 esetén is igaz ha q ≡ 3 (mod 4) továbbra is
fennáll.

A bizonýıtások során három, a (4) egyenletrendszerből származó S-egység egyen-
letet vizsgáltuk, felhasználva Stewart és Tijdeman eredményeinek [68] éleśıtését, a
Baker-módszert, bizonyos oszthatósági tulajdonságokat, és különböző becsléseket. A
fő nehézséget az ismeretlenek számának (főleg a kitevők számának) nagysága jelenti,
még akkor is, ha köztük különböző összefüggéseket lehet felfedezni.
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III. Az új tudományos eredmények előzményei,
összefoglalása és hatása

A. 2N ± 2M ± 2L = x2

A vizsgált egyenletek előzményei között meg kell emĺıteni Lebesque munkáját [45],
melyből következik, hogy a 2n−1 Mersenne-féle szám csak akkor lehet teljes négyzet, ha
n = 0 vagy 1. (Később Gerono [29] ugyanezt igazolta magasabb hatványokra.) Mivel a
2n+1 = x2 egyenlet egyetlen (n, x) = (3, 3) nem negat́ıv egész megoldása régóta ismert,
ı́gy világos, hogy ezek az eredmények összességében megadják a 2n1± 2n2 = x2 egyenlet
összes megoldását is.

Rotkiewicz és Z lotokowski [63] a

pn1 + pn2 + · · ·+ pnk + 1 = x2

egyenletet vizsgálták, ahol p páratlan pŕım, k > 1, továbbá n1 > n2 > · · · > nk ≥ 1.
De Weger [77] éles felső korlátot adott az

ax+ by = z2

egyenletben az x ∈ S és y ∈ S ismeretlenek nagyságára, ahol S az adott p1, . . . , ps
pŕımek által multiplikat́ıve generált természetes számokból álló halmaz, a, b ∈ Z, úgy
hogy pi - ab és az a, b számok legnagyobb közös osztója négyzetmentes.

Ramanujan sejtését [62] Nagell [58] bizonýıtotta. Mások mellett Beukers [20] is
foglalkozott az általánośıtott 2k + d = x2 Ramanujan-Nagell egyenlettel, ezen cikkének
eredményeit a bizonýıtásokban felhasználtuk.

Rátérve az általunk vizsgált problémára, az alábbi két tétel ı́rja le 2N±2M±2L = x2

két legfontosabb esetére vonatkozó eredményeket.

1. tétel. (Szalay, 2002, [14].) Ha a pozit́ıv n, m és x egészek az n ≥ m feltétellel
kieléǵıtik a

2n + 2m + 1 = x2

egyenletet, akkor

• (n,m, x) ∈ {(2t, t+ 1, 2t + 1) | t ∈ N, t ≥ 1}, vagy

• (n,m, x) ∈ {(5, 4, 7) , (9, 4, 23)}.

2. tétel. (Szalay, 2002, [14].) Amennyiben az n, m és x pozit́ıv egészekre

2n − 2m + 1 = x2

áll fenn, akkor
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• (n,m, x) ∈ {(2t, t+ 1, 2t − 1) | t ∈ N, t ≥ 2}, vagy

• (n,m, x) ∈ {(t, t, 1) | t ∈ N, t ≥ 1}, vagy

• (n,m, x) ∈ {(5, 3, 5) , (7, 3, 11) , (15, 3, 181)}.

Főleg az 1. tétel eredménye értékes, mert általános körülmények között oldotta meg a
három tagú összegre vonatkozó problémát, korábban csak bizonyos feltételekkel tudtak
kettőnél több tagú összegeket vizsgálni.

A cikk megjelenését követően Luca [52] megadta a pa±pb+ 1 = x2 rokon egyenletet
összes megoldását páratlan p pŕımszámok esetén. Később Le Maohua meghatározta
pa − pb + pc = x2 [39], illetve pa − pb − pc = x2 [40] megoldásait, majd a 2 | a és
a ≥ b ≥ c ≥ 0 feltételek mellett megoldotta a pa + pb − pc = x2 egyenletet [41], ám az
utóbbi egyenletnél a páratlan a esete még mindig nyitott.

Bennett, Bugeaud and Mignotte [21] x ∈ {2, 3} mellett vizsgálta az xa+xb+ 1 = yq

egyenletet (1 < a < b, q ≥ 2). A szerzők explicite megadták a megoldások halmazát.
Később Bennett [22] elemezte, hogy hármas számrendszerben mely négyzetszámoknak,
illetve magasabb hatványoknak van pontosan három 0-tól különböző számjegye.

Scott és Styre [64] a Pillai egyenlet (−1)uax + (−1)vby = c alakú általánośıtásának
vizsgálatában, többek között, felhasználja az 1. tétel eredményeit. A [65, 66] tanulmá-
nyokban Scott egyszerűbb, elemi bizonýıtást ad az 1. tételre, valamint Luca pa±pb+1 =
x2 egyenletre vonatkozó eredményére.

Arenas-Carmona, Berend és Bergelson [19] léırják, hogy vizsgálataikban nagy fon-
tossággal b́ırnak azok a P (X) polinomok, melyekre a 2n1 ± 2n2 ± · · · ± 2nk = p(x)
egyenlet végtelen sok (n1, n2, . . . , nk, x) megoldással rendelkezik. Ward [76] megjegyzi,
hogy egy problémája megoldásában használni lehetne az 1. tételt, de direkt bizonýıtást
ad a speciális helyzetre.

További cikkek [51, 78, 53, 27], valamint Guy Unsolved Problems in Number Theory
ćımű könyve [31] (251. oldal) hasonló exponenciális, vagy polinomiális-exponenciális
egyenleteket tárgyalva megemĺıti az 1. tételt vagy hivatkozik a [14] dolgozatra.

B. (an − 1)(bn − 1) = x2

A felvetett probléma két bináris rekurzió szorzatában, vagy vele ekvivalens megfogal-
mazásban egy negyedrendű lineáris rekurzióban keresi a négyzetszámokat. Viszonylag
hosszú múltra tekint vissza a

Gn = xq

egyenlet vizsgálata az n ≥ 0, x és q ≥ 2 egészekben, ahol {Gn} egy adott lineáris
rekurźıv sorozat. Shorey és Stewart [67], illetve tőlük függetlenül Pethő [60] megmu-
tatták, hogy ha {Gn} másodrendű, akkor mindhárom változó felülről effekt́ıve korlátos.
Amennyiben magasabbrendű rekurźıv sorozatokat tekintünk, akkor a sorozat karak-
terisztikus polinomjának domináns gyököt feltételezve Shorey és Stewart [67] igazolta,
hogy q nem lehet akármilyen nagy. Ezt az eredményt Nemes és Pethő [59] kiterjesztette
a Gn = xq + A(x) esetre, ahol A(X) egy adott egészegyütthatós polinom. Sajnos a q
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kitevőre vonatkozó felső korlátok olyan hatalmasak, hogy közvetlenül nem lehet őket
használni a kérdéses egyenletek tényleges megoldására.

A fentiek mellett több olyan eredmény született, amely különböző bináris rekurziók-
ban meghatározta egy adott alakú figurális számok összességét, de magasabbrendű re-
kurziókban ritkán sikerült hasonló eredményeket elérni. McDaniel [55] például bizonyos
Lehmer sorozatokban és asszociáltjaikban le tudta ı́rni a négyzetszámokat. Mivel, mint
már emĺıtettük,

(an − 1)(bn − 1) = x2 (5)

bal oldala felfogható úgy is, hogy két bináris rekurzió szorzata, azaz egy negyedrendű
rekurźıv sorozat, és (5) ezekben keresi a négyzetszámok előfordulását, ı́gy az (5) t́ıpusú
egyenletek felvetése, és megoldása új irányt hozott a kutatásokba.

Az előbbiek szerint a [12] és [4] dolgozatok úttörő munkának is mondhatók, és a
későbbi [6] tanulmánnyal együtt az alábbi tételeket bizonýıtottuk bennük.

3. tétel. (Szalay, 2000, [12].) Nincs pozit́ıv egész (n, x) megoldása a

(2n − 1)(3n − 1) = x2

egyenletnek.

4. tétel. (Szalay, 2000, [12].) A

(2n − 1)(5n − 1) = x2

egyenlet egyetlen pozit́ıv egész megoldása (n, x) = (1, 2).

5. tétel. (Hajdu – Szalay, 2000, [4].) A

(2n − 1)(6n − 1) = x2

diofantikus egyenletnek nincs pozit́ıv egész (n, x) megoldása.

6. tétel. (Hajdu – Szalay, 2000, [4].) Ha az a > 1, k > 1, n és x pozit́ıv egészekre
kn > 2 teljesül, és kieléǵıtik az

(an − 1)
(
akn − 1

)
= x2

egyenletet, akkor (a, n, k, x) = (2, 3, 2, 21) vagy (3, 1, 5, 22) vagy (7, 1, 4, 120).

7. tétel. (Lan – Szalay, 2010, [6].) Ha a ≡ 2 (mod 6) és b ≡ 0 (mod 3) akkor az

(an − 1)(bn − 1) = x2

diofantikus egyenletnek nincs pozit́ıv egész (n, x) megoldása.
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8. tétel. (Lan – Szalay, 2010, [6].) Tegyük fel, hogy b − 1 = s2 négyzetszám. Ekkor
a ≡ 2 (mod 20) és b ≡ 5 (mod 20) mellett az

(an − 1)(bn − 1) = x2

egyenlet vagy nem oldható meg, vagy egyetlen lehetséges megoldása (n, x) = (1, st), ahol
t =
√
a− 1 ∈ N.

A 2000-ben megjelent két cikk nagy érdeklődést keltett. Pethő [61] jelentős fej-
leménynek értékelte, hogy új kutatási irányt sikerült nyitni a magasabbrendű rekurzi-
ókban előforduló teljes hatványok vizsgálata terén. Cohn [25] egyik tétele az ak = b`

feltétel mellett általánośıtja a 6. tételt, majd n = 1, 2 és 4k mellett adja meg (5)
megoldását. Továbbá megoldja a 2 ≤ a < b ≤ 12 esetekre meghatározott egyenle-
teket. Nemrég Guo [30] továbbfejlesztette Cohn munkáját. Az egyik legjelentősebb
eredmény Luca és Walsh nevéhez fűződik, akik [54]-ban általános végességi tételt nyer-
tek az unvn = xq egyenletre, ahol {un} és {vn} bizonyos t́ıpusú bináris rekurziók. Iga-
zolták továbbá, hogy az (5) egyenleteknek csak véges sok megoldása lehet rögźıtett ala-
pokra. Emellett [54]-ben megadtak egy olyan eljárást, amellyel az (an−1)(bn−1) = x2

egyenletek általánosan kezelhetők az adott (a, b) párok többségére. Az algoritmusukat
2 ≤ a < b ≤ 100 esetben demonstrálták, és mintegy 70 kivételes esettől eltekintve
megoldották az egyenleteket. A kivételek közül később néhányat Li és Tang [47], va-
lamint Li és Jin [48] kezelni tudtak. 2009-ben Le Maohua két cikket [42, 43] is közölt
a (2n − 1)(bn − 1) = x2 egyenletről. Ugyanezzel a problémával foglalkozott még Li és
Tang [46] is. Az (5) egyenlet b = a + 1 speciális esetét vizsgálta Le Maohua [44], és
Liang [49].

Több tanulmány [69, 73, 70, 72, 28, 36, 74] foglalkozik azzal, hogy a-ra és b-re olyan
osztályokat keressen, melyekre (5) nem oldható meg. Az emĺıtett cikkek közül [69] az
általánosabb (an−1)(bm−1) = x2 egyenletet tárgyalja, melynek az előzménye az, hogy
Walsh [75] a 3. tételt általánośıtotta: megmutatta, hogy a (2n−1)(3m−1) = x2 egyenlet
sem oldható meg. Szintén a különböző kitevőjű, általánosabb problémát elemzi He [33]
is.

C. Gn = p3(x)

A bináris, valamint magasabb rendű rekurźıv sorozatokban előforduló polinomiális
értékek történetét a B részben már érintettük. A [15] és [13] dolgozatok egy harmadfokú
polinomcsaláddal kapcsolatban tartalmaznak eredményeket.

A (2) bináris rekurzióra tegyük fel, hogy G0, G1 kezdőelemei egész számok, |B| = 1,
valamint, hogy D = A2 + 4B 6= 0. Ismert, hogy a {Gn} sorozat asszociált {Hn} soroza-
tára Hn = AHn−1 +BHn−2, (n ≥ 2) teljesül a H0 = 2G1 −AG0 és H1 = AG1 + 2BG0

kezdeti értékekkel. Legyen G0 = 0 és G1 = 1. Ekkor az alábbi álĺıtásokat láttuk be.
Jelölje a Fibonacci, a Pell, és a Lucas számok sorozatának n-edik elemét rendre Fn, Pn,
és Ln.

9. tétel. (Szalay, 2002, [15].) A Gn =
(
x
3

)
és Hn =

(
x
3

)
egyenletek mindegyikének csak

véges sok megoldása van az n ≥ 0 és x ≥ 3 ismeretlen egészekben.
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10. tétel. (Szalay, 2002, [15].)

• Ha Fn =
(
x
3

)
, akkor (n, x) = (1, 3) vagy (2, 3).

• Ln =
(
x
3

)
-ből (n, x) = (1, 3) vagy (3, 4) következik.

• A Pn =
(
x
3

)
egyenletet csak (n, x) = (1, 3) eléǵıti ki.

A [15] dolgozat eredményeinek kiterjesztését [13] tartalmazza, ahol az általánosabb
Gn = (ax3 + 3abx2 + cx + (bc − 2ab3))/d egyenletet tárgyaltuk az a 6= 0, d 6= 0
feltételekkel (a, b, c és d egészek), továbbá tetszőleges G0, G1 kezdőértékekkel. Az
eljárás alkalmazásaként a Fibonacci sorozatra, a Lucas számok sorozatára, és a Pell
sorozatra az alábbi tételt nyertük.

11. tétel. (Szalay, 2001, [13].)

• Ha Fn =
∑x

i=1 i
2, akkor (n, x) = (1, 1), (2, 1), (5, 2) vagy (10, 5).

• Ln =
∑x

i=1 i
2-ből (n, x) = (2, 1) következik.

• A Pn =
∑x

i=1 i
2 egyenletet csak az (n, x) = (1, 1) és (3, 2) párok eléǵıtik ki.

Mindezeken túl, elemi módszert alkalmazva mindhárom korábbi sorozatban meg-
határoztuk az összes

∑x
i=1 i

3 formájú számot, továbbá a Fibonacci sorozatban illetve a
Lucas számok sorozatában az

(
x
4

)
t́ıpusú kifejezéseket.

Hasonló jellegű problémákkal foglalkozott Kovács [37, 38], Tengely [71], valamint
Luca és Szalay [7]. Ez utóbbi dolgozat egy exponenciális kifejezés létezését vizsgálja
a Fibonacci sorozatban, és megmutatja, hogy csak véges sok pa ± pb + 1 alakú 1-nél
nagyobb Fibonacci szám létezik, ahol p adott pŕım, a, b pozit́ıv egészek és max{a, b} ≥ 2.

D. Gx = p(a,b), Gy = p(a, c), Gz = p(b, c), p(X1,X2) = X1X2 + 1

A (3) egyenletrendszer vizsgálata, a klasszikus diofantikus szám m-esek mintájára
egy új kutatási irányt nyitott meg azzal, hogy a négyzetszámokat egy rögźıtett másod-
rendű rekurzió tagjaira cserélte. (3)-nak lehet végtelen sok megoldása, legyen például
Gn = 2n + 1, és ekkor világos, hogy az a = 2a1 , b = 2b1 és c = 2c1 hatványokkal végtelen
sok diofantikus hármas adható meg. Más sorozatoknál már a kezdetben gyańıtható
volt, hogy csak véges sok diofantikus hármasuk van. Így jogosan merült fel a következő
kérdés. Melyek azok a másodrendű sorozatok melyekre végtelen sok diofantikus hármas
létezik? A [3] cikkben közölt tétel tálalásához szükségünk lesz a következő jelölésekre.
Legyen α és β a (2) rekurzióhoz tartozó karakterisztikus polinom két különböző gyöke.
Ismert, hogy léteznek olyan γ, δ ∈ K = Q[α] komplex számok, melyekre

Gn = γαn + δβn

teljesül minden n-re. Most következzen az álĺıtás.
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12. tétel. (Fuchs – Luca – Szalay, 2008, [3].) Legyen a {Gn} bináris rekurźıv sorozat
nem degenerált és A2 + 4B > 0. Tegyük fel, hogy létezik végtelen sok a, b, c, x, y és z
nem negat́ıv egész az 1 ≤ a < b < c feltétellel, melyekre

ab+ 1 = Gx,

ac+ 1 = Gy,

bc+ 1 = Gz

teljesül. Ekkor β, δ ∈ {±1}, α, γ ∈ Z.
Továbbá, véges sok a, b, c, x, y, z kivételtől eltekintve δβz = δβy = 1, és az alábbiak

közül az egyik szükségszerűen igaz:

• δβx = 1, amikor γ vagy γα négyzetszám;

• δβx = −1, amikor x ∈ {0, 1}.

A 12. tétel ráviláǵıt arra, hogy a bináris rekurziók kivételes esetektől eltekintve
véges sok diofantikus hármast tartalmaznak. A bizonýıtás, jellegéből adódóan, nem ad
eljárást arra, hogyan lehet meghatározni a (3) egyenletrendszer nem kivételes esetekben
előforduló véges sok megoldását. A Fibonacci sorozatra [8], majd később a Lucas
számok sorozatára [9] megadtunk egy módszert, amely lehetővé tette (3) tényleges
megoldását, és amely az alábbi eredményt hozta.

13. tétel. (Luca – Szalay, 2008, [8] és Luca – Szalay, 2009, [9].) A (3) egyenletrend-
szernek 0 < a < b < c és nem negat́ıv x, y, z egész ismeretlenek esetén

• nincs megoldása a Fibonacci sorozatra;

• az egyetlen megoldása (a, b, c) = (1, 2, 3), (x, y, z) = (2, 3, 4) a Lucas számok
sorozatára.

A [8] és [9] cikkeket követve Alppal és Irmakkal [1] megvizsgáltuk a Balansz számokra
vonatkozó diofantikus hármasok kérdését, és a Fibonacci sorozathoz hasonlóan ott sem
találtunk megoldást. Ezt általánośıtotta az [5] dolgozat, ahol már nem egy adott so-
rozatot, hanem sorozatok egy jól meghatározott, végtelen sok sorozattal rendelkező
osztályáról tudtuk megmutatni, hogy nincs diofantikus hármasuk. A vizsgált sorozatok
közös jellemzője a Gn = AGn−1 − Gn−2 rekurźıv formula, ahol A 6= 2 rögźıtett pozit́ıv
egész, a kezdőelemek pedig G0 = 0 és G1 = 1. A bizonýıtott álĺıtás a következő.

14. tétel. (Irmak – Szalay, közlésre elfogadva, [5].) Ha A 6= 2 egy pozit́ıv egész szám,
akkor nem léteznek olyan 1 ≤ a < b < c egészek, melyekre

ab+ 1 = Gx,

ac+ 1 = Gy,

bc+ 1 = Gz

mindegyike egyszerre teljesülne valamely 1 ≤ x < y < z egészekre.
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További kutatási irányt kapunk, ha egy adott {Gn} sorozatra bevezetjük a {G}-
távolság fogalmát. Egy w valós szám {G}-távolságán a

‖w‖G = min{|w −Gn| : n ≥ 0}

minimumot értjük. A fentiek inspirálták az olyan pozit́ıv a < b < c egészek tanul-
mányozását, melyekre ‖ab‖G, ‖ac‖G and ‖bc‖G mindegyike kicsi. Például a Fibonacci
sorozatra [10]-ben megmutattuk, hogy

max{‖ab‖F , ‖ac‖F , ‖bc‖F} > exp(0.034
√

log c).

Ebből következik, hogy ha max{‖ab‖F , ‖ac‖F , ‖bc‖F} ≤ 2, akkor c ≤ exp(415.7), és
a legnagyobb ilyen c az (1, 11, 235) hármasban fordul elő a mindösszesen 222 meg-
oldás közül. A Balansz számokra {Bn} sorozatára beláttuk [2], hogy csak (a, b, c) =
(1, 34, 1188) ad pontosan 1 {B}-távolságú ab, ac és bc hármast. További kérdés, hogy
milyen becslést lehet adni azon (a, b, c) hármasok számosságára, melyekre az ‖ab‖G,
‖ac‖G, ‖bc‖G távolságok nem nagyobbak egy előre megadott korlátnál. Vezessük be az

s(x) = #{(a, b, c) ∈ Z3 : 1 ≤ a < b < c, max{‖ab‖G, ‖ac‖G, ‖bc‖G} ≤ x}

függvényt, melynek a viselkedését [11]-ben a Fibonacci sorozatra vizsgáltuk. Megmu-
tattuk, hogy ha x→∞ akkor x3/2 � s(x) ≤ x2+o(1), továbbá igazoltuk, hogy s(0) = 0,
s(1) = 16, s(2) = 49.

E. s1 = p(a,b), s2 = p(a, c), s3 = p(a,d), s4 = p(b, c), s5 = p(b,d), s6 = p(c,d),
p(X1,X2) = X1X2 + 1

Ismét a diofantikus szám m-esek kérdéskörének egy változatát elemeztük, most
a négyzetszámok helyett S-egységeket vizsgálva. Tekintsük a (4) egyenletrendszert
tetszőleges számú, de véges sok pŕımet tartalmazó S halmazra. Ehhez kapcsolódik
Győry, Sárközy és Stewart [32] egy sejtése, melyet később Corvaja és Zannier [26],
valamint tőlük függetlenül Hernandez és Luca [34] igazoltak. A sejtés a következőt
álĺıtotta: ha a < b < c pozit́ıv egészekre c → ∞, akkor (ab + 1)(ac + 1)(bc + 1) leg-
nagyobb pŕımfaktora is a végtelenhez tart. Eszerint rögźıtett S esetén csak véges sok
S-diofantikus hármas (következésképpen négyes) lehet.

Tételezzük fel, hogy |S| = 2. Az általunk megfogalmazott sejtést, miszerint nincse-
nek olyan p és q pŕımek melyekre létezne {p, q}-diofantikus négyes, végtelen sok, bizo-
nyos technikai feltételeknek eleget tevő p és q pŕımekre sikerült igazolni [16], másrészt
az összes olyan p és q pŕımszámokra, melyek 4-gyel vett osztási maradéka 3 [17]. A
pontos álĺıtások a következők.

15. tétel. (Szalay – Ziegler, 2013, [16].) Legyen p < q két különböző pŕım, S = {p, q},
és tegyük fel, hogy

p2 - qordp(q) − 1, q2 - pordq(p) − 1.

Tegyük fel továbbá, hogy valamely ξ > 1 valós számra q < pξ teljesül.
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Ilyen feltételek mellett létezik olyan C = C(ξ) konstans, hogy bármely p, q > C
pŕımek esetén nincs S-diofantikus négyes. A C konstans értékét a

C = Ψ(9; 2.142 · 1022ξ3)

egyenlőség határozza meg, ahol Ψ(k;x) az

x =
y

(log y)k

egyenlet legnagyobb y > 0 valós megoldást jelöli.

Például ξ = 2 mellett C = C(2) = 1.023 · 1041 adódik.
Belátható, hogy a tétel technikai feltételeit, különös tekintettel a rendekre vonatkozó

elő́ırásokra, végtelen sok p és q pŕım teljeśıti. Ebből következik, hogy a tétel értelmében
végtelen sok S = {p, q} halmazra nincs S-diofantikus négyes.

16. tétel. (Szalay – Ziegler, 2013, [17].) Ha a p és q különböző pŕımekre p ≡ q ≡
3 (mod 4) teljesül, akkor nem létezik {p, q}-diofantikus négyes.

Megjegyezzük, hogy a 16. tétellel analóg álĺıtás igaz, ha abban a páratlan p pŕım
helyett 2-t veszünk és meghagyjuk a q-ra vonatkozó elő́ırást. Ezt az eredményt pub-
likálás nyújtottuk be [18], ahol még azt is beláttuk, hogy nem létezik diofantikus négyes
a {p, q} halmazra ha p = 2 és q < 109, illetve függetlenül p és q maradékától modulo 4,
p < q < 105 esetén sem.
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