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Reprezentacija je v prvi vrsti nekaj, kar stoji namesto neCesa drugega. Pri vsaki reprezentaciji moramo
opredeliti: (1) reprezentirajoci svet, (2) svet, ki ga reprezentirajoci svet reprezentira (v nadaljevanju svet, ki
ga reprezentira), (3) kateri vidiki sveta, ki ga reprezentira, so reprezentirani, (4) kateri vidiki
reprezentirajoCega sveta reprezentirajo ter (5) povezavo med svetom, ki ga reprezentira, in
reprezentirajocim svetom.

Pri pouku matematike je dejavnost reprezentiranja abstraktnih matematicnih pojmov najpomembnejsa.
Razlikujemo med notranjimi (miselne predstave) in zunanjimi reprezentacijami (okolje). Zunanje
reprezentacije so sestavljene iz strukturiranih simbolnih elementov, katerih vloga je zunanja' predstavitev
dolo¢ene matematicne 'realnosti'. Pri pouku matematike v glavnem uporabliamo konkretne
reprezentacije, graficne reprezentacije in reprezentacije z matematicnimi simboli ter druge, v zadnjem
Casu predvsem IKT-reprezentacije.

V prispevku se osredotocamo na pomen uporabe razlicnih zunanjih reprezentacij v procesu poucevanja in
ucenja matematike. Kot kljucni dejavnik pri u¢enju matematike izpostavimo povezovanje reprezentacij, ki
ga ponazorimo z modelom reprezentacijskih preslikav. V okviru tega modela definiramo dva koncepta:
razumevanje in pomenjanje. Ucencevo razumevanje matematicnega pojma razumemo kot njegovo
sposobnost prehajanja med razlicnimi zunanjimi reprezentacijami, pomenjanje pa kot sposobnost
rokovanja z doloc¢eno zunanjo reprezentacijo. Pri tem nakaZemo tudi omejitve, saj nekateri matematicni
pojmi zaradi svoje narave ne omogocajo prehajanja med vsemi razlicnimi reprezentacijami, ampak zgolj
med nekaterimi.

Klju€ne besede: reprezentacija, razumevanje matematicnih pojmov

Representation is primarily something that stands in place of something else. For each representation we
need to define: (1) representational world, (2) world that representational world represents (hereinafter
world that represents), (3) which aspects of the world that it represents, are represented, (4) which aspects
of the representational world represent, and (5) the link between the world that represents and
representational world.

The most important activity in math class is the activity of abstract mathematical concepts’
representation. A distinction is made between internal (mental images) and external representations
(environment). External representations consist of structured symbolic elements, whose role is an
'external' presentation of certain mathematical ‘reality’. At math class we mainly use exact
representations, graphic representations, representations of mathematical symbols, and other
representations, recently especially ICT representations.



In this paper, we focus on the importance of using different external representations in the process of
teaching and learning mathematics. We highlight the integration of representations as a key factor in
learning mathematics, which we illustrate with a model of representational mapping. Under this model,
we define two concepts: understanding and signification. Students' understanding of the mathematical
concept we understand as his ability to transfer between the various external representations, and the
signification as his ability of handling a particular external representation. At the same time we also
indicate limitations because some mathematical concepts by their nature do not allow transitions
between all the different representations, but only between some.
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Uvod

Reprezentacije matematicnih pojmov igrajo klju¢no vlogo v matematicnem izobrazevanju. Te vloge
so lahko opredeljene kot nacin misljenja (interpretiranje reprezentiranega), nacin zapisovanja,
predstavljanja idej (reprezentiranje razmisljanja) in kot sredstvo komunikacije (npr. razlagalna vloga)
(Chapman, 2010). Reprezentacije omogocajo ucencem, da komunicirajo na matemati¢en nacin, da
modelirajo in interpretirajo realen, socialen in matematicen kontekst ter da raziskujejo in interpretirajo
pomene matemati¢nih pojmov, relacij in procedur (Chapman, 2010). Reprezentacije oziroma nacini
ucencevega ravnanja z njimi omogocajo tudi spremljanje in ocenjevanje ucencevega napredovanja v
matemati¢énem znanju. Bruner (1966) je z zaporedjem uporabe reprezentacij pri obravnavi matematicnih
pojmov (najprej neaktivna, nato ikoni¢na in nazadnje simboli¢na) opredelil tudi potek razvoja
matematic¢nih pojmov pri ucencu. NovejSe raziskave kaZejo, da so bolj kot zaporedje reprezentacij
pomembne relacije med reprezentacijami dolo¢enega matemati¢nega pojma (Chapman, 2010).

Fleksibilna uporaba strategij in reprezentacij je klju¢na kompetenca, ki jo je treba razvijati pri ucencih
pri pouku matematike. V procesu ucenja matematike obic¢ajno ni najpomembnejse, da uéenec ¢im
hitreje resi zadano nalogo, ampak da izbere med razli¢nimi strategijami reSevanja dolo¢ene naloge
najbolj ustrezno, upostevajoc vrsto naloge in matematicni pojem, ki je v nalogi obravnavan (Baroody
in Dowker, 2003; Kilpatrick, Swafford in Findell, 2001; Verschaffel, Greer in De Corte, 2007). Ucenec
bi npr. matemati¢no nalogo 2,5 x 8 lahko resil s pomocjo pisnega algoritma, s pomocjo mnozenja
ulomkov ali s premislekom, da se zmnozek ne spremeni, ¢e en faktor k-krat pove¢amo/zmanjsamo in
drugega tolikokrat zmanjsamo/povecamo. V nasem primeru preoblikujemo racun v 5 x 4 in nalogo
resimo s pomocjo znanja postevanke. Seveda je nacin reSevanja odvisen predvsem od ucencevega
znanja, razumevanja matemati¢nih pojmov, pri ¢emer pa ne gre zanemariti vlogo uditelja, ki z
nenehnim spodbujanjem ucencev k izbiri ustreznih strategij za reSevanje doloc¢enih nalog spodbuja
ucence k tovrstnemu razmisleku pri resSevanju nalog.

Ucitelji zacetniki najveckrat ne izhajajo iz svojega matematic¢nega znanja, ampak iz ucbeniskih gradiv
in drugih materialov (Brown in Borko, 1992), ki so lahko problemati¢na z vidika reprezentiranja
matematic¢nih pojmov, zato je zelo pomembno problematizirati Solsko matematiko na nacin, da
pomagamo uciteljem ponovno premisliti o njihovem matemati¢nem znanju in o njihovih okvirih, na
katerih temelji njihovo poucevanje (Llinares in Krainer, 2006; Herbel-Eisenmann in Phillips, 2008;
Feiman-Nemser in Buchman, 1985). Uciteljeva refleksija dela v razredu je nujna komponenta ucenja



in poucevanja, ki vodi do kakovostnih sprememb stalis¢ in znanja o poucevanju in ucenju (Llinares in
Krainer, 2006), ki temelji na smiselni uporabi in kreiranju matematicnih reprezentacij.

Kot smo Ze izpostavili, je kljucha kompetenca, ki jo je treba razvijati pri pouku matematike,
sposobnost prehajanja med posameznimi reprezentacijami istega matemati¢nega pojma (Heinze et
al., 2009). Pouk matematike, ki temelji na raziskovanju razlicnih reprezentacij dolocenega
matemati¢nega pojma in spodbuja ucence, da tekoce in fleksibilno prehajajo med temi razlicnimi
reprezentacijami, je ucinkovitejSi in omogoca u¢encem boljSe razumevanje matemati¢nih pojmov,
kot pouk, ki tega ne omogoca (Duval, 2002; Griffin in Case, 1997; Kaput, 1989). Pri pouku matematike
je za ucencevo uspesno in produktivno interakcijo z razlicnimi reprezentacijami pomembno, da (Jong
et al., 1998):
1. tekoce rokuje z razlicnimi reprezentacijami in med njimi tudi prehaja (npr. zna s konkretnim
materialom izracunati dani racun in racunanje ‘prevesti’ v simbolni zapis);
2. izbere ustrezno reprezentacijo izmed ponujenih za reprezentiranje dolo¢enega pojma (reprezentiranje
seStevanja trimestnih Stevil z desetisSkimi enotami je primernejsSa reprezentacija kot reprezentiranje
racunanja v obsegu do 1000 z nestrukturiranim materialom).

Reprezentacije pri matematiki so razlicne. Lahko vkljuCujejo slike, diagrame, simbole, konkreten
material, jezik in realne sitaucije iz Zivljenja (Van de Walle, 2004). Eisner (2004) poudarja pomen
razlicnega reprezentiranja pri ustvarjanju razumevanja, ki se nadgradi v ustvarjanje novega/
drugacnega razumevanja izbranega matemati¢nega pojma.

Izbira reprezentacije ni odvisna le od matematicnega konteksta, ampak tudi od posameznika, ki
resuje dolo¢eno matematicno nalogo ali problem (Nistal, Van Dooren, Clarebout, Elen in Verschaffel,
2009). V raziskavi Bieda and Nathan (2009) se je izkazalo, da je tekoca uporaba reprezentacij —
spretno rokovanje s posamezno reprezentacijo in prehajanje med reprezentacijami, ko je to
potrebno, bolj ucinkovita kot osredotocanje na reprezentacijo, ki ne temelji na relaciji z
matemati¢nim pojmom. Npr. uenec se pri pisnem odStevanju osredotofa na reprezentacijo z
desetiSkimi enotami, ki ne odraZa relacije s tem algoritmom, saj temelji na pravilu razlike, ¢esar pa z
desetiskimi enotami ne prikazujemo. Drugace je seveda pri pisnem seStevanju, kjer rokovanje z
desetiSkimi enotami odraZza postopek pisnega algoritma in se reprezentaciji — simbolna in konkretna
— med seboj dopolnjujeta.

Prehajanje med zunanjimi reprezentacijami je torej klju¢no, saj so le-te v tesni korelaciji z notranjimi
reprezentacijami, ki jih opredelimo kot miselne predstave oziroma miselne prezentacije (ne re-
prezentacije): nekaj, kar nima originala, notranji svet izkusenj. Notranje reprezentacije, poznamo jih
tudi pod izrazom kognitivne reprezentacije (Palmer, 1978), razumemo kot miselne predstave, ki
ustrezajo nasim notranjim formulacijam 'realnosti'. Kognitivni razvoj temelji na dinami¢nem procesu
prepletanja miselnih predstav in okolja (Karmiloff-Smith, 1992). To pomeni, da je uspesno ucenje
aktivno oblikovanje znanja v procesu interakcij med zunanjimi in notranjimi reprezentacijami.

V nadaljevanju se bomo osredinili na zunanje reprezentacije, ki so sestavljene iz strukturiranih
simbolnih elementov, katerih vloga je 'zunanja' predstavitev dolo¢ene matematic¢ne 'realnosti'. Z
izrazom ‘simbolni elementi’ oznacujemo elemente, ki jih izberemo za reprezentacijo necesa drugega.
Objekt, ki reprezentira drug objekt (pojem), razumemo kot simbol. Pri pouku matematike v glavnem



loc¢imo tri vrste simbolnih elementov oziroma tri vrste zunanjih reprezentacij: konkreten oziroma
didakti¢en material, graficne, vizualne ponazoritve in matematicne simbole.

Zunanje reprezentacije: konkreten material, graficne in simbolne reprezentacije

Konkreten material

Didakti¢en material bomo opredelili kot material, ki ga u€enci in ucitelji uporabljajo pri pridobivanju
znanja. Didakticen material pri pouku matematike je konkreten material, s katerim poskusamo
ucencem na razli¢ne nacine priblizati abstraktne matematicne ideje.

Uporaba didakticnega materiala ima pomembno vlogo pri oblikovanju matemati¢nih pojmov, saj
pomaga ucencem razumeti matemati¢ne pojme, procedure, algoritme in simbole. Seveda pa
didakticen material ne reprezentira sam po sebi, klju¢en je ucenec, ki reprezentaciji da pomen.
Didakticen material se med seboj razlikuje po kompleksnosti in ga delimo na strukturiranega in
nestrukturiranega. Osnovno vprasanje pri rokovanju z didakti¢nim materialom je zagotovo to, kako
sta povezana fizicno manipuliranje z materialom in miselni procesi, ki ob tem nastajajo, oziroma kako
rokovanje z materialom pomaga pri razvijanju izbranega matemati¢nega pojma oziroma pri resevanju
matematicnih problemov.

Manipuliranje z materialom naj bi se odrazalo v miselni aktivnosti, ki je potrebna za razumevanje
abstraktnega matemati¢nega pojma. Ce didakticen material ne zagotavlja doloenega miselnega
napora, je po besedah Markovca (1990) didaktiéno neustrezen. Ta trditev med drugim vodi do
vprasanja, kako dolgo lahko ucenec uporablja izbran didakticen material. Markovac (1990) na to
vprasanje odgovarja: u€enci naj uporabljajo didakticen material toliko ¢asa, dokler ne znajo resiti
naloge brez uporabe tega materiala. Ko to doseZzejo, dolo¢en material za ucence ni vec potreben.
Ucenci se obicajno sami ne odlocijo za opustitev dolocenega materiala, zato je vloga ucitelja, da
spodbuja k reSevanju nalog brez uporabe didakticnega materiala in s tem preverja u¢encevo zrelost
za njegovo opustitev. Ni pa prav, da mora u¢enec material opustiti, Ce za to opustitev ni zrel oziroma
mu uporaba materiala omogoca rokovanje z izbranim matemati¢nim pojmom, s proceduro, z
algoritmom. Didakticen material ima vlogo mediatorja med u¢nimi cilji, ki vodijo pouk matematike, in
rezultati tega procesa — matematic¢no izobrazeni ucenci (Gellert, 2004). Ob tem se kar samo ponuja
vprasanje, Ce se ucenci zavedajo didakti¢ne vrednosti materiala, ali ga uporabljajo na nacin, ki se od
njih pricakuje, oziroma, ¢e material resni¢no vodi k uresni¢evanju izbranih matematicnih ciljev. Tudi
Ce ucitelj presodi, da izbran didakti¢en material pomaga u¢encem pri napredovanju v matemati¢nem
znanju oziroma spodbuja dolo¢eno miselno aktivnost, to Se ne pomeni, da se bo to v praksi tudi
zgodilo. Uc¢enci namre¢ v materialu lahko ne prepoznajo matemati¢nih odnosov, material zaznajo
npr. kot fizicne objekte. Ob tem se postavi Ze naslednje vprasanje: Koliko matemati¢nega znanja je
treba imeti, da nekomu didakti¢en material pomaga pri u¢enju matemati¢nih pojmov? Vzemimo za
zgled desetiSke enote, s katerimi ucenci rokujejo pri uéenju o racunskih algoritmih. Za ucinkovito
uporabo tega materiala je treba dobro poznati desetiski sistem ter odnose med posameznimi
desetiskimi enotami. Ali je ta material pri poucevanju algoritmov sploh potreben tistim uc¢encem, ki
te odnose poznajo, oziroma, kako lahko koristi tistim u¢encem, ki teh odnosov sploh ne poznajo? Na
to vprasanje so odgovarjale razlicne raziskave ob koncu 20. stoletja. Labinowicz (1985) je opazoval
ucence razredne stopnje pri rokovanju z Dienesovimi plos¢ami in ugotovil, da imajo ucenci tezave s



povezovanjem teh plos¢ z zakonitostmi desetiSkega sistema, po drugi strani pa sta Fuson in Briars
(1990) ugotovila pozitivnho viogo teh ploS¢ pri uc¢enéevem razumevanju seStevanja in odStevanja
naravnih stevil. Fennema (1972) in Friedman (1978) utemeljujeta pomen uporabe Dienesovih plos¢ v
nizjin razredih osnovne 3Sole in je ne zagovarjata v visjih razredih, Suydam in Higgins (1977) pa
porocata o pozitivni vlogi uporabe tega konkretnega materiala za vse u¢ence. Thompson (1992) ter
Resnick in Omanson (1987) so ugotovili, da imajo Dienesove plos¢e zelo malo vpliva na ucencevo
razumevanje algoritmov na razredni stopnji. Za ucence, ki imajo pri matematiki teZzave, ena palicica,
ki predstavlja desetico, in ena kocka, ki predstavlja enico, pomenita isto koli¢ino — ena; razlocijo, da
se objekta fizicno razlikujeta, ne znajo oziroma ne morejo pa vzpostaviti odnosa med tema
objektoma (Gravemeijer, 1991). V letih 1960 do 1970 so na primer na Nizozemskem zelo poudarjali
uporabo Dienesovih plo$¢ pri uéenju aritmetike, a izkusnje na tem podrocju so jih pripeljale do
ugotovitve, da so plos¢e po eni strani zelo primerne in uporabne za ponazoritev strukture
desetiSkega sistema, po drugi strani pa manj uporabne pri reprezentacijah kompleksnih rac¢unskih
operacij (Beishuizen, 1999), kar jih je vodilo do uporabe drugaénih ponazoril, med drugim do
nestrukturiranega materiala (Anghileri, 2001).

Te nasprotujoce si ugotovitve nas opozarjajo, da konkreten material sam po sebi ne zagotavlja
uspesSnega ucenja, oziroma, da je u¢enje kompleksen proces, katerega sestavni del je tudi rokovanje s
konkretnim materialom. Rokovanje s konkretnim materialom, ki ni osmisljeno z natancno refleksijo
procesa rokovanja in ni obravnavano v relaciji z drugimi reprezentacijami v matematiki, ne more
voditi k uspeSnemu ucenju o matematicnih pojmih. Narava matemati¢nega pojma, nacin uporabe
didakticnega materiala in material sam so dejavniki, ki vplivajo na proces ucenja in poucevanja.

Novejse raziskave (Anghileri, 2001) pri pouku aritmetike npr. zagovarjajo holisticno obravnavo Stevil
pri ucenju o racunskih algoritmih. Za ucence je ustreznejSe, da obravnavajo Stevilo v celoti in ne
lo¢eno po posameznih desetiskih enotah. To bi pri operaciji deljenja predstavljalo pristop, ki ga
prikazujemo na primeru deljenja 165 : 12. Ucenec najprej zapiSe nekatere veckratnike Stevila 12: 5 x
12 =60, 10 x 12 = 100, 2 x 12 = 24 ...) in nato te veckratnike odsteva od deljenca. Zapis takega
racunanja je naslednji:

165 :12=13
-120 10
45
-24 2
21
-12 1
9 ost

Ucenec torej ves Cas operira s celotnim Stevilom; racunanje temelji na dobrem poznavanju stevilskih
odnosov oziroma na uéencevih Stevilskih predstavah. Anghileri (2001) bolj kot uporabo konkretnega
materiala za racunanje zagovarja njegovo uporabo za razvoj Stevilskih predstav, saj le-te omogocajo
uspesno racunanje in spretno uporabljanje pravil racunanja v razli¢nih obsegih stevil.

Klju¢no vprasanje, ki ga je zastavil Gravemeijer (1991), je: Ali je fizicna aktivnost z materialom
izomorfna z miselno aktivnostjo? Oglejmo si primer raunanja na $tevilski osi. Stevilska os povzroéa
nemalo teZav ucencem, saj ponazoritev Stevil na osi vkljucuje tako ordinalni kot kardinalni vidik Stevil.



Po eni strani je Stevilo predstavljeno kot pozicija na osi, po drugi strani pa Stevilo predstavlja tudi
Stevilo premikov po Stevilski osi — 'ena’ na Stevilski osi ustreza razdalji med posameznima Steviloma,
oziroma pomeni en premik in nima nobene povezave s Stevilom 1, ki je zapisano na Stevilski osi.

Ucenec pri racunanju, npr. 5 + 3, ob uporabi Stevilske osi, pricne s Stevilom 5 in Steje ‘ena, dve, tri’ od
Stevila 5 naprej in konca pri Stevilu 8, kar je iskana vsota. Ta postopek racunanja pa se razlikuje od
racunanja v mislih, saj obi¢ajno ucenec racuna tako, da steje od 5 naprej, tj. ‘Sest, sedem, osem’.
Ucenec, ki lahko racuna na predstavljeni nacin, prav gotovo ne potrebuje Stevilske osi za izra¢un npr.
vsot v obsegu do 10. Seveda pa je mogoce Stevilsko os uporabiti tudi na nacin, da podpira miselni
proces pri racunanju. To je ‘prazna Stevilska os’, ki omogoca preslikovanje miselnega procesa
racunanja na prazno Stevilsko os, ki v tem primeru sluZi kot prava podpora uéencevemu racunanju —
ponazoritev in miselni proces se dopolnjujeta.

'Prazno Stevilsko os' so na Nizozemskem razvili kot odgovor na izkusnje uciteljev, ki so pokazale, da
ucenci predolgo uporabljajo konkreten material, kot so link kocke in Dienesove plosce ter
reprezentacije na Stevilski osi, oziroma, da so pri racunanju na nek nacin pasivni; zgolj berejo
rezultate, ki jih ponujajo ponazorila. 'Prazna Stevilska os' omogoca ucencem, da se poljubno
premikajo po osi, si predstavljajo Stevila na svoj nacin in razvijajo lastne strategije racunanja
(Anghileri, 2001).
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Slika 1: 'Prazna stevilska os'

Anghileri (1998) celo zagovarja, da rokovanje s konkretnim materialom ni kljuénega pomena pri
ucenju racunanja, oziroma, da bi u¢encem rac¢unanje do 100 lahko predstavili zgolj na simbolni ravni.

Problemati¢na pri racunanju do 100 je uporaba stoti¢nega kvadrata. Ucenec se nauci rokovati z
materialom, in sicer tako, da se ustrezno premika po kvadratu, opustitev le-tega pa ni mogoca, saj
ucenec ob tovrstnem rokovanju ne razvija miselnih procesov, ki bi podpirale razumevanje racunanja
do 100 (ne brez prehoda in ne s prehodom). Stoti¢ni kvadrat je ustrezno ponazorilo za ponazoritev
Stevil do 100, njihovih pozicij v izbranem stolpcu, vrstici, kot pomoc¢ pri Stetju, prav gotovo pa ne za
racunanje v obsegu do 100. Poleg konkretnih ponazoril je uporabna predvsem Stevilska os, kjer
seStevanje pomeni pomikanje v desno, odsStevanje pa v levo.

Markovac (1990) pri rokovanju z didakticnim materialom izpostavi tudi vlogo jezika, ki predstavlja
most med fizi¢no in miselno aktivnostjo. Ko rokujemo z didakti¢nim materialom, fizicna manipulacija
ni bistvena, bistven je miselni proces, ki se odvija v ozadju. Ta miselni process pa postane bolj
transparenten, ko je dejavnost podkreplijena z verbaliziranjem, saj je s tem fizicna aktivnost
transformirana v miselni process in tako ponotranjena in je s tem okrepljeno ucencevo razmisljanje



(¢e mora ucenec svoje rokovanje z materialom glasno pojasnjevati, njegovo rokovanje z materialom
postane bolj osredotofeno na matematicni pojem). (Markovac, 1990)

Po Markovcu (1990) je uporaba didakticnega materiala brez verbaliziranja nesmiselna, saj ne vodi
u¢encev do visjih miselnih procesov, kar je bistveni razlog uporabe didakticnega materiala pri
pucevanju matematike.

Gradficne reprezentacije

Graficne reprezentacije so v matematiki na razredni stopnji najbolj zastopane pri ponazarjanju
matematicnih idej. Matematicni ucbeniki, delovni zvezki ter drugo matemati¢no gradivo so polni
graficnih reprezentacij, ki se med seboj razlikujejo po domiselnosti, izvirnosti ter korektnosti.
Nekatere so celo matemati¢no vprasljive in didakticno neustrezne.

Klju¢en je razmislek o tem, kaj slika prikazuje. Ali prikazuje tisto, kar vidim (npr. pravi kot v
trikotniku), ali je to lahko katerikoli kot. V katerem primeru sliki lahko popolnoma verjamem, v
katerem primeru mi slika sluZi le kot podpora za nekaj, ¢esar na sliki neposredno ni mogoce razbrati?
Pomembno je sprejeti oziroma dolociti pravila graficnega ponazarjanja matematicnih idej glede na
matematic¢no vsebino in spodbujati diskusijo pri ucencih, ko pride do razli¢nih interpretacij. Npr.
zgornjo ploskev mize, ki ima obliko pravokotnika, grafi¢cno predstavimo kot pravokotnik in ne kot
paralelogram, kot bi mizo narisali v poSevni projekciji.

Poglejmo si primer grafiénih reprezentacij, s katerimi ponazarjamo koncept Stevil. Konkretna
reprezentacija za Stevila so vsi $tevni predmeti, ki nas obkroZajo. Stejemo predmete, ki imajo
dolocene skupne lastnosti in jih hkrati lahko razloCujemo. Grafi¢ne reprezentacije Stevil so v glavnem
ilustracije predmetov, Zivali in oseb, ki jih ucenci izrazijo tudi s simboli oziroma s Stevilkami. Grafi¢nih
reprezentacij pa ne uporabljamo zgolj za matemati¢ne pojme, ampak tudi pri ponazarjanju dolocenih
matematicnih simbolov. Uenje o matematic¢nih pojmih in simbolih zanje poteka v glavnem socasno
(npr. simboli za relacije: <, >, =).

Graficne reprezentacije predstavljajo nekaksen most med konkretnimi reprezentacijami in reprezentacijami
z matematic¢nimi simboli. Heedens (1986) je most, ki vodi od konkretnega proti abstraktnemu, predstavil kot
most grafi¢nih reprezentacij, ki so bodisi semikonkretne bodisi semiabstraktne.

Konkretna
reprezentacija

Grafi¢na reprezentacija Reprezentacija z

matemati¢nimi simboli

Semiabstraktna
reprezentacija
Racunsko operacijo

Semikonkretna
reprezentacija
Racunsko operacijo

Racunsko operacijo Racunsko operacijo

izvedemo s konkretnimi
objekti, npr. odvzamemo
tri jabolka iz kosare s
petimi jabolki.

graficno prikazemo, npr.
operacijo odstevanja
prikazemo tako, da npr.
narisemo pet jabolk in tri
precrtamo.

Pri tej reprezentaciji
riSemo objekte, ki so bili
predmeti konkretne
reprezentacije.

graficno prikazemo, a ne
nujno z reprezentacijami
konkretnih objektov.
Npr. za primer z jabolki bi
lahko narisali pet krogov
in tri precrtali.

Ta reprezentacija ni vec
povezana s konkretno
izkusnjo v smislu
uporabljenih objektov.

zapisemo z matematic-
nimi simboli. V primeru z
jabolki: 5—-3 = 2.




Graficne reprezentacije operacij odsStevanja in deljenja so bistveno bolj kompleksne kot
reprezentacije seStevanja in mnozZenje. Poglejmo si primer reprezentiranja operacije odstevanja za
primer racuna 5 — 2 = 3. Situacijo lahko predstavimo vsaj na tri razlicne nacine: predstavimo zacetno
in kon¢no stanje — dve reprezentaciji (na prvi sliki npr. pet krofov na pladnju, na drugi trije krofi in
sledi dveh, ki ju vec ni), kon¢no stanje — ena reprezentacija (trije zaviti bonboni in dva papircka),
zaCetna in koncna situacija — ena reprezentacija (narisanih pet jabolk, dve precrtani). Slednja se
najpogosteje uporablja pri matematiki. Prav gotovo je zelo kompleksna in ucenec dostikrat ne zazna
povezave med precrtavanjem objektov in odvzemanjem, saj pogosto ob situaciji, ki smo jo opisali z
jabolki za racun 5 — 2 = 3, zapise racun 3 — 2. Vidi namrec, da tri jabolka niso precrtana, dve pa sta.
Ucenec v tem primeru ne da pomena grafi¢ni reprezentaciji, oziroma ne uvidi povezave med
konkretno in graficno reprezentacijo odsStevanja. TeZava nastopi Ze takrat, ko imamo namrec situacijo
5 — 4, saj bi bila v tem primeru Stiri jabolka precrtana in eno ne bi bilo precrtano, napacna
interpretacija narisanega pa bi vodila v $e bolj nesmiseln zapis racuna, in sicer 1 —4.

Pri u¢enju matematike se torej srecujemo z razlicnimi grafi¢nimi reprezentacijami, ki za ucenca niso
nujno enostavnejSe od konkretnih. Izbiro graficne reprezentacije doloca narava matemati¢nega
pojma in uporaba konkretnega materiala pri obravnavi tega pojma. Kljuéno pa je sprotno
vzpostavljanje povezav med razlicnimi reprezentacijami.

Matematicni simboli

Ucenci v prvih letih Solanja spoznajo Stevke od 0 do 9, znake za operacije (-, +, :, x) ter simbole za
relacije (<, >, =). Stevilo znakov je majhno, a je neskonéno $tevilo kombinacij teh simbolov, in pravila,
ki veljajo za posamezne kombinacije, so tisto, kar povzro¢a u¢enem nemalo teZav pri rokovanju z
matemati¢nimi simboli. Nemalokrat ucenci rokujejo s simboli mehani¢no, brez razumevanja. V
procesu zgodnjega ucenja matematike je rokovanje s simboli tesno povezano s konkretnimi in
grafi€nimi reprezentacijami.

Hiebert (1988) definira matematicne simbole kot reprezentacijski simbol, opredeljen s petimi
stopnjami, ki jih mora usvojiti u¢enec, da lahko s simboli uspesno rokuje.

Omenili bomo zgolj prvo stopnjo, to je ‘zagotavljanje relacij med simboli in referencami za simbole’,
kar pomeni, da moramo v procesu ucenja in poucevanja omogociti u¢encem rokovanje s konkretnim
in graficnim materialom in vzpostavljati relacije med temi reprezentacijami in simboli. Vsekakor pa
vzpostavljanje relacij ni preprosto. Ni namrec nujno, da za posamezen simbol v matematiki obstaja le
ena relacija 'simbol — referenca za simbol'. Vzemimo za primer matematicni simbol enacaj. Ta simbol
se ucencem prikazuje kot relacijski simbol (npr. Ze v prvem razredu, ko primerjajo Stevila po
velikosti), a ga ucenci pri obravnavanju racunskih operacij, ki sledi obravnavi enacaja kot relacijskega
znaka, razumejo kot operacijski simbol, ki jim pomeni 'je rezultat' (Cross et al., 2009). To je po eni
strani povsem logic¢no, saj pri demonstriranju, npr. seStevanja, uc¢enci zdruzijo dve skupini elementov
in dobijo novo, vefjo skupino, kar neposredno implicira, da izvedba procesa zdruzevanja rezultira v
zdruZeni mnozici, oziroma da zdruzevanje enacimo s simbolom ‘+’, rezultiranje pa z znakom ‘=" (tudi
jezik, ki ga ob tem uporabljamo, neposredno vodi v tovrstno razumevanje simbolov).

Tezava napacnega oziroma neustreznega razumevanja enakosti se najveckrat pokaZe pri situacijah,
ko ucenci iS¢ejo npr. vsoto, ki je kot neznani ¢len zapisana na levi strani enacaja. Po drugi strani pa je



ideja enakosti tako kompleksna v matematiki, da je prakticno nemogoce od prvosolcev pricakovati,
da bi enakost razumeli kot ujemanje leve in desne strani enacaja. Pri reSevanju enacb pa dobi
enakost drugacen pomen oziroma drugo referenco. Konkretna reprezentacija v tem primeru je lahko
Solska tehtnica, ki zelo nazorno pokazZe idejo enakosti. Vprasamo se lahko, kaj moramo storiti, da bo
tehtnica v ravnovesju, Ce je na eni strani 6, na drugi pa so 4 frnikule (vse so enako tezke). Resitev je
neskonc¢no, nekaj jih z u¢enci zapisemo in pri tem poudarjamo enakost na levi in desni strani tehtnice
oziroma na levi in desni strani enacaja. Nekaj primerov: na obeh straneh odvzamemo vse frnikule (6 —
6 =4 —4), eno frnikulo prenesemo z ene strani na drugo (6 — 1 =4 + 1), na eno stran tehtnice dodamo
dve frnikuli (4 + 2 =6) ... Situacija s tehtnico nas vodi v iskanje enakosti, kjer znak '=' dobi popolnoma
drugacen pomen kot pri enostavnih racunskih operacijah oziroma racunih, o katerih se ucenec uci v
prvem vzgojno-izobrazevalnem obdobju. Na ucencu pa je, da bo izbral pravi referencni okvir pri
posamezni nalogi, v kateri nastopi enacaj. UCenec, ki tega ne zmore, bo npr. kot resitev enacbe 8 = x
+ 2, zapisal x = 10.

Specifi¢ni so simboli v geometriji, s katerimi se prav tako ucenci srecajo Ze v prvih dveh vzgojno-
izobrazevalnih obdobjih osnovne Sole. Nekateri simboli so v tesni povezavi z matemati¢no idejo, ki jo
predstavljajo (podobno izgledajo), npr. simbol za vzporednost, pravokotnost, kot ipd., nekateri drugi
pa te neposredne povezave z referenco oziroma graficnim prikazom pojma nimajo. Mednje sodijo
oznake za presecisca, oglis¢a, poimenovanje daljic, poltrakov itd. Pri opazovanju ene od situacij v
razredu je bilo mogoce ugotoviti, kako ucenci lahko razumejo povezavo med enakimi simboli v
razlicnih vlogah: ¢rke abecede in ¢rke za oznacevanje oglis¢. Nekateri ucenci so namrec prisli do
sklepa, da je presecis¢ lahko najvec 25, toliko, kot je ¢rk abecede (uciteljica je namrec poudarila, da
¢e je na sliki vec presecis¢, to oznacimo z razlicnimi ¢rkami abecede). Lahko ugotovimo, da je
ucencem zahtevno uporabljati iste simbole za razlicne ideje (referencni svet za veliko ¢rko v

matematiki je nekaj Cisto drugega kot pri jeziku).

Relacije med razlicnimi reprezentacijami. Model reprezentacijskih preslikav

Poznamo veliko razli¢nih razlag pojmov razumevanje in pomenjanje. Mi bomo definirali pomenjanje
kot proces, tesno povezan s specificno reprezentacijo, razumevanje pa kot ucencevo sposobnost
prehajanja (prevajanja) med razlicnimi reprezentacijami. S pomenjanjem torej opredelimo ucencevo
sposobnost dati doloceni reprezentaciji pomen oziroma izvesti predvideno transformacijo v okviru
dolo¢ene reprezentacije. RazloZimo oba procesa na primeru operacije deljenja. Ce ucenec lahko
izvede operacijo deljenja s konkretnim materialom, pomeni, da tej reprezentaciji da dolo¢en pomen.
Ucenec, ki reprezentacijo s konkretnim materialom lahko prevede (spremeni) v grafi¢no reprezenta-
cijo in/ali reprezentacijo z matemati¢nimi simboli, pa operacijo deljenja tudi razume.

Model reprezentacijskih preslikav smo grafi¢no predstavili s spodnjim prikazom (Hodnik Cadez, 2001, 2003).
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Prikaz 1: Model reprezentacijskih preslikav

Model reprezentacijskih preslikav smo uporabili za analiziranje ucencevega razumevanja operacij
seStevanja in odstevanja, a verjamemo, da bi ga lahko uporabili tudi pri preuc¢evanju drugih matemati¢nih
konceptov. V nasi raziskavi (Hodnik Cadez, 2001, 2003) smo potrdili osnovno hipotezo, da ucenec, ki
popolnoma prehaja med razli¢nimi reprezentacijami seStevanja in odstevanja do 100, lahko razvije svojo
ucinkovito strategijo racunanja (za sestevanje in odsStevanje) v obsegu Stevil do 1000.

RazloZimo zgornji model reprezentacijskih preslikav z naslednjim primerom. Implicitna reprezentacija I1 je
lahko reprezentacija s strukturiranim materialom. Ce uéenec lahko izvede operacijo, npr. 28 + 5 s tem
materialom, pomeni, da je implicitno reprezentacijo spremenil (tranformiral) v eksplicitno reprezentacijo,
dal ji je pomen. To z drugimi besedami pomeni, da nobena reprezentacija ne reprezentira sama po sebi,
vedno je nujen interpretor, ki implicitno reprezentacijo pretvori v eksplicitno. Ce je uéenec nato sposoben
vzpostavljanja relacij med posameznimi eksplicitnimi reprezentacijami, ali z drugimi besedami, prepozna
isti pojem, predstavljen na razlicne nacine, z razliénimi reprezentacijami, lahko re¢emo, da razume
matematicni algoritem, v nasem primeru pristevanje enic k poljubnemu dvomestnemu Stevilu.
Razumevanje pa obicajno rezultira v transferu Ze usvojenega na novo ucenje. V nasi raziskavi je to
pomenilo, da je bil u¢enec sposoben prenesti znanje racunskih algoritmov v obsegu do 100 na samostojno
oblikovanje racunskih algoritmov v obsegu stevil do 1000 (ucenci se o algoritmih v obsegu do 1000 niso
ucili na klasi¢en nacin, ustvarili so jih samostojno).

Oglejmo si uporabo modela v praksi pri obravnavi deljenja v tretjem razredu, ki se navezuje na
postevanko. Ucenec najprej operacijo deljenja izvede na konkretnem primeru, izhajajoc iz situacije, ki jo
pozna. Vzemimo, da deli karte pred pricetkom druzabne igre. Lahko deli na dva nacina, ki ju v
matematiki opiSemo kot 1) iskanje stevila elementov v enako mocnih mnoZicah in 2) iskanje Stevila
enako mocnih mnozic. Pri prvem primeru bi u¢enec lahko karte delil po principu 'najprej vsakemu eno,
nato $e eno ..., dokler kart ne zmanjka', stevilo igralcev bi bilo znano. Pri drugem primeru pa Stevilo
igralcev ni znano, znano je, koliko kart dobi vsak. Ker na slednji nacin obi¢ajno ne zachemo igre, ta
izhodis¢na situacija z vidika obravnavanega pojma ni ustrezna. S tem primerom smo hoteli ilustrirati
zaplet, ki obicajno nastane Ze pri izbiri konkretne reprezentacije — deljenje kart pred igro je obicajna
izbira, ki pa je z vidika obravnave matemati¢nega pojma deljenja, ki sledi obravnavi postevanke, ne-



ustrezna. Zakaj? Ucenec, ki ima znanje postevanke, bo racun deljenja 12 : 4 izracunal tako, da si bo
pomagal s situacijo, pri kateri bo 12 elementov delil po 4 in tako dobil stevilo enako mocénih mnozic.
Ravno obrnjeno pa bo pri situaciji, kjer bo iskal dele celote, npr. % od 12, oziroma bo delil celoto na 4
enake dele oziroma iskal Stevilo elementov v enako moc¢nih mnozZicah. Za na$ primer obravnave
deljenja (vezano na ucencevo znanje postevanke) je torej najprimernejSa konkretna situacija, pri
kateri iS¢emo Stevilo enako mocnih mnozic, npr. situacija, ko imamo 12 rozZ in Zelimo v vsak Sopek
povezati po 4 roze. Vprasamo se, koliko Sopkov bomo naredili. Vec takih konkretnih reprezentacij
potrebujemo, preden ucenca spodbudimo, da situacijo tudi grafi¢no prikaze. Omogocimo mu, da poskusa
sam osmisliti konkretno reprezentacijo z graficno. Lahko si predstavljamo, da je najustreznejse narisati
za na$ primer 12 roz in jih povezati (obkrozZiti) v Sopke po 4 roze. Spet ni dovolj le ena grafi¢na
reprezentacija; ucenec naj razlicne konkretne situacije 'prevede' v graficne. Naslednji korak je
seznanitev s simbolno reprezentacijo deljenja. Ucitelj se lahko odloc¢i, da bo le-to uvedel ob
u¢encevem dobrem pomenjanju konkretne reprezentacije, ali pa jo bo vpeljal po tistem, ko ucenci ze
znajo konkretno reprezentacijo prevesti v graficno. U¢encem mora biti jasno, kako s simbolom
predstavimo deljenec, kaj je v naSem primeru delitelj, in kaj je koli¢nik. Vse te pojme morajo znati
povezati z graficnimi oziroma s konkretnimi objekti. Nato pa morajo znati razlicne reprezentacije
deljenja povezati Se z operacijo mnoZenja. Zanimivo je namrec, da se proces rokovanja s konkretnimi
reprezentacijami pri opisanem deljenju bistveno ne razlikuje od mnozZenja (pri reprezentaciji
mnozZenja npr. oblikujemo enako mocne skupine in iS¢emo Stevilo vseh predmetov, ki pri deljenju
predstavlja izhodi$&no situacijo), miselna procesa pa sta zagotovo drugaéna. Se enkrat poudarimo, da
prikazani model reprezentacijskih preslikav zagovarja smiselno vzpostavljanje povezav med razli¢nimi
reprezentacijami — nemalokrat se namrec zgodi, da uporabljene reprezentacije prikazujejo razlicne
vidike izbranega matemati¢nega pojma, kar uéencem povzroca nemalo tezav pri razumevanju tega
pojma, saj smiselnih povezav ne morejo vzpostaviti, ker jih ni, oziroma nimajo ustreznega vodenija, da
bi se to zgodilo v primeru, ko so izbrane reprezentacije ustrezne.

Sklep

Poudarimo $e enkrat, da reprezentacije v matematiki, bodisi konkretne, grafi¢ne ali s simboli, ne
reprezentirajo same po sebi, potrebujejo interpretorja. Obstaja veliko zunanjih reprezentacij, ki
obkroZajo ucenca pri ucenju matematike; ucenec je tisti, ki jih interpretira, vzpostavlja miselne
interakcije s temi reprezentacijami. Velikega pomena je nacin predstavitve matemati¢nega pojma z
zunanjimi reprezentacijami. V procesu poucevanja in ucenja matematike pogosto razumemo
prehajanje med konkretnimi, graficnimi in simbolnimi reprezentacijami kot nekaj naravnega,
spontanega. Nemalokrat pozabimo, da zunanje reprezentacije potrebujejo razlago, interpretacijo, v
kateri so udelezeni tako ucenci kot tudi ucitelj. Ne pozabimo, da ucenci lahko samostojno ustvarjajo
zunanje reprezentacije, jih predstavljajo drugim, o njih diskutirajo. Napacno je predvidevati, da
raznovrstne reprezentacije, ki so po navadi tudi zelo privlatne na pogled, vedno sluZijo svojemu
namenu, to je, ustvarjanju povezav med miselnim procesom in reprezentacijami. V veliko pomoc pri
osmisljanju reprezentacij je jezik, prav tako reprezentacijski sistem, ki je v tesni relaciji s konkretnimi,
grafi¢nimi in simbolnimi reprezentacijami.

Potreben je razmislek o naravi matemati¢nega pojma. Bodimo kriti¢ni, katere so tiste reprezentacije,
ki pomagajo ucencu pri razumevanju pojmov, katere so odve¢ oziroma ucenca odvracajo od
bistvenega. Klju¢na odlocitev pri poucevanju matematike je izbira u¢nega pristopa oziroma uciteljeva
avtonomna presoja o ustreznosti uénih pristopov, ki mu jih ponujajo/narekujejo matemati¢na uéna



gradiva z raznovrstnimi reprezentacijami. Strokovni razmislek ucitelja, upostevajo¢ ucenca in znanja s

podrocja didaktike matematike, je pri izbiri pristopa in z njim povezanih reprezentacij, klju¢en. To z

drugimi besedami pomeni, da je treba upostevati ucenca, njegove sposobnosti za interpretacijo

reprezentacij, njegove morebitne tezave, mu ponuditi ¢im vec razli¢nih reprezentacij in spostovati

njegovo izbiro za reprezentiranje izbranih matemati¢nih pojmov. Pomembno je, da ucenci osmislijo

zapisano, narisano, povedano, konkretno prikazano in ob tem razvijajo kompetence za resevanje

matematicnih nalog, pri katerih so reprezentacije kljucno orodje, ki sicer temeljijo na dolocenih

zakonitostih, a kljub vsemu dopuséajo izvirnost in kreativnost pri interpretaciji in uporabi teh

zakonitosti ter ustvarjanju novih.
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