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PREDGOVOR

Veoma smo zadovoljni Cinjenicom da ove godine na
nasem Fakultetu tehni¢kih nauka u Novom Sadu imamo priliku
da ugostimo drage kolege i prijatelje iz zemlje i inostranstva, koji
su se u velikom broju odazvali pozivu na XXIlII konferenciju za
nacrtnu geometriju i inZenjersku grafiku MoNGeometrija 2006.

Primljena su i u Zborniku radova prikazana 33 naucna
rada, od kojih su Cetiri rada iz inostranstva, jedan iz Austrije
(Be¢a) od profesora dr Helmuta Stahela (Hellmuth STACHEL),
dva iz Republike Makedonije, prof. dr Risto TASEVSKI i Sofija
SIDORENKO i jedan rad iz Republike Madarske (Budimpes$ta)
od autora dr Katalin BOGNAR-MATHE, dr Attila BOLCSKEI i
Csilla SOROS.

U Zborniku radova su prikazani originalni nau¢ni radovi kao i
pregledni radovi koji obuhvataju tri kljuéne teme Konferencije:

1. NACRTNA GEOMETRIJA
2. TEORIJSKA GRAFIKA | PRIMENJENA GEOMETRIJA
3. EDUKACIJA U GEOMETRIJI | INZENJERSKOJ GRAFICI

Sve tehnicke poslove oko pripreme Zbornika radova obauvili
su €lanovi organizacionog Odbora. Nadamo se da je naporan rad
urodio plodom i da smo dobili kvalitetnu i preglednu, ovog puta
elektronsku verziju Zbornika radova. Na prelazak sa Stampanog
materijala na kompakt diskove prvo su nas navela iskustva nasih
kolega sa Fakulteta tehnickinh nauka, koji sve ceS¢e prave
isklju€ivo elektronske verzije Zbornika radova. Sa druge strane,
cena realizacije ovakvog Zbornika je gotovo deset puta manja od
Stampane verzije. Stoga se nhadamo da nam necete zameriti $to
smo se odlucili na ovakav korak.

Kod formatiranja smo koristili program Microsoft Word pomocu
kojeg smo kreirali ceo dokument. Iz ovako formatiranog
dokumenta, svaki autor ¢e moci bilo koji deo Zbornika lako da
pretvori u Stampanu verziju.

Preliminarni pregled pristiglih radova uradio je nauéni odbor,
nakon toga Odbor za recenziju uradio je detaljne recenzije i
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pozitivno je ocenio sve pristigle radove, uz manje korekcije
pojedinih radova.

Veliku zahvalnost dugujemo Autonomnoj pokrajini Vojvodini,
odnosno Pokrajinskom sekretarijatu za nauku i tehnoloski razvoj,
koji nas je finansijski podrzao. Time nam je omoguceno da
tehnicki realizujemo Konferenciju i bez ove pomoci to svakako ne
bismo mogli.

ORGANIZACIONI ODBOR KONFERENCIJE
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ZLATNI PRESEK | PRAVILNE KONKAVNE BIKUPOLE
DRUGE VRSTE

Mr Marija Obradovié¢®

Rezime

Zlatni  presek (racio) predstavija odnos izmedu strane pravilnog
pentagona i njegove dijagonale, a takode se dovodi u vezu sa susednim
Clanovima Fibonacijevog niza. IstraZivaem i uporedivanjem metriCkih
parametara konkavnih bikupola druge vrste, uoéeni su odnosi koji se
poklapaju sa proporcijom zlatnog preseka. Dati odnosi svedoe o
skladnim proporcijama veli¢ina konkavnih kupola Il vrste i doprinose
mogucnosti primene ovih tela kao novih geometrijskih formi u
arhitektonskoj praksi i dizajnu.

Kucne reci: zlatni presek, proporcija, konkavne bikupole.

1. UVOD

Pod pojmom pravilne konkavne kupole Il vrste®® podrazumeva se
poliedar Cije su dve strane (osnove) pravilni poligoni: jedan n-tougaonik
(O1) i drugi 2n-tougaonik (O2) u paralelnim ravnima, povezani
deltaedarskim  omotalem, saclinjenim od  dvostrukog reda
jednakostrani¢nih trouglova, obrazovanih tako da formiraju n prostornih
heksaedara spojenih veznim trouglovima, tako da se radijalno nizu oko
ose tela, koja prolazi centroidima osnova.

Nacin nastanka ovih tela, analiza njihove geometrije i metode
nalazenja njihovih parametara i metrickih odnosa, dati su u radu:
Pravilne konkavne kupole druge vrste, istog autora. Detanije
razmatranje geometrijskog porekla kontruktivnih postupaka koji bi dali

**Marija Obradovi¢, magistar, asistent, Gradevinski fakultet, Beograd

%% Videti rad: Pravilne konkavne kupole druge vrste - od istog autora, takode
dostupan u ovom zborniku.
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graficka reSenja za prikazivanje samih tela, kao i numerickih algoritama
koji daju vrednosti metrickih parametara ovih tela — dato je u doktorskoj
disertaciji: “Konstruktivho-geometrijska obrada toroidnih deltaedara sa
pravilnom poligonalnom osnovom” S6C koja je u pripremi u trenutku
pisanja ovog rada. Sam rad se, dakle, ne¢e baviti pomenutim pitanjima,
vec¢ Ce se fokusirati na uotene geometrijske pravilnosti i odnose koji su
dali interesantne rezultate, narocito po pitanju proporcija ovih tela, koje
su u znacajnom broju predsravnika pokazale poklapanja sa proporcijom
zlatnog preseka.

2. PRAVILNE KONKAVNE KUPOLE

Pravilne konkavne bikupole Il vrste®” nastaju spajanjem dve
identi¢ne kupole Il vrste, na takav nacin da 2n-tostrani poligon (O2) bude
zajednicki, spojni poligon, tako da on zapravo viSe ne postoji kao pljost
(strana) tela, ve¢ kao njegov dijametralni ravni presek. Govoreéi o
bikupolama, treba napomenuti da je moguce formirati:

7. ortobikupole (dve kupole spojene tako da su ravanski simetriéne

u odnosu na 02)

8. Zirobikupole (kupole spojene tako da su centralno simetri¢ne u

odnosu na centroid 02)

Bez obzira na nacin spajanja, ove dve najjednostavnije bikupole
zadrzavaju sve zajedniCke osobine, parametre i metricke odnose kao
invarijantne, izuzev simetrije.

Osim konkavnih kupola (i bukupola) Il vrste, treba pomenuti i
konkavne kupole | vrste. Njihov nastanak je znatno jednostavnije
objasniti, a geometrija ovih tela zasniva se na Dzonsonovim kupolama
J3, J4 i J5. Augmentacijama®® kvadratnih strana ovih tela, dobija se
takode deltaedarski omota€, s tim Sto bi njegova mreza sada bila
saCinjena od jednog potpunog niza jednakostraniénih trouglova,
dopunjenog po jednom trougaonom stranom za svako teme
augmentovane piramide nad kvadratnom stranom kupole. Srodnost ovih
kupola i invarijantnost pojedinih njihovih osobina, pokazane su u pog. VIl
doktorske disertacije S6C istog autora. Konkavne bikupole | vrste takode
mogu posluziti kao baza za formiranje toroidnih deltaedara (I vrste), tako

7 U tekstu ée se takode koristiti i skracenica KbK-Il, da bi se sintagma lakse
pratila.

>¥ Augmentacija — postupak kojim se nad pravilnom n-tougaonom stranom tela
(trougaonom, kvadratnom ili pentagonalnom) formira pravilna n-tostrana
piramida, Ciji je vrh orijentisan ka spoljasnjosti tela.
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da i sa te strane pokazuju niz koherentnih osobina sa bikupolama Il
vrste. | u smislu osnosa veli€ina njihovih parametara, moze se uoditi
odredena analogija sa srodnim konkavnim bikupolama Il vrste, jer se i
na ovim telima mogu uoditi proporcije bliske zlathom preseku. Zbog toga
se i predstavnicima konkavnih kupola | vrste®® moZe dopuniti niz tela
koja svojim proporcijama teze idealnoj meri — zlathom preseku.

3. ZLATNI PRESEK

Najvide paznje, kada je re€ o proporciji i njenoj povezanosti sa
arhitekturom i odnosom veli€ina u arhitekturi, svakako je poklonjeno
jednoj od najstarijih i najéuvenijih tema, koja datira jo$ od pitagorejaca, a
to je takozvani “zlatni presek”, zlatni racio ili boZanska proporcija,
iracionalni broj koji iznosi 1.61803398874989...

Pitegorejci, koji su definisali brojeve kao odnose srazmere (a ne
kao jedinice, §to je danas uobi€ajeno), verovali su da je realnost takode
numeriCka i da zlatni racio predstava potku istine o postojanju.
Pitagorejci su takode razvili tezu da je estetika bazirana na proporciji.

Ovaj odnos je jednak odnosu izmedu strane pravilnog

petougaonika i njegove dijagonale: V541 a takode je i u vezi sa
2

odnosom izmedu susednih ¢lanova Fibonacijevog niza: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, 21, 34... (svaki ¢lan jednak je zbiru prethodna dva), gde taj odnos
tezi “zlathom” raciu, variraju¢i unekoliko u odnosu na njega, ali tezeci
mu, sa udaljenod¢éu ¢lanova od nule, tj. dostizuéi ga tek u odnosu
beskonaéno dalekih susednih €lanova.

Kao prilog pravilnosti i “bozanskoj proporciji”, tu je i podatak da

odnos

ima vrednost 0.6180339887498 dakle, potpuno isti

decimal kao zlatna proporcija. Ovaj odnos se takode pojavljuje u
geometriji petougaonika, pa tako i na telima koja ukljuCujuovaj poligon.
Interesantni odnosi vezani za pojavljivanje ovih odnosa i samog zlatnog
preseka, mogu se primetiti i na pravilnom pentagonalnom toroidnom
deltaedru | vrste, koji je detaljno opisan u radu: IstraZivanje geometrijskih
pravilnosti $ezdesetostranog toroidnog deltaedra, (Marija Obradovic,
Zbornik radova MonGEometrija 2004. Beograd), gde je zlatni racio
oznacen koeficijentom m. Takode, moze se uoCiti da je odnos radijusa

%% kvadratnim i pentagonalnim bikupolama, jer trougaone kupole | vrste, ponovo,
kao i u slu¢aju konkavnih kupola Il vrste - bivaju degenerisane, pretvarajuci se u
Arhimedovo telo — kuboktaedar.
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obodnog poligona kod bikupola sa pentagonalnom osnovom (dakle

poluprecnik opisanog kruga oko desetougaone osnove) upravo jednak
«zlathom» umnosku ivice a.

R=a x VY5+1=1.61803398874989... ( za vrednost a=1)
2

Oblici €ija proporcija odgovara zlatnom preseku, dugo su u
zapadnoj kulturi smatrani estetski zadovoljavaju¢im, kao perfektnim
balansom simetrije i antisimetrije, tako da je i danas zlatni presek Cesto
koriS¢en u umetnosti, dizajnu i arhitekturi. Dve standardne konstrukcije
zlatnog preseka date su na slikama 1. 2.

an ™, |

slika 2
Ovaj se odnos jo§ od antickih vremena smatrao savrSeno
skladnom proporcijom, tako da se njegovo pojavljivanje moze uoditi na
brojnim primerima iz istorije arhitekture, od Partenona, do Pentagona.
(Naravno u Sirem smislu, viSe se oslanjajué¢i na odnose Fibonacijevog
niza, nego na egzaktni iracionalni broj). Razmatrajuc¢i odnose Sirine,
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visine ili odredenih karakteristi¢nih veli¢ina kod KbK-Il, moze se uogiti
pojavljivanje proporcija koje su veoma bliske zlathom preseku (ili barem
onoliko bliske, koliko se u brojnim primerima iz literature navodi kao
poklapanje — u sluaju Keopsove piramide, ili ve¢ pomenutog Partenona).

4, ZLATNI PRESEK | KONKAVNE BIKUPOLE Il VRSTE

Na sledec¢im slikama 3-10 date su oCigledne ilustracije, na
kojima se mozZe zapaziti pojavljivanje zlatnog preseka na primeru
pravilnih konkavnih bikupola prve i druge vrste.

\ .

v
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- L L N
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/ ‘L . M
‘..'\ .'.. ff‘/’ A I’ ‘\ ’ l\\
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\ . :\\\\\ l’ ~ X \‘ ':;"
___._____,__.- /o 22X Sy
Kvadratna konkavna bikupola | vrste Pentagonalna konkavna bikupola |
vrste
slika 3 slika 4
Na konkavnim bikupolama | vrste ne¢emo se posebno

zadrzavati, mada su ovde prikazana samo dva €lana, sa kvadratnom i
pentagonalnom osnovom. Mozemo uvidom u graficko poklapanje
odnosa naznacenih veli¢ina, zaklju€iti da veza sa zlathom proporcijom i
ovde postoji:

B:(a +r)=m; B: 2hf=m - za kvadratnu konkavnu bikupolu |
vrste



MoNGeometrija,
NOVE SAA,2006..........oeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et ese s annas 182

d:a=m®; g:e=m; g: 2hf=m - za pentagonalnu konkavnu
bikupolu | vrste.

Dakle, ako bi smo za gornju granicu tolerancije usvojili odnos 5:3
Clanova fibonacijevog niza (1.66666, pri ¢emu je odstupanje od
egzaktnog iznosa zlatnog racija 0.0486), mozemo potraziti odnose
odredenih veliC¢ina, uocenih na konkavnim bikupolama |l vrste.
Pogladajmo slike 51 6.
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slika 5 slika 6
Pentagonalna KbK-Il poseduje srazmere koje su jednake
egzaktnom iznosu zlatnog racija, kao i one koje su priblizne ovoj
vrednosti. Naravno, odnosi dijagonale pentagona i njegove stranice
nesumnjivo sujednaki vrednosti m®', kao primarnom poreklu boZanskog
racija. Tako da Ce kvocijenti:
a:d=m; q:t=m biti egzaktni.

pola Il vrste

% Boldirani odnosi sugeri$u da se radi o egzaktnoj proporciji zlatnog racija.
' U literaturi se Gesto ovaj odnos oznadava kao Phi (®).
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Takode, vrednost r+k prema ivici a ima veoma blizak iznos:
r+k=1.620289a%, pri &emu odstupanje od m iznosi 4=0.0229.

MoZemo, osim toga, u izgledu kupole uoditi i odnos izmedu ¢
(rastojanja dva susedna ispupCena temena deltaedarskog omotaca
kupole) i 2h1 (ukupne visine bikupole), koji iznosi:

t=1.904764a; 2h1=3.001336a; t:2h1=1.5757a, $to odstupa za
A=0.042334 od m.

U sluCaju heksagonalne KbK-Il, mogu se uociti sledece
proporcije:

Odnos ivice a i vrednosti i (odstojanja temena osnove O1 od
nesusednog udubljenog temena deltaedarskog omotaca) iznosi:
i=1.6278187a; A= 0.0098 odstupanja od m.

Vrednost ¢ (odstojanje nesusednih ispupéenih temena
deltaedarskog omotaca) se prema vrednosti D (polupreéniku kruga
opisanog oko obodnog dvanaestougla) odnosi u sledeéoj srazmeri:
¢c=3.196327a, D= 1.931852a; c:.D= 1.65454; A=0.0365 odstupanja od m

U izgledu ove bikupole mozemo uociti sledeéi odnos, izmedu
Sirine u bikupole i odstojanja h71+hf (od ravni osnove O1 do ravni
ispupcenih temena donje kupole), koiji je ilustrovan na slici 6:
u=1.866026a; h1+hf=2.26706a; (h1+hf):u= 1.647191; A= 0.029191
odstupanja od m.

Na slici 7 prikazana je heptagonalna KbK-Il na kojoj se mogu
zapaziti sledeéi odnosi: odnos ivice bikupole a prema odstojanju v -
temena osnove O1 od prvog nesusednog ispupenog temena
deltaedarskog omotaca, koji iznosi:
v=1.6291096a; A= 0.0111 odstupanja od m,
kao i odnos prec¢nika kruga 2D, opisanog oko obodnog Cetrnaestougla,
prema tetivi t istog poligona koja zahvata 3n/7 (fj. jo§ dva nesusedna
temena), koji iznosi:
2D=4.493978a; t=2.8019495a; 2D:t=1.6038755; A= 0.01416 odstupanja
od m.

62 Sve numeri¢ke vrednosti prikazane u ovom radu, nadene su na osnovu
postavljenog algoritma, datogu radu “Pravilne konkavne kupole druge vrste” -
od istog autora, koji je takode dostupan u ovom zborniku, a na osnovu kojeg su
proracunate vrednosti svih relevantnih veli€ina, a pomocu kojih su nadeni
izneseni podaci. Proracun ovih vrednosti bi¢e sostupan u prilogu doktorske
disertacije “Konstruktivno-geometrijska obrada toroidnih deltaedara sa
pravilnom poligonalnom osnovom’” istog autora.
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U izgledu, rastojanje u izmedu krajnjih vidljivih ispupCenih temena
deltaedarskog omotaca i ukupne visine 2h1 bikupole iznosi:

u= 4.048934a; 2h1=2.542814a; wu:2h1= 1.5692304;, A= 0.02573
odstupanja od m.

Na oktagonalnoj KBK-Il (slika 8) mozemo ponovo primetiti
zlatne proporcije:
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Heptagonalna konkavna bikupola Il vrste Oktagonalna konkavna
bikupola Il vrste

slika 7 slika 8

kao i kod prethodnog predstavnika, heptagonalne KbK-Il, odnos ivice
bikupole a prema odstojanju v - temena osnove O1 od prvog
nesusednog ispupenog temena deltaedarskog omotaa, i prema
vrednosti b rastojanja temena poligona O1 i O2:

v=1.6918788a; A= 0.026155, b= 1.645329;, A= 0.02732
odstupanja od m.
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Odnos tetive t kruga opisanog oko obodnog 3esnaestougaonika,
koja povezuje svako peto teme ovog poligona, prema pre¢niku 2r kruga
opisanog oko poligona osnove O1 (oktagona) iznosi:
t=4.26198a; 2r= 2.613126a; t:12= 1.630989; 4= 0.013 odstupanja od m.
Odnos dijagonale g obodnog Sesnaestougaonika koja spaja svako
Cetvrto njegovo teme i odstojanja r+k od ispupenog temena
deltaedarskog omotaca bikupole do njene ose, iznosi:
q=3.624516a; rtk= 2.267985a; q:(r+k)= 1.5698122; A= 0.0199 odstupanja
od m.

U izgledu ove bikupole, moZzemo uociti odnos izmedu vrednosti u,
koja predstavlja rastojanje izmedu svakog drugog udubljenog temena
deltaedraskog omotaca i visinske razlike h1+hg izmedu ravni osnovnog
poligona O1 (oktagona) i ravni donjih udubljenih temena deltaedarskog
omotaca:
u= 2.509532a; h1+hg= 1.556787a; u:(h1+hg)= 1.6119822; A= 0.00601
odstupanja od m.

Slika 9 prikazuje nonagonalnu KbK-l u osnovi i izgledu, gde
takode mozemo zapaziti sledeée proporcije:

Poluprecnik D opisanog kruga oko obodnog
osamnaestougaonika, odnosi se prema vrednosti b odstojanja temena
osnove O1 (nonagona) do temena osnove O2 po dijagonali prostornog
heksaedra, kao:

D=2.87938ba; b= 1.7712023a; D:b= 1.625667; A= 0.0077 odstupanja od
m.

Odstojanje e izmedu svakog treéeg ispupenog temena deltaedarskog
omotada, prema vrednosti ¢ odstojanja izmedu svakog drugog
udubljenog temena omotaca iznosi:

e=4.2550669a; c=2.607983a; e:c=1.631555;, A= 0.01355 odstupanja od
m,

dok u izgledu moZzemo zapaziti da se veli¢ina D polupreCnika kruga
opisanog oko obodnog osamnaestougaonika, odnosi prema ukupnoj
visini 2h1 bikupole kao:

D=2.87938ba; 2h1= 1.76184a D:2h1=1.6343056 A=0.16022 odstupanja
od m.

Na primeru dekagonalne KbK-Il (slika 10) ponovo mozZemo
uoditi brojne veli€ine koje stoje medusobno u proporciji zlathog preseka,
Sto egzaktno dajuéi “bozanski racio”, sto daju¢i veoma bliske odnose,
teZzeci vrednosti m.
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Odnosi koje uotavamo na poligonu osnove O1 (dekagona) poput
odnosa njegove dijagonale d koja spaja svako drugo teme dekagona,
prema dijagonali g, koja spaja svako Cetvrto, svode se na odnos stranice
pentagona prema njegovoj dijagonali, §to je veé¢ na osnovu napred
reCenog — egzaktan zlatni racio. IdentiCan odnos primecujemo i na
dijagonalama obodnog dvadesetougla: Dijagonala t koja spaja svako
peto teme dvadesetougla i dijagonala s koja spaja svako deveto, takode
postuju odnos: stranica i dijagonala pentagona, tako da za ove tvrdnje
nije potrebna posebna numeri¢ka argumentacija.

TN

Nonagonalna konkavna bikupola Il vrste Dekagonalna konkavna bikupola I
vrste

slika 9 slika 10

Zlatnu proporciju uoZicemo osim toga i ha odnosu ivice a
ove bikupole prema polupreéniku r kruga opisanog oko osnove O1
(dekagona):
r=1.618033897a, $to je takode egzaktni zlatni racio.
Pribliznu vrednost mozemo naéi u odnosu ovog istog
polupreCnika r i odstojanja r+k ispupCenih temena deltaedarskog
omotaca od ose bikupole:
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r=1.618033897a; r+k= 2.669689a; (r+k).r= 1.611453; A= 0.00665
odstupanja od m.

U izgledu primeéujemo da je polovina vrednosti u rastojanja
svakog treéeg ispuptenog temena deltaedarskog omotaca, u odnosu sa
ukupnom visinom 2hf®® tela, takode bliska odnosu zlatnog preseka m.
u/2= 2.15982a; 2hf= 1.3387a; (u/2):(2hf)= 1.6133234; A= 0.004677
odstupanja od m.

Na ovde prikazanim odnosima i uo&enim veli€inama koje stoje u
medusobnoj srazmeri bliskoj zlathom preseku, ne zavrSava se niz
parametara koji pokazuju ovu zanimljivu medusobnu relaciju. UoCene su
jos§ brojne veliCine koje pokazuju ovaj odnos, sa vecim ili manjim
odstupanjima, ali su u ovom radu (donekle i zbog samog njegovog
obima) date samo one najuodljivije.

5. ZAKLJUCAK

Na iznetim primerima pravilnih konkavnih kupola Il vrste u ovom
radu, moze se zakljuciti da odnosi koji se mogu povezati sa proporcijom
Zlatnog preseka postoje kao imanentna osobina ovih tela i to ne samo
kod onih bikupola (pentagonalnih i dekagonalnih), kod kojih se po
definiciji javlja zlatna proporcija, ve¢ i kod svih ostalih predstavnika
posmatrane grupe poliedarskih tela, u vecoj ili manjoj meri. Ovi odnosi se
mogu smatrati zanimljivim sa strane geometrijskog istrazivanja
pravilnosti na datim telima, a u odredenom smislu — bududi da se zlatni
presek odvajkada povezivao sa proporcijom koja odrazava savrseni
sklad — ova se tela mogu proucavati i sa estetske strane, pa se i njihovi
oblici mogu ispitati i iskoristiti i u domenima struka kakve su arhitektura ili
dizajn.
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