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VA2NIJE OZNAKE

skup kompleksnih brojeva

prostor funkcija neprekidnih nad svakim intervalom

(0,0:;,0 > 0.

prostor beskonacno mnogo puta diferencijabilnih
funkcij a

prostor glatkih funkcija kompaktnog nosaca
prostor distribucije

Dirakova delta distribucija
j mere aproksimacije

oji sadrzi elemente oblika f/g

potprostor od M k
i g iz Lo
i

gde je F iz L
prostor lokalno integrabilnih funkcija

po tprostor od L koji sadrzi funkcije f iz L takve
da je Ifllji > 0 za svako T > O

polje operatora Mikusinskog
skup prirodnih brojeva

skup operator distribucij a
skup realnih brojeva

skup realnih pozitivnih brojeva



0. Uvob

U tezi se posmatraju linearne diferencijalne jedna-

¢ine sa konstantnim koeficijentima u polju operatora Mikusinskog

M oblika.
m n
(1) [ I djjkskx(G)X) = F(A)
Jj=0 k=0
sa uslovima
(2) x(0) = ipi ..., x(MO) = B

gde je x(A) traZena operatorska funkcija, T(A) zadata operator-

ska funkcija, dok su ipi,... MWm zadati operatori.
Ako su d. , = a. ., , gde su a. , kompleksni brojevi za
3jk 3jk 3
jJ =0,..., m, k = 0,..., n, jednacCina (1) odgovara parcijalnoj
diferencijalnoj jednacini sa konstantnim koeficijentima oblika:
m n 3J+kx(X,t)
©)) | | a.v. —— 5
j=0 k=0 sk  3AjJotk
sa uslovima
aj+kx(A,o0)
(V) = v.(A), jJ -0,...,m; kK -0, ,n-1
ax3aek 3
gde je
m n k-1
o) f(A) = {fi (A,t)} + | | I sk v 1

aj,n-k+vrj,k(A)

Uslovima (2) odgovaraju uslovi



x(0,t)
(6) ipJ4(t>, i 0 ,m-1

Medjutim, diferencijalna jednacina (1) moZe da pred-
stavlja 1 parcijalnu integro-diferencijalnodiferentnu jednacinu
za pogodno 1izabrane operatore déj"

S obzirom na praktican znaCaj pomenutih jednacina
(koriste se u tehnici, Tfizici, hemiji, biologiji, medicini i u
drugim oblastima) vazZzno jJe ne samo utvrditi egzistenciju, jedin-
stvenost 1 prirodu reSenja nego i1 odrediti numericCki postupak
pomoc¢u koga se konstruisSe priblizno reSenje i odredjuje ocena
njegovog odstupanja od tacnog reSenja.

Kao Sto se vidi, parcijalnoj diferencijalnoj kao i
parcijalno diferencijalno-diferentnoj jednacCini sa konstantnim
koeficijentima odgovara obic¢na diferencijalna jednacCina sa koe-
ficijentima u polju M, tako da se tacno i pribliZzno reSenje u

M dob.ijaju analogno kao kod obic¢nih diferencijalnih jednacina
sa numerickim koeficijentima. Problematika konstrukcije pribliz-

nog reSenja zapocCeta je u radu B. Stankovicda C21] . Tacno reSe-

nje diferencijalne jednacdine (1) pod uslovom da d, ., = a. , jJe
1jKk 1jk
oblika

a X(X) = bexp(Xm), gde jem = £ c™”™a ~,a > 0,6 M 1
i=0
reSenje karakteristicne jednaCine, b operator koji se odredjuje
iz uslova (2). Priblizno reSenje je konstruisano korisSc¢enjem
parcijalnih suma reda koji reprezentuje w. Naime, priblizno re-
Senje diferencijalne jednacine (1) je (C21])
n
€)) x(X) = be.xp(Xw_) gde u_ = | c.?“a n
i=0
Polje operatora Mikusinskog ima veoma bogatu algebar-
sku strukturu Sto je pogodno za nalaZenje nula karakteristicnog
polinoma. Odredjivanje brojeva a,B kao i1 konaCan broj koeficije-
nata reda ® se moZe vrSiti primenom racunara ([8], [21])- Ova
¢injenica je veoma znaCajna jer pokazuje da se i elementi (prib-
lizZna reSenja diferencijalne jednacdine) opSteg prostora kao Sto

je M mogu dobiti primenom racunara.



U radovima 1879 [21], [22], [23] i [24] je ocenjena
greSka, sa kojom pribliZzno reSenje oblika (8) aproksimira tacno

reéenfé oblika (7)), sa faktorom Il:kao procena 1izraza

[IEk (xn (A) - x(A))1], (apsolutna vrednost operatora),

gde je k Z 0 unapred odredjeno tako da IkxA(A) kao i &VX(A)
predstavljaju neprekidne funkcije.

Niz operatora x”~(A) datih relacijom (8) konvergira
ka operatoru x(A) koji je dat relacijom (7) u konvergenciji ti-
pa I. Medjutim, konvergencija tipa I nije topoloSka, 3to je
svakako predstavljalo problem pri odredjivanju mere aproksimaci-
je u pomenutim radovima. U radu tlI] T. Boehme, 1976. godine,
definiSe topologiju tipa Ix na potprostoru Fo prostora M koja
je topoloska. U radu [3], 1983. godine, je data karakterizacija
konvergencije tipa |" preko funkcionele BT (x) za x€F0, odnos-
no preko Ffunkcionele A(X).

U tezi se pokazuje da tac¢no i pribliZzno reSenje di-
ferencijalne jednacine (1) pripada prostoru FO . Uvodi se Tfunk-

cionela (nes8to drugacije nego u radu [3]) oblika

€©)) AX) = \ — ———— .- . . — — za x 6 FO
i=l e (1+B” i/i”x))

gde je funkcionela BN i/i”™x) za 1 = 1»2,... definisana u [3]-
Koriséenjem tako definisane fTunkcionele A(x) pokazuje se da niz
pribliznih reSenja (xn(A)}, gde je svaki c¢lan dat relacijom (8),
konvergira ka tac¢nom reSenju koje je dato relacijom (7), u kon-
vergenciji tipa |". Na osnovu toga moguée je meru aproksimacije,
sa kojom priblizno resSenje diferencijalne jednacCine(l) aproksi-
mira tac¢no, 1izraziti preko funkcionele A(x) u prostoru FO.

Posebno, u tezi, treba naglasiti konstrukciju mere
aproksimacije u prostorima lokalno integrabilnih funkcija, L 1
neprekidnih funkcija, C (po t) sa kojom priblizno reSenje dife-
rencijalne jednacCine (1) aproksimira tacno reSenje, pod uslovom
da reSenja predstavljaju funkcije iz L (odnosno C).

Konstrukcijom pribliZznog reSenja nehomogene operator-

)

ke jednacine znatno proSirujemo klasu posmatranih problema, jer

O

ak 1 homogenoj parcijalnoj. diferencijalnoj jednacini odgovara



nehomogena operatorska jednacCina, ako su uslovi (4) takvi da je
ngy(A) * 0 za bar jedno j ili k. U zavisnosti od problema data
su dva tipa pribliZznog partikularnog reSenja 1 procenjena je me-
ra aproksimacije u prostorima FO, L i C.

U radu [33] data je veza izmedju operatora i distri-
bucija 1 pokazano je da reSenja diferencijalne jednacine (1)
pripadaju i prostoru distribucija, 3Sto zna¢i da 1 pribliZna re-
Senja konstruisana na prikazan nacCin takodje pripadaju prostoru
distribucija. Na osnovu rada [33] moguc¢e je na isti nacin reSava-
ti 1 takve probleme kod kojih uslovi u relaciji (4) predstavlja-
Jju neke distribucije.

Doktorska disertacija ima cCetiri glave.

U prvoj glavi se iznose vazniji pojmovi iz teorije
operatora Mikusinskog M, koji se koriste u teoriji diferencijal-
nih jednacina. Prikazuju se osnovni rezultati vezani za konstruk-
ciju, egzistenciju i karakter reSenja diferencijalnih jednacina
operatora, posebno njihova veza sa distribucijama ([11], [21],
[27], [311., 1[I32]1., 1[33]1, [34])- U ovoj glavi prikazuju se 1 neki
rezultati vezani za konvergencije u polju M na osnovu radova
[11. [21. [I31. [41. [I51,. [6]1- Za funkcionelu A(x) datu relacijom
(9) pokazuje se da karakterisSe konvergenciju tipa I™ i u odnosu
na nju se uvodi mera aproksimacije.

U prostoru L konstruisSe se funkcionela
(10) F(F) =1 —jg- -————- ,za F €L

gde je
i
iIfhli = / |f(t)|dt
0
koja karakteriSe konvergenciju u L i1 u odnosu na koju je defini
sana mera aproksimacije u L.

Takodje je u prostoru C konstruisana funkcionela

Ihli
(11) G(h) = | ra— ,h e C |h]-. = ) h(t)
izl eIe (1+1nh1.D 1 t<i

koja karakterisSe skoro uniformnu konvergenciju u C i u odnosu na



koju je konstruisana mera aproksimacije u C, kada je reSenje iz
skupa C nad [0 ,°°).

U drugoj glavi se posmatra homogena diferencijalna
jednacina u polju M. U pocCetku se analizira samo jedno iz sku-
pa linearno nezavisnih reSenja, dato relacijom (7) kao 1 prib-
lizno resSenje dato relacijom (8). KorisSc¢enjem procene funkcio-
nele A(x), pokazuje se da niz pribliznih reSenja konvergira ka
tacénom redenju u konvergenciji tipa |". Zatim se konstruise
mera aproksimacije u odnosu na A(x), L(F) i1 G(h) u zavisnosti
od prirode reSenja (operator, lokalno integrabilna funkcija,
neprekidna funkcija, respektivno).

Dalje se posmatra priblizno re3enje oblika

T b.exp(XMjjn) gde su Mj>n :I1| c rel-et

Jj*1 i=0
pod pretpostavkom da posmatramo takve diferencijalne jednacine
kod kojih su reSenja karakteristic¢ne jednacCine jJednostruka 1
logaritmi. KonstruiSe se mera aproksimacije, ponovo, u prosto-
rima Fo, L 1 C.

Rezultati u drugoj glavi dobijeni su u saradnji sa

prof. dr E. Papom.

U trec¢oj glavi se posmatraju nehomogene diferencijal-
ne jednacine oblika (1) i konstruisSe se pribliZzno reSenje obli-
ka

(12) n T X OO xp 00
gde je
n X
(13) T A n Zexp((X-K)»Uj n)F()dic
Jj=1 >0
i
Aé n
’ P (a)é »H)

pod pretpostavkom da su sve nule karakteristicnog polinoma jed-

nostruke i1 logaritmi.



U sluc¢aju da su uslovi (2) specijalni, naime kada su

xCy)(@) =0 zau=0,...,m=2 1 x(m_1)(O) = £r, r>0

partikularno (tacno (11 1) pribliZzno reSenje formiraju se kao

] X n
(14) p 00 = - — fFROX, | (-icddK, a ¢ g
m O k=0

U oba sluCaja se pokazuje da niz operatora x» n(X)
konvergira u konvergenciji tipa 1" ka operatoru koji predstav-
lja tacno partikularno reSenje diferencijalne jednacine (1),
koris¢enjem funkcionele A(x), x £ Fo. Na osnovu te cinjenice
dobija se mera aproksimacije sa kojom priblizno partikularno
reSenje aproksimira tacno reSenje.

Ako operatori x™ n(X) definisu funkcije iz L, odnosno
iz C tada se mera aproksimacije formira u odnosu na funkcionele
F(F) 1 G(h) respektivno.

Veoma je vazZzno napomenuti da mera aproksimacije for-
mirana za svako od pribliznih reSenja zavisi samo od n, a ne
zavisi od duzine intervala Sto je bio sluc¢aj u radovima [8],

[21]1. [22]. [23]. [24]-

U prvom delu cCetvrte glave konstruisano je tac¢no i
priblizno reSenje jedne podklase posmatranih jednacina na in-
tervalu [0,T3 u viSe koraka. Pod pretpostavkom da reSenje x(X)
zajedno sa svojim izvodima, definiSe neprekidnu funkciju, mera
aproksimacije se mozZze 1izraziti razlikom izmedju tacnog i prib-
liZznog reSenja. Na ovaj nacin formirana mera aproksimacije za-
visi od duzine intervala, tako da sa porastom duZine intervala
greska se povecava, bilo da se reSenje konstruisSe u jednom ili
u viSe koraka (svakako sporije metodom u viSe koraka), dok jJe

za male vrednosti T ona sasvim prihvatljiva.

U drugom delu cCetvrte glave se prikazuju primeri ko-
Ji i1lustruju postupke i1z glava 2. 1 3. U prvom primeru konstru-
isana je mera aproksimacije u prostorima FO, L i C, (Sto je mo-
guce, jer reSenje predstavlja fTunkciju iz C) kao u glavi 2.,
kao 1 mera aproksimacije pomoc¢u razlike 1 to u viSe koraka. Upo-

redjena je ova poslednja mera aproksimacije sa istom, konstrui-



sanom preko G(h) u C.
0d ostalih primera posebno je interesantna jednaci-

na zZilavo-elasti¢nog Stapa posmatrana u saradnji sa prof. dr

B. Stankoviéem.

Prijatna mi je duZznost da se zahvalim akademiku dr
Bogoljubu Stankovicu 1 prof. dr Endre Papu na saradnji iz koje
su dobijeni neki rezultati izloZeni u tezi kao i na stalnoj i
svesrdnoj pomoc¢i koju su mi pruzali tokom izrade teze.

Takodje se zahvaljujem prof. dr Dragoslavu Hercegu

na korisnim savetima 1 primedbama.



1. NEKI REZULTATI 1Z TEORIJE
OPERATORA NIKUSINSKOG

U prvoj glavi uveSéemo osnovne pojmove iz teorije
operatora Mikusinskog koji su potrebni za dalji rad.

Pored osnovnih operatora i relacija izmedju njih
(8 1.1), u 8 1.2 prikazane su operatorske Ffunkcije, njihov iz-
vod i integral na osnovu literature ([11], [17])- Tipovi kon-
vergencije u polju M i1 problemi oko topologije prikazani su u
8§ 1.3 1 pri tome je korisScena literatura [1], [2]1. [I31. I[41.
[11] 1 [14]. Posebno je u §8 1.4 obradjena konvergencija tipa
I 1 njena karakterizacija preko funkcionele BT (x) za x 6 FO
kao 1 prostor FO ([3]1., [5]. [6]1)- Preko funkcionele A(x), defi-
nisane relacijom (1.12)(8 1.4),date su (8 1.5) definicije mera
aproksimacija u prostorima FO, u L 1 u C koje c¢e se koristiti
u glavi 2., 3. i1 4. za procenu pribliZnog reSenja operatorske
jednacine.

Uusgil.6, 8 1.7, 8 1.8 i 8 1.9 posmatraju se diferen-
cijalne jednacine u polju operatora M, defini3e eksponencijalna
funkcija, daje egzistencija i1 jedinstvenost reSenja,a pre svega
ekviva~lencija sa numerickim parcijalnim diferencijalnim jednaci-
nama kao 1 parcijalnim diferencijalno-diferentnim jednacinama
(riiy. [i7z1. [31D.

Veza izmedju operatora i distribucija prikazuje se
u 8 1.10 na osnovu rada [33]. KonstruiSe se prostor MD 1 poka-
zuje da reSenja operatorskih jednacina (kojima odgovaraju par-
cijalne diferencijalne jednaCine i1 diferencijalno-diferentne
jednacine sa uslovima koji mogu biti i1 distribucije) su u prostoru

MD 1 istovremeno predstavljaju neprekidne operatorske Tfunkcije.



Karakter eksponencijalnog operatora diskutovan je

us§ 1.11,a osobine funkcije E.M. Wrighta su iznete u § 1.12.

1.1. OSNOVNI POJMOVI 1 REZULTATI 1Z
TEORIJE OPERATORA MIKUSItfSKOG

Neka je L skup lokalno integrabilnih funkcija nad
intervalom [Q,°0). Zbir dve funkcije iz L jeste funkcija i1z L.
Konvolucija dve funkcije f(t) i1 g(t) iz L definisana na sle-
de¢i nacin ([17 D:

t
f(t) * g(t) = /7 F(t-x)g(x)dT
0
jeste iz skupa L. Skup L u odnosu na operacije sabiranja i kon-
volucije Ccini prsten bez delioca nule, 3to tvrdi poznata teo-
rema Titchmarsha ([16]).

Polje operatora J. Mikusinskog, koje ¢emo obeleza-
vati sa M dobija se proSirenjem prstena L. Svaki elemenat polja
M , operator, definisan je parom f,g € L, uz relaciju ekviva-
lencije. Predstavnik klase se obelezZava sa f/g, g P 0. (Razlo-
mak se posmatra u smislu konvolucije.)

Neka su f, g, o, vy funkcije iz L. Tada:

- relacija ekvivalencije se oznaCava sa = 1 defini-

Se na sledecé¢i nacin

¥ - ako 1 samo ako je f * Vv g * @
g
- operacije sabiranja i1 mnozZenja definiSu se kao

f*b+g*cp f f *

8

g *V J g * @

Neutralni elemenat polja operatora M jeste |1

gde jegCLig”™~0. Podskup od M sa elementima f < I (f(v)},
f € L je algebarski i1zomorfan sa prstenom L dok je skup a <= 1,
a eR algebarski izomorfan sa poljem R.

Polje operatora Mikusinskog nije algebarski zatvore-
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no. Pokazano je da ako su x, y i Ff elementi iz L, tada jedna-
¢ina (x/y)2 = f nema reSenja za svako f iz L.
Integralni operator se obeleZava sa H i odgovara

funkciji {1} koja preslikava R+ u tacku 1. Ime je dobio zbog

t
{1} - (f(O} = {# £(T)Hdx).
0
Za stepen integralnog operatora vaZzi:
n-1 -a-1
kn-D-J" Ir(@-"
n“.nB = a,B e R+.
Inverzni operator operatora 5 jeste s = 1/5,. Ako je

funkcija f(t) iz L 1 ima n-ti izvod u L (F(n)(t) £ L) tada

vazi relacija
sn{fn(t)} = {f(ND®} + FM"i>0) 1 + sf(n-2)(O) + ...
--- + s(n-1)F(0)

koja se koristi kod diferencijalnih jednacina.

Definicija operatora s dozvoljava da se njegovi ste-
peni interpretiraju kao stepeni negativnih izloZzilaca operato-
ra 5.

Skup polinoma po operatoru s, tj. skup operatora ob-
lika:

Pn(s) = ansn + an-IS + ... + aiS + aol,5 a] € C
algebarski je izomorfan prstenu polinoma u skupu kompleksnih
brojeva C 1 zato se mogu iz C na ovaj skup preneti svi rezul-
tati koji se odnose na ovu strukturu. Ako su w” nule numerickog
polinoma PR(t) tada je

n
Pn(s) = n (S - Ws(l).
i=1
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Operator 1/(s-al)n pripada prstenu L, tj.
T + 1

(s-al)n (n-1)! J

Funkcija H~N(t) definisana je na sledec¢i nacin:

0 za 0Nt < X
HxCt>

1
)

1 za O~ XNt

Operator h = e = s(HM(t)}, X > 0, zove se ope-
rator translacije. Ako je T(t) proizvoljna fTunkcija iz L, tada
je:

0 za 0 Mt < A~

(1.1) h X{f()} = e-Xs{f(O)} = {
f(t-X) za 0 ™~ X < t
U skupu L definiSemo dve binarne relacije (tlIl])
fzg* f() < g(v), te [0,«)
f <T g« f() <g(t), t e [o,t]
od kojih je prva relacija poretka.

Operator |f] : = {|f()]}, T € L,zove se operator

apsolutne vrednosti. Za funkcije f,g £ L vaZzi:

a) If +4al < Ifl + Igl
b) laf] ~ Jal = |f] gde je a kompleksan broj
t
©) [fF-al = {I/ f(t-u)g(u)dul} ~ {IfCE)] * lg(O) I}
0
= U I*Ig 1
d) Ako za fTiksno f e L postoji M(T,F) = 4dup|f(o)]

tada je |f] <T M(T, fH# 0<tsT
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ijP~ 1
r(p)
Polje operatora M moZze se takodje dobiti proSirenjem
prstena C, koji cine funkcije definisane 1 neprekidne nad in-

tervalom [0,«0 u odnosu na operacije sabiranja i1 konvolucije.

1.2. OPERATORSKE FUNKCIJE

Vziinlclja 1.1. Preslikavanje a jednog podskupa
skupa kompleksnih brojeva C u polje operatora Mikusinskog na-

ziva se operatorska funkcija.

V&A"tn*Lci.ja 1.2. Funkcija f(t) (realnih ili komplek-
snih vrednosti) posmatrana na intervalu 0 < t < @ pripada kla-
si K ako zadovoljava sledeé¢e uslove:

1) Ima najvise konacan broj tacdaka prekida na sva-
kom konac¢nom intervalu? ~

2) Integral 6 |F(t)]dt ima konacne vrednosti za

svako t > O.

Za operatorsku funkciju F(A) recic¢emo da je parame-
tarska ako za svako X € Ui ,X2] ona pripada klasi K, kao funk-
cija od t.

Operatorska funkcija Cije su vrednosti numericki ope-

e
ratori, tj. brojevi, jeste numericka funkcija.

Vn.ilnlc.lja 1.3. Operatorska funkcija je neprekidna
nad zatvorenim i ogranicenim intervalom J = [a,0] ako postoji
takav operator q € L da je qa(A) = {b(X,t)j gde je b(A,t) nep-
rekidna numericka funkcija od dve promenljive (u obi&nom smis-

lu) nad D:a<X<6, 0<t«<*“.

Neprekidnost funkcije b(A,t) je dovoljan uslov za ne-

prekidnost operatorske funkcije {b(A,t)} ali nije i potreban.

VciénZcZja 1.4. Operatorska funkcija ima neprekidan
izvod nad skupom J = [Ja,6] ako postoji g € L takvo da je
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qa(A) = (b(A,t)}, gde b(A,t) 1ima neprekidan izvod po A nad
D. Tada je a"(A) = ~-{b~"(A,t)}.

T\Jh.djznj<L 1.1. Ako numericka funkcija a(A,t) ima
parcijalni i1zvod a"(A,t) neprekidan nad D, tada odgovarajuca
operatorska funkcija a ima izvod a~(A) = (a™(A,t)}.

Obrnuto ne mora da vazi.

Osobine neprekidnog izvoda operatorske funkcije su
analogne osobinama izvoda kod numerickih funkcija. Jedina raz-

lika je sledecCa:

Tvh.djznje 1.2. Ako operatorske funkcije g(A) i
a(A) = f(A)/g(A) imaju neprekidne izvode nad intervalom J =

= ta,$] tada ga ima i F(A) i vazi
/T(AKT '(A)g(A) - (A" (A)

"g(A)" g2(A)

VzilnZclja 1.5. Zza operatorsku funkciju a(A) reci-
¢emo da je integrabilna nad intervalom (a,0) ako postoji eleme-
nat q G L takav da je qa(A) = f(A), gde je F(A) = (f(A,t)},
ITCA, )] » g(A)h(t), g(A) € L[a gl i h(t) G L i1 integral je

6 * 6
(1.3) / a(A)dA = 1 {/ F(A,t)dA>.
a a

Ovako definisan integral ima slicne osobine kao i

integral numericke funkcije (tll]).

Vcilnlclja. 1.6. Preslikavanje f jednog podskupa w
skupa C2 u polje operatora Mikusinskog M naziva se operatorska

funkcija od dve promenljive.
Pod parcijalnim izvodom -~jf(A,<) podrazumevamo 1izvod
u odnosu na A (Ff(A,<)/, gde je k fiksno.

Za integral vazZi:

J\JKdjQ.nj<L 1.3. Ako je operatorska funkcija dve pro



14

menljive T(X,<) neprekidna na Cetvorouglu ot<X<ft; a< <"

g
S 6 1 Ima parcijalni izvod f(X,<) neprekidan u tom cdetvo-

rouglu, tada za proizvoljno Xo (a » Xo N 3) vazi

X X
Ny F(X,<)d<n = F(X,X) + J g F(X,<)d<.
Xo Xo

1.3. KONVERGENCIJA I TOPOLOGIJA U M

U knjizi ([14]) data je sledeca:

Vzilnic.lia. 1.7. Neka je X proizvoljan neprazan skup
i neka jeG : XN » P(X) konvergencija na X, tj . funkcija koja
svakom nizu u X pridruzuje jedan podskup G(xn) skupa X.
Ako Je G(Xn) M tada je niz (Xn) konvergentan. Ako x -m G(xn)
tada je x granica niza (x ) 8to piSemo x™ < X(G) (ili bez ozna-
ke G ako je jasno o kojoj je konvergenciji rec¢). Skup X snabde-
ven sa konvergencijom G naziva se konvergentni prostor.

Sledec¢i uslovi su vazni za konvergenciju ([14]):

) Ako x - X(G) tada i1 xpn *m X(G), tj . svaki pod-

niz niza koji konvergira ka x takodje konvergira ka x. Za G kazZe

mo da je nasledna.
©)) Svaki stacionarni (konstantan) niz X,

vergira ka Xx.
H Ako Xxn X 1 Xn “my tada je X =y.
) Ako svaki podniz niza {x*} ima podniz koji kon-

vergira ka x, tada i1 niz (xn) konvergira ka X.
Vazi fundamentalna (14):

T&OA.zma 1.1. Ako konvergencija zadovoljava uslov H,

potreban i1 dovoljan uslov da bude topolosSka jeste da zadovolja-

va 1 uslove F U S.

Za niz {fR) iz C redicéemo da konvergira skoro unifor-

mno ka f iz C ako konvergira uniformno na svakom intervalu
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[O,u)],u) e [0 ,00). Ova konvergencija je topoloSka. Topologija

je data familijom seminormi

(1.4) ¥l = max|f()], N € N (prirodni brojevi)
N [0.N]

Prostor L ima topologiju indukovanu familijom semi-

normi
T

(1.5) AT = /7 |f(Y) |dt,
0

za koju vazi

(1.6) IfgliT < RFETHQUHT .

Konvergencija u odnosu na familiju seminormi 11*1n,
T > 0 se zove konvergencija u L.

U polju operatora Mikusinskog M posmatrano je viS3e
tipova konvergencije (1,001,017, 011",__.), (I3, 4])-

Za niz operatora iz M kazemo da konvergira ka
operatoru x € M u konvergenoiji tipa | ako postoji reprezenta-
cija = fn/g, x = ¥/g, € L, g # 0 tako da f~ konver-

gira ka fu L (ili fn,f,g € C, g * 0 tako da f~ konvergira ka
f skoro uniformno).

Konvergencija tipa | zadovoljava uslove F, S, H, me-
djutim ne zadovoljava uslov U,tako da nije topolosSka ([14])-

Za niz operatora {xn) iz M kaZemo da konvergira ka
operatoru x iz M u konvergenoiji tipa Il ako postoji reprezen-
tacija xr = fR/gn, x = ¥/g, fn»f}gn»g C L, gR + 0, g * 0, tako
da fn konvergira ka f u L i g konvergira ka g u L (ili ¥ ,f,
gn>g e C tako da f~ + f i g~ » g skoro uniformno).

U radu [4] pokazana je sledec¢a

Teo-tema 1.2. Konvergencija tipa Il ne zadovolj ava

Urisonov, U, uslov - prema tome nije topoloska.
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1.4. KONVERGENCIJA TIPA 1°
U radu [2] data je:

VeM-inic<.ja 1.8. Niz operatora (xn) iz M konvergira
u konvergenciji tipa |" ako svaki podniz od (xn) ima podniz

koji konvergira u odnosu na konvergenciju tipa 1.

Ovako definisana konvergencija jeste topolosSka.

PoCetak nosaca ([2]) funkcije f(t) iz C jeste realan
broj A(T), < A(f) < ® takav da je

a.n A(T) = .6up{x: f(t) = 0 na (-«°,xX)}.

Y%

Poznato je da je
A(Feg) = A(F) + A(9) za f,g € C
i na osnovu teoreme Titchmarsha

(1.8) A(T/7g9) = A(F) - A(9) za f,g € C.

U radovima [2] i1 [3] pokazana je

Te.@e.ma 1.3. Niz operatora {xn> konvergira u konver
genciji tipa |" ka operatoru x ako i samo ako se moZe pisati
x =a/b ,x =ab, a,a,b,bEC,Db + O,b#0, gde a —» a
b~ b skoro uniformno, a”™ ima nosaC ogranicen sa leve strane

(ili a ,a,b ,b € L, gde a *a ib *bulL) iA( ) >A(b).

Ako niz konvergira u konvergenciji tipa 1" tada kon-

vergira i1 u konvergenciji tipa Il (ka istoj granici). Medjutim

obrnuto ne mora da vazZi. Niz {Xn} = U/gn}> gde je

ri/n za t € [0, X]

gn(t) * { , za t e (X,
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Xs
konvergira u konvergenciji tipa Il ka operatoru x= 1/(e™ |),

ali niz {xn> ne konvergira u konvergenciji tipa |" jer

0 t £ [0.A]

it e (x°°
A(@ = X, A(gn) = 0, n = 1,2,... i A(gR) A(®-
Posto je svaka funkcija iz L istovremeno 1 operator
(u smislu navedenog izomorfizma) mozemo posmatrati 1 operator-

sku konvergenciju u L tipa 1 i 1".
Potprostor od L koji sadrzi sve funkcije f 6 L takve
da je HAM > 0 za svako T > 0 oznacic¢emo sa Lo.

J. Burzyk je u radu [3] definisao funkcionelu:
(1.9) BT (f) =tn™||fedllT : g € Lo,lIglT < 1, I AdIT < e)

za F e L 1 za svako T,e > O.

Primetimo da B, e(o) nije seminorma za fiksno T,e > O,

I ?
medjutim, vaZe relacije:

(i) ET>e() =0

IX|Bt (f) ako X e Ri f e L za
1,e

(i) BT,eaf)
svako T,e > O

(ii) BiSClﬂL§f1+f2) ~ B, (fi) + Bﬂ) (fa) ako su
fi 1 fa 1z L 1 za svako T,ei,e2 > 0

(iiii) tim BT r(f) = Nfll,, za svako T,e > 0, f e L.
e>0 1» 1

Za dalji rad potrebna je sledeca

Lzma 1.1. Za Ffiksno Ti,T2,e >0, T2 > T, 1 F el

vazi:

B, (P < B ().

+1

2 ,e

Vokaz: Ako za funkciju g € LO vaze nejednakosti
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HgllTa K ~ 2~ IU*gH<j>2 < e za dato e > 0,

tada takodje vaZzZi

HgllTi < 1 i IU-£g1ITI < e .
Na osnovu relacije (1.9), za svako n > 0 moZzemo pisati:

glp, < By, (M +n za f iz L

Na osnovu prethodne relacije, kao i1 relacije

Hfgllri12> HfgIIT1 n BTl e(f)

< i > > T-,.
B?lj—(f) B%zm-(f) za dato Ti,Ta,e 0, T2 T-,

Sledec¢e leme pokazane su u radu [3]:

Lema 7.2. Za datu funkciju g6Loi1T,e>0, posto-
Ji funkcija k € Lo takva da NgllT < 1 i 1U-&kglIT < e.

Lema 7.3. Ako je niz {f*}, f~ € L (n = 1,2,... )

konvergentan tipa I (ka 0), tada za dato T,e > 0 postoji Ffunk-
cija g takva da je g € Lo, IdIT < 1, IU-JglIT < e 1 niz {gfn}
konvergira (ka 0) u L.

Lema 1.4. Niz {f*} iz L konvergira u konvergenciji

tipa 1" ka f € L ako 1 samo ako B1 C(fri—f) “a 0 kada n <» za

)

svako T,e > O.

Lema 7.5. Niz {xR} i1z skupa operatora Mikusinskog

konvergira u konvergenciji tipa 1" ka operatoru x ako i1 samo

ako postoji reprezentacija = fn/g> x = f/g> S"e su fn>Ff>S e

€L, g * 0 i vazi B? e(fn-f) A0 za svako T,e > O.
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Analogno kao 1 T. Boehme u radu [2] 1 J. Burzyk je
oznaCio sa FO potprostor prostora M koji sadrzi operatore fT/g
gde F € L 1 g €L

Funkcionela BTI e(x) za X € FO uvodi se sa
(1.11) Bt £(xX) = Ini { AT - x =], HgIT < 1, 1U-*glIT < e

analogno kao i1 za x 6 L.

Vazi takodje 1 sledeca:

Lema 1.6. Niz {xn> iz FO konvergira ka x£F0 u konver
genciji tipa 1" ako i1 samo ako B'Ejb(xil—x)-*o kada n*® za svako
T,e > O.

U radu [5] pokazano je:

Tvsidjénje. 1.4. Neka je X grupa sa konvergencijom.
Ako postoji Tfunkcija A : X % R+ takva da

a) A(xr) O i AC(yn) = 0 povlac¢i A(xn - yR) + O

ail A(x) = 0 ako 1 samo ako je x =0

tada postoji funkcionela 1M1 u X koja zadovoljava uslove

a) X1 = 0 ako i1 samo ako je x = 0
b) 1l =]«
c) IXty]] < Ixx1 + vl

takva da A(Xn) 0 ako 1 samo ako I|xnll -*-0.

Uvedimo funkcionelu

(1-12) AGO = | BI,i/1i() , x £ R

x=1 e'®t 1B /700

Lema 1.7. Ako niz {xn> pripada FO i B~ i/i*xn~ * 0
kada n a® za 1 = 1,2,... tada funkcija A(x?) a0 kada n =@®

Vokaz: Red



konvergira, tako da postoji indeks 1ii takav da jJe

< # za svako e >0

Toxi+l el 1 By )

Pod pretpostavkom da B~ i/i”xn”~ * °> tada za svako
e > 0 postoji no(e) tako da je
eee

za svako n > no i1 i=1,2 i+1.

BEL1/E0XN) * i

Na oshovu prethodne dve relacije sledi:

I T - BUVIV <] 7
1=0 eie~ 1 + Bi,1Zi™n™

za svako e > 0 Sto znaci da A(xn) -»-0 kada n =

TvA.dj&nje 1.5. Postoji Ffunkcionela BHl u Fo, koja
zadovoljava uslove a), b) 1 ¢) tvrdjenja 1.4, takva da A(xfi) -=

< 0, gde A(x) dato sa (1.-12), ako i samo ako 11x¥M1 -+ O.

Vokazt za dokaz c¢emo koristiti tvrdjenje 1.4. Funk-

cionela BN N ,MN(x) preslikava prostor Fo u R+.
Na osnovu relacije (1.11) sledi da relacije (1.10)

(izuzev (iiii)) za B™ (X) vaze i1 za elemente x iz FO tako da
e

I»
je:
B2i,1/i(xn“yn* * B2i,1/21i*xn* + B2i,1/2i(ynJ*

Pomocu prethodne relacije i1 Leme 1.1. dobijamo

By . 1/ivn ~ YR™ 2 B2i,172i~n~ + B2i, 17inin *

Funkcija y = 4 za X > 0 jeste monotono rastuca ta-

ko da mozemo pisati:



21

B 1k CnYn? B2i,1/2i(xn* + B2i,1/2i(yn”

1 + Bi,lIZi(xn_yn} 1+ ~i_1”2i”~n5+2i.l”i~ns

(1.13)
B2i,1/2i(xn)
1 +20i.im~nb5 1 + B2i,1/72i(yn?
Pod pretpostavkom da A(*n) =m0 kada n % = vaZi da
Bx,ﬁ./)(.(xn) 0 kada n za svako 1 = 1,2,... pa prema tome

i B>21j17,/1(xn) i 0 kada n M 00. Na osnovu Leme 1.7. vazi

B21,1/72¥ Xn~»

(1.14) kada n -
i=1 ¢ 1+ B2i,1/2i%xn"
Analogno, iz ¢injenice da A(y ) » 0 kada n ® sledi
da
(1.14") . Ber.172iyn) kada n = °
i=1 e 1 + B2i,1/2i@Gm)

1z relacije (1.13), (1.14) i (1.14") sledi da
A(Xxn~yn) a0 kada n -Zm°°, Sto znacCi da je ispunjen uslov ()
tvrdjenja 1.4. Uslov ((Jj) tvrdjenja 1.4. sledi iz relacije
(1.10)(i), pa prema tome postoji TFTunkcionela 111 u FO, koja
zadovoljava uslove a), b) 1 ¢) tvrdjenja 1.4., takva da A(X") =
0 ako i samo ako Ix B —*-0.

Ako BT,e(xn—x)-ﬁ 0 za svako T,e > 0 tada i A(xn—x) e

0O kada n “m 00, pa na osnovu Leme 1.6. konvergencija tipa 1"

na FO ekvivalentna je konvergenciji definisanoj pomocu funkcio-
nele A(x) date relacijom 1.12.

1.5. DEFINICIJE MERA APROKSIMACIJE OPERATORA

VQ.linto.1jcL 1.9. Operator x € FO aproksimira operator
X e FO, u odnosu na funkciju A(x), sa merom aproksimacije A > 0,
ako je 1ispunjen uslov A(x-y) < A.

Za dato f G F posmatracemo fTunkciju
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iIfit

(1.15) F(P)

o1 ole 1+ Eflz

gde je Bfll . seminorma definisana sa relacijom (1.5) koja pres-
likava grupu sa konvergencijom L u R . Lako se proverava da su
za funkciju F(Ff) ispunjeni uslovi () 1 ({JjJ) tvrdjenja 1.4. S3to
znac¢i da postoji Ffunkcionela IFE1 u L, koja zadovoljava uslove
a), b) 1 c) tvrdjenja 1.4., takva da F(f ) a0 ako i1 samo ako
Ifnl ->0.
Ako uvedemo funkcionelu
Bx,e(x)

(1.16) AF(x) =1 za X € Lo,

oGl 1+ By 0O

tada A(Xn) a0 ako 1 samo ako Ae(xn) a0 za svako e > O.
Red (1.16) uniformno konvergira za svako x e FO* Na

osnovu relacije (1.10) (iiii) vazi

IIm A (F) = F(F) za Ff € L.
£0 .e
Konvergencija definisana sa F(x) povlaci konvergen-
ciju definisanu sa A(x) za x € L, medjutim, obrnuto nije tac-
no. Naime, postoje nizovi fn (t) takvi daB,1 5q (fn(t)) -*-0 (od-
nosno A(fn) -*-0) dok Ifn (t)II_r >n8 (odnosno F(Ff) $ 0) kada
n s 0. Na primer, niz f () = e divergira u L, tj. JIfnl Za°°_

Medjutim u polju operatora vaZi:

12
{'ent} 1__n____ ‘ 1V
1-nl - - 12
n
A~ h (@® =0 x I™m g () = -t, A(g_) = A(t) =0
nko N o n

*
i niz y_q g- @m0 kada n <« u konvergenciji tipa | pa na osnovu

leme 1.6. (ent) + 0 za svako T,e > O.

B
1,£
Sada mozemo TfTormulisati slededu

VnAInldljui 1.10. Lokalno integrabilna funkcija f

aproksimira lokalno integrabilnu funkciju f?u odnosu na funkci-
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onelu F(f) datu sa (1.13),sa merom aproksimacije > 0 ako
je ispunjen uslov F(F - ) < AN
Za dato h iz skupa neprekidnih funkcija C moZemo

posmatrati funkcionelu:

(1.17) GCh) = | = - p oo
i=l ele (@ + |h]x)

*

gde je jhiI seminorma data relacijom (1.4). Kako G(h) g@dovo—

ljava uslove tvrdjenja 1.4., to postoji Tfunkcionela 1M1 u C

takva da G(xn) -2 0 ako 1 samo ako Ixnl “a 0 kada n X0 € C.
Sada mozemo dati sledecu definiciju.

Ve.ilni.clja. 1.11. Funkcija h iz C aproksimira funk-
ciju h 1z C u odnosu na funkcionelu G(h) sa merom aproksimaci-

je Ar ako je ispunjen uslov G(h - h) < Ar.

1.6. VEZA NUMERI.CKIH PARCIJALNIH
DIFERENCIJALNIH JEDNACINA 1
DIFERENCIJALNIH JEDNACINA U
POLJU M
U teoriji parcijalnih diferencijalnih jednacina ra-
¢un operatora Mikusinskog primenjuje se, uglavnom,u slucaju li-
nearnih jednacCina sa konstantnim koeficijentima.
Opsti oblik parcijalne diferencijalne jednacine koju
¢emo posmatrati je
m n 8 +kx(X,t)
(1.18) | 1a = fiU,t)
Jj=0 k=0 dA
gde je Xi < X < \zr 0 ~ t < =, i x(X,t) =0 za t < 0.

S obzirom da je:

KT xoot) K, 3V+jx(X,0)
= S
3x] 3t U T LKV sy

diferencij alnoj jednacini (1.18) odgovara jednac¢ina u polju M
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n

(1.19) £ 1
j=0 k=0

N\ =
3y Sk X370 = FOO

gde je

m
3 j-v-1.
(1.20) f@» = {FXODF+ 1 1 1 7 qjn-K+v e
J=0 k=1 v=0

3 +Vx(X,0) 33+Vx(X,0)
3X3 3tV 3X3 3tv

v =0,..., n-1 su zadati odgovarajuc¢i uslovi.

Ako se ogranicimo na klasu funkcija x(X,t) CcCiji su
parcijalni izvodi koji ulaze u parcijalnu diferencijal™u jedna-
¢inu (1.18) neprekidne Ffunkcije u oblasti D : Xi < X £.Xa,

0O < t £ 00, tada jJe svako reSenje operatorske diferenci jalne
jednacine (1.19) istovremeno i reSenje parcijalne jednacine
(1.18) uz uslove
m 33+ vx ( X,0)
gka> = | | J.n-k+v
j:0 v=0 3X1 3tV

Moguce je proSiriti klasu posmatranih funkcija koje
sa svojim izvodima zadovoljavaju parcijalnu jednacCinu tako da
one (zajedno sa svojim izvodima) budu neprekidne u domenu D. U
tom slucaju uslove po X 1 t-osi posmatramo kao jednako?ti koje

se dobijaju u granic¢nom prilazu ovim osama.

1.7. EKSPONENCIJALNA OPERATORSKA FUNKCIJA

1.12. Za utvrdjeno w €
na operatorska funkcija je ona operatorska funkcija koja zadovo-

ljava sledece uslove:

1) Ima neprekidan izvod nad J = [a,83.
2) Zadovoljava diferencijalnu jednacinu x"(X) =
= cox(X)-

3 x(0) = 1.
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Tvfidjznje. 1.6. Potreban i dovoljan uslov da posto-
Ji operatorska funkcija koja zadovoljava uslove iz def™nicije
1.12 jeste da postoji parametarska funkcija koja zadovoljava
datu diferencijalnu jednacCinu. Ako takva operatorska funkcija

postoji, ona je jedinstvena.

Tvtidjnnj<L 1.7. Eksponenc.ijalna funkcija e*w «zado-
voljava relacije «

eXu) .euto _ e(A+y)w

eXwi. exwa _ gX{ui+wa)

za X, y iz R, a U , Wi 1 u2 su operatori iz M takvi da"postoje

odgo“varajuce eksponencij alne funkcije.

VeA'LnT.C'tja 1.13. Operator U za koji postoji ekspo-

nencijalna funkcija e”™u zove se logaritam.

TvA.dje.njc 1.8. Ako su operatori Wi i U2 logaritmi
i
i Ci 1 C2 su proizvoljni realni brojevi, tada je operator

Cii + C2u)2 takodje logaritam.

TvA.dje.njc 1.9. Ako je operator Wi logaritam. a ope-
rator U2 to nije, tada za realne brojeve Ci ,C2 * 0, operator

Ci)i + C2u2 nije Ilogaritam.
1.8. EGZISTENCIJA 1 JEDINSTVENOST RESENJA

DIFERENCIJALNE JEDNACINE OPERATORA

Karakteristicna jednacCina diferencijalne operatorske

jednacine (1.19) je oblika

m
(1.21) F(u) = 1} T a. v sk ) = O.
j=0 k=0
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Tvsidj&nje. 1.10. Karakteristi¢ni polinom diferenci-
jalne jednacine u polju M ima uvek m-korena i svi ti koreni

se mogu predstaviti u obliku konvergentnog reda oblika ([11])
@®

(1.22) @ = Z c?h]a"e
i=0

gde su a i B racionalni brojevi a > 0.

9
TvAdjznjz 1.11. Ako je operator m logaritam i <-
-struko reSenje jednacCine (1.21), tada svaka od funkcija

e™w, Ae”™ ,. .. ,AK zadovoljava jednacinu (1.19).

TvJidjznjz 1.12. Ako je 3 > 1 i co ~ O ili je° g=1
i co nije realno, tada operator g definisan redom (1.22)” ne
definisSe eksponencijalnu funkciju e.xp(Aw). U suprotnom slucaju

w definiSe uvek operatorsku eksponencijalnu funkciju exp(Aw).

Diferencijalne jednacine operatora mogu se podeliti
u tri grupe u zavisnosti od broja logaritama kafakteristicnih
korena. Diferencijalna jednacina je

1) logaritamska ako su svi koreni karakteristicCne
jednacine logaritmi,

2) Cista ako nijedan koren nije logaritam,

3) meSovita ako su neki koreni karakteristicne’ jed-
nacine logaritmi,a drugi nisu.

Prema tome, linearna diferencijalna jednacina sa
numerickim koeficijentima je uvek logaritamska 1 njeno reSenje
ima onoliko proizvoljnih konstanti koliki je njen red.

ReSenje diferencijalne jednacine (1.19) je oblika

le

(1.23) X(A)=xh(A)+Xp(A),

gde je reSenje homogenog dela:
d(m) <)
*h<*> = |1 1
j=1 i=l
i tc(J) jeste viSestrukost korena oj, bj ™ su operatori > a d(m)

je broj razlicitih korena.
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Ako su koreni karakteristic¢ne jednacine jednostru-
ki 1 logaritmi

tada je reSenje homogenog dela jednacine (1.19)
oblika

m

(1.24) xA(A) = | bj =e.xp( Xaij ).

i=1
PribliZzno reSenje homogenog dela kao

i ocena greske
bi¢e prikazani u glavi 2.,

dok ¢e se partikularno reSenje ana-
lizirati u glavi 3.
U [11] J. Mikusinski

je dokazao teoremu o jedinstve-
nosti resSenja.

Te.osie.ma 1.4. Za date operatore ko,...,k

Ker i tacku
Ao u intervalu (Xi,X.2) postoji najvisSe jedna operatorska funk-

cija x(X) ko”a zadovoljava jednacinu
m n
| I oij ?k sk x(*"}(X) =0
Jj=0 k=0
sa uslovima

x(X0) = ko, x~(A0) = Ki x Dy =

1.9. VEZA NUMERICKIH PARCIJALNIH-DIFERENCIJALNO-

- DIFERENTNIH JEDNACINA 1 DIFERENCIJALNIH
JEDNACINA U POLJU OPERATORA M

Parcijalna diferencijalno-diferentna jednacina sa
konstantnim koeficijentima

m n 3J+kx(A, )
(£:25) 3 TRL TR
a
B kS0 3ATA
d mon X (A t—t )
* | k

M=1 j=0 k=0 3~ n
gde je AA < A< A2,0<t<e¢e t >0,

y =1,2,...,d, x(A,D)
=0, t <0

-
se u polju operatora Mikusinskog M moZe napisati
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kao ([32]):

(1.26)

gde je

1.2

gde je

o

m d my

I arSX" 30 + 1 ey L

i V=i j=o
n

3JCs) = a. jks zeL J
k=0
nv Kk i

bvV(s) = 1 e\é»ks za j =0,1,... ,m
k=0

0O = @(X,O} +

n-1 m « 35+kxCX, 0)
s ainkek 3Xj 3tk
k =0 j=0 k=0
d = gV 1 P K M+kx(X,0)
VAN
+ 1 € 1 S I 1 vy 33tk
v=1 K=0 j=0 k=0
Karakteristicna jednaCina jednaCine (i
M d
- i
| [+ 1 e ¥ bieB
j=o P=1
M = max (m,mi,..., m.)

a:;:a3 za J”™~m a3=0 zaj:>m
bYBZbYS za j "~ my b}é:O za jJ>m

U radu [32] autor je pokazao

Twdje.nj<t 1.13. Ako jem> m* za u = 1,...,d jedna-

na (1.25) je tada 1 sano tada

a) logaritamska,
b) meSovita, ili
c) Cista

kada 1 jednaCina
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m 33+kx( A,t)
| a. 0
3k 3A3 3tk

ima tu osobinu.

1.10. VEZA 1ZMEDJU OPERATORA
MIKUSINSKOG 1 DISTRIBUCIJA

Fundamentalnu ulogu u izgradnji teorije distribuci-
ja igra prostor P, snabdeven odgovarajucom topologijom,koji
¢ine fTunkcije definisane na R, koje imaju sve izvode i1 kompak-

tan nosac.

Vzfi-inZC*'¢ja 1.14. Prostor neprekidnih linearnih funk

cionela nad P naziva se prostor distribucija i obelezava sa V'

Interesantno je uspostaviti vezu izmedju operatora
i distribucija. Postoji viSe radova u tom pravcu. Mi c¢emo se
zadrzati samo na radu [33], Jjer je on interesantan sa stanovis

ta ove teze. J. Wloka je pokazao sledece

Tvfidjznjz 1.14. Skup V" onih distribucija koje ima-
Jju nosac€ ogranicCen sa leve strane i1zomorfan je sa j-ednim pot-

prostorom polja operatora Mikusinskog.
Izomorfizam se konstruisSe na sledecé¢i nacin:
D f d i D * T
<—> —_ e e =
o | g 3 ®

i DeP", 02 ®eP, f€c“ (CO je prostor beskonaCno mnogo
puta diferencijabilnih funkcija), sa nosacem ogranicenim sa
leve strane.

Pri uvodjenju pomenutog izomorfizma koristi se poz-
nata c¢injenica ([26]) da za(p e P, @t O i D «V" vazi D * @ =
= f, gde je f e C*° i1 ima nosaC ogranicen sa leve strane.

U radu [33] takodje su prikazane sledec¢e leme.



Lzma 1.8. Ako je distribucija D definisana nepre-
kidnom funkcijom tada njoj odgovara, pri ovom izomorfizmu,
operator koji predstavlja istu neprekidnu Ffunkciju.

Po definic;jk je 6§n)(¢9 = (-D)ngp(n)(a). Ako jJe
a = 0 piSe se samo 67™n .

Lzma 1.9. 6(n)(t) <-> sn

Le.ma 1.10. 6(t - A) <—> e XS

Operator oblika f/<p gde je 9 € V> a f neprekidna
funkcija koja ima nosaC na desnoj polupravoj, medjutim nije
iz Cm,nema odgovarajucu distribuciju. Distribucija sa nosa-

Cem koji nije ogranicen sa leve strane nema odgovarajuci ope-

rator.

U istom radu [33] autor uvodi pojam operator-distri-
bucij e.

Neka je ®o klasa svih neprekidnih Tfunkcija u oblasti
D: (a<t<®°°, Ai <A <A?2). Svaka neprekidna funkcija ima
izvod proizvoljnog reda u smislu distribucija tako da se mogu
formirati klase <O = ﬂ%-®0, éz = ‘fg . Elementi kla-
se ®k , k = 1,2, . su distribucije ¢iji su nosaci sadrzani u

D i dobijaju se operacijom parcijalnog distribucionog izvoda
reda k po A funkcije iz ®o. Operacije sabiranja i1 mnoZenja
brojem posmatraju se na uobicajeni nacin, dok se konvolucija

izmedju distribucije

i neprekidne funkcije a(t) uvodi kao:

f(t,A) * a(t) : = n (F(tE,A) * a(t))
3A
Sabiranje u <D se definisSe kao

» N

fi + fa - (Fl + Fa) gde su fl1,f2 € D
3A"
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3n 3n

Fi,F2 £ 00, - - Fi = fl; — — F2 = f2.
3Xn 9Xn
U radu [33] je uveden skup MD Ciji su elementi ope-
rator-distribuci je, razlomci u odnosu na konvoluciju >
gde je f(A,t) distribucija iz € a g(t) t 0 funkcija iz C. Po
definiciji je takodje

9 ,F(A,EDN f(A,t)
3A A a(t) ~ a(t)
i vazi
(2) Ca * fFxtb *g) =a=*|fF £ b*|f

gde su a i1 b operatori koji ne zavise od A.a f i g operator-

-distribucije

gde je f operator distribucija a (@ beskonacno diferencijabil-
na operatorska funkcija.
Diferencijalne jednacdine
m
(1.28)
j=0
gde su koeficijenti a”™ operatori iz M,dok su f i reSenje X

operator-distribucije predstavljaju jednacCine tipa (1.19) ili

(1.26) . Sledec¢a tvrdjenja pokazana su takodje u radu [33].

Tvtidjnnjiit 7.75. Ako je T neprekidna operatorska
funkcija tada je svako reSenje jednacine (1.28) (koje pripada

MD) istrovremeno u M.

TV td/e.nje 7.76. Homogena diferencijalna jednacCina
m
y a. 2 X =0
i=Q 9A

ima u MD najviSe m linearno nezavisnih reSenja, koja sva pri-

padaju M i koja su beskona&no mnogo puta diferencijabilne po \.
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Tvfidje.nj£ 1.17. Neka je x re3enje jednacine (1.28)
gn
koje pripada MD. Tada postoji X u M takvo da je x = —— X 1

koje zadovoljava jednacinu 3An

m
J a. -2-r x = F

1=0 9A
N

gde je T = 9A F, F jJje jedna neprekidna operatorska funkcija.
n

Iz prethodnih tvrdjenja sledi da u MD ne postoje reSenja jed-

nacine (1.28) koja nisu logaritmi u M.
Na osnovu tvrdjenja 1.17. pokazuje se
TvndjznjtL 1.18. Ako su sva re3enja jednacine (1.28)

u MD 1 f € MD, tada postoji uvek jedno partikularno reSenje xo

posmatrane jednacine i to

(F, X su neprekidne operatorske funkcije),

m
J a. 2rx0 =F

i=0 1 3A1

1.11. KARAKTER EKSPONENCIOALNOG OPERATORA

Eksponencijalni operator elf)(gde je w dato relacijom

(1.22), se i1zrazava u tezi preko sledec¢ih tipova

€H) £*P(-y£. a) za a > 0

) e’ Ms za 'y >0
o ;
A eyfF za £ = 1 Cq * 10t za 10a-8 > 0, a > 0

i=i0
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Operator exp(-y£ a) posmatran je u radovima [9],
[21] 1 [27]:
1 Ako je 0 < a < 1 1 Jatgy] < - a), tada

je operator

exp(-y£~a) = | I
0 ,t =0
gde je ® funkcija E.M. Wvighta, iz C.
2) Ako je 0 <a < 1 i ang |yl = (1 - a) , tada

operator
exp(-yE~a) = sE£={t~2@(],-a; -|lyl-e*” 1-01);Lt~a) }

za 0 < a < E-predstavlja distribuciju koja nije funkcija, dok
za % < a < 9 predstavlja funkciju koja nije Lebesque-integra-
bilna na intervalu [O0,T], T > O.

3) Ako je 0 <a < 1 i it> Jatgy] > y(1l - a) tada
exp(—y£_«) predstavlja operator koji nije ni funﬁcija niti dis
tribucij a.

4)
exp(-y£-1) = e , Yy > 0 jeste operator translacije
5) Ako je f £ L tada e - 1 6 L.
a) Ako jef=y Eq a>o0, y kompleksan broj,
imamo
(1.30) exp(y*a) = 1 + (t-1®(0,a;yta)}

gde je ® Tfunkcija E.M. Wrighta.
Za a > 0 operator exp(yfa) - 1 je 1z L
Za a > 1 operator exp(y£a) - 1 je iz C

1.12. FUNKCIJE E.M. WRIGHTA

U operatorskom racunu veoma vaznu ulogu imaju vec po

minjane funkcije E_.M. Wrighta ([9], [34]1)-



<30v,p;2) = 1 o >0 ili -1 < p <O.
n=0 r(n+1)r(v+pn)

Osobine ovih funkcija, koje ¢emo nadalje koristiti, su slede-

ce:
(1) F) = t~10(0,-ct;-t 3 =
Jiri / exp(tz - za)dz
Rez =0
@) F(n)(@©) = 0; n 6 N
©)) F(k) () = t7k-10(-k, -ct;-t”a)
(%) Neka je X = eal, 0 < « < i,a < i, t > o0
¥ 4 < "= ct), tada je:
. cC r/i-3~n
(1.31) |tg 14>(B,-CT;-Xt a)| £ 2wx F( « }
gde je
3-1 3-1
(1.32) C=ocox o (a +— ) + coe o '(a — =7y

©)) Majoracija Tunkcije t~ 10 ,Clr;-Xt °) za
0 < a < 1 u okolini nule je:
@
t“1®(0 ,-cj;-Xt"a) < (~)1_aexp(-(1-CT)

pod uslovom da je A/ta > 2/0°,
,2Nn

(1.33) (b)  ti<I>( ,<CT;-Xt = ) A c(2n+1) +
(2n)1!
T2n+1
c(2n+2)
2n+1)1

za svako n£€N, 0 <t ~”~T gde je
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(1.35)  C( =~ rGDIC040 (o - 23y  oodor (a + MY}



2, MERA APROKSIMACIJE ZA PRIBLIZNA
RESENJA HOMOGENE DIFERENCIJALNE
JEDNACINE OPERATORA

U prvom delu ove glave posmatraju se homogene dife-
rencijalne jednacCine operatora M koje odgovaraju parcijalnim
diferencijalnim jednacCinama. U 8§ 2.2 daje se oblik pribliznog
reSenja (kao u radu [21]), konstruiSu se operatorske funkcije
z"(A) 1 z(A), za koje se pokazZze da pripadaju prostoru Fo. Pre-
ko Ffunkcionela BT (z (X)) - z(A)) i1 A(z (A) - z(A)) pokazuje
se da niz operatora *n(A) konvergira ka operatoru x(A) u kon-
vergenciji tipa | (8 2.3; 8 2.4). U §8 2.5 konstruisana je
mera aproksimacije A sa kojom pribliZzno reSenje aproksimira
tacno reSenje homogene diferencijalne jednacdine operatora. U
§ 2.7 konstruisana je mera aproksimacija uL, au8 2.8 uC.

U drugom delu ove glave §8 2.9 i1 8§ 2.10 posmatra se
homogena diferencijalna jednacina operatora koja odgovara par-
cijalnoj diferencijalno-diferentnoj jednacCini. KorisSc¢enjem
rezultata iz rada [22] pokazuje se da operatori z~(A) 1 z(A)
pripadaju prostoru FGiIpa se preko koeficijenata ogranicenja
daje mera aproksimacije sa kojom pribliZzno reSenje posmatrane
jednacine aproksimira tacno.

Rezultati ove glave, 1izuzev konstrukcije pribliZznog
reSenja ([21] ., [22]) su dobijeni u saradnji sa prof. dr E. Pa-

pom.
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2.1. HOMOGENA DIFERENCIJALNA
JEDNACINA OBLIKA (1.18)

Homogena diferencijalna jednacCina operatora
m n-
(2.1) [ I ak>jskx(j)(M = 0,
J=0 k=0

gde su aé , humericke konstante 1 0 < X < X1ltsa uslovima
(2.2) ®.0)=<, j=0,. ..,m

ima jedno reSenje oblika

(2.3) X(A) = be.xp(-Xw)

gde je b operator, koji se odredjuje iz uslova (2.-2), dok je
(2.4) a | zaa>01i3c<1

1=0

reSenje karakteristicne jednacdine koju moZ2emo pisati u obliku:

m n .
m < Wk = 0.
J=0 k=0
Najmanji stepen r, od operatora &, u prethodnoj jed-
nacini pojavljuje se najmanje dva puta za j =1 1 J = k:
r=m-n; - Bi = m - n, - k ~m -r1.j -3]

Iz prethodne relacije utvrdjuje se faktor 0. Koeficijent uz
daje prvi koeficijent reda oblika (2.4),cO. ReSenjem jedna-
cine:

7 +
ai»HACZ akJL c3 0.
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dobija se koeficijent co. Odredjivanje drugih koeficijenata

ch, 1 = 1,2,...,u (2.4) prikazano je u radu [21] za a = I/q i
8 = p/qg, p.g £ N
Uvodjenjem smena u = i v = karakteristicni
polinom se moze napisati u obliku
m N
PCu,v) - | 1 -—— Pukvj(0,co)uk(v - cO0)™.
j=0 KEO ~1IK!
Ako se oznaci sa Q™(co) : = Pv(0,co), moZe se pisati
1 m - 1
V-CO = ——————o | I —— P k j(0,co)(v - cO0)?uk

Q"(co) j=0 k>0 j'kl

gde je u sumi 1izostavljen indeks (1,0). Na osnovu poslednje re-

lacije 1 relacije v - co = £ a”ul dobijaju se koeficijenti
i>0
1
ClL = ———————- PO ,co)
Q"(co) V
1 1 1 .
c2 = - —————— t™P a(@,cO0) + TP a(0,co)ci +
Q (c0)
+ PU’V(O,co) cl].

2.2. PRIBLIZNO RESENJE

U slucaju kada odredimo samo konacan broj koeficije-
nata c~, 1 = 1,..._, n (kao 1 a i 8) dobija se jedno priblizno

reSenje jednacCine (2.1)

(2.5) xn(X) =b exp(Xwn)
gde je
n
(2.6) @ v c.'P
i=0

PribliZzno reSenje homogenog dela je

d(m> k(3> ., Xa).
2.7) h.n(X) = z 1 bj,ix e 3,n



gde je <(J) viSestrukost korena ué, bé e su operatori i

= . _.£ia3-63
(2-8) Y350 ‘1,371

, aj > 0, < 1.
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i=0
U cilju procene gresSke, odnosno odredjivanja mere

aproksimacije, posmatracemo prvc priblizno resSenje oblika (2.5)
jednacine (2.1) sa uslovima (2.2). Pokazac¢emo da niz operatora
(xn(X)}, gde svaki clan predstavlja jedno pribliZzno reSenje i
oblika je (2.5) (X se uzima kao parametar), konvergira u konver-
genciji tipa |" ka taénom reSenju x(X) oblika (2.5). Kako je
konvergencija tipa |" ekvivalentna sa konvergencijom definisa-

nom pomocu funkcionele A(x) koja je data relacijom (1.12) na

prostoru Fo. Formira¢emo operatore

(2.9 2 ) = --—

gde je x (X) dato relacijom (2.5),

gx ()
(2.10) z(X) = ————- s
g
gde je x(X) dato relacijom (2-3) 1 operator g predstavlja funk-
ciju iz Lo. Slede¢a lema pokazuje da svaki clan niza {zn (X)}

kao 1 operator z(X) pripadaju prostoru Fo.

Lema 2.J. PoCetak nosacCa operatora xr (X) i x(X) je
ili jednak nuli: (A(xn(\)) > 0; A(xX(X)) £ 0).

vecé

Vokaz: Na osnovu definicije
t'-1

aftars ¢ 70

t < 0

sledi da je AX-a) = 0 za a > 0.
Na osnovu (1.8) dobija se da je =0 za 8<0
pa 1 A(Cl) = 0.

PoSto red



00 tia-B-1
icio r(ia-B)

uniformno konvergira na svakom kompaktnom skupu u R, Za

ioa-3-1 > 0 (koeficijenti | | < Mpl za i = ii, i1i+l,___%}
ii > 1o ([21])) vazi

(1 °Sa*=o0
kao i
A(exp(x | c.fia-e)) 0 za ia-8 > 1i.
i=i
Na osnovu (1.29) je
A(exp(-y<> a)) = 0zay>0i10<acx<l
(kiigni | < 1-a))-

Iz definicije HAN(t) sledi (HM(t)) > O.

gx(A) pred-
1,2, ...

Ako je g iz Lo, tada operatori gx™(A)

stavljaju funkcije i1z L, pa prema tome zn(A), n
i z(A) pripadaju prostoru Fo.

U cilju konstrukcije funkcionele A(z (X) - z(A)) na
osnovu relacije (1.12) posmatracemo fTunkcionelu Bij£(zn(A) -

- z(A)) koja se prema (1.11) formira na sledec¢i nacin

(2.11) Bng(Zn(A) - z(A)) 4mHﬂle&(A,t)Hi, g £ Lo,
IgiT < 1, | AlIT < e>

gde je

g(x (A) - x(A)) ~{e_(A. D}
it s ; —*fi

g g

Kako nismo u moguc¢nosti da tacno odredimo velicinu



Bt|j£(zn (A) - z(A)) moramo je proceniti.

2.3. PROCENA FUNKCIONELE £ (X)-z (X))
Dokazac¢emo prvo
Le.ma 2.2. Za svako T > 0 1 k > 0 postoji operator
(2.21) L p— K
koji predstavlja funkciju i1z Lo i1 vaZe nejednakosti
Iglim <1 i IU-£gillT < 2

Vokaz: Operator

n -kt
gl = —————— k = (ke }
I + K
predstavlja funkciju iz Lo jer je
T
BgIlT =k J le kt|dt = 1 - e kT > 0,
0

za svako T> 0, k>0 1 0 < KIglumr < 1. Dalje je
T 1 - e kT
IU-JIgillT = J11 - 1 + e Krdt = ————————- < £
0 k

za svako T > 0, k > O.

Na osnovu relacije (2.11) vazi

(2.13) B,i ,'i'/&zn(A) - z(X)) < Iegi (X,t)ll? ,
za svako T > 0, k > O.
U cilju procene izraza Ile® (A,t)IT razlikovacemo

sledec¢e sluCajeve u zavisnosti od g i pod pretpostavkom da je

(n+l)a-3 > 1
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a) Ako je 3 =1 moZemo pisati
g-ib(exp(Aa0 - exp(Aco)) =

n
Exp( Ac.£ia ~gib™p” A<£ c.£la 1)
1 1 . " 1
i=r+l

= e™CoS n
i=

(a - £xp( Al c~N1"-1))
i=n+l
gde je r izabrano tako da je ra-1 < 0 1 (r+l)a-1 > 0. Jasno
je da jJe r = 0 za a > 0. (Koristi se uobicajena konvencija da
je iiTI(-) =1);r =1, za a=1li1r>1zaO<acx<l.
Ako je coA < 0 tada operator e 0 predstavlja opera-
tor translacije 1 pri proceni se koristi relacija (1.1).

Slucaj kada je coA > 0 nec¢emo razmatrati u tezi.

b) Ako je 0 < g < 1 tada korisScenjem relacije
(1.2) dobijamo:

lg1b(Exp(Au>n) - £xp(Aw))] <

r n
< JExp A | c«.101"") | |bgifxp(A | cifla-e)] -
i=0 i=r+l
@®
- IEXP @ | ¢/5,10173) - 1]
i=n+l

gde je r izabrano tako da je ra~-3 < 0 i (r+01)a-3 > 0. Jasno

je da jJe r = 0 zaa £ 11 r >0 za 0 < a < 1.

c) Ako je 3 < 0 tada se moze pisati

|bgl (Exp(Awn) - £xp (AD)] <
n
< |bglexp(A | c;Llia"6)] lexp(A | c;Lma=3) - 1] .
i=0 i=n+l
U sluCajevima a) i1 b) javljaju se operatori tipa
Exp(ACi1JI-6 al”™) takvi da je 3-ai >0 za i = 01,...,r (u sluca-

Jju b) moze biti takodje i1 = 0), koje c¢emo posmatrati u tezi sa-



mo pod uslovom

l]a-tg™-Ac™) | < ~(1 - a).

za i = 0,...,r (i 1 = 0 u sluc¢aju b)). Prema (1.29), tada ope-

ratori exp(AcNI ai)” predstavl jaju funkciju E.M. Wrighta
([353) Pomocu (1.33) i1 (1.34) dobija se procena:
T
(2.14) / | t-1<X>(0,-($-1a); -Ac~rt"7"6"ail}|dt <
0
T2n+1 T2n+2
< e c(2n+1) + ———————— c(2n+2) =:R.(A,T)
(2n)1! (2n+I)! 1
i = i, ..,r ili 1 = 0 za svako n€N, 0 < t < T gde je
(2.14" C (k) 2 r¢( ~ )

tw(6-ia) v3~iot;

Operator exp(AcrJra 6) jeste numericka funkcija za

ra-g = 0. Tada umesto R™(A,T) imamo

RMNCA) - = exp( A<]c ).

Oznacimo sa
n
{Rr+l,gia>t)} : = I CLlave)]l =
i=r+l
® n

= 11 (-1D1@®D1+lbexp(A | cifla"B)| <

i=0 i=r+l
n
(2.15) < |kJlbexp(A | ctJdia~" )| +
i=r+l
a n
+ b I (-D1&ID1+1exp(A | ciAia"6)
i=1 i=r+l

U daljem radu posmatrac¢emo samo takve probleme kod

kojih su uslovi (2.2) takvi da £b predstavlja funkciju iz L.



Operator

iot-3

i=r+l
predstavlja funkciju iz L jer je najmanji eksponent od i
(r+1)a-3 > 0. Kako je konvolucija lokalno integrabilnih funk-
cija ponovo lokalno integrabilna funkcija sledi da operator
n
( | clLia-e)k
i=r+l

definiSe lokalno integrabilnu funkciju. U izrazu

( & Cy i0-6 )k
, i=r+1
najmanji eksponent jeste ((r+l)a- 3)k za k = 0,1,... . Uvek
postoji takav indeks ki da vazi ((r+1)a-3)ki < 1 i ((r+l1)a-3) =
e (ki+1) M pa se mozZze pisati:
n
|[kJlbexp X I cAi1a~")\ <
i=r+l
n Nia-3-1
< Dbkfi+ {X £ c.-———-— JH + .. +
\Y/ i=r+1 1 r(ia-B)
kis o A NN T
H I 1c.] —————- ) }Z
1 i=r+l r(ia-1)-
@ k n ia-3-1
{ z - | lex1 ——————-F
L KoK+l k! i=r+l r(ia-3) ; J/
gde Jje*kzak= 2,3,... 1 oznaCava k puta primenjenu konvolu-

ciju. U prethodnoj relaciji red

tia-3-1
f(ia-3)

uniformno konvergira za t 2 0, pa na osnovu relacije (1.6) mo-



Zemo pisati

T

(X > 0)

5

/ RM1>gi1a >t) bt s
0

n 1a-3-1
< kDgi(T)(1 + X | e 7/ ] at +
i=r+l r(ia-p)
n T tie3-1 ki
- 1 i= /| — — - «)
k!l.* i=r+l 0 W(Tﬁ—‘B‘j
o - n T "i1a-B
X
(2.16) _ | (i i=ii; - = «)*)
k=kt+1 Kl f=r+1 o r@a-B)
n ia-6
kDg i(T)fI + X | cC. —-—-———- )
\ el 1 n(fa-B+i)
»k 1 n da-3 ki
- 1 1=l .
Kl*(i=r+l r(ia-B+1) )
n ,1a-3
X - K XC(T)
+ a1 . - khgI(T)e
k=ki +1 k!(i=r+l Ir('a'BH)) )9 1(T)
gde je
(2-17) Dy, (M ==+ b @©I]dt, b (O} = w
0
n da-3
(2.18) C(T) : y lc. i
el T(ia-B+1) *
Ako oznacimo sa:
n
,1a-B
{IRJ+i,qg = bl (-DAkn1inr ~ | c# )1
i=1 i=r+l
-1
(-kK)1 = —————- >i- {]r;+1 k_(x,t)D

r+i>8i
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tada vazi sledec¢a procena:
T T

(2.19) / |R* » (X,t) Jdt < k / e~ktdt kD (T)e A C(T)
0 0

= kD (T).exc(T),

gde su D 1(T) i C(T) dati sa (2.17) i (2.18).
J Na osnovu relacija (2-15), (2.16) i1 (2-19) vaZi:

JIRrU,g, (X’t>ldt S KDgi(T).eXC(T> = : 5rtl>gi(X,t)
- 0

U sluCaju c) procena operatora

n
Ibgiexp( I DI
1=0
vrSi se analogno kao u prethodnom sluCaju tako da je r+1 = O.

Pod pretpostavkom da je (n+l1)a-B > 1 operator

< (i-p)7/q
exp(X 1 cn ) -

i=n+l

definiSe funkciju iz L. Oznacimo sa (Je(X,t)]) 1izraz
lexp(X 1 cxilla~B) - 1]

koji se pojavljuje u sva tri slucaja a), b) i1 ¢). lzvrSimo

sledec¢e transformacije:

{1,013 < | — 1 Jec. oe=&)k <
k=1 K= i=nel T
(rrbesl rDer T ey, KiatlX
< 1
i=0
k7 (n+Da-3-1 -
m!7om(* 1w 1 datl .
k=0 k “ 1=0

Redovi u prethodnoj relaciji konvergiraju uniformno
za t > 0 (Jer je (n+l)a-3-1 > 0) pa na osnovu toga mozZzemo pisa-

ti:



47

? (n+Dot-3-1 n

——————————— - a2
/je(X,t) dt < (/ - — ————————— ) *
“ o r @Dyt
ia
NN Cn+l+i Ir(iat+T) deXn™ k!
i=0 O =0
3%
(n+DHa-3-2 tia N
-l Kt1l tbD -
-b—- r(ia+l)
(2.20) r((n+hHa-B-1) . _, .
vl ) w
T(n+1)a-B-1 nia+1l
/T(n+1)a-6-1 * Tia+1l \
~“((n+lU-fc) i:0/£n+1+1|_(ia+2)-
T(n+1l)a-58 - / ms (NH1)a-3~1"
——— Av(T) exp( Xev(T)-—------——-o-—
(r@iiiiisfl=—i+i))? T((n+1)a-3

E(X,T)

r(LEI1123z7z1 + i)

gde se koriscenjem rada [21] i Cinjenice da je Ja* < Mpl,
i =1,2,..., M,p > O dobija

Tia+1
(2.21) v(mh) > | . .
PR LLEE PR PP
i uvodi 1=0
T(n+1l)a-B-1
(2.22) E(X,T) = Sv(T)=X =

r((,nn)a-6-1 + ~

m(n+1)a-3-1
- exp% X*v(T)-
(r(n+ha-3) ) -

Korisc¢enjem prethodnih nejednakosti lako se pokazuje

Lema 2.3. Ako su operatori z(X) i zn(X) dati relaci

jama T2.9) 1 (2.10) respektivno, tada vazi procena:
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(2.23) BT ,1/k(zn(X) " Z(A)) - Hegl”™»t)]IT <

< k (A, T,a,3) -————————————————-
gl +

gde je

RO(X,T)...Rr+1(A,T)ECA,T)

zalO<3<lia>0
Ri(A,T)...Rr(A,T)Rr+1 (A, T+Aco)E(A,T)
(2.23") kgi(A,T,a,B) za3d3=1liO<acx<l
R]5§i(A,T+Ac0)(E(A,T)
za3d3=1li1a>1
Rﬂjg1(A’T)E(A’T)

za3d3<0ia>0

2. 4. PROCENA FUNKCIONELE A(zn(A) - z(A))

Na osnovu (1.12) mozZemo pisati

(2.24) ACZ (A) = 2(A)) = | = | o e

i=l ele (1 + Brjr/i(zn(A))'Z(A)))

Na osnovu cinjenice da je funkcija y = monotono

rastuca za x > 0, mozemo pisati na osnovu leme 2.3

T,a,B)(r(EE B

" Z(A))
(2.25)
1+BT,1/k(zn (X)"z(X)) 1+kgi(A,T,a,3) r™ n+l)ctg-j-~ »
k (A,T.a,3)
(n+1)a-3- gi
1 +0

Na osnovu relacija (2.14), (2.16), (2.17), (2.18),
(2.19), (2-20), (2-21) 1 (2-22), kao 1 cCinjenice da za koefici-
jente c”™ vaZi. nejednakost |Jcx] S Mpl ([213 ) postoje konstante

k i kO koje zavise od A,a,3 i g, 1 konstanta k3 koja
1,91 N>82
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zavisi od a 1 8 tako da vazi:

k3T
ko ~
k (X,T,a,B) £ k. _ *e 2)g°~
g« I1»qgi
Red -
Ko ., ek3|
*1 ,, ** ’S2
1 I T.
i=1 €

je takodje konvergentan.

Na osnovu relacija (2.23), (2.24) i1 (2.25) dobijamo

k(X,i,a,B)
A(zn(X) - z(X)) <

r((ntl)a-8-1 + ~ ~ Niel-”
_ * X
k?>gge 1
1 kl g *e
“ r((n+l1)a-H \ ~ nv32
rN\N—————- 2-———-— +1; i=1 ele

Time smo pokazali da vazi

Lema 2.4. Ako su ¢&lanovi niza {zn(X)}, éi%i su ¢la-
novi dati sa (2-9) 1 z(X) Je dato sa (2.-10),tada vaZzi
1

(2.26) A(z (X)) - z(X)) < Qgi(X,a,6)
r(tpel)g-e-1 + * )

gde-je bivj Q61(X,u,B) takav da vaZzi
k31
e

X

(2.27) Q_, (X.a.B) : 2 F R A

Prema tome vazi

T2on<lma 2.1. Niz operatora (xn(-X)} &iji su ¢lanovi
dati relacijom (2.5), kao pribiiZzna reSenja diferenci”jalne jed-
nacine (2.1) sa uslovom (2.2) konvergira u konvergenciji tipa

1 " ka operatoru x(X) koji je dat relacijom (2.3) kao tacno re-

Senje 1iste diferencijaine jednacCine.



2.5. MERA APROKSIMACIJE U Fo

Na osnovu definicije 1.9. 1 teoreme 2.1. mozemo reci
da pribliZzno reSenje diferencijalne jednacine (2.1) sa usiovi-
ma (2.2), dato sa (2.5), aproksimira tacno reSenje dato rela-
cijom (2.3) sa morom aproksimacije A, u odnosu na A(x), tako

da je

(2.28) A = - Q (X,a,8)
rn.Da-6-1 t ™ «”
gde je Q A(X,a,O) dato sa nejednakosti (2.27).

Relacijom (2.28) dobili smo meru aproksimacije za
jedno iz skupa linearno nezavisnih reSenja. Ako su sva reSenja
karakteristic¢ne jednacine date diferencijalne jednacCine jedno-
struka 1 logaritmi, taaa tacno reSenje ima oblik (1.24)» a prib-
lizno

m
(2-29> xh,n = £ DbjexP«“j,n)
j=1
gde su w.1 oblika (2.8). U cilju odredjivanja mere aproksima-

cije formirac¢emo operatore
z x) = -hiJdJl——
h,n g

gde je x™ N(X) dato relacijom (2.29)

(2.30) zh (X) = - == »

gde je x~N(X) dato sa (1.24), 1 operator g predstavlja funkciju

iz LO.
Funkcionelu BI,e(Zh,n(X) - zh(X)) formiramo na sle-
de¢i nacin

By oz OO - 7,00) = fijdl £g h (X,O[IT,

, €

g € LO, EQIT < 1, 1U-*gIIT < e>
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gde je
m
(2.21) teg,.h(x,t)} - = S" I bj(exp Xu)j) - exp(Xu™n))
5=1
Ako operator g, zadovoljava uslove iz leme 2.2.

tada vazi:

B @

Toak@h a0 -z () < e L L (X OH

Na osnovu (2.31) varzi

2.31" ]| -CGO)LIT < BEa. XL,ENT + IE . 9CA,O|IT +.
(2.317) eqi.a CCONT < BEQ . CGLONT + IE | 9(ADIIT

+ Eg ACGOII

gde su-

{E  =(X.,t)} = g.,b=(exp(Xw ) - exp(A@= ,)).
gi >3 3 3] J>1

Svaki od izraza IIE _ _(X,t),,, za jJj = 1,...,m proce-
gr >J 1

njen je u paragrafu 2.3, pa na osnovu relacije (2.23) i leme

(2.3) mozemo dokazati

Lema 2.5. Ako su operatori z™ MX) 1 z™M(X) dati re-

lacijom (2.30) tada vazi procena

BT,1/k(zh,n(X) " zh (X)) * "egl ,h(L,ONIT ~

m

>

Cn+l)a.-6." -1
3.1 . 3 3 + 1
gde je svaki od izraza I& X, T,a-, B3) za j =1,_..._, m dati re-
> -
lacijom (2.23" ] ostoje konstante k. . k,,
J ( ) p 3 s« _sgisd 3 5gi>3

vise od A,a_.:>B4 i1 gi a konstanta k, <« koja zavisi od a., i1 B=>
3 3 3>3 3 3

- koje za-

tako da vaZe nejednakosti:

6y 1 ?;eks,jT
2.32 kK _(X,T.a..p.) S Kkt —e <791°
(2-32) gi KT-233:P5) J->gi>3 ~°

\Y
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Analogno, kao i1 lema 2.4. pokazuje se i

Lema 2.6. Ako su ¢lanovi niza operatora {z8 n(A)}

kao 1 operator z~N(X) dati relacijom (2.30), tada vaZzZi:

m »
Az, OO -z () < 1 e Q (X,ot,8)
’ - - /(n+l)a.-B=-1 \81

371 < ———- k- " 1)

gde su brojevi QSl(X,a-,8=) takvi da vaZi:
J
*2,9,,]-¢€

(2.3-20 Q (X,a. ,8.)s | -1,~i%8

Prema tome vazi:

Teosie.ma 2.2. Niz operatora {x» n(X)}, ¢iji su c¢la-
novi pribliZzna reSenja diferencijalne jednacine (2.1) sa uslo-
vima (2.2) dati relacijom (2.29), konvergira u konvergenciji
tipa T" ka operatoru x~(X), izrazenim relacijom (1.24), koji

pre“dstavlia tacno reSenje istog problema.

Na osnovu izlozenog i definicije 1.8. mozemo reci da
priblizno resSenje diferencijalne jednacCine (2.1) sa uslovima
(2.2), dato sa (2-29), aproksimira tac¢no reSenje, dato relaci-
jom (1.23), sa merom aproksimacije, u odnosu na A(x), koju ce-
mo oznacCiti sa All

m
1 - (n+t1)a.-8.-1) Vv NETT Y
j=ir( 3 3 + 1
) 91

gae su Q (X,a.,8-) dati relacijom (2.33) za j = 1,_._._.,m.
o " J J

2.6. PROCENE U L

U pocetku ¢emo opet posmatrati samo jedno reSenje
oblika (2.3) diferencijalne jednacCine (2.1) sa uslovima (2.2)

i odgovarajuce priblizno reSenje u obliku (2.5). Pretpostavice-
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mo da operator x(A) kao 1 operatori x~(A) predstavljaju funk-
cije i1z L. Pokazacemo da niz (xn(A)}, gde svaki c¢lan predstav-
lja jedno pribliZzno reSenje, konvergira u L ka tac¢nom reSenju
x(A). Kao Sto je reCeno u glavi 1., konvergencija u L ekviva-
lentna je sa konvergencijom definisanom pomoc¢u funkcionele

F(f) za f € L, koja je data sa (1-15). U cilju procene funkcio-
nele F(x*(A) - x(A)) potrebno je proceniti izraz EIX*(A,t) -

- X(A,©)IIT. U tom cilju moramo ponovo razlikovati tri slucCaja

u zavisnosti od 6: (Pretpostavka (n+1)oi-8 > 1 ne umanjuje op-

Stost.)
a) Ako je 8 = 1 tada se moze pisati:
b(exp(Au)n) - exp(Aw)) =
n
(2-33) eXcoS,nAexp(Acqﬂ'fg:ﬁ)b*exp(A -1 Cig=%:ﬁ) -
=1 i=r+1
@®

e(exp(A=F c.&ia ™ - D
i=n+l

gde je r 1izabrano tako da je (r+l1)a-1 > O.

b) Ako je 0 ~ 8 < 1 imamo:

[b(exp(Aun) - exp(Aw))] < Jexp(A \ cric 278 )

n 1=0
e |b*exp(A*E cNi AL MN] »] exp(AX[ cT#la ) - ||
i=r+l i=n+l

Ako je 8 < 0 tada mozZemo pisati:
n

|b(exp(Aoj”™) - exp(Aui))] < |b exp(A*J> cMi,101 M)

i=0
@®
e Jexp (A* £ c.ilia ™) - 1].
i=n+l
Ako oznacC.imo sa
n
{IRr+1(A, )|} : [b exp(A J cMi,101 ®) |



tada analogno kao u relaciji (2.16):
T

(2.34) / |Rr+1(A,t)]dt < D(T) eXc(T) =\ +1U,T)
0

gde jJe

D(T) : = / |b(v |dt
0

a C(T) je izrazZzeno u (2.18).
Na osnovu procena (2.14), (2-20) i (2-34) dokazuje

se sledecda

Ltma 2.7. Ako operatori x(A) 1 xn(A), dati sa (2-3)

i (2.5) respektivno, definisSu funkcije iz L, tada vaZzZi procena:

Ixn(A) - x(AMT < k(A,T,a,6)

gde je
ROCA,T) ... Rr+1(A,T)E(CA,T)
zalO<6<lia>0
RI(A,T) ... Rr(A,T)Rr+1(A,T+Aco)E(A,T)
(2-35) k(A,T,a,8) za 6 =11 ac<1

R-, (A, T+ACO)E(A,T)

za 6=11a>1
Ro(A,DE(A,T) za 6 <01 a>0.

Analogno kao u 8 2.4 sledi:

Lema 2.8. Ako d&ianovi niza (xn(A)} dati sa (2.5)
kao 1 operator x (a)» koji je dat sa (2.3), predstavljaju funk-
cije i1z L, tada vaZi procena

1

FOxp(A) - x(A)) < Q(A.a,6)
((n+Da-8~1
\Y 2
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gde je
k 3i
ki*ek’
(2.36) Q(X,a,6) > |
i-1

le

Naime, uvek postoje konstante ki i1 k2 koje zavise

od X,a,3 i konstanta k3 koja zavisi od a i 6 takve da vaZzZi:

kZeKST

k(X,T,a,6) < ki e

<
Q
N¢

TzoAema 2.3. Niz {xn(X)>, ¢&iji ¢&lanovi predstavlja-
ju pribliZzna reSenja diferencijalne jednacine (2.1) sa uslovi-
ma (2-2) i1 definidu funkciju iz L, konvergira u L ka x(X) iz L

odnosno ka tacnom reSenju pomenute jednacine

Lema 2.8. 1 teorema 2.3. su veoma znafajhe jer
kao Sto je recCeno u 8§ 1.5 iz konvergencije definisane pomocu
F(x) sledi konvergencija definisana pomoc¢u A(x), medjutim obr-
nuto ne mora biti tacdno. Ako su tacno 1 pribliZzno reSenje pos-
matrane jednacine operatori koji predstavljaju funkcije iz L,
tada je dovoljno pokazati konvergenciju u L kao i1 odrediti me-

ru aproksimacije u L.

2.7. MERA APROKSIMACIJE U L

Na osnovu definicije 1.10 1 teoreme 2.3. mozemo reci
da priblizno reSenje (2.1) sa uslovima (2.2) dato sa (2.5), ko
je definide funkciju iz L, aproksimira tacno reSenje oblika

(2.3) takodje iz L, sa merom aproksimacije u odnosu na F(F)

1

(n+1)a-0-1

Q(X,a ,6)

gde je Q(X,a,0) dato sa (2.36).

Moze se pokazati sledeca:
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Le.ma 2.9. Ako ¢&lanovi niza %y, , O} dati sa (2.29)
predstavljaju funkcije iz L i1 operator x™(X) iz relacije (1.24)

takodje predstavlja funkciju iz L, tada vazi procena

m
_ Q(X,aj ,6"),
F(xh,nU) xh (X)) S 1 J(n+1)a.=6.-1 N
______ |)
gde je
K -*ek3 il
® k .*e 273
(2.37) QX,a,,,63) > 1 -NJ-—-——-
i=1 re'”
gde su konstante k. -, kO . koje zavise od X, a- 1 g- 1 konstan-
153 N*J J U
te . koje zav.ise od a- 1 8-, Lakve da vaZi nejednakost
3>J J J
k_ . ,PKexdT
.. .. . 2,3e€
k(X»T,aj,6j) — J*
za k(X,T,aj>6j) odredjeno relacijom (2.35) za j =1,.._, m.

2.8. PROCENE U SKUPU NEPREKIDNIH FUNKCIJA C

Pod pretpostavkom da su tacno i1 priblizno reSenje
operator.i koji predstavl jaju funkcije i1z C, pokazac¢emo da niz
{xn(X)}J) gde je svaki clan dat sa (2.5), konvergira u C ka ope-
ratoru x(X), koji je dat relacijom (2.3). Jasno je, da ako su
tacno 1 priblizno reSenje operatori koji definisu funkcije iz
C, tada oni istovremeno definisdu i funkcije iz L 1 pripadaju
prostoru FO* Medjutim, konvergencija u FO ne povlaci konver-
genciju u L?niti konvergencija u L povlaci konvergenciju u C.
Zato je potrebno ispitati uniformnu konvergenciju niza {xX*(X)}
(po t, za fiksno X) ka x(X), koja je ekvivalentna sa konvergen-
cijom definisanom pomo¢u funkcionele G(h), za h € C, koja je
data relacijom (1.17). U cilju procene TfTunkcionele G(X™(X) -

- x(X)) potrebno je proceniti izraz [xn(X,t) - x(X,t)j”, (gde
je |lh(E)|T = ~up |h)])- Pri tome ¢emo koristiti relacije

(1.2), a), b), c), d) 1 e) i1 ponovo razlikovati tri slucdaja u
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zavisnosti od g kao u relaciji (2.33). Na osnovu (1.33) vazi

—(R—rvi N rp2n rp2n+1
(2.38) |axp(Ac.A P ;1 < — -——— C(2n+1) + C(2n+2)
(2n)! (2n+1)!

= R?(A,T)
za 1a-g <0 za 1 =0,..., r, za svako n€N, 0 <t < T gde je
C(k) dato sa (1-34).

Operator
n
bexp( X< | c”il101-7)
i=r+l

gde je (r+1)a-8 ~ 0, sada definiSe neprekidnu Ffunkciju. Pod

pretpostavkom da je (r+l)a-g > 1 vazi
" ia-g ° ® v " i
- - ia-
“biyg | ?
i=r+l k=0 i=r+l

-_<

K "
R
. 1°T (ia-g) J

<T Li (T)»e X CI(DDt i = R°+1(A, TH
gde je
bl <T LA (T)*H
i
n Tia-g-1
CiI(T) > 1 Je.
i=r+l r(ia-g)
Operator
exp( \“I ci~a~ "1
i=n+l

predstavlja funkciju iz C, (zbog pretpostavke da je (n+l)a-g > 1)
pa na osnovu nejednakosti |cM] < Mpl, M,p > 0 ([21]) mozemo

pisati:
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- ia-8
lexp(® | cuUia 3) - 1] = || ¥ cxl"¥%y 1A
i=n+1 k=1 i=n+l
@® ,- ik
I 171 (n+Da-B-1 r _ nia+I\k
Tl I cn*lti* 1 S
k=1 i=0
(2.40) (n+1)a-8-1 Tia
0 =

—===-£3 (| Mp1 TTTa+IT Y *
(n+1)a-8-1\\2 i

(r(
IXIk 7,,(n+1)a-8-1 1 w -
k=0 \kr!T \ ((n+1)a-8) i:IQ > Tniy) >
,(n+1)a-B-1
v4(T)
(n+1l)a-8-1
(r( r
-(n+1)a-8 EC(X,T)
- exp (IM V(T 5
T((n+1)a-B) N (n+l)a-8-1j
gde je
,ia
vi(r) > | wMp1. ]
i=0 T(ia+l)
(n+1)a-8-3 / m(n+l1)a-8 \
EC(X,T) = - vi(Mexp{ X}-————- Us3
,“(n+tl)a-8-17 \% T((n+1)a-8)"

KorisSc¢enjem nejednakosti (2.38), (2.39) i (2.40) 1lako
se pokazuje:

Lema 2.10. Ako operatori x°<X) 1 x(X) dati sa (2.5)

i (2.3) respektivno, predstavljaju neprekidne funkcije tada vaZi
procena:

1
[Ib(xn(X,t) - x(X,t)) |T < kc(X,T,a,8)"
»((n+1)a-8-1\
FVomm———2————)
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gde je k (X,T,a,$)

,r+4
RO(X,T) ... RM1(X,T)E(X,T)-
(r+4)H!

zaO<B<l1li a>0

Ri(X,T) ... RARg+1(X,T+XcO0)EC(X,T)*

r+1
(2.41) kc(A,T,a,3) ® — - za6 =1, 0 <ac<|

RC (X ,T+Xco )EC (X, T)"-

za $ =11 a>1
R?(X,T)EC(X,T) 3<0ia>0

ROCORA(X,TIE (X,T) '3 3

1
o
QD
V
(@)

dok je r odredjeno tako da ra-$ < 0 dok je (r+l)a-$ £ 0

Analogno kao leme 2.4. i1 2.6 pokazuje se i sledeca

Lema 2.11. Ako su c¢lanovi niza {xn(X)}” dati sa
(2.5) 1 x(X) sa (2.3) 1 predstavljaju neprekidne funkcije, tada
vazi:

1
G(xn(X,t) - x(X,t)) ~ QC(X,a, %)
r(@-Da-p-a)

gde je (xn(X,t)} = x*(X) 1 (xX(X,B)} = x(X) 1 Qc(X,a,$) zado-
voljava nejednakost:

K,, -i
K 3.,C
*

cDk e 2’8 ©
(2.42) Qc(X,a,$) * | oo 7-r

_ le

i=1
i konstante K. , K, zavise od X,a 1 3,, Kk zavisi od a i

I.,c 2,C 3,c
3 i .
B,ET

k (X,T,a,$) < k~ C.ekz,C'e

Te.OKe.ma 2.4. Niz neprekidnih funkcija {xX*(X,t)},(re-

lacija (2.5)) koje predstavljaju pribliZzna reSenja diferencijal-
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ne jednacine (2.1) sa uslovima (2.2) konvergira u C ka nepre-
kidnoj TfTunkciji x(A,t) koja je data relacijom (2.3).

Prema tome, mozemo rec¢i da je mera aproksimacije A",
u odnosu na G(h), za h € C, sa kojom svako od pribliZznih reSe-

nja, oblika (2.5), aproksimira tacno reSenje (2.3) oblika

(2.43) A = e - Q (X,a,6)

gde je Qc(A,a,8) dato relacijom (2.42).
Ako su sva linearno nezavisna reSenja date jednacine
neprekidne funkcije, tada su odgovarajuca priblizna resSenja

neprekidne funkcije 1 moZe se pokazati:

Le,ma 2.72. Ako su ¢&lanovi niza {x* n(A)} dati re-

lacijom (2-29) i1 x~(A) dato relacijom (1.24) i predstavljaju

neprekidne funkcije, tada vaZzZi:

m
- n _ —— i
G(Xh,n (A,0) X% (A,t)) | fr(n+|)a—i—gj—|\xm<A a ,33)
j:l ______ T ——
gde je x™ n(A,t) = x™ r(A) i xN(A,t) = x*(A) 1 Qc(A,aj,qa]j)
se odredjuje analogno kao u relaciji (2.42) za j = 1,2,..., m

Te.one.ma 2.5. Niz operatora x~ ~(A) , Ciji su ¢lano-
vi priblizna reSenja diferencijalne jednacine (2.1) sa uslovima
(2.2) i1 predstavljaju funkcije iz C, konvergira ka tacnom reSe-
nju u skupu C.

Mera aproksimacije je tada:

(2.44) Ah =

=
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2.9. PRIBLIZNO RESENJE HOMOGENE
DIFERENCIJALNE JEDNACINE
OBLIKA (1.25)

Posmatracemo u polju operatora M diferencijalnu

jednacinu

m
(2.45) Il vy, (s) x*k\x) =0
k=0
gde je
dk
(2.46) Yves) = | ak’§sv, d <m, k =0, ...,n ,
v=0
bk ,v ~TK-Vs
(2-47) K, v A BK,V.j e °
j=1
6 ,Vﬂr su numericke konstante i brojevi trf+ 3 }_* >0, bK,VE 1
Na osnovu relacije (1.1) vaZi:
—TF"VS 0SSt <TArV
(2.48) Ze

V =1 t > T~V

tako da i1zraz

k ,v
"T

(2.49) fak>v = =1 ek}V,J e
3=1 ]

k,v u,
J S

Y
Bkﬁujﬂhldv

(=)

predstavlja stepenastu funkciju. OznacCi¢emo sa A podskup od M
Ciji su elementi oblika sH, gde je H stepenasta funkcija kao u
radu [22]- A je komutativni prsten u odnosu na restrikciju

od dve operacije koje su definisane u M. Jedinic¢ni element jes-
te sHo(t) = 1.

Za elemente

Il m ! o« ;! (t) s

3=1 ]
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broj

o
1
-_— 0

3=1

se zove koeficijenat ogranicenja.
U cilju konstrukcije tac¢nog i1 pribliZnog reSenja

pomenuc¢emo sledec¢e leme ([22]):

Lema 2.13. Neka je (a,} niz iz A i {p_} niz odgova-

rajucih koeficijenata ogranicenja. Ako red

| p .«nY, y >0
n>0

konvergira u M, tada red

| . LYl Y >0
n
n~0
konvergira u M takodje.
Lema 2.14. Ako numericki red
k>0

*

konvergira u polju kompleksnih brojeva za z zo * 0, tada red

I ax (ary )k,
k>0

konvergira u M.

Lema 2.15. Ako je

i # 0, tada exp(XasY) postoji za svako Yy £ R 1 X kompleksan

broj. Ako je Ti = 0, tada je potreban 1 dovoljan uslov da



63

exp(Aas”) postoji, da bude y < 1, A € ili y =1 1i ABi € R

C
Karakteristi¢éna jednacina jednacCine (2.45) jeste

m

(2.50) a dicyn Wm0
k=0

sa resSenjem ([22]):

(2.51) w

p,g € N i ar e A

Takodje je dokazana

Lema 2.16. Neka je u konvergentan red oblika (2.51).
Potreban i1 dovoljan uslov da postoji exp(Aw) jeste da postoji
etprAaNII™ gN/p) za i = 0,.. ., io-1, gde je 10 najmanji prirodan
broj 1 za koji je i-q > O.

Jedno reSenje jednacCine (2.45) je oblika ([22])-

(2.52) X(A) = bexp(Aw)
gde je w oblika (2.51) i operator b zavisi od uslova za datu

jednacinu.

PribliZno reSenje jednacine (2.45) jJeste

(2.53) Xn(A) = bexq{Awn)
gde je
n
(2.54) Wn = S, 09/p % afll/p-

2.10. ODREDJIVANJE MERE APROKSIMACIJE

Analogno, kao relacije (2-9) 1 (2.-10) formiraju se
operatori

gx (A)
(2.55) z (A 35 n
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gde je xn(A) dato sa (2.53), i
. gx(X)
(2.56) z(A)
g
gde je x(A) dato sa (2-52) i1 g 6 Lo.

Na osnovu relacije (2.51) mozemo pisati

io-1
txp( Ad]) = exp(\ m 1
i=0
(2.57) in-1
exp(x | a.t<i-«1VP)eXp(x a.t(i™ >/P)
E L 1=1

gde je 10 najmanji prirodan broj i1 koji zadovoljava uslov
i-g > 0; 1" je najmanji prirodan broj i koji zadovoljava uslov
i-g * P-
Pretpostavimo da su ko.eficijenti an~, 1 = 0,...,i0-1
takvi da vazi
io-1
exp(A =1 ai£(l-gq)/p) = I.
i=0
Drugi faktor u (2.57) se moZe posmatrati u obliku
i"-1 .o it

ex p(X la.t™-~""P) = n c*pCAali-~P)
1=10 i=io
Dalje je
exp CAar"i-17"P) = la.)k Di-<I>k/P +
k=0
+ 1 £T Cai)kH li-q)k/P
k=k-,+1

gde je indeks k, odredjen tako da je (i-g)k/p < 1 za k = 0,
--.,kN dok je (-9)kk-i+D)/p t 1.

Proizvod elemenata iz A jeste elemenat iz A pa je
(a™) oblika sH gde je H stepenasta funkcija.
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Trec¢i faktor se moze posmatrati kao

(2.59) exp”X | ai£CL"q)/p) =1 +
=1
o 1 £ (1 alt.t«W>/P)-1)k.
k=1 i=i”

Na osnovu (2.58) i (2.“59) dokazuje se

Lema 2.17. Ako je operator b oblika al + f, gde je
a kompleksan broj 1 f je funkcija iz L, t%ga je za g € Lo,
gbexp(Ato) operator koji definiSe TfTunkciju iz L (po t) pa, pre-
ma tome, zn(X) 1 z(X) pripadaju prostoru FO.

Vazi takodje:

Teonema 2.6. Niz operatora (xn(X)} ¢iji su c&lanovi
oblika (2.53) konvergira ka operatoru x(X) koji je dat relaci-

jom (2.52) u konvergenciji tipa |’

PribliZzno reSenje *n(X) dato relacijom (2.53) aprok-
simira tac¢no reSenje x(X) dato relacijom (2.52) sa merom aprok-

simacije uodnosu na Ffunkcionelu A(x), tako da je

Q 1(X,a,B)
r ((nl122z6z1 + j)

gde se Q&l(x,a,6) formiraju analogno kao Q& (X,a,8) 1 u rela-
ciji (2.27),s tim Sto se umesto koeficijenata a”™ iz (2.5%4)
posmatraju odgovarajuc¢i koeficijenti ogranicenja c” za koje

postoje M,p > 0 takvi da vazi |c| < Mp



66

3.  KONSTRUKCIJA PRIBLIZNO6 RESENJA
NEHOMOGENE DIFERENCIJALNE JEDNACINE
OPERATORA 1 MERA APROKSIMACIJE

U ovoj glavi posmatrac¢emo nehomogene parcijalne

diferencijalne jednacCine sa konstantnim koeficijentima

m.on 3LIK (A1)
(3-1) I I @ v k— = fl(A,t); 0 < AN Ai,
Yy 3Ay 3t
y=0 k=0 01t < @
sa uslovima
gy+k x(A,0)
(3.2) L 0.*...m,
TSV SRRV S 4 o
3y x(0,t)
@e» 17y = % (D) za vy 0,-.., m-1

pod pretpostavkom da su fi(A,t), y/R(A) i qi(t) za y = 0,...
ce-,m=-1 @ k =0,..., n-1 neprekidne funkcije po obe promenljive.

U polju operatora Mikusinskog M jednacini (3.1) sa
uslovima (3.2) odgovara jednacina

1
m n

@G.L+) | I Vv vsv x<u)(X) = f(i)
y=0 k=0
gde je
m n k-1
(3.4™) f(X) = (Fi(A, )} + |1 I I sn"v_1la
y=0 k=1 V=0

y,n—k+vyy,v(A)

sa uslovima:
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(3-5) X"y ~(0) = iy gde je o = {<pN(D>.

U prvom delu ove glave (8 3.1) konstruisacemo prib-
lizno reSenje diferencijalne jednacine (3.4) sa specijalnim
uslovima, kada su operatori Ip» = 0 za vy = 0,..., m-2 1 &m_2 =

= n >r > 0. (Problemi tipa I). Formiraju se operatori

y~"(A) i1 y(A), pokazuje da oni pripadaju prostoru Fo (8 3.2,
§ 3.3). Takodje se konstruiSe mera aproksimacije u FO, L i C

(8 3.3, 8 3.4, §8 3.5).
U drugom delu ove glave (8 3.6, §8 3.7, 8§ 3.8) kon-

struisSe se pribliZzno reSenje iste diferencijalne jednacine pod
pretpostavkom da su uslovi (3.5) nehomogeni (Problemi tipa 11).
Posebna paznja se posvecuje koeficijentima kao 1 A, n (8 3.7,
§ 3.8). Odredjuje se mera aproksimacije u FO, L 1 C (8 3.9,

§ 3.10, § 3.11) sa kojom pribliZzno reSenje posmatranog problema

aproksimira tacno.

3.1. PRIBLI2NO RESENJE PROBLEMA TIPA |

Tacno reSenje diferencijalne jednacine (3.4) je ob-

lika

(3.6) x(X) = *h(A) + x (X)

gde je *h (A) oblika

m <»

ia.-B*

(3.7) xh (X) = £ bjexp(X<Uj) gde su N ci}yj* 3 3
j=1 ) i=0

logaritmi 1 jednostruka reSenja karakteristic¢ne jednaCine date

jednacine. Partikularno resSenje za jednacinu (3.4) sa uslovima
x~"3\0) =0 =za j =0,..., m-2,

(3.8)
x(m~1)(o) - iv zan>r >0

jeste oblika ([11])
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(3-9) XpCA) = — / F(kOx™M(A-k )d«
1 a
m O
gde je
n
(3-10) o= ){_am,‘i(s]
k=0

Integral u relaciji (3.9) posmatra se u polju M u smislu defi-
nicije 1.5.
PribliZzno reSenje posmatrane jednacCine je oblika:

(3.11) xnU) = *h,n(x) + Xp,n(x)
gde je
m
(3-12) xh,n00 = | bjexp<x“j,n>
=1
gde su
n
i0t} " 3j,,=
“j ,h = | Ci,j*l'a »J“3A °» 6J- *» ci,Jj 6 C
i1=0
dok je priblizno partikularno reSenje oblika
X
1 (
(3.13) xp n(X) = - J f(ic) xL_n(X-<)d< r ™~ o0
’ I a ’
m O

i a™ je operator dat relacijom (3.10)

Formirac¢emo operatore

/ F(X)g-xhjn(X-K)dK

*ra

(3.14) ynu) = MmO
g
/ T(K)g “Xh (X—K)dK

£ram 0
(3.15) y(Xx) =
gde g pripada LO.

Pretpostavicemo da su koeficijenti takvi da su

a #0101 a n # 0 dok sua v - 0 za k = 1,2,...,n-1_. Ova
m,n m, m,K
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pretpostavka ne umanjuje mnogo opStost, ali se uvodi radi

jednostavnije dalje analize. Tako mozZzemo pisati

1 1 £n-~r

S'ram (am’nsn " am,g)IV am,n+ am,O0”

@®
1 An-r /am,0 Jn )k (-1)k
" 2 - y . n} -
m,n k=0 m,n
Pretpostavic¢emo prvo da
|
(3.16) - - f(X) = : (fa(X,t)}
I a
m
predstavlja funkciju iz L po t.

I ovde, kao u glavi 2., posmatracemo takve jednacCine
kod kojih operatori gx® n(X) 1 gx™(X) za g iz LO predstavljaju
funkcije iz L, pa na osnovu definicije (1.5) sledi da operato-
ri YRX) 1 y(X), dati relacijama (3.14) i (3.15) respektivno,
pripadaju prostoru FO.

Pokaza¢emo da niz operatora (yn(X)}, gde je svaki
¢lan dat relacijom (3.14), konvergira u konvergenciji tipa 1"
ka operatoru y(X) koji je dat relacijom (3.15), korisScenjem
funkcionele A(x), x € FO. U tu svrhu formiraéemo na osnovu re-

lacije (1.11) funkcionelu

Bt Cyp(X) - y(X)) =

= -in™dlig(X ,)]| T; g € LO, IdIT < 1, IU-£glIT < e}

gde je
! b fco-gc™ (xK) - X cx-0)cK

* am O : {Jga=>1t))
g g
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3.2. PROCENA FUNKCIONELE B, _{y,(X)-y(X))

Operator g = j k> k°ji je dat relacijom (2.12)
zadovoljava nejednakosti BIdIT < 1IA-AgJIN < 1/k (lema 2.2.)

tako da vazi

BT,e(yn(X) " y(X)) " 1 CX,-OHNT

Procenic¢emo sada RJgi (X,tl Na osnovu definicije

(1.5), integrala u polju M, vaZi:

X .,
(3.17) / —— T ()*gi(xh n(X-<) - (X=<))d<
B Aram

= (/ fa(<,t) * ep h(X-<,t)d<}
0

gde je T2(<,t) funkcija data sa (3.16), dok je e®1>h(X—<,t)
funkcija iz L data relacijom (2.31).
Na osnovu relacije (3.17) moZemo pisati:
t X
(3.18) Boi( X, )T = / | / (fa(K,t) * egi >h(X-<,t))d< |dt £
0 0
X T T
< / ( /7|f2(<,t) |dt-/]egi>h(X-<,t)d<]|J d< .
0 0 0
OznaCimo sa
(3.18"") M( X, T) ma.k / [fa(<,t) |dt
O<<<X 0
Na osnovu leme 2.4. vazi:
T m
(X-<,t)at ~ | kg/ X'K»T »aj »Pj 5 “
j=1 r(* hi*Pj_1
m 1
b g T e e

-1 r(-————- +1)

\



71

gde se k§1(A—k,T,aD,3§) dobija iz relacije (2.23"), dok je

(3.19") kM (A,T,a.,&.) = max k (X-k,T,a.,6*)
gi 33 O<<£X g1 1 1

za jJ = 1,...,m.
Na osnovu relacija (3-18), (3-18"), (3.19) i (3.19")

mozemo pisati

m
(3.20) HJg (X,EDNT < AM(T,X)= | Kk~A(x,T.,aj.3j) = =
3=1
1
/(n+l)a.-8.-1 \
r (- f-1- + v
PA-Lmzdba.: U slucaju kada x* ~(X) i x~(X)~dati rela-

cijama (3.12) i1 (3.7) respektivno, predstavljaju funkcije iz L,
mozemo posmatrati takve jednacCine kod kojih jJe

1
gl— - ()
a a
m

funkcija iz L. Tada se procena za BJgl (X,t)ll vrSi analogno, ali

preko procena operatora

lg, — fCA"1 i K >n(» - v x)I-
B 3.

3.3. KONVERGENCIJA U FO
KorisSéenjem prethodnih nejednakosti pokazuje se

Lema 3.7. Ako su c¢lanovi niza operatora {yn(X)> kao

i operator y(X) dati relacijama (3.14) i1 (3.15) respektivno,

tada vaZi procena

m
AGY OO - y(O) < L
3=1
gde je (

(nU)g__g__l nga >“r 6:>
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® AMC1.X) K7 (X,1,a.,p.)
(3.21) Qa (X,a.,6.) > | ——eo v N 2—-— -, 3=1,...,m.

gl 3 3 =| o el

Na osnovu leme 3.1. pokazuje se

TeoA.e.ma 3.1. Niz operatora {XpSn(A)> ¢iji su ¢cla-
novi pribliZzna partikularna re3enja diferencijalne jednacline
(3.4) sa uslovima (3.8) dati relacijom (3.13), konvergira u
konvergenciji tipa 1" ka operatoru x~(A) koji je izrazen rela-
cijom (3.9) 1 predstavlja tacno reSenje date jednacCine.

Prema definiciji 1.9. mozZzemo rec¢i da priblizno par-
tikularno reSenje diferencijalne jednacCine (3.4) sa uslovima
(3.8) 1izrazZzeno relacijom (3.13) aproksimira tacno partikularno
reSenje dato relacijom (3.9) sa merom aproksimacije u odno-
su na A(x)

(3-22) [ . (A, a.,.8")

1 F (
gde su brojevi QAl(A’aD’SEP dati relacijom (3.21).
o]

Mozemo takodje pokazati 1 sledecu

Te.osie.mu 3.2. Niz operatora (xn(A)} ¢iji ¢lanovi
predstavljaju reSenja diferencijalne jednacCine (3.4) sa uslovi-
ma (3.8) dati relacijom (3.11) konvergira u konvergenciji tipa
1" ka operatoru x(A) koji je izrazen relacijom (3.6) i predstav-
lja tacdno reSenje posmatranog problema.

Mera aproksimacije, Ax, sa kojom pribliZzno reSenje
XN(A) (rel. (3.11)) aproksimira tac¢no reSenje x(A), (rel.(3.6)),

u odnosu na funkcionelu A(x) je:

(3.23) Ai = | e (Qa (A,a. ,8%) +

61 J 1

gde je Q§1(A,§§,%;) broj koji zadovoljava nejednakost (2.32")
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i Q"(X,aj,3jJ) zadovoljava nejednakost (3.21).

3.4. KONVERGENCIJA U L

Ako tacno 1 priblizno reSenje homogenog dela posma-
trane jednacine predstavljaju funkcije iz L i pod pretpostav-

kom da

(&)
f£ra
m
takodje predstavlja funkciju iz L™moZe se pokazati da niz
(xn(X)} ¢iji su clanovi dati relacijom (3.11) konvergira u L
ka reSenju x(X) koje je dato relacijom (3.6) korisc¢enjem funk-

cionele F(f) za f € L. U tu svrhu izvrSi¢emo procenu
Ixn(X) - x(X)I1 < Ixh,ﬁ(X) - x,n(X)I,1 +
+ lIxp;n(X) - xp(X)IT.

Koris¢enjem leme 2.7. dobija se:

- %
Ibh,na) ha) 1T s j=1 ~ (n+1)~-Bl-1 + ~

gde je k(X,T,aj,3jJ) dato relacijom (2.35).

Dalje je:
T X

Ibp n(X) - xpQRQUHT = 7/ | / f=X,t) * (X n(X-K,t) -
0 0

— XM X-k ,t))dK [dt

gde je f2(ic,t) dato sa (3.16)

{xh,n"X_K,t = ~h n{%Id) r (xh(X-K,t)} = x (X-k)

pa moZemo pisati:
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X T T
Ixp RU) - xpQONIIT < J ( f Ff2(k»t) |dt =/ [Xb *n (X—ic,t) -
0 0 0

- xA(X-k ,E) |t ji<

m

< X M(T,X)= | kKM(X,T,an ,0n )e

S /(ntl)a.-g.-1
J_ r( ______ P _ + 1

gde je M(T,X) dato relacijom (3.18") i

kM(X,T,a.,62) = wax k(X-k,T,a.,0.)-
1 3 0<k <\ 3 3

Na osnovu prethodnih nejednakosti lako se pokazuje:

Lema 3.2. Ako su *n(X) 1 x(X) dati relacijama (3.11)
i (3.6) respektivno, tada vazi sledeca procena:
m

xéX)—x(X)II < 1
(n+1)a.-6.-1
5=i r( - --+ 1

k(X,T,a=,6=) + XM(T,X)KkM(X,T,a. 0,
(K (X, T,a2,62) + XUCT,X)KM(X,T,a,,0; )

Koris¢enjem prethodne leme pokazuje se

Te.0oA.zma 3.3. Niz operatora (xn(X)} ¢iji su clanovi
pribliZzna reSenja diferencijalne jednacine (3.4) sa uslovima
(3.8) dati relacijom (3.11), a definidu funkciju iz L, konver-
gira u L ka operatoru x(X) koji je dat relacijom (3.16) 1 pred-

stavlja tac¢no reSenje posmatrane diferencijalne jednacine.

Mera aproksimacije at ™ sa kojom pribliZzno reSenje
diferencijalne jednacine (3.4) sa uslovima (3.8) x~(X), aprok-

simira tacno reSenje u L, u odnosu na funkcionelu F(F) jeste:

(3.24) - I -(Q(X,aj.Bj> QA (X,a) ,BD)

3=1 (n+Dotj-Bj-1

2 1
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gde je Q(A,o0ij,Bj) konstanta data relacijom (2.37), dok je

3.;24" A
( ) QP ( ,a3,,33) >
i=1

3.5. KONVERGENCIJA.U SKUPU NEPREKIDNIH FUNKCIJA C

Ako su tacno i1 pribliZno reSenje homogenog dela
funkcije iz C (po t) i1 pod pretpostavkom da je fa(A,t) nepre-
kidna funkcija po obe promenljive, pokazac¢emo da niz (xn(A)}
Ciji su cClanovi dati relacijom (3.11) konvergira u C, ka x(A),
koje je dato relacijom (3.6), koristec¢i pri tome funkcionelu

G(h) za h 6 C. U tu svrhu prvo ¢emo izvrSiti sledec¢u procenu

(na osnovu relacije (1.2))
4 /
\ «

i Ixr (A) - x(A)] < IxhjnCA) - xh (AT +
F oy ) - x

Na osnovu leme 2.10. dobija se

kh,na>t) " xha *t>IT S
m

* | k(A,T,a.,%$=)
3= -(h+1 )av-~-8 .-1 c J J

r- "“f"1 *U
gde su k (A,T,a.,8>) dati relacijom (2.41), i |-, jJe norma u
C definisana sa (1.4).

Kako je f2(A,t) neprekidna funkcija po obe promenlji-

ve, to postoji

m(A,T) : = max |f(Xx,t)]
O<k<A
O<t< T

Xp,n(A) - Xp(A)i <
A 4
N I{IR2(K, ) I>xh n(A-<) - xh (A-K)|d<.
0
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Iz prethodne nejednakosti sledi:

P nCGD - xp(AL DT <

m
< Am(A,T) Y k*“KA,T,a. ,8-) -
j=1 1 3 /(n+Da.-B.-1
J___ L )
gde je kJ(A,T,ou ,Bj)
k@(A,T,ag733) = max kc(A_k’T’aD’Sé)'
O<<<A

Analogno kao teorema 3.3

TeoA™ma 3.4.

relacijom (3.11), i
u C ka x(A) datim sa (3.6).

Mera aproksimacije n

XN(A) aproksimira tacno reSenje u
G(h) jJeste:

(3.25) A

m(A,
(3.25") Q (A,a.,8¢) > | -
J J __e
1=
3.6. RESENJE PROBLEMA TIPA

Niz (xn(A)},
reSenja diferencijalne jednacCine (3.4) sa uslovima (3.8),

definisSu funkciju

- pokazuje se

Ciji su Clanovi priblizna
dati

iz C (po t) konvergira

sa kojom priblizno reSenje

C u odnosu na funkcionelu

Q (A,a.,8>) + (I~MU.a”.Sj))
9 3 3
relacijom (2.42), dok je
i) kIIttA i ,a. ,8<)
_____ 2 3—
ie
e

U drugom delu ove glave posmatracemo diferencijalnu

jednacCinu (3.4) sa uslovima (3.5),

Senje jednacine je oblika:

(3. 26) x(A)

x™(A)

gde su operatori Re-

Q@ # O.

+ Xp(A)
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gde je x™N(X) dato relacijora (3.7).

U knjizi [11] je pokazano da se karakteristicni po-
linom posmatrane diferencijalne jednacCine moZe rastaviti na
linearne faktore

m n

PW) =a n W - Wj), a = la sv

j=1 v=0

i 0J su reSenja karakteristicne jednacine.

Ako karakteristic¢ni polinom P(uO zapiSemo kao
P(w) = a. Pi(w)

tada, pod pretpostavkom da su nule karakteristicnog polinoma

, 3 = 01,...,m, jednostruke 1 logaritmi, postoje konstantni
operatori A, j = 1,.._, m, takvi da vaZi:
| _ 1 | _ 1 CAi + Aa + + m .
3-27) P(w) a_ P1(wo) a_ w-uh u-ua falake HEDM }
Svaki od koeficijenata Aj, j = 1,.._, m, Se moZze ha-
pisati kao
Al = ——————
3 PT(W]J)

Pokaza¢emo da je prethodna jednakost tacna za j

I
&

Za ostale faktore pokazuje se isto.

Iz relacije (3.27) sledi:
Al R(W) ATPT ) + RAWIWO-Y: )
PI(w) Ui PI"Wi ) Pi(u)

odnosno
I = AiPi(wi)

Partikularno resSenje posmatrane jednacCine je oblika
m X

(3.28) xMX) = 1 Aj Jexp( (X-k )W )=F(<)d<
j=1 0

gde je
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|
(3.29) A
Son g, e POy

3.7. KOEFICIJENTI A

U ovom delu analiziracemo koeficijente Aj, j = 1,...
.,m. Posmatracemo polinom

m n

U=1 k=0 i=0

i i 1 ~©i.j*ia)
y=1 k=0 1=

Pretpostavimo da postoji samo jedan par brojeva

i U takvih da su 1 S yi <m, 0 3% Vi < r.i

(3.30) max (k + p.(y-1)) = Vi + 8-(yi-1).
0My<m A §
O<v<n

Posle uvodjenja oznake Wj kao Wj = <ipu)y

v +Bj(y -1)

r(“j> = 1,8 %,,v, =
/ 1H-1 e M via Vi-k+8j(yi-y) _y=I
S T T TN A .

W)
y=1 k=0 y1,ayi ,Vi
gde zvezdice 1iznad suma oznaCavaju da je izostavljen par indek

sa yi 1 Vi zajedno.

- -1
Lema 3.3. lzraz W zay = 2,. e»m, cQ”j * 0,

J = 1,....,m i og > 0 mozemo pisati

0:
(3.3D) W1=cl +1 :w
3 y 3»

%de su cy numericke konstante i 3 M W predstavlja funkciju

3»y

1z L.
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Vokaz: zaista, Wj se moze pisati kao

a
W. = cOl + A ™~ W", e* 0, a>0

a.
gde & JW' defini8e funkciju iz L. 1z relacije

Vv?"i = é/q_;j-rl B L N N I DL

ct + 18y w. ., a.so
y >y ;

dobijamo tvrdjenje leme 3.3.

Lema 3.4. Operator , gde je

(3.32) Lj - For sk "
y=1 k=0 AV /V,

jeste funkcija iz L.

Vokaz: 1z relacije (3.30) sledi da je

mi -k+B .(y4-y)) =b >0
ky 3

(Jer je y M~ yi i1 k # Vi istovremeno), dok se VV‘Y_l moze napisa-
ti u obliku (3.31), pa prema tome Lj je iz L.

KorisS¢enjem relacija (3.31) i (3.32) P~(oUj) se moze
transformisati kao:

Pr(w.) = y4a fSVIHPI I Dl e it L)

yi,Vv

pa prema tome koeficijenti A. se mogu napisati u obliku:

| »V-1+PJ~-1) GD -1k a. ,
Al = —————- = e V., (1 3w + L)
D P (W’3) W yl,vi yl k=0 vyi 3
AvitPj(yi-1) / -} ai . .
1L > - (t wj,w/ 15>
yiOtyi /Vi Cy1 yl
DK v c-Dk a, K
—Tr—U 3Ww. + L. )kI+ [ — 4 & 30 + LK
1o 2>y d o -
yi k=ki+i yi



gde je ki odredjeno tako da mtn(aj,b)(kl+l) > 1, tako da red

y w, _+ L,k
3 »yl
k=ki+1 yi
konvergira uniformno za svako t > 0.
Ako pretpostavimo da postoji viSe od jednog para
brojeva vyi v, i = 1,...,r, r <m, takvih da je
>1 >1

max (k + 8-(y-1)) = Vi,i+8*(yi»i-1) =
1£kEn J J
I<y”™m

= Vi,2+ 8~(yi/2 -1) = ... =V, p + piGyr D

tada se konstrukcija koeficijenata Aj izvodi, u principu, isto*
ali tehnicki mnogo komplikovanije. Zato ¢emo dalje raditi pod
pretpostavkom da postoji samo jedan par brojeva yi 1 Vi sa po-
menutim osobinama.

3.8. PRIBLIZNO PARTIKULARNO RESENJE
DIFERENCIJALNE JEDNACINE TIPA 11

PribliZzno reSenje homogenog dela n dato je relaci-
jom (3.12), a pribliZzno partikularno reSenje, pod uslovom da

su svi koreni karakteristicne jednacCine logaritmi, formira se
kao

X
(3.34) £p,n(x) = Y A3,n / er((XJC)W],n)f(<)d<
j=1 0
gde je
Vo +8j(yi-1) t .Nk a. ,
3.35 A, v _ + L
( ) 3>n ia c N Y U3 VV:*’.>L1i>n L?,n)k*
Ytay1 vi oyl k=0  yl
a >0
(3.36) H;>n I | yiaHwk. 7/ 1°K+6j(Pl~y)(cyl+Wj,yh)y' 1

y=1 k=0 yiayifVi



8l

<3-37) Wj,u,n= 1 t “i.j*01°1)”
r=1 i=I
Pokaza¢emo da niz operatora {xpjn(X)} Cijd jJe svaki
¢lan dat relacijom (3.34) konvergira u konvergenciji tipa |’
ka operatoru x~(X) koji je dat relacijom (3.28). U tu svrhu

formirajmo operatore

X m
JC 1 Aj] nf(<)g axp((X-<)Wj n))d<
R ———
g
X m

J 1 A] F(<) g exp( (X-<)Hij))d<

yod

g

gde je g iz Lo. U daljem radu posmatracemo samo sluCajeve kada

m

I Aj n f(<)gexp((X-<)Wj n)d<

j=1

definiSe neprekidnu funkciju po obe promenljive. U tom slucCaju
y (X)) 1 y(X) predstavljaju operatore iz FO. U cilju procene
funkcionele A(y (X) - y(X)) posmatracemo Tunkcionelu

BT,e(yn(X> - y(X)> =

= Inif\\y (X, t)uT, g e LO, QT < 1, IU-JIgNT < e}

gde je
X m
J f(<)g | (Ajgnexp((X-<)wj>n)  Ajexp((X-<)Hwj ))
0 a1 , (ENCNLY

g g
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3.9. PROCENA ZA BT,e(yn(®) " y(A))

0
Koriséenjem operatora g., = Y+kT*~” 3e Mat re_
lacijom (2.12) i zadovoljava nejednakosti 0Bg KT < 1, HNHB-3ARZPNT <

< 1/k, za svako T >0 1 k >0 1 na osnovu relacije (1.11) vazi

BTJE(Yn<x) - y(X)) ~ I X,0ONIT

Procenic¢emo sada IUgi(AJQIIQ- U tu svrhu potrebno

je i1zvrsSiti sledec¢e transformacije

X m
J§1(<,t)d< =J | f(k)gi(Aajnexp((\—K)<qjsn)
0 j=1

- A exp( (A-k W )) IdK =

A m
=J _| f(k)(glAj)n(eXp((A-k)013->n) - exp( (A-k)OO:]))) +
0 j=I
A m
+J | f) gl(A. - A. )exp( A-k)w.) DK
J>n 3 D
0 j=I
OznaCimo sa
A m
3, A, D} =J 1 f(K)(giA. jn(exp(A-<)wjjn
0 j=I1
- exp( (A-k i )) HdK
(3-39)
A m
{3 (\,t)} = 3 _JJIf(K)(g-(A-J _ - A:])eXD((A-K)W-J))OlK
J:

Pod pretpostavkom da fa,j(K,t), (gde je f(k)Aj n =
= - {f2,)0c,t)}) predstavlja funkcije i1z L po t i1 neprekidnu
po k, postoji

(3.40) AN(A,T) = max J|fav4id(k ,t)|dt
J O<k<A ¢
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tako da vazi procena

z
T m

(3.41) / |J&1(X,t)|dt < X T AD(X,T)k!gl(X,T,aj,$j) -
0

Jj=1

/(n+1)a.-8.-1
()3

r_

Posmatrademo sada razliku

AVi+8j(y1-1)

ng - A3I1 <
V, |« vi110v1l k=110v,
I'Va> WQ ,y»n ¥ L-3,ﬂ)k - W-3»Vi
iVi+8:](pi—|) (-1 , 0g
————— u 3 W,
pi Pyi,Vihkyll k=1 1CP1
k-1
* !I!?),I’] - I3I].)( y Iﬁ.aj W'S,y«,n * L.S,HJl -
i=0
an - .
£ J W s L ik-1-1
3 ,Pi
Ako oznacimo sa
O =Wy = Vs g5
tada je:
u-1
{Vj Ct)}
r=I1 i=n+l
r-1

I}
(@)
1

1z relacija

+1)

- M .- .
de e k X,T,a.,B. dato relacijom (3.19 .
gde jek A 3 3) J ( )

- Lg)kl_s



(3.43) /11 c .AN—————Jdt <M | p i < v1#j(D)
0 i=I 1»J T(ia ) iz 1 r(ia.+1)
T ® ia--1-%
(3.44) J1 1 e ldt s v ,(T)
0 i=r r(ia.-B) 3
sledi
J NV () |dt < Mph I (y*1)|cO0|] y-1
0 r=1
(n+l)a. 1
T 3 - vt aCT) = : ve(t)
2 J 3 n+l . .
(r(~"vi + 13 aj+i )
Ako oznacimo sa
(bo.:(t)> 1 Lj,n- L
tada je
A nA V-1-k+3.(yi-y)
GEJi<OY = i i yv ko4 3
y=1 k=0 vyiOtyi ,Vi
y-i n
10 ej:r (C1 o. A<“9) - ( 1 0ijj
r=0 i=1 i=1
Na osnovu relacija (3-43) i1 (3.44) sledi
T vRM* ula k| _v,-k+ej(u, -y)
Jlb .(t)]dts 1 [ 1V S, Y — Pmoe .
0 u=1 k=0 = Ctr-k+BdJI,- Y+D
(n+1)a.
(3.1,5) MpREE vr (VY eg g 1T (E’+I'Va 3 r(n £
r=1 1 + 1
(r( )/
bj(m)

r((n+Dan + J

Ako oznacdimo sa



AW IU, ,n(t> + Lj.n(t)]dt - uj.-n(T)
0

gde su fWj>yijn(t)} = Wj>yi>n, a <Lj>n(t)} = Lj>n
kao i

J 1
0
gde su (Wj>M1(t)) = WJ:>M4a (Lj(t)} = Lj'

Na osnovu (3.42) imamo

W3>Vﬁ(t) + LD(t)ldt = UJ(T)

nf(k) Goop - 2t < F(O i — i) + b)) -
k=1
k-1
_ . K-1-i
(3.46) < I ug(MEUIiRM
=0 /(n+Da. \
r-c H mV
< ¥ (M) -
" "(n+l)a

gde je
F(t) = max J |f3(<,t)]dt
O<<<X
0
i funkcija
|v1+ 3yi-1)
f3(<,t) = (<)

u*1%,,vjlcun

je lokalno integralna po t i1 neprekidna po 1.

Oznacimo sa

{Rj (X-<,t)} = g-,EXp((A-K)U)j )-

Kako je
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K

101. -P- >+l
g-.exp( X-k ,00.) = nexp((X-<)il 4 =Dk \ (-k)
3 i=0 i=0
< (X-K)r
(1 ~ ( 1
r=0 r! i=k+1
gde je k odredjeno tako da je (k+l)a.J—8.J > 0. (Ako Je 63 <0
-1
tada je k = -1 1 uzima se T (=) = I). Pretpostavimo da su a"
i 8 takvi da je
k ia.-8-
nexp( (X-k)a = 3) =1 + {Rj] (X-k ,t)}
i=0
gde je RJ(X-K,t) neprekidna funkcija i postoji
T
max J JR-(X-k,t)|dt = RMN(X,T)
0<k <X J J
0
MoZe se pokazati da je
T -
(3.47) J ORI -k, D) At < (1 + R TY*k*(2 - eklrype V21D

E Sgl(X*T)*

Na osnovu relacija (3-39), (3.46)
T m
(3.48) / 132 (X,t) dt < X | F. (T)*S
g1l g»E
o Jj=1i

/(n+1l)a

1 +
0

Na ovaj nacin smo pokazali

Ltma 3.5. Ako su operatori y~(X)

jom (3.38), tada vazi sledec¢a procena:

X, T) =

v

i y(X) dati

i (3.47) 1imamo

relaci-
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BE- 17K O " yCO) - X-I,, T/ Goeyal AL M
3=1 K ?7 1+0

M

S (X,T) + A. (X, Tk
i D 5 g

X, T,a.,8¢) ————————————
gi i 1

1 ,(ntHa.-8.-1
J—- L—+1)

r(- ,

gde su F. (T), S (X,T), A.(X,T) dati relacijama (3.46),
Jj §1 J
(3.47) 1 (3.40), respektivno.

Koriséenjem prethodne leme pokazuje se

Lema 3.6. Ako su operatori yn(X) i y(X) dati rela-

cijom (3.38), tada vazi sledec¢a procena

m
ACyn(¥) - y(X) < |
e, /(n+l)o .-2 \
3=1 r(—" +])
gde je
°X, M
(3.49) QP (X ,aé,83.) > ¥ Fi,e(1*Sg/ X1} + Aj(x>X)kgl (x =>aj
g

i=I
le

iz leme 3.6. sledi

TAOAema 3.5. Niz operatora {xp n(X)J ¢iji c&lanovi
predstavljaju pribliZzna reSenja diferencijalne jednacdine (3.4)

sa uslovima (3.5), konvergira u konvergenciji tipa 1", ka ope-

ratoru xp(x), koji je dat relacijom (3.28).

Mera aproksimacije sa kojom pribliZzno reSenje xfi(X) =

= "hjn™ + xp n(X) aPr°ksimira tacno reSenje oblika (3.26)
jeste

(3. 50) _ L B
I /(n+Da.-2 \ Qgi K287 + 0 (X.a-»81) )

r(- r -3 + V

gde su Q (X,a=,8*) i Q _(X,a-,8-) dati relacijama (3.49) i
ol 3J ai JJ
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i (2.32"), respektivno.

3.10. APROKSIMACIJA U L

Pod pretpostavkom da tac¢no i1 pribliZzno re3enje pred-
stavljaju funkcije iz L moZzemo pokazati da niz pribliznih reSe

nja konvergira ka tacnom reSenju u L koristec¢i pri tom funkcio
nelu F(F) za F iz L.

Ako oznacdimo sa

IU,T) =I1UX,)lT
gde je
X m
P =7 F&) 1T (AL exp(X-Kw. )
0 Jj=1
vazi nejednakost
m 1
1(x, 7 < | ;o el J(NFT),

kao 1 pokazati

predstavljaju pribliZzna reSenja diferencijalne jednacine (3.4)
sa delovima (3.5) 1 definidu funkcije integrabilne po t, kon-
vergira u L ka operatoru x~(X) koji takodje definisSe funkciju

iz L i1 predstavlja tac¢no reSenje posmatrane jednacCine.

Mera aproksiinacije AESO sa kojom pribliZzno reSenje
aproksimira tac¢no reSenje u L je
m 1
(3.51) At 0 =

Ji , z
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gde je Q(A,ou,Bj) dato relacijom (2.33), a
(A1)

§x
re'

-
1
=

3.11. APROKSIMACIJA U C
Analogno kao prethodne teoreme pokazuje se

Te.o>k>mo. 3.7. Niz operatora {x~(A)}, c¢&iji c¢lanovi
predstavl._jaju priljliZzna reSenja diferencijalne jednacine (3.4)
sa uslovima (3.5) 1 definisSu neprekidnu funkciju, konvergira

u C, ka tacnom reSenju koje je takodje iz C.

Mera aproksimacije A, 0 sa kojom pribliZno reSenje
aproksimira tacno resSenje je
ITi

(3.52) 15p I (Qc(A,aj,33 + Qc("A0) .Bj )
=1 n

gde se Q (A’aj’Bj) dobija iz relacije (2.42) i

I.. P(A,I)
Qc(X,0.,Bp 72 Z ""C "a
i=1 -ie
gde je
1JJC(A, 1) = [Jc(A, )T
a
A m
Qp(A, O = / F() TA; exp((Akdug ) -
0 j=1

- Aj exp( A-k )ty ) dK.
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4. RFALIZACIJA REZULTATA NI 1 1
GLAVE NA POSEBNIFI SLUCAJEVINA

U prvom delu ove glave konstruiSe se tac¢no i1 pribliz-
no reSenje jedne potklase posmatranih parcijalnih diferencijal-
nih jednacina neSto jednostavnijeg oblika ¢ija su reSenja, kao
i svi izvodi koji ulaze u datu jednacCinu, neprekidne Tfunkcije.
Kao meru aproksimacije posmatracemo maksimum razlike izmedju
tacnog 1 pribliZznog reSenja na posmatranom intervalu. OcCigledno
je da se sa povecanjem duzine intervala povecava mera aproksi-
macije. Zato c¢e ovde biti konstruisano tacno 1 priblizno reSenje
na intervalu [0 ,T] u viSe koraka sa ocenom greSke.

Na jednom primeru ¢emo uporediti ovako dobijenu gres-
ku na intervalu [O,T] pri razlicitim koracima sa merom aproksi-
macije konstruisanom u glavi 2. za reSenja iz C.

U ovoj glavi se na primerima parcijalnih diferencijal-
nih jednacina i1lustruju najvazniji rezultati dobijeni u 2. 1 3.
glavi. Interesantna je jednacina Zilavo-elasticnog Stapa posmat-

rana u saradnji sa prof. dr B. Stankovicem.

4.1. KONSTRUKCIJA PRIBLIZNOG RESENJA U DVA KORAKA

Posmatracemo parcijalnu diferencijalnu jednacinu
” 3jtkxU, t>

(4.1) I I aj;).- s——r-— =0
j=1 k=0 -k 9X3 3tk

sa sledeé¢im uslovima
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3jx(X,0)
4.2) 0O, J =0,...,my, 0<X<Xo
9AL
3jx(0,1t) _ o, t>0.,1i=o0, ,m=2,
(4.3) 3x3
P P
el
U polju operatora Mikusinskog jednacina
m 1
(4.4) | | a, - skx()() =0
Jj=0 k=0
sa uslovima x(()(@) =0, j =1,.._, m-2, x(*_1)() = i, odgova-

ra jednacini (4.1) sa uslovima (4.2) i (4.3).

Pretpostavicéemo da tacno reSenje x™M(X) 1 priblizno re-
Senje x» n(X) na intervalu [0,Ti], dati relacijama (3.7) 1 (3.12
predstavljaju funkcije iz C.

Sada ¢emo izvrSiti konstrukciju tac¢nog 1 pribliznog
reSenja diferencijalne jednacCine (4.4) sa uslovima (4.2) 1 (4.3)

na intervalu [Ti,T], 0 < Ti < T.

Posle smene promenljivih t = x + Ti, jednacina (4.1)
postaje:
m 1 _
9 +kx (X, t+Ti)
(4.5) I I o =0
J=0 k=0 3Xj 3tk
Ako oznacimo sa x (X,t+T-,) = y(X,T) i znajuci da je
y(X,T-Ti), t > T1
-Tls
(4.6) yX,t)} = | | =X(X,T)
0> t <™
dobij amo
4.7 {y(X,T3} = {x X, t+T.,)} = eTIS{X(X,T)} = eTISx(X)
kao 1

m3x( X, t+Ti)

J = s e+Ti)} - x(X, TN =
3t
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= eTISsX(X) - x(A,Ti)l

Jednacini (M-.5) odgovara u polju M jednacina

m 1
(4.8) eTIS } Fa. ,skX()X) = Fi(X)
J=0 k=0
gde je
m 3%, (X,t)
(4.9) Fid) = | a.  —
3,1 3x3
m
sa uslovima:
X(0) = X"(0) = = X(m'2)(0).b
(4.10)
x(m_1)() = 1.

JednaCinu (4.8) sa uslovima (4.10) analizirali smo u
prvom delu trece glave.
Partikularno reSenje jecblika
X
(4.11) Xp(X) = e~TIS { F(k)Xh(X—k)dk
0

dok je reSenje jednacine (4.8) sa uslovima (4.10)

(4-12) X(X) = ~(CA) + Xp(X)

i X*(A) jJe reSenje homogenog dela posmatrane jednacCine. U
stvari X~(A) ima isti oblik kao i1 reSenje jednacine (4.4) i
obelezavac¢emo ga sa xﬁ(A)- Posmatra¢emo samo takve diferenci-
jalne jednacCine kod kojih Xp(A), oblika (4.11), definiSe nepre-
kidnu funkciju.

ReSenje jednacine (4.1) x(A,t) posmatramo kao

r x(X,t) =za t e [0,Ti] gde {x(X,t)> =x (X)
x(A,t)J 71
X(X,t) za t £ [Ti,Ta) gde je t = t + Ti

i, (XX, T) = X(A)-
Ako na intervalu [0,Ti] umesto tacnog reSenja oblika

(3.7) posmatramo pribliZzno reSenje x® p(A) koje je dato relaci-
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Jom (3.12) umesto ~“ednacdine oblika (4.8) imamo jednadinu

m 1
(4-13) e?lIs X | <)k sk X(¥Y)X) = Fi(X)
3=0 k=0
gde jJe
ir
(4.13%) Fi(X) : 8 . ————- ZAp—
j=o 3X3 t=T
{xn,m(x,t)} = Xh,n(x)'
ReSenje jednacCine (4.13) sa uslovima (4.10) ima ob-

lik

X
(4.14) X(X) = Xh(X) + e_TIS / F(k) Xh (X-K)dK

0
gde je

Fl(x)>
F(k) =
W@, § * Ay, 1S)

i X~(X) reSen3e homogenog dela jednacCine ((4.13). PribliZzno
reSenje jednacdine (4.13) sa uslovima (4.10) je oblika

X
(4.15) X(X) = x.n,n(X)—te TIS j, F(k)xh’n(X—k)ék

0

gde je x~M(X)pribliZzZno resenje homogenog dela jednacine (4.13)
koje 1ima isti oblik(relacija (3.12)) kao i pribliZzno reSenje
jednacine (4.4).

MoZze se primetiti da se jednacine (4.8) i1 (4.13)

razlikuju samo u nehomogenom delu. MoZe se pokazati:

Lama. 4.1. Partikularno resSenje X~(X) dato relacijom
(4.11) neprekidno zavisi od F(X).

Ova lema omogucuje da se priblizno resSenje X(X,x),
gde {X(X,t)} = X(x) dok je X(X) dato relacijom (4.25), koristi
kao pribliZzno reSenje diferencijalne jednacCine (4.1) na inter-

valu [T , T].
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4.2. KONSTRUKCIJA PRIBLIZNOG
RESENJA U VISE KORAKA

Podelimo interval [O0,T] na k jednakih podintervala
[0O,Ti], [Ti, T2], --- , [Tk-1,T], duzine h = T/k. Na interva-
lu [O,Ti] tacno reSenje je oblika (3.7) a pribliZzno je oblika
(3.12). Na podintervalu [TijTa] tacno reSenje je oblika (4.12),
dok je priblizno reSenje oblika (4.15). PonavljajucCi postupak
konstrukcije resSenja na intervalu [TijT”], na ostale podinter-

vale dobija se tac¢no reSenje na intervalu [T~_~,T] koje ¢emo

ovde oznacCiti sa x(X)

-(k-D)hs
(4.16 ) xU) =~ m + ; Fk_1(K)xh (x-<)
E(am,g +iim,rs) 8
gde je
m
93 x “(X,t)
(4-17) Fk-1(X) = ! aj,l 3X3 t:Tk_1

gde je §1(X,t) reSenje na intervalu [Tk_2 Tk-i"
Priblizno reSenje ¢emo oznacCiti sa

-(k-1)hs X

(4.18) xn(X) ="M (h) + Fk-1(K)xh,na -K,dlc

+
Vap g a1y

gde je xh n(X) dato relacijom (3.12), dok je
m ?3
N AN
(4.19) Fk-100 = 1l a. 3 V1

3 _
a1 3 =T, _,

gde je xn(X,t) priblizno reSenje na intervalu [T”_n,Tk_"]

TvAdje.nje. 4.1. Faktori FA(X) za i = 1,..., k-1 se

mogu pisati

Fy(X) = Ay pF-(X) + Ag . 3 F, OOF, (X-k)d< +

X K 0

(4.20) + AN 23 (J F, (B, (K-t)dt)F., (X-k)d< +
0 O
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A « 11
+ Aj_,(?‘]( /C 1+ Fi(e2)Fi(ti-t2)dte2)Fi(K-ti )dtiFi(A-kM k
0O 0 O
A K
+ .. +A'I,i—|_’/(/(-._ YFI (A-k )dK
0 0

(i-1)-integrala

gde je Fi(A) oblika (4.9), dok se koeficijenti A1)3 j =0,1
i-1 mogu dobiti iz
A2,0 = 1T 2np1/Q »
A2,1 /Q
Ai il - 10T
-1, i-1
AL,8 = 1 * am,1/Q + am, 1/Q2 + o, 1/Q
A - - -
i,9 Ai-J,j-1 + %,i,j)G6
gde je @ = *.(anj0 t »S)-
Vokaz: Krenuéemo od reSenja jednacine na podinter-
valu [Ti—l’Tl]’ i = 25...,k
-(i-1)hs
X(A) =x (A) + | FA Ak )X A=k )dK
Sa izvodima
-(i-Dhs
x* (A =xh (A) + £ (x(0O)Fi_"~(A) +
+ FE. Goxp (Ak)dK)
0
-(i-1)hs
x"(\) = x"(\) + - (X )HYF~_N~(A) +
A

+ / FANKANA - kM k)
0
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i(mMU) = x(m)X) + e (k 1HhBXX(»-1>(0)F. ) +
X 3
m),

U poslednjoj relaciji koristi se Cinjenica da je

x(0) =0, x"(0) =0, x(m ~(0) = 0. MnoZenjem svake vrste sa

odgovarajucim koeficijentima aé>i respektivno za j = 0,... m
dobij amo:
m m
l cu”~iO'u) = 1 a ~ a) + H"F~"U) +
3=0 j=o Q
-(n-1)hs / m .+ \
+ e J EA M) 1 a) 1 xN; (X-K)dK].
Q 0 J=0
Iz prethodne relacije sledi:
X
FEQO = Fi(X) +—  FEANX) + i JFAUAFICrkM k.

Matematickom indukcijom pokazuje se relacija (4.21).

Tvfidjznje. 4.2. Faktori F~(X) se mogu napisati kao

X
Fe(X) =A. nF ) +A. . J F, (XR X-K)dk +
0
X K
(4.22) +Ai 2 f f F (t,)F, (K-t Mt-i*F-, (X-k )d< +
0~ 0
X K t,
+ A1 3JCj (Jd (ta )?, (t~ -ta )dta )Fi « -ti )dti )*
0 O 0
X K
e F,(X-k)dK + ... +A. _a (I (- -DFi(X-K)dK
0 0
(i-1)-integrala

~ a
gde je Fi(X) dato relacijom (4.13") a koeficijenti A1>5
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J = su oblika (9.21).

Po pretpostavci, radimo sa takvim jednaCinama Cija
su tac¢na reSenja zajedno sa svim izvodima koji ulaze u jedna-
¢inu neprekidne funkcije, Sto se moze rec¢i £ za priblizna re-

Senja. Prema tome, moZzemo proceniti razliku*"] x(X) - xn(X)]-

4.3. PROCENA |F.(X) - F.(X)

Ako je (@®. dato relacijom (1.21), uvedimo oznake
=* *

“5+M = {vj.-k*p(t)l> vj,k+y(T) = vj,k+tu(t)1t=T
m m i
(4.23) Wk (T) = bj( 1 ~ Fl»j>ic
j=iy=o

Na osnovu (4.9) 1 (4.23) mozemo pisati

(4.24) Fi(X)

= W’ (T) ’
f K

i analogno

(4-25) Fo¢0 * | I1v t )
k=0 k! K
gde je
m m
5k(m) = | bjC |l »,.i vj,k*p(T))>
j:O = -
(4.26)
Vi, k+tp(T) = vj,k+p ()I1t=T> {vj.,k+p(t)) = “j+U>
gde je
n -
1a-6
We = ]j'l cX.H
i=0

U cilju trazene procene mogu se pokazati sledece leme:
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Le.ma 4.2. Ako je FM(X) operator dat relacijom (4.9)

tada vazi:

@® @
v +k+1
4.27) / Fi(k)Fl1(A-k)d< = | | W.(THW.(T)
0 i=0 i=0 (I+k+1)!
=  Bl1(X)
gde su v~d) 1 Wj(T) za i,j = 0,1 oblika (4.23)

Ltma 4.3. Ako je F,(X) operator dat relacijom (4.9)
a

«(TYW.. 0(T) ..
sl Jj’2

oblika (4.23)

vazi
X ti ta oo
J I /7 (C-.. /1 Fiti_i)F™(ti,2
0 0 0 0
(4.28) eeelF1(ti_3 - 1i_2)dt. ) ... F, (X-ti )dt-i
® ® M x31+02+._e=+0"+1
I I *k o |
j1=0 ja=0 jizo l+ja+ + J.+i)!
W. «(T) = : B. I(X)
l_
f
d Wo, ~M(T), -..» W _o(T j ,---,3,1 = 0,1
gde su J)l( )} » JJl( ) za j J.1
Na osnovu (4.27) 1 (4.28) mozZzemo pisati
F.(X) = A. nF,(X) + A. ,BI(X) + Ae 9B2(X) +
(4.29)

4+ ALLi-1Bi-1(X)

i analogno

F.(X)

gde su velicine Bi(X), Ba(M)»eee»®i_1i1 dobijene iz
(4.28) kada se umesto F1(A) posmatra F-,(X).

Oznacimo sa Q. (T) sledece procene
3i

A. nFiIi(X) + A, _Bi(X) + ... + A.

* AFL (X))

relacije
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Wk (T) - Wk(™] ~ ("(T) 9

(4.30) W

Wz (DW= W (MW, (T < Q) (MD*A

ii
”ﬁ”l ay...w, (M - W]'l M)W, =M1 < Q:in-(T)

Na osnovu izloZzenog dokazuje se

Tvfidje-nje. 4.3. Ako je Fk-1(A) dato relacijom (4.17)
a Fk-1~X) relacijom (4.19), tada vaZ2i procena (X > 0)

1U) = A-1111 T 1VI,0*1 I — Q. (M +
j=0 j
o 00 x 3i+ja+l
+ 1V <1 1 T ——-- oS 07 A {T) + eee
k 1,1 jlzo j.z-__r'o (01+ + !-8 3£ )
(4.31) ® ®
+ IAk-1,k-2*"1 [ | *er
j1=0 j2=0
o0 - - - -
jl+j2+. . .+Dk+1
A Q= (T) =R AT)SL

4.4. OCENA GRESKE
Sada smo u moguc¢nosti da dokazemo
Tvndjenje 4.4. Ako je x(A) tacno reSenje dato rela-

cijom (4.16) a £ (A) dato relacijom (4.18) priblizno reSenje

jednacine (4.4), tada se njihova razlika moZe proceniti kao:

(4.32) PCAY = x (A ] <T X (ADE + ARy B (A) + F L (A)X )

gde je
IXh(A) -xj*nA)] <Ti x£(AH . F(A) = max F(<)
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x (X) = max x F(A-tc), R xX) = max R , ()
O<k<X 8 £°K 1 O<k<X e’k
IXh (X=-K) |<T x(X-<)£

x(X) = max x (X-k )
O<K<X

Vokaz: Na osnovu (*4.16) i (4.18) mozemo pisati
IX(X) - Kn(X)] <T Ixh (XD - Xbjn(X)]

X
+ J le~s(lc_1)h(Fk_i(K) - ?k_1(K))xh (X-K) |dK

0

X

+J e-s(k-Dh Fn(K)(xh (X=K) - x* n(X-K)|dK
0

<T x COA + XA(PC)K,.‘l,(X)X(X) + B OO% )

Primer 1.

Parcijalna diferencijalna jednacina
(4.33} = x(x,t) zaO~x<xo0 ,t>o0
sa uslovima
(4.34) = (*?0} =0, X0, x(O0,t) =1, t >0
odgovara u polju operatora Mikusinskog jednacini
(4.35) (s - DX"(X) - x(X) =0

sa uslovom:



(4.36)

oblik:

(4.37)

gde je

(4.38)

gde je

101

x(0) = £.

ReSenje jednacine (4.35), sa uslovom (4.36), ima

x( X) = £*exp(A<jj)
00

W= Y i+l
i=0

PribliZno reSenje jednacCine (4.35) je oblika:

Xn(x) = exp(XWn)

Kako su tacno 1 priblizno reSenje i1z L, odnosno iz C,

to ¢emo meru aproksimacije traziti u odnosu na funkcionelu F(F)

Na osnovu

(4.39)

gde je

(4.40)

gde je

(4.407)

leme 2.7. imamo procenu

1

X(X) = X Al < KGT, 1, =1) ==

" T r(<4l1>+ i)

m ,,m m~
Tn+1 T+X(e +e >
kX, T,1,-1) = ———————— e 6
Na osnovu leme 2.8. mera aproksimacije je za X =1
1



Tacéno 1 pribliZzno reSenje diferencijalne jednacine
(4.35) su neprekidne funkcije, takodje, pa meru aproksimacije
mozemo dati u odnosu na funkcionelu G(h). Na osnovu leme 2.10.,

za posmatrani primer, imamo:

1

1

| x(A,t) xnU,t) T < kcU,T,1,-1) 31
)
gde je
rpH + 2 p m
XTel + T + Aex*T

k Q,T,1,-1) = - e
c r(2i=o

Koristec¢i lemu 2.11. dobijamo meru aproksimacije, za

A = 1, kao

(4.41) =Q(1,1,-1)
c  r(2D
gde je
2e?2
4.41")

Mera aproksimacije, formirana preko razlike izmedju
tacnog 1 pribliZznog reSenja, za posmatrani slucaj jJe

n+2 T T Tn+2
(4.42) IXCA,t) - xn(A,T)] <T eT+Te + e *(n+D! .

U tabeli 1. prikazane su mere aproksimacije AN i
Ac u zavisnosti od n = 2k+l, koje vazZe za svako T > O.

U tabeli 2. data je ocena greSke kao procena razlike
izmedju tacnog i1 pribliZznog reSenja u zavisnosti od n = 2k+I
za T = 0,1; 0,2 1 0,5.

U tabeli 3. data je ocena gre3ke kao procena razlike
izmedju tac¢nog 1 pribliZnog reSenja u zavisnosti od n = 2k+Il
za T = 1,2,3.

U tabeli 4. 1izraZena jJje ocena gre3ke preko procene
razlike izmedju tacnog i1 pribliZznog reSenja koji su dobijeni u

dva koraka, u zavisnosti od n = 2k+1 1 T = 0,4; 0,8 1 1.
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Tabela 1.
k Ar AC
8] 0.,476158376569E+00 0,857099477823F+02
9 | 0,47616637656%E=01 0,982332753137E+01
10 | 0,432R78524153E=02 0,952332753137E400
11 | 0,380732103461Em03 0, BE875704B306Em0]
12 | 0,277485233432E=04 0,721464206922E=02
13 | 0,198204452451E=05 0,554972466863E0d
14 | 0,132136301634E=(A 0,39640B904002F =04
15 | 0,625851885213E=08 0,264272603268E=05
16 | D 4BB7052R26506Ew(9 0,165170377043E=06
17 | 0,26988823580908E=10 D,871590453192E=08
18 | 0,142045387804Emy 1 0,539772473995Ew09
19 | 0,7102264339468E=13 0,284090775787Em10
20 | D.338203304508E=14 0,142045387394Em) ]
21 | D.153728774777E=15 0.,6764066009017E=13
22 | 1,0A8385977209Em17 0,3074575495%3Ew14
23 | 0,276494157204Em1” 0,13367719845R8Fm15
24 | 0,111357562882Em19 0.,550588314408Eml7
25 | 0,428452549544E=21 0,222798325763Em18
Tabela 2.
T 0,1 0,2 0,56
k
4 [0,102859680092E»07[0,831663425742E=060,489659388217Em03
8 10,1714327968601Ew09(0,277220967348E»0710,407969515635E=04
6 |0,244003997964E=11|0,792059890000E=09/0,291402027521E=05
7 |0,306129997454E«13/0,198014972380E=10/0,182126040018E=06
B [0,340144441616E=15/0,440033271950E=12/0,101181130711Em=07
9 [0,340144441616E=17[0,880066543809Ew14|0,505905651424Ew=00
10 [0,309222219651E=13|0,160012096881E=15|0,229057114235E»10
11 |0,257565183042E=21|0,266686331484Ew17|0,958154642637Ew12
12 |0,198219371571E»23{0,410287433053E=19/0,368521016399Em13
13 |0,141585265408Em25|0,586124004362E=2110,131614648714Ew=14
14 [0,543901760388E=28/0,781499872482Em23(0,438715495713E=16
15 [0,589938605866Ew30/0,976874840603E=2510,137098592410E=17
16 [0,347022709333E=32|0,114926451836Ew26)10,403231154148E=19
17 [0.192730394074E=34/0,127696057595E28)10,112008653930E»20
18 [0,101468528460FEa36/0,134416002732E=30(0,294759613605E22




X
-b"‘/

&)}

10

11

12
13

Tabela 3.

3.374296925269E-01
0.317773.J94182E-02
0.102173444800E-02
0,113315246723E-03
0.1133144«1403E-04
0.10319864yt82E-05
0,8599b73S6168E-07
0.661329116664E-08
0.472520797425E-09
0.315013964941E-10
0.196863665588E-11

0.H5813920934E-12
0.843410671855E-14

0.338637195713E-13
0,169318597837E-1®
0.806279)37413E-18
0.366490471551E-19

0.1593435«37?83E-20
0.663932013530E-22
0.265572305472E-23
0.102143386720E-24
0.378308339704S-26

Tabela «.

0,4
2
0.8046945H6923E-03

0.268297350905E-06
0.766S63778881E-08
0.191640944141E-09
C,423868764725E-11
0.851737529448E-13
0, 1548¢13«8991E-14
0.2581022«1651E*16
0,397080433309E-18

0.567257761870E-20

31
32

0.509084190710E#02
0.727251010503E+01
0.969665679981E+00
0.121208170723E*00
0,142597842085E-01
0.153442045995E-02
0,166781100957E-03
0.166781100947E-04
0.158839143758E-0S
0,144399221598E-06
0.125564540520E-07
0.104637U7100E-08
0.837096936802E-10
0,643920720617E-11

0.476978311568E-12
0.340698793077E-13
0,234964885502E-H

0,156643123668E-13
0,101060079786E-16
0.631625498660E-18
0,382803332321E-19

0, 8

3

0.229723521658E+02
0.176710401276E*01
0.132532800957E*00
0,969752202122E-02
0.592680144373E-03
0.483265217003E-04
0,329499011594E-05
0.219688007729E-06
0.143260439823E-07
0.914428339299E-09
0,371517712062E-10

0.983034773055E-03
0,655278653431£-04
0.374441948384E-05
0,01«7220888037E-06
0.832092816439E-08
0.332837126231E-09
0.121031682261E-10
0.403438940889E-12
0.124133038729E-13

0,35467159636RE-15

0.650375724987E-02
0.541766503129E-03
0.386963217039E-04
0.241851431184E-05
9.134361885944E-C6
0.671809424057E-08
0.305367919897E-09
0.127236633288E-10
0.4B9371666491E-12

0.174775595175E-13



14

15

16

17

18

Nastavak tabele
a

0,756343f582493E-22 0
0.945429603117E-24 c
0.1H227012131E-25 0
0.123585569035E-27 0
0.13u000072668E-29 0
0.130090072668E-31 0

105

3

.945790923649E-17

.236447730912E-18

.556347602146E-20

.123632800477E-21

.260279579952E-23

.520559159903E-25

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

.437458U3760E+02

.715462815816E+01

0,101878754922E+01

.127288359053E+00

.141423034758E-01

.141422081330E-02

.128585440930E-03

.107137860754E-04

.824137386098C-06

.588669561260E-07

.392446374162E-08

.245278983851E-09

.144281753206E-10

.801565306702E-12

.421876477212E-13

.210938238606E-14

4

.582565317251E-15

.182057911641E-16

.535464446003E-18

.148740123890E-19

.391421378657E-21

.078553446643E-23



razlike

u pet koraka,

U tabeli 5.

izmedju tacnog

Tabela 5.
0,5

A "0.347935408216E-06
5 0,579892294511E-08
6 0.828417562333E-10
7 0.103552195289E-11
8 0.115057994766E-13
9 0.115057994765E-15
10 0.104598177060E-17
11 0,371651475500E-20
12 0.8705011350006-22
13 0,4739?79382143E-24
14 0.319286254762E-26
15 0.199553909226E-28
16 0.1173P4652486E-30
_1? 0.652136958255E-33

U tabeli 6.
razlike izmedju tacnog

u deset koraka,

o o oA

12
13

15
16
17
18
19

Tabela 6.

0,34232«UI5307E-06
0,570546807175E-08
0.815066866160E-10
0.t01683358268E-11
0.113203731400E-13
0.113203731409E-13
0.102912483099E-17
0,807riC4025623E-20
0.S59H95404479E-22
0.471211003190E-24
0,314140668800E-26
C. 19-3337918000E-28
0,1154928929416-30
0,6416?7183006E-33
0.337696517371E-35
0,142707100103E-37

je

u zavisnosti

bice
i

u zavisnosti
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izraZzena ocena greSke preko procene

pribliZznog reSenja,

od n =

0.52041B436443E-04
0.173472273302E-05
0.495535014303E-07
0.123908733201E-0B
0.2753527B4870E-10
0.550705589740E-12
0.100128283407E-13
0.1F1T1880475679E-15
0.256739193332E-17
0,366770276217E*19
0.489027034936E-21
0.6112837936951-23
0.719157404347E-25
0.799063782608E-27

pribliZznog reSenja,

od n = 2k+I1

0.125893728791E-02
0,524531950391E-04
0.187339903629E-05
0.5B5437190022E-07
0,162621441596E-08
.406553603985E-10
.923985463601E-12
.192496971584E-13
.370186483815E-15
.661047292526E-17
.U0174548754E-18
.172147732429E-20
.233158430042E-22
0.351608930614E-24
0.462643329755E-26
0.578304162194E-28

[eNeolololololoNe)

2k+1 1 T =

1T=

koja su dobijena

0,5, 1, 2.

52509426 0444 E -W
0.416679995959E-02
0.238100949373E-03
0.119050419939E-04
0,529112965248E-06
0,211645185880E-07
0.769618857715E-09
0.256339619238E-10
0.789352674578E-12
0.225529335594E-13
0.601411581583E-15
0.13033289039fFI1E-16
0,333771506814E-18
0,786158904030E-20

izraZzena ocena gresSke preko procene

koja su dobijena

0,8; 2i4.

4

0,153494957791E+03
0.127862131589E+02
C.913270597041E+00
0.570792755557E-01

0.317107038383E-02
0.158553517953E-03
0.720697808380E-05
0.300290753569E-06

0,1154»6443680E-07

0.412487298859E-09
0.137495766286E-10
0.429674269644E-12
0.126374785190E-13
0.351041069971E-15
0.923792289397E-17
0.230948072349E-18
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Primer 2.

Jednacina Zilavo elasticnog Stapa

U radu tiol je analizirana jednacina
t

(4.43) 92u(t,x) - 32u(t,x) + j 32u(t-T,x)G(t)dt = 0

sa uslovima

(4.44) a) u(0,x) =0 b) 9IN(0,x) = <SS

gde je
" roo Nia-1 i

(4.44") Gedy= | a~1" =g | }, ai > 0,
iz 1 li=1 1 G(ia) J

gde je S(x) distribucija.

ReSenje jednacCine (4.43) sa uslovom (4.44)(a), koje
je je neprekidna funkcija za t ~ 0, x * 0, ima osu simetrije
x = 0, Je

(4.45) u(x) = if»e.xp(-Ix] \ ci*a co =1
0

a koeficijenti c” se mogu dobiti na slede¢i nacin:

cl i
1ir i n2
c2 = 2(a2 - 2?) S
(4.46)
n-1
ci =772ai “ | ci-i>cjr*
i=1

ReSenje oblika (4.45) zadovoljava uslov (4.44)(b)
takodje, ako je iia-1 > 0, gde je Il indeks koeficijenta c” ta-
kav da je ii > 1, ¢c”~=0 za 1 <1 < 1i 1 ¢ * Ne

Ovaj rezultat je uopStenje rezultata iz rada [10] gde
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je posmatran problem (4.43) sa uslovima (4.4-4) za

-a-1 -2a-1
G(t) = 2X ——— + X2—-———- + R(t), X>0, 0<acx<
T(a) r(2a)
gde je ili R(t) =0 ili R"(0) = R"(0) =0 i R""(t) je ,dovolj-
no malo™ za t G [O0,T], R(t) € C .
PribliZzno reSenje jednacine (4.43) sa uslovima (4.44)
kada je G(t) oblika (4.44") je
k-1
UR(X) = i«,exp(-I x| | ci«ia-1).
1=0
U cilju odredjivanja mere aproksimacije mogu se poka

zati sledecée leme:

Lema 4.4. Ako za koeficijente a” vaze sledeée nejed-

nakosti

reA(-D1 A2) < (-1 A < (-D1"1 sT1A), 0 o= 1,2,.

za dva realna broja r,s takva dajeO <s <r < 1. Tada za koe-

ficijente c”, koji su dati relacijom (4.46), vaZzi:

r'1(-D1"1(ri2) < (-PD1"1~» N~ (-1~ 2) sl

Lema 4,5. Pretpostavimo da za koeficijente a® iz

(4.44") vaze sledec¢e nejednakosti

lat| § bA, i = 1,2,..., br > 0

kao 1 da postoje brojevi r > 0 takvi da za svako z, |Jz] < r
sledec¢i uslovi su zadovoljeni:
a) red £ b. zl1 : k(z) konvergira;
k=1

1
th
N
=
H

b) G(2) -1



2y 1
add e. € Mpt, ME (1 + ki(r))® .

1

lag| = ¢

i
¥
ic < (1 - yr)/yr,

i

gema 4.6.

Ako koeficijenti zadovoljavaju uslove
sa i = 1 i ako postoji r > 0 takvo da je y < 1/r
ey | < 2/t

Korig&déenjem leme 2.7. dobijamo: 7(8 = 1)

1

Tu(x) - u Ol < kC[A],T5a,1) F((n+1) A 1)

gde je za ¢ =1, a = 1/2

m

K(|x|,T,%,1) Re(|x|,T)*Ra(A)+Ral|x|,T+1) *E(X,T)

2T
< 71 ue za x| = 1
pa na osnovu leme 2.8.
F(ul(x) - un(x)) < —E . 1) Q(1,%,1)
m
gde Jje
* e2i e
RPLLES... FEEEAE 38 & 4(9—— + —17) = Q(1,3,1).
“ e e e-1
U tabeli 7. prikazuje se mera aproksimacije AL u
zavisnosti od n = Lk+3.
Tabela 7.
% AL AL L AL

10 0,899312973022E¢01 21 0.6337435484115012

11 0,817557275295E+00 22 0,200340261598E=13

12 0,681287704577E=01 23 0,126234897728Ew14

13 0,924075143039E=02 24 0.52597!740534!-15

14 0,3743393754128-03 25 0.2103914862875-17

15 | 0,249559579970E=04 26 0,809198029154E~19

16 0,155974737481E«03 27 0,299702964785E=20

17 0,917498468311E=07 28 0,107036774941E=21

18 | 0,509721376218E=08 20 | 0,369092319221E=23

19 0.2682744026935-09 30 0,123030771430E=24

20 0,134137197877E=10 31 0,398873456226Em26
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Pri mer 3.

Diferencijalna-jednacina
(s+t)x"Q) - x(A) = 0
sa uslovom
x(0) = 1
ima tac¢no reSenje
X(X) = exp(Am)

gde je

dok je pribliZzno re3enje oblika

Xn(A) = exp(AWn)

gde je
n
j i+l
v L (-l ?
10
Mera aproksimacije je:
ACX (A) - X(A)) < = — ————— Q X1 ,.p
n r(HxI + 1) s,
za
9. : tk e7KG
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Primer 4,

Posmatrac¢emo linearnu parcijalnu diferencijalnu jed-
nacinu ([113 )
3*»x(X,t) 93X (x, 1) 82x(x,t) X

(4.47) el . b - x(A,t) = 4de
9A23t2 3A23t 3A2

sa uslovima:

32x(A ,0) X 33x(A ,0) 32x(A,0)
0 =A A >
3A2 3A31 3A2
3x(0 ,t)
x(0,t) = 1 + 2¢t, t >0
3* * 2t
3x(0 ,t)
x(0,t) =1 + 2¢, ———————- = 2t2, t > 0.
3A
U polju operatora M jednacini (4.47) odgovara jed-
nacina:
(4.49) (s-1) x""(A) - X(A) = (s-4H)eA + A
sa uslovima
(4.50) x(0) = 1 + 2A2, X"(0) = 212 .

Karakteristicna jednacina jednacCine (4.49) je
P(w) = (s-1D2m2 -1 =0

sa uslovima
@ @®
“P=1 *1+# , W2 -_1 1141 5
i=0 1i=0

sa aproksimacijom
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n
+ A n I ((s4£,)e< + 1©exp( (A-k)= £ E£1+1)K,
0 i=0

gde su

Al,n = $ £kC"Dk*1 (P)C DK P(E£ + *2 +
k=0 p=0
n
@ - 2% + &2) 1 51)"
i=0
@ k
A - ;- J Jk(-Dk. ] (Ilg)(—Dk—p(— t = +
k=0 P=0

+

n
@A - 2 + H2) <1 ill)i5

+

Na osnovu relacije (3.50) mera aproksimacije sa ko-
jom pribliZzno reSenje diferencijalne jednacine (4.49) oblika
(4.53) aproksimira tacno reSenje oblika (4.52) je (za cii = aa
=1, 6 = -1)

2 - (le X,1,-1) + qu51 X,1,-1))
r(2j! + Iy

gde je Q _ (X,1,-1) na osnovu (2.32") oblika
gi

21
8eZe
NgintVov - £ le"
i=1 e
dok je na osnovu (3.49)
(5e+1)e 2
QP ( ,1,-1) > | i
. fe
i-1 e

odnosno, dobijamo

Ao = (5e+9)
FCGAU +HD (4.1 -1 )

pa mozemo Fformirati tabelu u zavisnosti od n = 4k+1> (tabela 8)
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®Pp,n= | > 97
Kako je
P*"(w) = 2(s-1)20

P "(wi) = 2(s2 - 2s + 1) | A1+1, i
i=0 3

1 1

1 N

!4 .
S
1
N

Koeficijenti Ai i Az su

(4.51" 1 Ai =7 1 (-21 + 02 + (s-2+A) =1 J+2)C-D)
k=0 1=0

I ~"k(-Dk | (K)GDK_PEIN+«2+ (1-2J1+I2) Ik,1)B
k=0 P=0 i=1

11
1

(4.51" O A2

i 1 XKGEDKk* 1 (K)(-DK"PEIN+IR+(1-2J1+£2) X*1)B
k=0 P=0 i=1

ReSenje jednacline (4.49) jeste (ci = "SL, C2 = 2».a-

x(X) = exp(Xel IM+1) + (2J12- |)exp(-X* X M+1) +
i=0 i=0

+ Al /(s-4 DeK + K)exp((X-<)* | «dl+1)dk +

0 i=0
X ®

+ A2 7((s - 4J0eK + K)exp((X-K) e £ I +1)dK
0 i=0

gde su Ai 1 A2 dati relacijama (4.51") 1 (4.51"") respektivno.

PribliZno reSenje jednacCine (4.49) Jeste

n n
(4.53) xn(X) = exp( X | £1+1) + (272- -MNexp(-X £ M+1) +
i=0 i=0
X n
+ A'l»n / (s-4&)eK + K)exp((X-K) 1 M+1)dk +

0 uo
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1?
13

13
13
17
19
19
20
21
22
23
24
23
26
27
28
29
30
31
32

Aa

0«193987381721E+00
0,162989478538E«01

0.125376319281E-02
0,895546345507E«04
0,397031021243E-05
0.373144388277E-06
0.219496705256E-07
0,1201942F11t564E-08
0,641803207801E-10
0,320901395227E-11
0.152510286668E-12
0.694592215979E-14
0,301996627152E-19
0.125831930737E-16
0,303327718812E-18
0.193587582916E-19
0,716991057186E-21
0.256068241471E-22
0,862993902104E-24
0,294331306864E-25
0,949433823488E-27
0,296704945465E-28
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Tabela 1.
k Ar AC
8] 0.,476158376569E+00 0,857099477823F+02
9 | 0,47616637656%E=01 0,982332753137E+01
10 | 0,432R78524153E=02 0,952332753137E400
11 | 0,380732103461Em03 0, BE875704B306Em0]
12 | 0,277485233432E=04 0,721464206922E=02
13 | 0,198204452451E=05 0,554972466863E0d
14 | 0,132136301634E=(A 0,39640B904002F =04
15 | 0,625851885213E=08 0,264272603268E=05
16 | D 4BB7052R26506Ew(9 0,165170377043E=06
17 | 0,26988823580908E=10 D,871590453192E=08
18 | 0,142045387804Emy 1 0,539772473995Ew09
19 | 0,7102264339468E=13 0,284090775787Em10
20 | D.338203304508E=14 0,142045387394Em) ]
21 | D.153728774777E=15 0.,6764066009017E=13
22 | 1,0A8385977209Em17 0,3074575495%3Ew14
23 | 0,276494157204Em1” 0,13367719845R8Fm15
24 | 0,111357562882Em19 0.,550588314408Eml7
25 | 0,428452549544E=21 0,222798325763Em18
Tabela 2.
T 0,1 0,2 0,56
k
4 [0,102859680092E»07[0,831663425742E=060,489659388217Em03
8 10,1714327968601Ew09(0,277220967348E»0710,407969515635E=04
6 |0,244003997964E=11|0,792059890000E=09/0,291402027521E=05
7 |0,306129997454E«13/0,198014972380E=10/0,182126040018E=06
B [0,340144441616E=15/0,440033271950E=12/0,101181130711Em=07
9 [0,340144441616E=17[0,880066543809Ew14|0,505905651424Ew=00
10 [0,309222219651E=13|0,160012096881E=15|0,229057114235E»10
11 |0,257565183042E=21|0,266686331484Ew17|0,958154642637Ew12
12 |0,198219371571E»23{0,410287433053E=19/0,368521016399Em13
13 |0,141585265408Em25|0,586124004362E=2110,131614648714Ew=14
14 [0,543901760388E=28/0,781499872482Em23(0,438715495713E=16
15 [0,589938605866Ew30/0,976874840603E=2510,137098592410E=17
16 [0,347022709333E=32|0,114926451836Ew26)10,403231154148E=19
17 [0.192730394074E=34/0,127696057595E28)10,112008653930E»20
18 [0,101468528460FEa36/0,134416002732E=30(0,294759613605E22












