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Abstrak 

Dinamika model Leslie-Gower dengan fungsi respon ratio-dependent yang didiskretisasi 
menggunakan skema Euler maju adalah fokus utama pada artikel ini. Analisis diawali dengan 
mengidentifikasi eksistensi dari titik ekuilibrium dan kestabilan lokalnya. Diperoleh empat titik ekuilibrium 
yaitu titik kepunahan kedua populasi dan titik kepunahan predator yang selalu tidak stabil, dan titik 
kepunahan prey dan eksistensi kedua populasi yang stabil kondisional. Selanjutnya dipelajari eksistensi 
dari bifurkasi periode ganda dan Neimark-Sacker di sekitar titik eksistensi kedua populasi sebagai akibat 
perubahan parameter h (time-step). Dari hasil analisis ditemukan bahwa bifurkasi periode ganda terjadi 
setelah melewati ℎ ൌ ℎ௔ atau ℎ ൌ ℎ௖ dan bifurkasi Neimark-Sacker terjadi setelah melewati ℎ ൌ ℎ௕. Di 
akhir pembahasan, diberikan simulasi numerik yang mendukung hasil analisis sebelumnya. 

Kata Kunci: model predator-prey, Leslie-Gower, proses diskretisasi, bifurkasi. 
 

Abstract 

In this paper, the dynamics of discrete Leslie-Gower model with ratio-dependent functional response 
constructed by forward Euler scheme is studied. Firstly, we identify the existence of equilibrium points and 
their local stability. We obtain four equilibrium points i.e the extinction point of both population and the 
predator extinction point which are always unstable, the prey extinction point and co-existence point which 
are conditionally locally stable. Furthermore, the existence of period-doubling and Neimark-Sacker 
bifurcation are investigated driven by time-step size parameter (h). It is shown that the period-doubling 
bifurcation occurs when h passes through ℎ௔ or ℎ௖ and Neimark-Sacker bifurcation occurs when h passes 
through ℎ௕. We end our result by present some numerical simulations which support previous analytical 
results. 

Keywords: predator-prey model, Leslie-Gower, discretization process, bifurcation. 
 

 

 

1 Pendahuluan 

Dinamika model predator dan prey telah menjadi salah satu topik penting dalam matematika 

ekologi karena keberadaannya dalam interaksi antar makhluk di alam semesta [1]. Pada tahun 

1926, untuk pertama kalinya Lotka dan Volterra secara terpisah memperkenalkan suatu model 

predator-prey sederhana yang dikenal dengan model Lotka-Volterra [2]. Model Lotka-Volterra 

mengasumsikan bahwa predator dan prey tumbuh secara eksponensial. Untuk memperbaiki 

asumsi ini, tahun 1948 Leslie dan Gower melakukan modifikasi pada model Lotka-Volterra yang 
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dikenal dengan model Leslie-Gower [3]. Pada model Leslie-Gower kedua populasi diasumsikan 

tumbuh secara logistik dimana daya dukung predator sebanding dengan kepadatan prey. Namun 

mengingat bahwa prey  tidak tersedia dalam jumlah melimpah di alam maka Aziz-Alaoui dan 

Okiye memodifikasi model Leslie-Gower dengan mengasumsikan adanya mangsa lain selain prey 

ketika kepadatan prey cukup rendah [4].  

Dalam interaksi antara predator dan prey, proses pemangsaan predator terhadap prey  

dinyatakan oleh fungsi respon predator [2]. Holling [5], memperkenalkan fungsi respon yang 

hanya bergantung pada ketersediaan prey saja yang disebut prey-dependent. Lebih lanjut, Arditi 

dan Ginzburg [6] memperkenalkan fungsi respon yang bergantung pada rasio prey terhadap 

predator  yang disebut ratio-dependent. Beberapa penelitian tentang model predator-prey dengan 

fungsi respon ratio-dependent seperti yang dilakukan di [6]–[9]  menunjukkan bahwa fungsi 

respon ratio-dependent sangat sesuai dengan kondisi dimana predator membutuhkan waktu untuk 

mencari dan mencerna prey-nya. 

Kajian tentang model predator-prey terus berkembang dengan menambahkan berbagai 

asumsi yg membuat model semakin realistis dan kompleks seperti adanya pemanenan pada 

predator [10]–[12], adanya efek Allee pada predator [13], [14], infeksi penyakit pada prey [15], 

dan sebagainya. Hal ini menyebabkan solusi tidak dapat ditentukan secara analitik, sehingga 

dibutuhkan pendekatan secara numerik.  Salah satu pendekatan numerik yang dapat dilakukan 

untuk mencari solusi dari model kontinu adalah dengan melakukan diskretisasi terhadap model 

tersebut. Proses diskretisasi ini akan menghasilkan model diskret yang dapat mendekati solusi dari 

model kontinu. Hasil kajian di [16] dan [17] pada model diskret Lotka-Volterra menunjukkan 

bahwa dinamika model diskret lebih kaya jika dibandingkan dengan model kontinu.  

 

2 Metode Penelitian 

Adapun tahapan-tahapan dan prosedur analisis yang dilakukan dalam penelitian ini adalah 

sebagai berikut. 

2.1 Menentukan Model   

Aziz-Alaoui dan Okiye [4] mengkaji keterbatasan solusi dan kestabilan global model Leslie-

Gower dengan fungsi respon Holling tipe II sebagai berikut: 

𝑑𝑥
𝑑𝑡

ൌ ൬𝑟 െ 𝑏ଵ𝑥 െ
𝜇𝑦

𝑥 ൅ 𝛽
൰ 𝑥 ,

𝑑𝑦
𝑑𝑡

ൌ ൬𝜉 െ
𝑘𝑦

𝑥 ൅ 𝛿
൰ 𝑦 ,

  (1) 
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dengan 𝑥ሺ0ሻ ൒ 0 dan 𝑦ሺ0ሻ ൒ 0, 𝑥  dan 𝑦 masing-masing menyatakan kepadatan populasi prey 

dan predator pada saat 𝑡;  𝑟,  𝑏ଵ, 𝜇, 𝛽, 𝜉, 𝑘, dan 𝛿 adalah parameter-parameter yang bernilai 

positif. Parameter tersebut didefinisikan sebagai berikut: 𝑟 dan 𝜉 masing-masing menyatakan laju 

pertumbuhan intrinsik prey dan predator, 𝑏ଵ adalah parameter yang mengukur kompetisi yang 

terjadi antar prey, 𝜇 adalah nilai maksimum yang dapat dicapai oleh laju reduksi per kapita 𝑥 ketika 

dimangsa 𝑦, 𝑘 adalah nilai maksimum yang dapat dicapai oleh laju reduksi per kapita 𝑦 sebagai 

akibat kompetisi antar predator, dan 𝛽, 𝛿 berturut-turut menyatakan  besarnya perlindungan yang 

diberikan oleh lingkungan terhadap 𝑥 dan 𝑦. 

Fungsi respon predator yang digunakan pada persamaan (1) adalah fungsi respon Holling 

tipe II yang prey-dependent, yaitu 𝑝ሺ𝑥ሻ ൌ ఓ௫

௫ାఉ
. Dengan mengasumsikan bahwa rasio kepadatan 

populasi prey dan predator berpengaruh ketika pemangsaan terjadi seperti yang diajukan oleh  

Arditi dan Ginzburg [6] maka bentuk fungsi respon ratio-dependent yang mengikuti Holling tipe 

II adalah 𝑝ሺ௫

௬
ሻ ൌ ఓ௫

௫ାఉ௬
 . 

Pilih 𝑏ଵ ൌ
௥

௄
, 𝑘 ൌ

ଵ

ఎ
, 𝛼 ൌ 𝜂𝛿 dan dengan menggunakan fungsi respon ratio-dependent, maka 

persamaan (1)  menjadi: 

𝑑𝑥
𝑑𝑡

ൌ 𝑟𝑥 ቀ1 െ
𝑥
𝐾

ቁ െ
𝜇𝑥𝑦

𝑥 ൅ 𝛽𝑦
,

𝑑𝑦
𝑑𝑡

ൌ 𝜉𝑦 ൬1 െ
𝑦

𝜂𝑥 ൅ 𝛼
൰ .

  (2)

Model pada persamaan (2) adalah model Leslie-Gower dengan fungsi respon ratio-dependent. 

2.2 Non-Dimensionalisasi   

Sebelum didiskretisasi, terlebih dahulu dilakukan non-dimensionalisasi terhadap model pada 

persamaan (2). Non-dimensionalisasi model akan memangkas beberapa parameter sehingga 

memudahkan proses analisis. Non-dimensionalisasi dapat dilakukan karena tidak mengubah 

kualitatif model [18], [19]. 

Dengan memilih ሺ𝑥, 𝑦, 𝑡ሻ → ቀ
ଵ

௄
𝑥, ఉ

௄
𝑦, 𝑟𝑡 ቁ, diperoleh model non-dimensional dari model 

pada persamaan (2) sebagai berikut. 

 

𝑑𝑥
𝑑𝑡

ൌ 𝑥ሺ1 െ 𝑥ሻ െ
𝑚𝑥𝑦
𝑥 ൅ 𝑦

,

𝑑𝑦
𝑑𝑡

ൌ 𝑠𝑦 ൬1 െ
𝑏𝑦

𝑥 ൅ 𝑎
൰ ,

  (3)
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dengan 𝑚 ൌ ఓ

ఉ௥
, 𝑠 ൌ క

௥
, 𝑏 ൌ ଵ

ఉఎ
, 𝑎 ൌ ఈ

ఎ௄
, dan 𝛼, 𝛽, 𝜂, 𝜇, 𝜉, 𝑟, 𝐾 ൐ 0.  Model diskret dari model pada 

persamaan (3) adalah model yang akan dikaji dalam artikel ini. 

2.3 Analisis Model Diskret   

Analisis model pada persamaan (3) menggunakan definisi dan dua lemma berikut. 

Definisi 1. [20] Suatu titik 𝑥ො yang berada dalam domain 𝑓 dikatakan sebagai titik ekulibrium dari 

suatu persamaan beda 𝑥௡ାଵ ൌ 𝑓ሺ𝑥௡ሻ jika 𝑓ሺ𝑥ොሻ ൌ 𝑥ො. 

Lemma 2. [21] Misalkan 𝜆ଵ dan 𝜆ଶ adalah nilai-nilai eigen dari matriks Jacobi 𝐷𝑓ሺ𝑥ොሻ sehingga: 

(i) Jika |𝜆ଵ| ൏ 1 dan  |𝜆ଶ| ൏ 1, maka titik ekuilibrium dari 𝐷𝑓ሺ𝑥ොሻ stabil asimtotik lokal (sink). 

(ii) Jika |𝜆ଵ| ൐ 1 dan  |𝜆ଶ| ൐ 1, maka titik ekuilibrium dari 𝐷𝑓ሺ𝑥ොሻ tidak stabil (source). 

(iii) Jika |𝜆ଵ| ൏ 1 dan  |𝜆ଶ| ൐ 1 (atau, |𝜆ଵ| ൐ 1 dan  |𝜆ଶ| ൏ 1), maka titik ekuilibrium dari 

𝐷𝑓ሺ𝑥ොሻ tidak stabil (saddle). 

(iv) Jika |𝜆ଵ| ൌ 1 atau  |𝜆ଶ| ൌ 1, maka titik kesetimbangan dari 𝐷𝑓ሺ𝑥ොሻ non-hiperbolik. 

Lemma 3. [22] Jika diasumsikan 𝐹ሺ1ሻ ൐ 0 dengan 𝜆ଵ, 𝜆ଶ adalah akar-akar karakteristik dari 

𝐹ሺ𝜆ሻ ൌ 𝜆ଶ െ 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒 𝜆 ൅ 𝐷𝑒𝑡 ൌ 0, maka: 

(i) |𝜆ଵ| ൏ 1 dan  |𝜆ଶ| ൏ 1 jika dan hanya jika 𝐹ሺെ1ሻ ൐ 0 dan Det ൏ 1. 

(ii) |𝜆ଵ| ൏ 1 dan  |𝜆ଶ| ൐ 1, atau |𝜆ଵ| ൐ 1 dan  |𝜆ଶ| ൏ 1, jika dan hanya jika 𝐹ሺെ1ሻ ൏ 0. 

(iii) |𝜆ଵ| ൐ 1 dan  |𝜆ଶ| ൐ 1 jika dan hanya jika 𝐹ሺെ1ሻ ൐ 0 dan Det ൐ 1. 

(iv) 𝜆ଵ ൌ െ1 dan 𝜆ଶ ് 1 jika dan hanya jika 𝐹ሺെ1ሻ ൌ 0 dan 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒 ് 0,2. 

(v) 𝜆ଵ dan 𝜆ଶ adalah bilangan kompleks dan |𝜆ଵ| ൌ |𝜆ଶ| jika dan hanya jika 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒ଶ െ 4𝐷𝑒𝑡 ൏

0 dan Det ൌ 1. 

2.4 Simulasi Numerik   

Simulasi numerik dalam artikel ini menggunakan aplikasi Anaconda versi 2019.3.0.0 dan 

Python versi 3.7.3150.0. Anaconda adalah distribusi open-source dari bahasa pemrograman 

Python dan R  yang digunakan untuk komputasi ilmiah. 

 

3 Hasil dan Pembahasan 

Model non-dimensional pada persamaan (3) didiskretisasi menggunakan skema Euler maju 

[20]. Model diskret dari model pada persamaan (3) adalah sebagai berikut: 

𝑥௡ାଵ ൌ 𝑥௡ ൅ ℎ ൤𝑥௡ሺ1 െ 𝑥௡ሻ െ
𝑚𝑥௡𝑦௡

𝑥௡ ൅ 𝑦௡
൨ ,

𝑦௡ାଵ ൌ 𝑦௡ ൅ ℎ ൤𝑠𝑦௡ ൬1 െ
𝑏𝑦௡

𝑥௡ ൅ 𝑎
൰൨ ,

  (4)
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dengan ℎ ൐ 0 adalah parameter yang menyatakan besar langkah dalam numerik (time-step). 

Berdasarkan Definisi 1, titik ekuilibrium dari model pada persamaan (4) diperoleh dengan 

menyelesaikan secara simultan kedua persamaan berikut:  

𝑥 ൌ 𝑥 ൅ ℎ ൤𝑥ሺ1 െ 𝑥ሻ െ
𝑚𝑥𝑦
𝑥 ൅ 𝑦

൨ ,

𝑦 ൌ 𝑦 ൅ ℎ ൤𝑠𝑦 ൬1 െ
𝑏𝑦

𝑥 ൅ 𝑎
൰൨ ,

  (5)

sehingga diperoleh empat titik ekuilibrium sebagai berikut: 

 𝐸଴ ൌ ሺ0,0ሻ,   𝐸ଵ ൌ ሺ1,0ሻ, 𝐸ଶ ൌ ቀ0,
𝑎
𝑏

ቁ, 𝐸ଷ ൌ ሺ𝑥∗, 𝑦∗ሻ (6)

dengan 

𝑥∗ ൌ
ሺ𝑏 ൅ 1ሻ െ ሺ𝑎 ൅ 𝑚ሻ േ ඥ𝐷௫∗

2ሺ𝑏 ൅ 1ሻ
,

𝑦∗ ൌ
𝑥∗ ൅ 𝑎

𝑏
,

𝐷௫∗ ൌ ሺ𝑚 െ 𝑚ଵሻሺ𝑚 െ 𝑚ଶሻ,

𝑚ଵ,ଶ ൌ ሺ𝑏 ൅ 1ሻ ൅ 𝑎ሺ1 ൅ 2𝑏ሻ േ ඥ𝑎𝑏ሺ𝑎 ൅ 1ሻሺ𝑏 ൅ 1ሻ.

 

3.1 Eksistensi Titik Ekuilibrium   

Berdasarkan Definisi 1, diturunkan Lemma 4 sebagai berikut. 

Lemma 4. ℝା
ଶ ൌ ሼሺ𝑥, 𝑦ሻ|𝑥 ൒ 0, 𝑦 ൒ 0, ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∈ ℝሽ. Jika 𝐸௜ ൌ ሺ𝑥ො, 𝑦ොሻ, 𝑖 ൌ 0,1,2,3, adalah solusi 

dari persamaan (5), maka 𝐸௜ adalah titik ekuilibrium dari persamaan (4)  jika dan hanya jika 𝐸௜ ∈

ℝା
ଶ . 

Bukti. Berdasarkan kondisi biologis, jumlah populasi selalu tak negatif, maka solusi dari 

persamaan  (4) harus tak negatif.  ■ 

Dari Lemma 4, diturunkan Teorema 5 berikut, yang menjelaskan eksistensi titik ekuilibrium dari 

model pada persamaan (4). 

Teorema 5. Eksistensi titik ekuilibrium 

(i) 𝐸଴, 𝐸ଵ, 𝑑𝑎𝑛 𝐸ଶ adalah titik ekuilibrium. 

(ii) 𝐸ଷ adalah titik ekuilibrium jika 𝐷௫∗ ൒ 0 dan  

(ii.i) 0 ൏ ሺ𝑎 ൅ 𝑚ሻ ൏ ሺ𝑏 ൅ 1ሻ ൅ ඥ𝐷௫∗, atau 

(ii.ii) 0 ൏ ሺ𝑎 ൅ 𝑚ሻ ൅ ඥ𝐷௫∗ ൏ ሺ𝑏 ൅ 1ሻ. 

𝐷௫∗ ൐ 0 memberikan dua titik interior, yaitu 𝑥ଵ ൌ 𝑥ଵ
∗ dan 𝑥ଶ ൌ 𝑥ଶ

∗, sedangkan 𝐷௫∗ ൌ 0 

hanya memberikan satu titik interior yaitu 𝑥ଵ ൌ 𝑥ଶ ൌ 𝑥∗. 
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Bukti.  

(i) 𝐸଴, 𝐸ଵ, 𝐸ଶ ∈ ℝା
ଶ , maka 𝐸଴, 𝐸ଵ, 𝐸ଶ adalah titik ekuilibrium persamaan (4). 

(ii) Jika 𝐷௫∗ ൐ 0, maka ඥ𝐷௫∗ ൐ 0, sehingga syarat kepositifan titik ekuilibrium bergantung pada  

(ii.i) ሺ𝑏 ൅ 1ሻ െ ሺ𝑎 ൅ 𝑚ሻ ൅ ඥ𝐷௫∗ ൐ 0, atau 

(ii.ii) ሺ𝑏 ൅ 1ሻ െ ሺ𝑎 ൅ 𝑚ሻ െ ඥ𝐷௫∗ ൐ 0. 

Diperoleh 

𝑥ଵ
∗ ൌ

ሺ𝑏 ൅ 1ሻ െ ሺ𝑎 ൅ 𝑚ሻ ൅ ඥ𝐷௫∗

2ሺ𝑏 ൅ 1ሻ
൐ 0

𝑥ଶ
∗ ൌ

ሺ𝑏 ൅ 1ሻ െ ሺ𝑎 ൅ 𝑚ሻ െ ඥ𝐷௫∗

2ሺ𝑏 ൅ 1ሻ
൐ 0

 (7)

Karena 𝑥ଵ
∗ , 𝑥ଶ

∗  ൐ 0, maka 𝑦ଵ
∗ , 𝑦ଶ

∗  ൐ 0, sehingga 𝐸ଷ ∈ ℝା
ଶ . Akibatnya, 𝐸ଷ adalah titik ekuilibrium 

persamaan (4). Jika 𝐷௫∗ ൌ 0, maka ඥ𝐷௫∗ ൌ 0, sehingga syarat kepositifan titik ekuilibrium 

bergantung pada ሺ𝑏 ൅ 1ሻ െ ሺ𝑎 ൅ 𝑚ሻ ൐ 0, sehingga diperoleh 

𝑥ଵ
∗ ൌ 𝑥ଶ

∗ ൌ 𝑥∗ ൌ
ሺ𝑏 ൅ 1ሻ െ ሺ𝑎 ൅ 𝑚ሻ

2ሺ𝑏 ൅ 1ሻ
൐ 0. 

Karena 𝑥∗ ൐ 0, maka 𝑦∗ ൐ 0.  𝐴kibatnya 𝐸ଷ adalah titik ekuilibrium persamaan (4).  ■ 

3.2 Kestabilan Titik Ekuilibrium   

Dinamika model pada persamaan (4) di sekitar 𝐸௜, 𝑖 ൌ 0,1,2,3 dipelajari dengan melakukan 

pelinearan terhadap model pada persamaan (4). Matriks Jacobi dari model pada persamaan (4) di 

sekitar titik ekuilibrium diberikan oleh: 

𝐽ሺ𝑥ො, 𝑦ොሻ ൌ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡1 ൅ ℎሺ1 െ 2𝑥ොሻ െ

ℎ𝑚𝑦ොଶ

ሺ𝑥ො ൅ 𝑦ොሻଶ െ
ℎ𝑚𝑥ොଶ

ሺ𝑥ො ൅ 𝑦ොሻଶ

ℎ𝑏𝑠𝑦ොଶ

ሺ𝑥ො ൅ 𝑎ሻଶ 1 ൅ ℎ𝑠 െ
2ℎ𝑏𝑠𝑦ො
𝑥ො ൅ 𝑎 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
. 

Berdasarkan Lemma 2 dan Lemma 3, diturunkan beberapa teorema berikut yang 

menjelaskan kestabilan model pada persamaan (4). 

Teorema 6. 𝐸଴ selalu source. 

Bukti. Dari 𝑑𝑒𝑡ሺ𝐽ሺ𝐸଴ሻ െ 𝜆𝐼ሻ ൌ 0, diperoleh 𝜆ଵ ൌ 1 ൅ ℎ ; 𝜆ଶ ൌ 1 ൅ ℎ𝑠. Akibatnya, |𝜆ଵ| ൐ 1 dan 

|𝜆ଶ| ൐ 1. Sehingga berdasarkan Lemma 2(ii), 𝐸଴ tidak stabil (source).  ■ 
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Teorema 7. 𝐸ଵ memiliki tiga kondisi sebagai berikut. 

(i) 𝐸ଵ saddle jika 0 ൏ ℎ ൏ 2. 

(ii) 𝐸ଵ non-hiperbolik jika ℎ ൌ 2. 

(iii) 𝐸ଵ source jika ℎ ൐ 2. 

Bukti. Dari 𝐷𝑒𝑡ሺ𝐽ሺ𝐸ଵሻ െ 𝜆𝐼ሻ ൌ 0, diperoleh nilai eigen 𝜆ଵ ൌ 1 െ ℎ dan 𝜆ଶ ൌ 1 ൅ ℎ𝑠. Perhatikan 

bahwa nilai ℎ dan 𝑠 selalu positif sehingga |𝜆ଶ| ൐ 1. Jika 0 ൏ ℎ ൏ 2 maka |𝜆ଵ| ൏ 1, sehingga 

menurut Lemma 2(iii) titik ekuilibrium 𝐸ଵ tidak stabil (saddle). Jika ℎ ൐ 2 maka |𝜆ଵ| ൐ 1, 

sehingga menurut Lemma 2(ii) titik ekuilibrium 𝐸ଵ tidak stabil (source). Selanjutnya jika ℎ ൌ 2 

maka |𝜆ଵ| ൌ 1, sehingga menurut Lemma 2(iv) titik ekuilibrium 𝐸ଵ non-hiperbolik.  ■ 

Teorema 8. 𝐸ଶ memiliki empat kondisi sebagai berikut. 

(i) 𝐸ଶ sink jika 1 ൏ 𝑚 ൏ 1 ൅ ଶ

௛
 dan 0 ൏ ℎ𝑠 ൏ 2. 

(ii) 𝐸ଶ saddle jika  

(ii.i) 1 ൏ 𝑚 ൏ 1 ൅ ଶ

௛
 dan ℎ𝑠 ൐ 2; atau  

(ii.ii) 𝑚 ൐ 1 ൅ ଶ

௛
 atau 0 ൏ 𝑚 ൏ 1, dan 0 ൏ ℎ𝑠 ൏ 2. 

(iii) 𝐸ଶ source jika 𝑚 ൐ 1 ൅ ଶ

௛
 atau 0 ൏ 𝑚 ൏ 1; dan ℎ𝑠 ൐ 2. 

(iv) 𝐸ଶ non-hiperbolik jika 𝑚 ൌ 1 atau 𝑚 ൌ 1 ൅
ଶ

௛
 ; atau ℎ𝑠 ൌ 2. 

Bukti. Dari 𝐷𝑒𝑡ሺ𝐽ሺ𝐸ଶሻ െ 𝜆𝐼ሻ ൌ 0, diperoleh nilai eigen 𝜆ଵ ൌ 1 ൅ ℎ െ ℎ𝑚 dan 𝜆ଶ ൌ 1 െ ℎ𝑠. 

Perhatikan bahwa ℎ, 𝑠, dan 𝑚 selalu positif, maka kondisi-kondisi berikut akan berlaku:  Jika 1 ൏

𝑚 ൏ 1 ൅ ଶ

௛
, maka dengan operasi aljabar diperoleh െ1 ൏ 1 ൅ ℎሺ1 െ 𝑚ሻ ൏ 1 atau |λଵ| ൏ 1 dan 

jika 𝑚 ൐ 1 ൅ ଶ

௛
 atau 0 ൏ 𝑚 ൏ 1 maka diperoleh |λଵ| ൐ 1. Jika 0 ൏ ℎ𝑠 ൏ 2, maka diperoleh |λଶ| ൏

1 dan jika ℎ𝑠 ൐ 2, maka  |λଶ| ൐ 1.  Selanjutnya jika 𝑚 ൌ 1 atau 𝑚 ൌ 1 ൅ ଶ

௛
  atau ℎ𝑠 ൌ

2 maka |λଵ| ൌ 1 atau |λଶ| ൌ 1. Dengan menggunakan Lemma 2(i)-(iv), Teorema 8 terbukti.      ■ 

Teorema 9. 𝐽𝑖𝑘𝑎 𝑥∗ ൐ √௔௕௠ି௔

௕ାଵ
  maka 𝐸ଷ memiliki tiga kondisi kestabilan yang bergantung pada 

parameter ℎ sebagai berikut: 

(i) 𝐸ଷ sink jika memenuhi salah satu kondisi berikut: 

(i.i) Λ ൒ 0 dan  0 ൏ ℎ ൏ ℎ௔; atau 

(i.ii) Λ ൏ 0 𝑑𝑎𝑛 0 ൏ ℎ ൏ ℎ௕, 

(ii) 𝐸ଷ saddle jika Λ ൐ 0 dan ℎ௔ ൏ ℎ ൏ ℎ௖, 
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(iii) 𝐸ଷ source jika memenuhi salah satu kondisi berikut: 

(iii.i) Λ ൒ 0 dan ℎ ൐ ℎ௖; 𝑎𝑡𝑎𝑢 

(iii.ii) Λ ൏ 0 dan ℎ ൐ ℎ௕, 

(iv) 𝐸ଷ non-hiperbolik jika memenuhi salah satu kondisi berikut: 

(iv.i) Λ ൒ 0 dan ℎ ൌ ℎ௔ 𝑎𝑡𝑎𝑢 ℎ ൌ ℎ௖ 

(iv.ii) Λ ൏ 0 dan ℎ ൌ ℎ௕, 

dengan ℎ௔ ൌ ஃೌି√ஃ

ஃ್
,    ℎ௕ ൌ ஃೌ

ஃ್
,     ℎ௖ ൌ ஃೌା√ஃ

ஃ್
, dan  Λ௔ ൌ 𝑥∗ ൅ 𝑠 െ ௠௕௫∗ሺ௫∗ା௔ሻ

൫ሺ௕ାଵሻ௫∗ା௔൯
మ ,   𝛬௕ ൌ 𝑠𝑥∗ െ

௦௫∗௠௔௕

൫ሺ௕ାଵሻ௫∗ା௔൯
మ ,    𝛬 ൌ 𝛬௔

ଶ െ 4𝛬௕. 

Bukti.  Matriks Jacobi 𝐽ሺ𝑥ො, 𝑦ොሻ dihitung di titik eksistensi kedua populasi, 𝐸ଷ ൌ ሺ𝑥∗, 𝑦∗) diberikan 

oleh: 

𝐽ሺ𝐸ଷሻ ൌ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡1 ൅ ℎ ൭

𝑚𝑏𝑥∗ሺ𝑥∗ ൅ 𝑎ሻ

൫ሺ𝑏 ൅ 1ሻ𝑥∗ ൅ 𝑎൯
ଶ െ 𝑥∗൱ െ

ℎ𝑚𝑏ଶ𝑥∗ଶ

൫ሺ𝑏 ൅ 1ሻ𝑥∗ ൅ 𝑎൯
ଶ

ℎ𝑠
𝑏

1 െ ℎ𝑠 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

. 

Persamaan karakteristiknya dapat dituliskan: 𝜆ଶ െ 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒൫𝐽ሺ𝐸ଷሻ൯𝜆 ൅ 𝐷𝑒𝑡൫𝐽ሺ𝐸ଷሻ൯ ൌ 0, dengan 

𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒൫𝐽ሺ𝐸ଷሻ൯ ൌ 2 െ ℎΛ௔ dan 𝐷𝑒𝑡൫𝐽ሺ𝐸ଷሻ൯ ൌ 1 െ ℎΛ௔ ൅ ℎଶΛ௕. Misalkan 𝐹ሺ𝜆ሻ ൌ 𝜆ଶ െ

𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒൫𝐽ሺ𝐸ଷሻ൯𝜆 ൅ 𝐷𝑒𝑡൫𝐽ሺ𝐸ଷሻ൯, maka 𝐹ሺ1ሻ ൌ Λ௕ℎଶ, 𝐹ሺെ1ሻ ൌ Λ௕ℎଶ െ 2Λ௔ℎ ൅ 4, dan 

𝐷𝑒𝑡൫𝐽ሺ𝐸ଷሻ൯ ൌ Λ௕ℎଶ െ Λ௔ℎ ൅ 1. Dari persamaan karakteristik diperoleh nilai eigen 𝜆ଵ,ଶ ൌ 1 െ

௛

ଶ
Λ௔ േ ௛

ଶ
√Λ. Nilai dari 𝐹ሺെ1ሻ dapat dinyatakan sebagai berikut: 

(i) 𝐹ሺെ1ሻ ൐ 0 jika Λ >0 dan 0 ൏ ℎ ൏ ℎ௔ atau ℎ ൐ ℎ௖ . 

(ii) 𝐹ሺെ1ሻ ൌ 0 dan 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒ሺ𝐽ሺ𝐸ଷሻሻ ് 0,2  jika Λ >0 dan ℎ ൌ ℎ௔ atau ℎ ൌ ℎ௖ . 

(iii) 𝐹ሺെ1ሻ ൏ 0 jika Λ >0 dan ℎ௔ ൏ ℎ ൏ ℎ௖. 

Dari 𝐷𝑒𝑡൫𝐽ሺ𝐸ଷሻ൯ ൌ 1 diperoleh ℎ௕, dengan ℎ௔ ൏ ℎ௕ ൏ ℎ௖.  

Pada kasus Λ ൏ 0, mengakibatkan 𝜆ଵ,ଶ ∈ ℂ. Adapun nilai 𝐷𝑒𝑡൫𝐽ሺ𝐸ଷሻ൯ dinyatakan sebagai berikut: 

(i) 𝐷𝑒𝑡൫𝐽ሺ𝐸ଷሻ൯ ൏ 1 dan ห𝜆ଵ,ଶห ൏ 1 jika 0 ൏ ℎ ൏ ℎ௕. 

(ii) 𝐷𝑒𝑡൫𝐽ሺ𝐸ଷሻ൯ ൌ 1 dan ห𝜆ଵ,ଶห ൌ 1 jika ℎ ൌ ℎ௕. 

(iii) 𝐷𝑒𝑡൫𝐽ሺ𝐸ଷሻ൯ ൐ 1 dan ห𝜆ଵ,ଶห ൐ 1 jika ℎ ൐ ℎ௕.  

Dengan menggunakan Lemma 2 dan 3, maka Teorema 9 terbukti.  ■ 
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Titik ekuilibrium 𝐸଴ dan 𝐸ଵ merupakan titik yang tidak stabil secara struktural, sedangkan titik 

ekuilibrium 𝐸ଶ dan 𝐸ଷ merupakan titik yang stabil secara kondisional. Hal ini berarti bahwa kedua 

populasi tidak akan punah secara bersamaan, atau populasi predator tidak akan mungkin punah. 

3.3 Eksistensi Bifurkasi Periode Ganda dan Neimark-Sacker   

Selanjutnya akan ditunjukkan fenomena perubahan dinamika di sekitar titik ekuilibrium eksistensi 

kedua populasi yaitu bifurkasi periode ganda dan bifurkasi Neimark-Sacker. Bifurkasi periode 

ganda terjadi jika perubahan suatu nilai parameter mengakibatkan perubahan kestabilan titik 

ekuilibrium disertai munculnya solusi periodik dengan periode-2. Selanjutnya, bifurkasi Neimark-

Sacker terjadi jika perubahan suatu nilai parameter mengakibatkan perubahan kestabilan titik 

ekuilibrium disertai munculnya suatu limit-cycle yang mengisolasi titik ekuilibrium tersebut. Pada 

artikel ini ditunjukkan bahwa kedua bifurkasi ini terjadi pada titik eksistensi kedua populasi 

dengan menggerakkan nilai dari parameter h atau time-stepnya.  

Teorema 10. Titik ekuilibrium 𝐸ଷ ൌ ሺ𝑥∗, 𝑦∗ሻ kehilangan kestabilannya: 

(i) via bifurkasi periode ganda ketika ℎ melewati ℎ௔ atau ℎ௖, 

(ii) via bifurkasi Neimark-Sacker ketika ℎ melewati ℎ௕. 

Bukti.  Kajian lengkap tentang teori bifurkasi dapat dilihat pada Elaydi [20]. Berdasarkan Teorema 

9, 𝐸ଷ non-hiperbolik pada saat Λ ൒ 0 dan ℎ ൌ ℎ௔ atau ℎ ൌ ℎ௖; dan Λ ൏ 0 dan ℎ ൌ ℎ௕. Jika Λ ൒ 0 

dan ℎ ൌ ℎ௔ atau ℎ ൌ ℎ௖ maka salah satu nilai eigen bernilai -1. Akibatnya solusi periode-2 

muncul ketika h melewati ℎ ൌ ℎ௔ atau ℎ ൌ ℎ௖ sehingga terjadi bifurkasi periode ganda. Pada saat 

Λ ൏ 0 dan ℎ ൌ ℎ௕, terdapat sepasang nilai eigen kompleks dengan modulusnya bernilai 1. 

Akibatnya limit-cycle muncul ketika h melewati ℎ௕. Dengan demikian terjadi bifurkasi Neimark-

Sacker.  ■ 

3.4 Simulasi Numerik   

Pada tahapan ini diberikan beberapa simulasi numerik yang bersesuaian dengan hasil analisis 

yang dipaparkan sebelumnya. Simulasi numerik diawali dengan menunjukkan kestabilan lokal 

untuk 𝐸ଶ dan 𝐸ଷ, dan dilanjutkan dengan memberikan simulasi eksistensi dari bifurkasi periode 

ganda dan Neimark-Sacker. Parameter yang digunakan dipilih berdasarkan kondisi yang diberikan 

pada hasil analisis sebelumnya dikarenakan tidak adanya data rill yang bersesuaian dengan model. 

Oleh karena itu, diberikan nilai parameter sebagai berikut. 

𝑚 ൌ 1.1,   𝑠 ൌ 0.9, 𝑏 ൌ 0.5, 𝑎 ൌ 0.1, ℎ ൌ 0.1 (8)

Dengan menggunakan nilai parameter (8) diperoleh titik ekuilibrium 𝐸ଶ ൌ ሺ0,2ሻ yang stabil 

asimtotik lokal, lihat Gambar 1. Hal ini menunjukkan bahwa populasi prey akan punah dan 

eksistensi dari predator tetap dipertahankan jika nilai awal dari kedua populasi cukup dekat 
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dengan titik ekuilibrium tersebut. Kondisi ini bersesuaian dengan asumsi sebelumnya bahwa 

predator memiliki alternatif makanan lain selain prey. Ketika 𝑚 diturunkan menjadi 0.3, titik 

ekuilibrium 𝐸ଶ berubah menjadi tidak stabil yang disertai dengan munculnya titik ekuilibrium 

tunggal 𝐸ଷ yang stabil asimtotik lokal seperti yang ditunjukkan oleh Gambar 2. Hal ini 

menunjukkan bahwa jika laju pemangsaan prey oleh predator diturunkan maka populasi prey dan 

predator akan terjaga eksistensinya. 

 

 (a)  (b)  (c) 

Gambar 1.  Simulasi numerik model pada persamaan (4) dengan nilai parameter pada 

persamaan (8) (a) Potret fase disekitar 𝐸ଶ (b) dan (c) Simulasi deret waktu 𝑥 dan 𝑦 terhadap 𝑛. 

 

 

 (a)  (b)  (c) 

Gambar 2.  Simulasi numerik model pada persamaan (4) dengan nilai parameter pada 

persamaan (8) dan 𝑚 ൌ 0.3 (a) Potret fase disekitar 𝐸ଶ (b) dan (c) Simulasi deret waktu 𝑥 dan 

𝑦 terhadap 𝑛 

Untuk menunjukkan eksistensi dari bifurkasi periode ganda, dipilih nilai parameter seperti 

pada persamaan (8) dengan mengganti nilai 𝑚 ൌ 0.3, dan 𝑠 ൌ 0.33. Selanjutnya dilakukan iterasi 

sebanyak 5000 kali dan di plot 200 titik terakhir. Proses ini dilakukan untuk 2.9 ൑ ℎ ൑ 3.4 dengan 

tujuan untuk melihat konvergensi dari solusi dengan variasi nilai ℎ, sehingga diperoleh diagram 

bifurkasi seperti pada Gambar 3.  
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Gambar 3.  Diagram bifurkasi periode ganda pada model pada persamaan (4) dengan nilai 

parameter pada persamaan (8), 𝑚 ൌ 0.3, dan 𝑠 ൌ 0.33 

 

 

 (a) 𝒉 ൌ 𝟑. 𝟏 (b) 𝒉 ൌ 𝟑. 𝟑 

 

 (c) 𝒉 ൌ 𝟑. 𝟑𝟏 (d) 𝒉 ൌ 𝟑. 𝟑𝟐 

Gambar 4.  Solusi periodik pada model pada persamaan (4) dengan nilai parameter pada 

persamaan (8), 𝑚 ൌ 0.3, dan 𝑠 ൌ 0.33 
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Gambar 5.  Diagram bifurkasi Neimark-Sacker pada model pada persamaan (4) dengan nilai 

parameter pada persamaan (8) dan 𝑚 ൌ 0.3 

 

 

 (a) 𝒉 ൌ 𝟐. 𝟑 (b) 𝒉 ൌ 𝟐. 𝟑𝟏 

Gambar 6.  Potret fase model pada persamaan (4) dengan nilai parameter pada persamaan 

(8) dan 𝑚 ൌ 0.3 

Perhatikan bahwa solusi yang pada awalnya konvergen ke titik ekuilibrium 𝐸ଷ, kehilangan 

kestabilannya via bifurkasi periode ganda dan menuju ke solusi periode-2. Dari Gambar 3 juga 

diperlihatkan munculnya solusi periodik dengan berbagai periode dari solusi. Untuk 

menunjukkannya, dipilih beberapa nilai ℎ. Pada saat ℎ ൌ 3.1 solusi konvergen ke solusi periode-

2, lihat Gambar 4(a). Nilai ℎ dinaikkan menjadi 3.3 sehingga muncul solusi periode-4 yang stabil 

seperti pada Gambar 4(b). Ketika ℎ menjadi 3.31, solusi konvergen ke solusi periode-8 yang 

ditunjukkan oleh Gambar 4(c), dan simulasi untuk solusi periodik diakhiri dengan memilih ℎ ൌ

3.32 dimana muncul solusi periode-16 seperti pada Gambar 4(d). Secara biologis, hal ini 
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menunjukkan bahwa meskipun titik ekuilibrium 𝐸ଷ tidak stabil, namun eksistensi dari kedua 

populasi terjaga secara periodik. 

Simulasi numerik ini diakhiri dengan menunjukkan eksistensi dari bifurkasi Neimark-

Sacker. Dengan memilih nilai parameter pada persamaan (8) dan 𝑚 ൌ 0.3, serta menggerakkan 

nilai ℎ diperoleh diagram bifurkasi seperti Gambar 5. Solusi yang pada awalnya konvergen ke titik 

ekuilibrium 𝐸ଷ kehilangan kestabilannya via bifurkasi Neimark-Sacker yang ditandai munculnya 

limit-cycle yang mengisolasi titik ekuilibriumnya. Pada saat ℎ ൌ 2.3, solusi masih konvergen ke 

𝐸ଷ yang ditunjukkan oleh Gambar 6(a), dan ketika ℎ ൌ 2.31, titik ekuilibrium 𝐸ଷ menjadi tidak 

stabil disertai munculnya limit-cycle yang mengisolasi titik ekuilibrium tersebut, lihat Gambar 

6(b). Meskipun titik ekuilibrium 𝐸ଷ kehilangan kestabilannya, namun solusi bergerak secara 

periodik di sekitar limit-cycle. Secara biologis, hal ini berarti bahwa dengan kondisi awal 

kepadatan kedua populasi yang cukup dekat dengan titik ekuilibrium 𝐸ଷ, eksistensi kedua populasi 

tetap terjaga. 

4 Simpulan  

Model pada persamaan (4) merepresentasikan interaksi antara dua spesies dengan hubungan 

mangsa-pemangsa dimana prey dan predator masing-masing tumbuh secara logistik dengan daya 

dukung prey bergantung kepada lingkungannya dan daya dukung predator adalah kepadatan prey 

dan mangsa alternatifnya. Dari hasil analisis ditunjukkan bahwa kepunahan dari predator tidak 

akan pernah tercapai, sedangkan kepunahan dari prey bisa tercapai dengan kondisi biologis 

tertentu. Fenomena menarik juga ditunjukkan secara biologis di sekitar titik kesetimbangan 

dimana eksistensi dari kedua populasi terjaga meskipun titik interior kehilangan kestabilannya via 

bifurkasi periode-ganda dan Neimark-Sacker. Kepadatan populasi bergerak secara periodik di 

sekitar titik interior. 

Meskipun dinamika dari model ini telah dibahas cukup lengkap, namun ada satu hal menarik 

yang tidak dieksplorasi pada artikel ini. Dari simulasi yang ditunjukkan pada Gambar 3, dapat 

dilihat bahwa terdapat kemungkinan munculnya solusi periode-3, dimana menurut Elaydi [20] 

merupakan salah satu indikator adanya strange-attractor yang memicu terjadinya chaos. 
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