












 

 

 

 

 

Pada Bab I ini, kita akan mengkaji tentang integral taktentu sebagai 

anti turunan. Integral taktentu ini merupakan sebuah operator linier 

yang merupakan operasi balikan atau invers dari turunan. Aturan 

pangkat dan trigonometri dalam integral merupakan teorema dasar 

yang akan kita kaji. Aturan pangkat ini selanjutnya digeneralisasi 

menjadi aturan pangkat yang diperumum yang merupakan landasan 

dalam menentukan integral dengan metode substitusi. 

Notasi sigma digunakan untuk menyederhanakan penjumlahan 

dari suku-suku sebuah barisan. Sifat linier berlaku pula dalam notasi 

sigma. Beberapa bentuk notasi sigma dapat digolongkan dalam deret 

berjatuhan dan jumlah-jumlah istimewa. 

Bab I merupakan bahan yang dapat dipergunakan untuk mencapai 

(1) ketrampilan mahasiswa dalam menentukan hasil proses integrasi 

berdasarkan sifat-sifat yang dimilliki oleh operasi integral sebagai anti 

turunan, (2) Memiliki ketrampilan dalam menyelesaikan 

permasalahan yang berkaitan dengan jumlah dan notasi sigma. 

Ketercapain ketrampilan tersebut 

dapat ditunjukkan melalui indikator-

indikator seperti pada table 

disamping. 

 

 

BAB 
I 

ANTI TURUNAN, JUMLAH 
DAN NOTASI SIGMA 

- Dapat menggunakan definisi untuk 
menentukan anti turunan dari 
sebuah fungsi 

- Menggunakan aturan pangkat dan 
trigonometri untuk menentukan hasil 
pengintegralan 

- Menjelaskan sifat kelinieran dari 
operasi integral 

- Memahami aturan pangkat sebagai 
dasar penggunaan metode substitusi 

- Dapat memanipulasi deret dengan notasi 
sigma dan sebaliknya 

- Menggunakan sifat notasi untuk 
menghitung 

- Membuktikan beberapa jumlah khusus 
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1.1 Anti Turunan 
 
Banyak operasi dalam matematika yang memiliki pasangan. 

Operasi aritmetika misalnya; Operasi penjumlahan berpasangan 

dengan pengurangan. Operasi perkalian berpasangan dengan 

pembagian. Operasi kuadrat berpasangan dengan operasi akar.  

Kajian kalkulus I sebelumnya membahas tentang turunan. Salah 

satu sifatnya dikenal sebagai operasi linier. Apakah turunan juga 

mempunyai pasangan operasi? Sebelumnya mari kita perhatikan 

grafik dari turunan ditujukan oleh 

fungsi berikut; 

grafik disamping menunjukkan 

turunan dari sebuah fungsi yang 

turunannya adalah xxf 2)(  . 

Lalu, fungsi apakah yang 

turunannya sama dengan xxf 2)( 

? Tentu, kita bisa menganalisis 

dengan beragam cara. 

Cara pertama, dengan menganalisis nilai turunannya. Karena untuk x 

< 0, turunannya negative (-), maka fungsinya turun. Untuk x > 0,  

turunannya positif (+), maka fungsinya naik, dan untuk x = 0, 

turunannya nol (0), maka fungsi stasioner pada titik x = 0. Jadi, 

fungsinya mungkin berpola sebagai berikut; 

 

 
 
 
 
 

Gambar  1 

Gambar 2 
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Dengan turunan kedua kita bisa mengidentifikasi kecekungan dari 

grafiknya. Karena turunan kedua atau f ‟(x)=2 > 0, maka fungsi cekung 

ke-atas. Jadi, grafik fungsi yang mungkin adalah gambar 1.b.  

Cara kedua, menduga fungsi. 

Mengingat kembali turunan fungsi. Kita dengan mudah menyatakan 

bahwa fungsi F(x) = x2 adalah sebuah fungsi yang turunannya adalah 

f(x) = 2x. bagaimana dengan G(x) = x2 + 2, H(x) = x2 – 3, P(x) = x2 + ? 

Tentu saja, G(x) = x2 + 2, H(x) = x2 – 3, P(x) = x2 +  adalah fungsi-

fungsi yang memiliki turunan f(x) = 2x. Jadi, apa yang dapat kita 

simpulkan? 

Fungsi yang memiliki turunan f(x) = 2x adalah fungsi-fungsi 

yang berbentuk F(x) = x2 + C, dengan C adalah konstanta 

bilangan real. 

Dengan menurunkan fungsi F(x) = x2 + C, kita peroleh 

        )(202)( 22 xfxxCDxDCxDxFD xxxx   

Bagaimana dengan fungsi yang turunannya seperti gambar berikut; 

Karena grafiknya adalah berupa 

parabola, maka persamaannya 

adalah berbentuk fungsi 

kuadrat. 

Dari grafik kita ketahui bahwa 

akar-akarnya adalah x1 = 0 dan 

x2 = 2, dan sumbu simetri x = 1. 

 

 

 

Gambar 3 
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Ingat kembali, sumbu simetri adalah  

1
1

2

2

2

20

22

21 









aaaa

xx

a

b
x . 

Jadi, nilai a = 1. 

Persamaan yang dimaksud adalah, 

xxxxxxxxxxaxf 2)2()2)(0.(1))(()( 2

21   

Sehingga fungsi yang turunannya xxxf 2)( 2   adalah  

CxxxF  23

3
1)(  

Untuk mengecek, kita tinggal menurunkan fungsi 

CxxxF  23

3
1)(  yaitu; 

    )(20.2.3)( 21213

3
123

3
1 xfxxxxCxx

dx

d
xF

dx

d
   

Kita bisa melihat grafik dari F(x) sebagai berikut; 

tentu saja, banyak kemungkinan 

dari fungsi yang memiliki turunan 

xxxf 2)( 2  . Hal ini 

dikarenakan adanya konstanta C 

dari fungsi F(x). munculnya 

konstanta dapat juga dipandang 

sebagai pergeseran atau translasi 

fungsi F ke atas atau ke bawah. 

Proses pencarian fungsi apabila turunannya diketahui dikenal dengan 

nama Anti Turunan. Proses ini dapat dikatakan sebagai pasangan 

operasi turunan atau invers dari operasi turunan.  

Definisi 

Fungsi F dikatakan sebuah Antiturunan dari f pada selang I jika F’(x) 

= f (x) untuk semua x pada I. 

Gambar 4 
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Pada awalnya, notasi Anti turunan dinyatakan dengan Ax, dimana  

    CxxxxACxxA xx  23

3
122 2,2 . 

Akan tetapi, perkembangan saat ini lebih banyak menggunakan notasi 

„integral” () yang dicetuskan oleh Leibniz. Notasi ini dapat dituliskan 

berikut; 

  CxFdxxf )()( , dimana, F ‟(x)= f (x) 

Anti turunan di atas, selanjutnya dikenal atau disebut sebagai 

integral taktentu. 

Mari Kita amati turunan-turunan 

Fungsi  Turunan  Antiturunan 

x3 3x2 x3 + C 

x2 2x x2 + C 

X 1.x0 = 1 x + C 

x-1 -x-2 -x-1 + C 

x-2 -2x-3 x-2 + C 

x-3 -3x-4 x-3 + C 

  Coba perhatikan, pada kolom turunan dan antiturunan. Kita bisa 

katakana bahwa 

Jika turunan = (n+1)xn, maka antirurunannya adalah xn+1 + C atau 

Jika turunan = xn, maka antiturunannya adalah C
n

x n






1

1

. Akan tetapi, 

kita tidak bisa melihat untuk turunan dimana n = -1. Anda bisa 

eksplorasi untuk n bilangan rasional. Sehingga, kita dapat katakana 

bahwa, 1,
1

1







 rC
r

x
dxx

r
r  

Yang biasa kita kenal dengan aturan pangkat. Perhatikan teorema 

berikut ini, 

Teorema A  (Aturan Pangkat) 

Jika r adalah sebarang bilangan rasional kecuali -1, maka 
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C
r

x
dxx

r
r

1

1

 

Untuk memahami teorema tersebut, mari kita lihat beberapa contoh 

berikut ini. 

Contoh 1 

Tentukanlah hasil dari 

a.    dxxxx 222 23  

b.  
 dxxx 332  

c.  
 dxxx 3/22/32  

d.  







 dx

x
x 3

2
2

2

3  

Jawab 

a.   C
xxxx

dxxxx 














 10

2

11

2

12

2

13
222

10111213
23  

Cxxx
x

 2
3

2

4

23
4

 

b.   C
x

xdxxx 







 24

2
2

2
433  

C
xx




22

24

 

c.   C
xx

dxxx 














 11

2
2

3
2

1

2
3

1

3/22/3
3

2

2

3

 

CxxC
x

x  3

1

2

53

1

2

5

3
5

42

3
1

2
5

 

d.   Cx
xx

dxxxdx
x

x 















 3
1

22
3223

2
2

1

2
5

2

2

3
2

5

2

3

 

Cxxx   32
5

4 12

5

 

matematika
Sticky Note
tambahkan contoh yang lebih sederhana, misal x^3, x^3/2, dll
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Kita bisa mengecek jawaban yang kita peroleh dengan cara 

menurunkan hasil integrasi yang didapatkan. Sebagai contoh, 

perhatikan hasil integrasi (d),  

CxxxxF   32
5

4
)( 12

5

 

Dengan menurunkan kita dapatkan, 

 

3
2

2         

322         

03).1.(2
2

5
.

5

4
)(

2

3

2

111'

2

3

2

5











x
x

xx

xxxF

 

Hasilnya tentu akan sama dengan integran pada point (c). Selanjutnya, 

kita akan melihat anti turunan dasar dari fungsi trigonometri.  

Teorema B (anti turunan dasar trigonometri) 








Cxxdx

Cxxdx

sincos

cossin

 Bukti teorema ini dapat diperoleh dengan menurunkan bagian 

sebelah kanan. Misalkan,   xxCxDx cos0cossin  . 

Pemahaman tentang identitas fungsi trigonometri pada kajian 

kalkulus I akan membantu proses integrasi pada fungsi trigonometri. 

Identitas trigonometri diperlukan terutama pada integran yang 

berbeda dengan integran pada aturan dasarnya. 

Integral sebagai operator linier 

Masih segar dalam ingatan bahwa limit dan turunan merupakan 

sebuah operator linier. Bagaimana dengan integral? Sebagai operasi 

pasangan dari turunan tentulah wajar apabila integral juga memiliki 

sifat yang sama dengan pasangannya. Integral memiliki sifat linier. 
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Sifat ini dapat dijamin oleh teorema kelinieran seperti disajikan berikut 

ini. Sifat ini memudahkan kita dalam menentukan hasil dari proses 

integrasi ada. 

Teorema C (Integral taktentu sebagai operator linier) 

Misalkan f dan g mempunyai anti-turunan (integral tak tentu) dan 

misalkan k konstanta, maka  

(i)   dxxfkdxxkf )()(  

(ii)     dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

(iii)     dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

Bukti  

Teorema tersebut cukup dibuktikan dengan menentukan 

turunan dari ruas kanan, 

(i)      dxxfDkdxxfkD xx )(.)(   (berdasarkan sifat 

linier turunan. 

    )()(.)()(. 1 xkfxFkCxFkDdxxfDk xx   

 Bukti (ii) dan (iii) dapat Anda coba sendiri. 

Contoh 2 

Gunakan sifat linier untuk menentukan 

(a)    dxxx23  

(b)    dxxx 332  

(c)    dxxx sin23 2  

Jawab 

(a)     xdxdxxdxxx 22 33  
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  2

2

1

32

2

1

3

1
.33                    CxCxxdxdxx  

                       C
x

xCC
x

x 
2

)3(
2

2
3

21

2
3  

Hasil penumlahan (3C1 + C2) adalah sebuah konstanta baru yang 

dinyatakan dengan C. 

(b)     dxxdxxdxxx 3

1
333 22  

                           Cxxdxxdxx 






1

3
1

43 3

1

3

1

1

1

4

1
.22  

                           C
xx


4

3

2

3

4
4

 

(c)     xdxdxxdxxx sin2sin2 3

2
3 2  

                                     
CxxCxx

Cxdxx



 

cos
5

6
cos

5

3
.2

cos2

3

5

3

5

3

2

 

Mari kita kaji integrasi-integrasi berikut; 

(1)   dxx 2)1(  (2)   xdxx 32 )1(  (3)   xdxx 2)1( 52  

(4)   xdxx 2)1( 102  (5)   dxxxx )12()( 52        

(6)   xdxx 2)12( 1002  

Soal (1) dapat kita selesaikan dengan cara menguraikan integran 

menjadi   121 22
 xxx  selanjutnya kita gunakan sifat linier 

akan diperoleh Cxxxdxx 
232

3

1
)1( .  
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Bagaimana dengan soal (2)? Dengan cara yang sama kita peroleh, 

    xxxxxxxxxx  35724632 331331 . Tentu saja kita 

membutuhkan pemahaman tentang perkalian polinom atau segitiga 

pascal atau persamaan Binomial untuk mendapatkannya. Hasil akhir 

tersebut menunjukkan bahwa 

C
xxx

xxdxx  24

3

28

1
)1(

246
832 . Meskipun kita memperoleh 

hasil integrasi, tentunya cara ini sedikit merepotkan dan 

membutuhkan ketelitian yang tinggi. Terlebih lagi, untuk 

menyelessaikan soal (3), (4), (5) dan (6). 

Lalu, apakah ada cara yang lebih efektif? Sedikit mengingat 

kembali tentang aturan rantai untuk turunan, yakni; 

Jika u = g(x) memiliki turunan dan n bilangan rasional, maka 

       )('.)(.)('...
11 xgxgnxgun

dx

du
u

du

d
u

dx

d nnnn    

Dengan pendekatan turunan implicit, kita bisa nyatakan 

  dxxgxgnud
nn )('.)()(

1
  

Integralkan kedua ruas, kita bisa peroleh 

 


 dxxgxgnu
nn )('.)(

1
 

atau,  
 

C
n

xg
C

n

u
dxxgxg

nn
n


 )(

)('.)(
1

 

Ambil n – 1 = r, sehingga menjadi 

 
 

C
r

xg
dxxgxg

r
r








 1

)(
)('.)(

1

  

Asalkan r tidak sama dengan -1. 
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Bentuk terakhir ini yang dikenal dengan bentuk pangkat yang 

diperumum. Bentuk ini merupakan bentuk yang paling banyak 

digunakan dalam proses integrasi. 

Teorema D  

Misalkan g adalah fungsi dan r bilangan rasional yang tidak sama 

dengan -1, maka  
 

C
r

xg
dxxgxg

r
r








 1

)(
)('.)(

1

 

Teorema tersebut  dapat digunakan apabila ada fungsi yang 

berbentuk g(x) dan g‟(x) dalam integran-nya. 

Contoh 3 

Tentukanlah 

(a)     dxxxx 232 23   (b)  xdxxcossin10  

Jawab 

(a) Misalkan xxxg 2)( 3  , maka 23)(' 2  xxg . Berdasarkan 

teorema D, maka 

     

 
C

xg

dxxgxgdxxxx



 

13

)(
                                       

)(')(232

13

12
2123

 

                                                        
 

C
xx





13

2
133

 

(b) Misalkan xxf sin)(  , maka xxf cos)('  . Berdasarkan 

teorema D, maka 

 
 

C
xf

dxxfxfxdxx   11

)(
)(')(cossin

11
1010  

C
x


11

sin11

 

Bagaimana jika integran tidak memuat secara langsung g(x) dan g‟(x) 

nya, seperti  



12 | B A B  I  

 

   







 dxx

x
dxxxxxdxx 2

2
2

25352 4
2

,1()3,)2( . 

Pada kasus ini, penggunaan notasi turunan implicit yang disajikan 

oleh Leibniz dapat kita gunakan. 

Jika u = g(x), maka du = g‟(x)dx. Selanjutnya  teorema D dapat kita tulis 

ulang menjadi  

C
r

u
dru

r
r 






 1

1

 

Mari kita selesaikan 3 contoh kasus di atas. 

Kasus 1,   xdxx 52 )2(  

Penyelesaian, 

Misalkan 52  xu maka xdxdu 2 . Jadi, xdxdu 
2
1 sehingga, 

Cuduuxdxx  
6652

12

1

6

1

2

1
)2(  

                          Cx 
62 2

12

1
 

Kasus 2,    dxxxx 1()3 253  

Penyelesaian, 

Misalkan xxu 33  maka dxxdu )33( 2  . Jadi, dxxdu )1(3 2 

sehingga, 

Cuduudxxxx  
65253

6.3

1

3

1
)1()3(  

                          Cxx 
63 3

18

1
 

Kasus 3,  







 dxx

x 2

2
2

4
2

 

Penyelesaian, Misalkan 4
2

2


x

u maka xdxdu  . Sehingga, 

matematika
Sticky Note
dr diganti du
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 xduudxx

x 22

2
2

4
2

 

Tampak bahwa integral terakhir tidak bisa diselesaikan yang berarti 

penggunaan teorema D tidak berhasil. 

Dengan cara lain mungkin bisa bermanfaat seperti manipulasi aljabar 

untuk integran-nya. Memanipulasi integran akan didapatkan, 

24
6

22
4

2

2
2

164
4

164
4

4
2

xx
x

xx
x

x
x


















 sehingga, 

 
















 C

xxx
dxxx

x
dxx

x

3

16

5

4

28
164

4
4

2

357
24

6
2

2
2

 

Jadi, bisa kita simpulkan bahwa penggunaan teorema D akan 

bermanfaat apabila terdapat fungsi, dan turunannya atau kelipatan 

dari turunannya. 

 

Soal Latihan 1.1 

Hitunglah nilai integral berikut ini, 

1.    dxxx 22  

2.    dxxx
22 2  

3.  






 
dx

x

xx
4

2 32
 

4.    dxxx3  

5.  







 dxx

x2

1
 

6.  






 
dx

x

xx 22

 

7.    dxxx cos32  

8.  xdx2sin  

9.  






 
dx

x

x 6
 

10.  dxxx  sin4cos5  

11.  dttt  cos52  

12.    dyyyy )sectansec  

13. dx
x

x
 









 2cos1

cos
 

 

toheri
Tambahan
tambahkan contoh untuk int(sin2x) dan int(sin^2(x))
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Tentukan hasil integrasi berikut ini, 

14.    dxxxx )1(22  

15.    dxxxx )23(2 23 2

4

 

16.    dxxxx )22(2sin 2  

17.      dxxxx 22
22  

18. Tentukanlah fungsi apabila melalui titik (0, 2) dan turunannya 

adalah 13)(' 23  xxxxf  

19. Buktikan bahwa   Cxgxfdxxfxgxgxf  )().()(')()(')(  

20. Buktikan bahwa C
xg

xf
dx

xg

xfxgxgxf








 
 )(

)(

)(

)()(')()('
2

 

21. Tentukanlah hasil dari    dxxxxx cos2sin2  

22. Tunjukkan bahwa C
x

x
dx

x

xxxx








 
 coscos

sin2cos 2

2

2

 

23. Sebuah fungsi polinom P(x) memiliki gradient positif untuk 

setiap bilangan real x ≠ 0. Tentukanlah persamaan dari 

polinom p(x) tersebut? 
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1.2 JUMLAH DAN NOTASI SIGMA 

Seorang pengusaha menawarkan dua pola penggajian pada 

pekerjanya. Tawaran pertama 

diberikan upah harian tetap sebesar 

Rp. 50.000/hari. Tawaran kedua, 

diberikan hari dimana hari pertama 

sebesar Rp.4.000, hari kedua 

Rp.8.000, hari ke-3 Rp.12.000 dan 

seterusnya. Kalau Anda sebagai pekerja, sistem penggajian mana yang 

akan dipilih? 

Mari kita coba hitung 

Tawaran pertama, 

Jumlah gaji = gaji hari ke-1 + gaji ke-2 + gaji ke-3 +….+gaji ke-30 

        = 50.000 + 50.000 +50.000+…+50.000 

        = 30 (50.000) = 1.500.000 

Tawaran Kedua, 

Jumlah gaji = gaji hari ke-1 + gaji ke-2 + gaji ke-3 +….+gaji ke-30 

        = 4.000 + 8.000 +12.000+…+120.000 

        = 15 (124.000) = 1.860.000 

Jadi, tentu sebagai pekerja akan memilih tawaran penggajian pola 

kedua. 

Bayangkan! 

Sanggupkah Kita bila mengumpulkan uang pada hari pertama Rp. 1, 

hari kedua Rp. 2, hari ketiga Rp. 4, hari keempat Rp 8, dan 

seterusnya?. Berapakah uang yang kita kumpulkan selama sebulan? 

Sebelum kita menyatakan sanggup dan mengitung jumlahnya, mari 

kita amati jumlah-jumlah berikut; 

matematika
Sticky Note
kaitkan dengan kapan terjadi perbedaan besar gaji yang diterima

matematika
Sticky Note
berikan ilustrasi perhitungannya
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50.000 + 50.000 + 50.000 +….+50.000 = 30 (50.000) = 

  

4000 + 8000 + 12000 +…+120.000 =? 

Butuh waktu tentu untuk menjumlahkannya. Akan tetapi, dengan 

matematika akan lebih sedikit waktu, sehingga 

4000 + 8000 + 12000 +…+120.000 = 4000 (1+2+3+…30) = 4000 (31.15) 

= 4000 x 465 =1860000. 

Bagaimana kita bisa bekerja dengan matematika. 

Perhatikan jumlah dari 

c + c + c = 3c 

c + c + c + c = 4c 

c + c + c +…..+ c = n.c 

Jumlah dalam matematika dapat dinotasikan dengan “”(baca sigma). 

Untuk menjumlahkan sebanyak n suku, dapat dinyatakan dengan 

menggunakan indeks yang biasa disimbolkan dengan, 

cnccccc
n

i

....
1




 

Persamaan di atas dipahami dengan menjumlahkan sebanyak n suku 

dengan masing-masing suku besar sama dengan c. 

Bagaimana dengan 


n

i

ia
1

? Ini berarti menjumlahkan n suku yang 

masing-masing besarnya a1, a2, a3,…, an, dimana 

n

n

i

i aaaaa 


...321

1

. 

Bagaimana dengan hasil dari 1 + 2 + 3 + … + 30? Tentu saja dengan 

mudah bisa kita hitung, 

Pertama kita nyatakan dalam bentuk notasi sigma, yakni 

30 buah 
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30

1

30

1

1  ...282930

30...3  2       1

i

i

i

i

 

Dengan menjumlahkan keduanya kita peroleh 





30

1

231....313131
i

i  atau 



30

1

231.30
i

i  

jadi, jumlahnya adalah 465
2

31.3030

1


i

i . 

Perhatikan contoh-contoh berikut, 

Contoh 1 

Nyatakan dalam notasi sigma pada penjumlahan berikut ini, 

(a) 2 + 4 + 6 + 8 + 10 

(b) 3 + 5 + 7 + 11 +…+101 

(c) 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 

(d) 
n2

1
...

8

1

4

1

2

1
  

Jawab 

(a) Karena 2 + 4 + 6 + 8 + 10 terdapat 5 suku dan setiap sukunya 

genap, maka 

2 + 4 + 6 + 8 + 10 = 


5

1

2
i

i  

(b) Suku-suku dalam 3 + 5 + 7 + 11 +…+101 adalah bilangan ganjil 

dan dengan mengingat kembali barisan aritmetika, kita bisa 

nyatakan 3 + 5 + 7 + 11 +…+101 dalam bentuk 





50

1

)12(101...11753
k

k  

(c) Dengan menulis ulang penjumlahan menjadi  

matematika
Sticky Note
angka 9 kelewat
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65432 222222643216842  maka notasi 

sigmanya adalah 



6

1

2643216842
k

k  

(d) Bentuk 
n2

1
...

8

1

4

1

2

1
 tentu lebih mudah kita nyatakan 

yakni 



n

i
in

1 2

1

2

1
...

8

1

4

1

2

1
 

Contoh 2 

Uraikan notasi sigma berikut dalam penjumlahan biasa 

(a)  



6

1

2

i

kk  

(b)  



6

1

22)1(
i

kk  

(c)  



6

1

122
i

kk  

(d) 















8

1 1

11

i kk

 

Penyelesaian 

(a)   )636()525()416()39()24(0
6

1

2 
i

kk

atau   302012620
6

1

2 
i

kk  

(b) 
 

)67(                             

)56()45()34()23()12()1(

22

2222222222
6

1

22




i

kk

mungkin anda berkeinginan menyajikannnya menjadi, 

  13119753)1(
6

1

22 
i

kk  

Kalau Anda nyatakan kembali ruas kanan dalam notasi sigma, 

akan didapatkan, 





6

1

)12(13119753
k

k  

matematika
Sticky Note
indeks , k
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Dengan demikian, apakah    



6

1

6

1

22 12)1(
ii

kkk ?cobalah 

Anda kaji sendiri. 

(c)   )22()22()22()22()22()12(22 564534232
6

1

1 




i

kk

                     32168421   

Atau anda mencoba melakukan sedikit manipulasi terhadap 

bilangan-bilangannya sehingga didapatkan, 

543210 22222232168421   

Apa yang dapat Anda katakana tentang bagian ruas kanannya? 

(d) Perhatikan uraian berikut; 















































































7

1

8

1

6

1

7

1
                        

5

1

6

1

4

1

5

1

3

1

4

1

3

1

2

1

2

1

1

1

1

118

1i kk
 

                             
56

1

42

1

30

1

20

1

12

1

6

1

2

1
  

susun ulang bentuk terakhir, kita peroleh 

7.8

1

6.7

1

5.6

1

4.5

1

3.4

1

2.3

1

1.2

1

56

1

42

1

30

1

20

1

12

1

6

1

2

1


selanjutnya, bisa ditulis dalam bentuk notasi sigma berikut, 















8

1 )1(

1

i kk
 

Manipulasi aljabar dalam notasi sigma 

Contoh pada bagian b, c dan d mengindikasikan berlakunya 

manipulasi aljabar dalam notasi sigma. 

   



n

i

n

i

kkkk
11

2 1  dengan menggunakan sifat distributif. 

matematika
Sticky Note
terbalik
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n

i

n

i

n

i

kkkkkk
11

22

1

22 )12()12()1(  

    
  





 


















n

i

n

i

n

i

k
kk

k
n

i

kk

1 1 1

1

1

1 2
2

2

2

2
222

 

Manipulasi aljabar dalam notasi sigma memungkinkan kita untuk 

menyederhanakan bentuk dan memunculkan penjumlahan dengan 

hasil yang sama. Misalnya bentuk terakhir; 

                      
1

11
...

3

1

4

1

3

1

2

1

2

1

1

1

1

118

1



















































 nnkki

Sama dengan bentuk 

)1(

1
...

4.5

1

3.4

1

2.3

1

1.2

1

)1(

1

1 




 nnkk

n

i  

Selanjutnya mari kita kaji deret, 

)12(...119753  n  

Sedikit trik bilangan untuk masing-masing sukunya, deret tersebut 

dapat dituliskan menjadi, 

))1((...)65()54()43()32()21(  nn  

Susun kembali deret akan kita peroleh, 

))1(...)65432()...)654321(  nn  

 

                          


n

k

k
1

                        +                     



n

k

k
1

)1(  

Sehingga bisa dikatakan bahwa,  

 
 


n

k

n

k

n

k

n

k

kkkkk
1 111

)1())1(()12(  

Hal ini tidaklah sulit untuk dipahami. Notasi sigma selain berlaku 

manipulasi aljabar juga memiliki sifat linier. Sebagaimana dinyatakan 

dalam teorema berikut ini, 
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Teorema A (Linieritas ) 
Misalkan {ai} dan {bi} adalah dua barisan dan misalkan c adalah 

konstanta. Maka: 

(i) 



n

k

i

n

k

i acac
11

.  

(ii) 



n

k

i

n

k

i

n

k

ii baba
111

)(  

(iii) 



n

k

i

n

k

i

n

k

ii baba
111

)(  

 
Contoh 3 

Misalkan 65
100

1


k

ia dan 25
100

1


k

ib . Hitunglah 

(a)  



100

1

32
k

ii ba   (b)  



100

1

332
k

ii ba  

Jawab  

(a)   



100

1

100

1

100

1

100

1

3232
kk

i

k

i

k

ii baba  

                                      

405300105100.325)65(2

32
100

1

100

1

100

1



 
 kk

i

k

i ba
 

(b)   



100

1

100

1

100

1

100

1

332332
kk

i

k

i

k

ii baba  

       100.325.365.2   

       9530075130   
Deret Kolaps(berjatuhan) 

Perhatikan deret berikut ini, 

2014.2013

1
...

42

1

30

1

20

1

12

1

6

1

2

1
  

Tentu sangat sulit untuk menghitung hasil penjumlahan tersebut. 

Sedikit pengubahan pada penyebut mungkin akan membantu kita 

untuk bisa meghitung secara pasti jumlah dari deret tersebut. 
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2014.2013

1
...

8.7

1

6.5

1

5.4

1

4.3

1

3.2

1

2.1

1
  

Melalui sifat bilangan pecahan, kita bisa peroleh deret tersebut akan 
sama dengan, 

)
2014

1

2013

1
(...)

5

1

4

1
()

4

1

3

1
()

3

1

2

1
()

2

1

1

1
(   

Sehingga hasilnya adalah 
2014

1
1 . Bila kita perhatikan, deret tersebut 

memuat bagian dari suku-suku yang saling menghilangkan.  

Deret berjatuhan ini memiliki bentuk umum,


 
n

i

ii aa
1

1 )( . 

Beberapa contoh deret berjatuhan dapat dilihat berikut ini, 

 



n

k

kk
1

22)1( ,  



n

k

kk

1

122 ,  



n

k

kk
1

22)1( ,














n

k kk1 1

11
 

 
Jumlah Khusus 

Sebelum mengkaji lebih jauh, mari kita ingat kembali hasil dari 

penjumlahan berikut,  

ni
n

i




...321
1

…….(1) 

Dengan menyusun ulang (1) kita peroleh, 

1...)2()1(
1




nnni
n

i

…………(2) 

Jumlahkan (1) dan (2) untuk mendapatkan, 

)1(...)1()1()1(2
1




nnnni
n

i

= n.(n + 1) 

Persamaan terkahir menunjukkan bahwa, 
2

)1(

1






nn
i

n

i

.  

Cara lain juga dapat kita gunakan untuk mendapatkan jumlah 
tersebut. Perhatikan berikut ini, 

1212)1( 2222  iiiiii sehingga

   



n

i

n

i

iii
11

22 12)1(  

Karena ruas kiri adalah deret kolaps dan berlaku sifat linier, maka 

n buah 
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2

)1(
)1(2

22121)1(

1

2

1

1

2

11

2














nn
innnni

ninnin

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i
 

Jadi, 
2

)1(

1






nn
i

n

i

 

Beberapa bentuk khusus dapat dilihat berikut; 

1. 
2

)1(
...321

1






nn
ni

n

i

 

2. 
6

)12)(1(
...321 2222

1

2 




nnn
ni

n

i

 

3. 

2

3333

1

3

2

)1(
...321 







 




nn
ni

n

i

 

4. 
30

)133)(12)(1(
...321

2
4444

1

4 




nnnnn
ni

n

i

 

Contoh 4: Tentukanlah nilai dari 




1

1

n

i

i  

Jawab 

Cara 1 

nnnni
n

i






)1...321(1...321
1

1

 

Sehingga  

2

)1(

22

2

2

)1( 22

1

1

1

nnnnnnn
n

nn
nii

n

i

n

i



















 

Cara 2 

Misalkan k = n-1, sehingga  

2

)1(
...321

1






kk
ki

k

i

 

Substitusi k = n – 1 kita akan peroleh, 

2

)1(

2

)11)(1(1

1

nnnn
i

n

i











. 
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Contoh 5, tentukan hasil dari 


n

i

i
3

2  

Jawab 

Kita lihat bahwa 


n

i

i
3

2 berawal dari i = 3, sedangkan jumlah khusus 

diawali dari 1. Akan tetapi, dengan sedikit langkah kita bisa gunakan 

jumlah khusus tersebut untuk digunakan. 

Perhatikan bahwa, 





n

i

n

i

ini
3

2222222

1

2 21...321  

Sehingga, 

6

3032
5

6

)12)(1(
5

23

1

2

3

2 







nnnnnn
ii

n

i

n

i

 

Pembuktian jumlah khusus lainnya Anda dapat lakukan sendiri. 

Pembuktian ini dapat dilakukan dengan menggunakan jumlah khusus 

sebelumnya yang telah ditemukan dan deret berjatuhan.  

Sebagai contoh, untuk membuktikan 


n

i

i
1

2 akan membutuhkan 

jumlah 


n

i

i
1

. Dan dengan sedikit penyelesaian dari, 

133)1( 233  iiii . Untuk membuktikan 


n

i

i
1

3 akan 

membutuhkan jumlah 


n

i

i
1

2 . Dan dengan sedikit penyelesaian dari, 

1464)1( 2344  iiiii . Dan begitu seterusnya. 

Pemahaman terhadap jumlah dan notasi sigma akan dibutuhkan 

dalam mengkaji tentang luas polygon dan jumlah Riemann yang 

dikaji pada pertemuan berikutnya. 
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Soal Latihan 1.2 

Ubahlah penjumlahan berikut dalam notasi sigma 

1. 3 + 6 + 9 + 12 + … + 2013 

2. 2 + 6 + 12 + 20 + 30 +….+110 

3. 2 – 4 + 6 – 8 + 10 – 12 + 14 - …+ 30 

4. 
103

1
....

27

1

9

1

3

1
1   

5. 
1

....
5

4

4

3

3

2

2

1




k

k
 

Kerjakan soal-soal berikut apabila 20
20

1


i

ia dan 30
20

1


i

ib  

6. 



20

1

)2(
i

ii ba  

7. )2( 1

19

0

1  



 i

i

i ba  

Hitunglah nilai dari 

8.  



6

1

2 23
k

kk  

9.  



5

1

2

i

ii  

10.  





1

2

2
n

i

ii  

11. 














n

i ii1
22 )1(

11
 

12. 

 


 
n

i

ii

1

122

13. Buktikan bahwa 1,
11

1 







 r
r

ara
ar

nn

i

i
 

14. Buktikan bahwa n
k

n

k


1

1
 

15. Jika x adalah rata-rata dari data nxxxx ,...,,, 321 buktikan bahwa 

 



n

k

i xx
1

0 . 

16. Misalkan nxxxx ,...,,, 321 adalah sembarang bilangan real. 

Tentukan nilai dari c agar nilai  



n

k

i cx
1

minimum. 

matematika
Sticky Note
indeks tidak sama

matematika
Sticky Note
7,11,14,16 tugas mtk C; 19-9-2014
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17. Pada sebuah lingkaran akan dibuat tali busur yang 

menghubungkan dua titik. Perhatikan gambar berikut; 

 

 

 

 

 

Berapakah banyaknya tali busur apabila ada 8 titik pada 

lingkaran? Berikan banyaknya tali busur apabila terdapat n 

titik pada lingkaran? 

 
1.3 Luas Poligon  

Pendahuluan luas 

Luas merupakan salah satu ukuran, seperti halnya panjang, lebar, 

tinggi, berat dan lainnya. Ukuran-ukuran tersebut biasanya bernilai 

positif. Luas dapat dihitung berdasarkan bentuk daerahnya. Secara 

umum, luas dihitung berdasarkan perkalian dua ukuran yang saling 

tegak lurus.  

Untuk kepentingan kajian selanjutnya, luas yang akan dikaji pada 

bagian ini berkaitan dengan luas berbentuk polygon, khususnya 

persegi panjang. Perhatikan gambar berikut, 

 
 
 
Bidang-bidang diatas akan kita gunakan untuk mendekati luas 

bidang rata yang tidak beraturan.  

Beberapa sifat yang berkaitan dengan luas antara lain: 

1. Luas dari sebuah daerah adalah positif 
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2. Luas persegipanjang adalah perkalian dari panjang dan lebar 

3. Daerah yang kongruen memiliki luas yang sama 

4. Gabungan dari dua daerah yang memiliki satu sisi bersama 

adalah jumlah dari dua daerah tersebut 

5. Jika daerah yang satu memuat daerah kedua, maka luas 

daerah kedua lebih kecil atau sama dengan daerah pertama. 

Sebagai ilustrasi, kita akan menghitung luas lingkaran dengan 

pendekatan polygon beraturan; 

 
 

 
 
 
 
Bila kita perhatikan, maka kita bisa dekati luas lingkaran dengan 

polygon segi-n. semakin tinggi n, maka luasnya akan semakin 

mendekati luas lingkarannya. Luas dengan pendekatan diatas biasa 

dikenal dengan polygon dalam. Semakin besar n nya, maka 

pendekatan luas polygon semakin mendekati luas lingkarannya. 

Dengan cara lain, kita bisa mendekati dengan membuat polygon 

segi-n diluarnya seperti gambar berikut; 

 

 

 

Luas dengan pendekatan diatas biasa dinamakan 

denganpendekatan polygon luar. 

Poligon Dalam 

Polygon dalam merupakan salah satu pendekatan  untuk 
menghitung luas daerah dibawah kurva dengan membuat 
persegipanjang yang berada dibawah kurva.  Misalkan sebuah daerah 
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yang dibatasi oleh y = f(x), x = a, x = b, dan sumbu-x. perhatikan 
gambar berikut; 

bagi selang [a,b] menjadi n bagian 

yang sama dengan lebar x, yaitu 

n

ab
x


  

Sehingga  

bxxxxxa nn  1210 ...
 

Dimana, 

b
n

ab
naxnaxxx

xnaxxx

xiaxxx

xaxxx

xaxxx

xaxxx

ax

nn

nn

ii
























.

)1(

.

3

2

1

21

1

23

12

01

0




 

Luas polygon ke-I adalah Li = f(xi-1). x, sehingga luas seluruh 
poligonnya adalah 

nLLLLL  ...321  

Atau 

  xxfxfxfxf

xxfxxfxxfxxfL

n

n









)(...)()()(   

).(...).().().(

1210

1210
 

 

Bila kita tuliskan dalam notasi sigma, maka 





1

0

).(
n

i

i xxfL  

Sekarang mari kita lihat luas daerah yang dibatasi oleh  

0,3,0,)( 2  yxxxxfy

 
Andaikan sebuah daerah 

R yang dibatasi oleh 

a b 

f(x) 

xi-1 xi 

x 

f(xi-1) 

matematika
Sticky Note
kelas B
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2)( xxfy  ,sumbu-x, dan garis lurus x = 3. Perhatikan gambar 

berikut; 

partisikan atau bagi selang [0,3] menjadi n bagian yang sama, dimana 

n
x 3 sehingga, 

nn xxxxx  1210 ...0 . 

Lalu, bagaimana besar dari masing-masing x 
 

 
Jadi, 

3
3

..

)1(

.

.3

.22

0

0

)1(

1

3.

3.3
3

3.2
02

3
01

0



















n
nxnx

xnx

xix

xx

xxxx

xxxx

x

n

n

xn

n

n

i
i

n

n

n



  

x0 x1 x2 xn-1 xn 
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Luas daerah A(Rn) = R1 + R2 + … + Rn Sehingga, 

2

23

33

1 1 1

2

3

2

32

2n

1i

n

1i

1

1210

6

27

2

27
9          

6

)3227

6

)12)(1(27
          

27273
.

)3(
  

3
).

3
().(          

).(...).().().()(

nn

nnn

n

nnn

n

i
n

i
nnn

i

nn

i
fxxf

xxfxxfxxfxxfRA

n

i

n

i

n

i

i

nn










 








 






  
  





 

Apabila n mendekati , maka jumlah tersebut menjadi sebuah limit 
dimana, 

9
6

27

2

27
9lim

2











 nnn
 

Untuk lebih memahami mari kita kaji beberapa contoh berikut; 
 

Contoh 1 
Tentukan luas polygon dari 
gambar disamping 
 
Jawab  
Dari gambar diketahui bahwa, 

fungsinya adalah liner, 

x 
xi-1 xi 

f(xi-1) 

Area= f (xi-1).x 

Ri 

matematika
Sticky Note
cek batas jumlahnya, bukan n tapi n-1
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2)(  xxf , selang [0,3] dengan x = 0.5, dan n = 6. Sehingga, 

xfxfxf

xfxfxf

RRRRRRRA







).5.2().2().5.1(         

).1().5.0().0(         

)( 654321

75.9         

25.2275.15.125.11         

)5.0(5.4)5.0(4)5.0(5.3)5.0(3)5.0(5.2)5.0(2)(





RA

 

Kalau kita hitung luas daerah dari x = 0 sampai x = 3 yang berbentuk 

trapezium, maka luasnya = ½ (2 + 5).3 =21/2 = 10.5. Hal ini tentu 

sangat wajar karena pendekatan polygon dalam masih terdapat 

lubang-lubang yang berbentuk segitiga. Dengan mudah kita bisa 

hitung kalau luas masing-masing segitiganya adalah ½ ( ½ )( ½)= 1/8. 

Jadi, luas yang belum terhitung sebesar = 6. 1/8 = 0.75. 

Hal ini bisa dilihat bahwa Lpoligon + Lbelum terhitung = Ltrapesium 

Contoh 2 

Tentukanlah luas daerah yang dibatasi oleh 12)( 2  xxxf , x = 0 

dan x = 2, dan sumbu-x? 

Jawab 

Pertama, kita gambar daerahnya, 

bagi selang [0,2] menjadi n 
bagian yang sama, sehingga 

n
x

2


 
dan 

2...0 1210   nn xxxxx

dengan demikian, 

n
i

n
i

i

nnnn

x

xxxx

x

22.

2.3
3

2.2
2

22
01

0

,,

0







 

 Sehingga, luas ke-i adalah  
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n
i

n
i

nnn

i
fxxfRA ii

2
11(

2
2)1(

22
.

)1(2
).()(

2

1






































 
   











n
i

n
i

n

2
)1(

8
)1(

8
2

2

3
 

Sehingga,  








 









n

i

n

i

i

n

i

i
n

i
n

i
n

xxfxxfRA
1

2

2

3
1

1

1

1

2
)1(

8
)1(

8
).().()(  





n

i

n

i

n

i n
i

n
i

n 11
2

1

2

3

2
)1(

8
)1(

8
 

Sedikit manipulasi pada indeksnya, missal k = i – 1  kita peroleh 

3232

2

2

23

3

2

2

223

3

2

23

3

1

1
2

1

1

2

3
1

1

0
2

1

0

2

3

4

3

4
6

3

8
2

4
4

4

3

44

3

8

2
2

)8

6

1328

2
2

)8

6

136326628

2
2

)1(8

6

)1()1(3)1(28

2
88288

nnnnnn
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n

nnn

n
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n

nnnnnn

n
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k
nn

k
n

k
n

n
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n
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n
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Jadi, untuk n yang besar, maka A(R) = 6 + 8/3 = 8, 67 
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Luas Poligon Luar 
Mungkin kita masih memiliki keraguan bahwa luas daerah yang 

dibatas oleh 12)( 2  xxxf , x = 0, x = 2 dan sumbu-x adalah 8.67. 

Kita dapat menunjukkan fakta 

melalui pendekatan lain. 

Perhatikan   

kita bisa lihat bahwa luas 

polygon ke-i adalah 

xxfS ii  ).(  

Selanjutnya dengan cara serupa 

dengan polygon dalam kita bisa 

dapatkan, 

xxfxxfxxfSA nn  ).(...).().()( 21

sebelumnya kita dapat bahwa, 











n
i

n
i

n
xxf i

288
).(

2

2

3
 

A(R5)=7.12 A(R5)=8.14 A(R5)=8.4 

xi-1 xi 

x 

f(xi) 
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Sehingga, luas daerah yang dimaskud adalah 
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Dengan mengambil n yang besar, kita simpulkan bahwa, 

3

2
8

3

48

3

2
8lim)(

2











 nn
SA

n
n  

Jadi, penggunaan polygon untuk menentukan luas daerah akan 

menghasilkan nilai yang baik menggunakan polygon dalam ataupun 

polygon luar. 

Untuk lebih memantapkan pemahaman, kita coba pada 2 contoh 
berikut. 

Contoh 1: Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh 1)( 2  xxg , 

x = -1, x = 2 dan sumbu-x. 
Jawab 

bagi [-1,2] menjadi n bagian 

yang sama, kita dapatkan, 

nn
x

3)1(2



  

n
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Sehingga, Li = f (xi).x = f (-1 

+ 2i/n). x. 

Atau 
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Contoh 2: Tentukan luas dari daerah yang diarsir berikut ini, 

Jawab : karena fungsi berbentuk 

parabola, maka persamaan 

umumnya adalah

cbxaxxf  2)(  

Dari grafik diketahui bahwa c = 2 

dan sifat sumbu simetri  

,1
2





a

b
x atau b = -2a    dan 

,2. 21 
a

c
xx karena c = 2, maka a = 1 dan b = -2. Jadi, 

22)( 2  xxxf . Selanjutnya, bagi [1,3] menjadi n bagian yang 

sama untuk mendapatkan 
n

x
2

 dan i
n

xi

2
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Sehingga, 
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Sehingga luasnya 
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Contoh 3 

Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh y = 2 – x2 , x = 0, x = 1, 

dan sumbu-x. 

Penyelesaian 

perhatikan gambar disamping, bila 

kita bagi [0,1] menjadi n bagian yang 

sama, maka lebar poligonnya  adalah  

n
x

1
 dan 

n

i
xiaxi  .  

Sehingga luas polygon ke-i adalah 

3

2

2

2 21
).2().(

n

i

nnn

i
xxfL ii   

Jadi, luas daerah dengan menggunakan polygon dalam didapat 
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Soal Latihan 2.1 

Tentukan luas daerah yang diarsir berikut ini,  

  

 
 

Tentukan luas daerah yang batas-batas daerah dan n yang 

diberikan sebagai berikut dengan menggunakan polygon dalam; 

5. 5,2,0,12)(  nxxxxf  

6. 6,3,0,44)( 2  nxxxxxf  

7. 6,3,0,)( 3  nxxxxf  

Tentukan luas daerah yang batas-batas daerah dan n yang 

diberikan sebagai berikut dengan menggunakan polygon luar; 

8. 5,2,0,12)(  nxxxxf  

1 2 

3 4 
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9. 6,3,0,44)( 2  nxxxxxf  

10. 6,3,0,)( 3  nxxxxf  

Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh y = f(x) dan selang [a,b] 

dengan mengambil n 

11. 2,0,44)( 2  baxxxf  

12. 1,0,1)( 2

2
1  baxxf  

13. 2,1,)( 3  baxxf  

14. 1,0,)( 32  baxxxf  

15. 4,1,25)( 2  baxxf  

16. 1,0,2)( 3  baxxxf  

17. 4,1,)( 2  baxxxf  

18. Misalkan  y = x2 dan interval [a,b]. buktikan bahwa luas daerah 

yang dibatasi oleh y selana [a.b] dan sumbu-x adalah 
3

33 ab 

andaikan a ≠ 0. 

16. Turunkan rumus  
nn nrA 22

2
1 sin dan  

nn nrB tan2 untuk 

luas-luas polygon sisi n-sisi beraturan di dalam dan di luar dari 

sebuah lingkaran berjari r. Kemudian tunjukkan bahwa 

n
n

n
n

BA


limdan  lim keduanya adalah r2. 



 

 

 

 

 

Pada bab sebelumnya, kita telah mengkaji tentang integral taktentu 

sebagai antiturunan. Beberapa aturan pengintegralan juga telah kita 

pahami. Kajian pada bab II ini merupakan kelanjutan dari apa yang 

telah kita kaji. Kajian kita pada bagian ini berkaitan dengan jumlah 

Riemann, integral tentu, teorema dasar kalkulus, sifat-sifat integral. 

Setelah mengikuti dan mempelajari bab II ini kita diharapkan 

memiliki wawasan dan ketrampilan dalam menyelesaikan 

permasalahan integral tentu, menggunakan dan membuktikan sifat-

sifat integral tentu. Ketrampilan tersebut dapat dilihat melalui 

indikator yang digambarkan berikut; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

INDIKATOR 

- Menentukan jumlah riemann dari fungsi 
yang terbatas 

- Menjelaskan hubungan Jumlah Riemann 
dengan definisi integral tentu 

- Membedakan fungsi yang terintegralkan 
dengan yang tidak terinegralkan 

- Menentukan nilai integral tentu dengan 
batas yang diketahui 

- menjelaskan definisi teorema dasar 
kalkulus 

- menunjukkan integral tentu sebagai 
operator linier 

- menggunakan sifat linier untuk 
menghitung integral tentu 

- menggunakan sifat penambahan selang 
untuk menghitung integral tentu 

- menjelaskan sifat pembandingan dan 
keterbatasan untuk menganalisis fungsi 

- menentukan turunan dari integral tentu 
- menjelaskan teorema rata-rata dari 

integral tentu 

- memahami dan menggunakan metode 
substitusi untuk menentukan hasil 
integrasi 

- menggunakan sifat simetri untuk 
menentukan hasil integrasi 

- menggunakan sifat periodik untuk 
menentukan hasil integrasi fungsi 
periodik 

BAB 
II 

INTEGRAL TENTU DAN 
SIFAT-SIFATNYA 
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2.1 Integral Tentu 

Pendahuluan luas dan luas polygon merupakan sebuah konsep 

awal dalam  mendefeinisikan integral tentu. Ide  tentang jumlah 

Riemann merupakan gagasan yang dapat menuntun kita untuk 

memahaminya.Riemann 

menyatakan bahwa, apabila 

sebuah fungsi f didefinisikan 

pada selang tertutup [a,b]. 

fungsi ini bernilai positif atau 

negative pada interval tersebut 

dan fungsinya tidak mesti kontinu. 

 

Seperti telah kita kaji pada subbab sebelumnya, perhitungan luas 

dengan menggunakan polygon dalam tampaknya masih ada 

kekurangan dengan beberapa bagian yang belum terhitung. Begitu 

pula sebaliknya, penghitungan dengan menggunakan polygon luar 

akan kita dapatkan kelebihan dalam menghitungnya. 

Potongan dengan cara gabungan dan penggunaan lebar yang 

disesuaikan kebutuhan tampaknya lebih tepat dan cepat. Perhatikan 

contoh berikut; 

 

 

 

 

 

 Gambar 1 Gambar 2 Gambar 3 
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Kita bisa lihat dari ke-4 gambar bahwa 

gabungan antara polygon dalam dan luar 

dengan partisi yang tidak sama akan lebih 

tepat dan cepat. 

 
Misalkan selang [a,b] dibagi menjadi n 

bagian selang (tidak mesti sama), sehingga, dan  iii xxx ,1  adalah 

sebuah titik uji pada selang ke-i. berdasarkan data ini, maka luas ke-i 

dinyatakan dengan, 

iii xxfR  ).(  sehingga jumlah Riemann dinyatakan dengan, 





n

i

iip xxfR
1

).(  

Berbeda dengan polygon yang digunakan untuk menghitung luas, 

maka jumlah Riemann menyatakan nilai integral pada selang tertentu. 

Oleh karena itu, jumlah Riemann mungkin bernilai positif atau 

negative. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
Maka jumlah Riemann  

Rp = R1 + R2 + R3 + R4 + R5 + R6 + R7 + R8 + R9 + R10 

 

 

 

Gambar 4 

R4 R3 R6 

R8 

R1 R2 

R5 

R7 
R9 

R10 

Gambar 5 
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Contoh 1  

Gunakan jumlah Riemann untuk fungsi 1)( 2  xxf pada interval    

[-1,2] dengan menggunakan partisi -1 < -0.5 < 0 < 0.5 < 1 < 1.5 < 2 

dengan titik uji xi yang merupakan titik tengah? 

Penyelesaian 
 

5.9375      

5.0
4.06252.5625

1.5621.06251.06251.5625
      

)5.0(
)75,1()25,1(

)75.0()25,0()25,0()75,0(
      

).(
1


































ff

ffff

xxfR
n

i

iiP

 
 

Kita bisa bandingkan dengan menggunakan jumlah polygon dengan 

mengambil besar yang menghasilkan luas sebesar 6 satuan. Tentu 

masih terdapat perbedaan yang disebabkan pengambilan titik uji atau 

pembagian partisi masih menjadi 6 bagian. 

 

Contoh 2 

Hitung jumlah Riemann Rp untuk

)3)(2)(1()(  xxxxf pada interval 

[0,4] dengan menggunakan partisi P 

dengan titik-titik partisi 0 < 1.6 < 2 < 2.4 

< 3 < 4 dan titik sampel yang 

berpadanan. 

5.3;6.2;2.2;8.1;5.0
54321
 xxxxx

 

Gambar 6 

Gambar 7 
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Penyelesaian 

 
9981.7      

)6.0(375.3)4.0(86.0-)4.0(51.0-)5.0(672,05.625(1.1)      

)4.23)(5.3()24.2)(6.2(

)6.12)(2.2()1.16.1)(8.1()01.1)(5.0(
      

)()()()()(     

).(

5544332211

5

1
























ff

fff

xxfxxfxxfxxfxxf

xxfR
i

iiP

 

 

Dasar-dasar untuk memahami integral tentu sudah kita kaji. 

Integral tentu pada prinsipnya adalah untuk menentukan nilai fungsi 

pada selang tertentu. 

 

Definisi integral tentu 

Misalkan  f terdefinisi [a,b].  Jika 





n

i

ii
p

xxf
1

0
)(lim ada, kita katakana  f 

terintegralkan pada selang [a,b]. selanjutnya 
b

a

dxxf )( disebut integral 

tentu (atau integral Riemann) fungsi f dari a ke b dimana 







n

i

ii
p

b

a

xxfdxxf
1

0
)(lim)(

 

 

Bila kita memiliki sebuah fungsi f  pada interval [a,b]. tentu dengan 

mudah kita katakana bahwa jumlah Riemann untuk f pada [a,b] akan 

sama dengan 
b

a

dxxf )( .  Lalu apa yang terjadi bila a = b. Untuk 

menjawab ini tentu kita bisa gunakan jumlah Riemann. Pertama kita 

akan membagi selang menjadi n bagian dimana 
n

ab
xxi
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dan 
ii xx  . Karena b = a, maka xi = x = 0. Hal ini berakibat pada  

suku ke-I dari jumlah Riemann yang sama dengan 0, yakni 

00).().(  iiii xfxxfR  

Sehingga, 

00
11

 


n

i

n

i

ip RR  dan 0limlim)(
1

00
 




n

i

i
p

p
p

a

a

RRdxxf  

Oleh karena itu, dapat kita simpulkan bahwa 

0)( 
a

a

dxxf  

Dengan cara yang sama, dikarenakan dan sedikit manipulasi bagi x, 

kita bisa dapatkan 

'

ii x
n

ba

n

ab
xx 







 

Selanjutnya Anda bisa lakukan penghitungan jumlah Riemann dan 

menghitung limitnya untuk mendapatkan kesamaan berikut,
 

 

a

b

b

a

dxxfdxxf )()(

 

Sebagai contoh Anda bisa hitung dan mengecek kebenaran berikut, 

05,0

1

1

2

2

2

3   dxxdxx ,     

2

6

2

6

2

2 11 dxxxdxxx

 

Selanjutnya, kita bisa katakana bahwa x adalah variable dummy 

(boneka) dalam perhitungan integral. Variable x ini dapat kita ganti 

dengan huruf lain pada setiap muncul variable x. jadi, 

 

b

a

b

a

b

a

duufdttfdxxf )()()(  

matematika
Sticky Note
perlu dirinci lagi sebagai buktinya
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Pada awal kajian subbab ini, sebuah pernyataa, “fungsi f didefinisikan 

pada interval tertutup [a,b] akan bernilai positif atau negative 

meskipun tidak kontinu”, tampaknya menarik. Pernyataan ini 

menimbulkan pertanyaan, bagaimana dengan fungsi yang 

takterdefinisi pada selang [a,b]? apakah jumlah Riemann-nya bisa kita 

hitung? Apakah integralnya ada?. 

Mari kita perhatikan grafik fungsi berikut pada selang [-2,3] 

 

 

Gambar  8a merupakan grafik yang terbatas dan takkontinu pada 

[-2,3] di titik x = 1. Dengan membagi partisi menjadi -2<-1<0<1<2<3 

dan titik uji -1,5;-0,5;0,5;1,5;2,5. Kita bisa menentukan jumlah Riemann-

nya yang berakibat bahwa 


3

2

)( dxxf dapat kita hitung. 

Gambar 8b merupakan fungsi yang terbatas dan takkontinu pada 

[-2,3] setiap titik bilangan bulatnya. Akan tetapi, kita bisa membuat 

partisi -2<-1<0<1<2<3 dengan titik uji-1,5;-0,5;0,5;1,5;2,5. Kita bisa 

menentukan jumlah Riemann-nya yang berakibat bahwa 


3

2

)( dxxf

dapat kita hitung. 

Gambar 8c merupakan grafik fungsi yang takterbatas dan 

takkontinu pada [-2,3]. Kita bisa membuat partisi 2<-1<0<1<2<3 dan 

x2 
2x + 1 

Gambar 8a 
1 

Gambar 8b 
1 

Gambar bc 
1 
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titik uji -1,5;-0,5;0,5;1,5;2,5. Akan tetapi, kita bisa membuat jumlah 

Riemann pada partisi sekitar 0 yang besar sekali sehingga jumlah 

Riemann secara keseluruhan tidak bisa dihitung. Ini  berakibat bahwa 




3

2

)( dxxf tidak dapat kita hitung yang berarti f(x) tidak dapat 

dintegralkan. 

Analogi yang membantu, kita tidak bisa menghitung luas daerah 

apabila batas-batas daerah tidak jelas dan pasti. 

 

Teorema 

Jika f terbatas pada [a,b] dan kontinu kecuali pada sejumlah titik 

berhingga, maka f terintegralkan pada [a,b]. khususnya, jika f kontinu 

pada [a,b], maka f terintegralkan pada [a,b]. 

 

Ingat kembali fungsi kontinu! Beberapa bentuk fungsi kontinu 

antara lain fungsi polinom, sinus, cosinus dan rasional (asalkan 

penyebutny tidak sama dengan 0). Akibatnya adalah fungsi-fungsi 

tersebut dapat diintegralkan pada [a,b] asalkan tidak memuat titik 

yang mengakibatkan penyebut = 0. 

Untuk lebih memahami mari kita kaji contoh-contoh berikut; 

Contoh 3 

Hitunglah nilai dari 

 (a) 




3

1

)2( dxx

  

(b)  

3

0

2 )4( dxx

 

Penyelesaian 

(a) Pertama kita gambar daerah yang akan dihitung luasnya 
 

matematika
Sticky Note
fungsi, 2x+1
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buat partisi selang [-1,3] menjadi n bagian 

yang sama, dimana 
nni xx 4)1(3




 
selanjutnya pilih titik uji  yang sama dengan  

ii xx 

  
Dimana 

n
i

inn
xxxx .44.2

2
4

10 1;1,1,1 

sehingga Ri = f(xi).xi = f(xi). x. 

Jadi, 
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Jumlah Riemannnya adalah 
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Sehingga, 

12
8

12limlim)2(
0

3

1














 n
Rdxx

n
p

p

 

 
(b). Grafiknya bisa dilihat buat partisi 

[0,3] menjadi n bagian yang sama, 

nni xx 3)0(3



 

sehingga kita dapatkan,
n

i
xx ii

3


 

Dan suku Riemann ke-I adalah 
 

nn

i

nn

i

nn

i
fxxfR ii

12273
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2
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Gambar 9 

Gambar 10 

matematika
Sticky Note
2x+1
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Jadi, 

3129                   

12
2

9

2

27
9lim                   

.
12

lim
6

3227
lim

1227
lim)4(

2

1

23

33

23

0

2




















 



















nn

n
n

nnn

nnn

i
dxx

n

n

n

i
nn

 

 
 

 

Soal Latihan 2.1 

Hitunglah jumlah Riemann dari fungsi, partisi dan titik uji yang 

diberikan  

1. ;43212];4,2[;)(  xxf  

5,3;5,2;5,1;5,0 4321  xxxx  

2. ;22,18,02,01];2,1[;)( 2  xxxf  

6,1;1,1;5,0;5,0 4321  xxxx  

3. ;6,24,1;8,004,01];3,1[;1)( 23  xxxxg  

8,2;1;6,0;1,0;8,0 54321  xxxxx  

Hitunglah luas daerah yang diarsir berikut ini 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gunakan definisi integral tentu untuk menghitung nilai dari soal-soal 
berikut 

-2 x 2 -1 

y 

-1 3 

x

1 

y
1 
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6.   

2

0

12 dxx  

7.   

3

1

21 dxx  

8.  




1

2

2 123 dxxx  

9.   

3

1

2 32 dxxx  

10.   

2

0

32 dxxx  

11.  




2

1

2 1 dxx  

12.  




2

2

3 2 dxx  

 
 

 

 

 
2.2 Teorema Dasar Kalkulus I dan Sifat-Sifat Integral 

Kajian berikutnya yang akan menjadi dasar dalam menjembati 

hubungan timbale balik antara turunan dan integral. Integral taktentu 

sebagaimana dikaji pada bagian sebelumnya menyatakan operasi 

balikan atau invers dari turunan. Apakah mungkin kita mencari 

turunan dari fungsi yang masih memuat tanda integral? 

Contoh mudah dan sederhana berikut akan menuntun kita untuk 

sampai pada konsep tersebut, 

Misalkan sebuah   

b

dtt
1

12  

n

bi
x

n

b
x i  ,  


















 


















 



b
n

b
b

b
nn

n

b

n

b

n
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n

b

n

bi n

i

n

i

2

2

2

2

1
2

2

1 2

22
1

2

 

Sehingga, bb
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bbdtt
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lim)12(  
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Jadi, hasilnya b2 + b yang sangat bergantungpada nilai b-nya.  Dengan 

demikian dapat dikatakan bahwa hasil ini merupakan sebuah fungsi 

F(b) = b2 + b.  karena  berlaku untuk b sembarang, maka variable ini 

bisa kita ganti dengan yang lain, missal x.  sehingga F(x) = x2 + x. 

Fungsi terakhir ini dapat dinyatakan sebagai   

x

dtt
0

12  

Sekarang coba kita turunkan fungsi F, yakni F’(x) = 2x + 1 hasil ini 

tentu sama dengan fungsi integran yang ada.d 

Secara umum, hal ini tentu dinyatakan dalam definisi yang dikenal 

dengan Teorema Dasar Kalkulus I 

 

Definisi (Teorema Dasar Kalkulus 1) 

Misalkan f kontinu pada interval tertutup [a,b] dan misalkan x 

sebarang titik dalam (a,b), maka )()( xfdttf
dx

d
x

a









 ,  

Untuk lebih memahaminya mari kita pelajari contoh berikut, 

Contoh 1 

Tentukanlah  

1.   









x

dttt
dx

d

2

2 2  2.   











x

dttt
dx

d

1

3/22  

Penyelesaian 
1. Hal ini dapat dilakukan dengan mensubstitusi variable x pada 

fungsi integrannya. Diketahui bahwa fungsi integran, 

tttf 2)( 2  . Sehingga xxxf 2)( 2   

Jadi,   xxxfdttt
dx

d
x











2

2

2 )(2  

2. Dengan cara yang sama, kita peroleh 
3/22)( xxxf   

matematika
Sticky Note
mestinya x^2-2x
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Jadi,   3/22

1

3/22 )( xxxfdttt
dx

d
x













 

Lalu, bagaimana untuk bentuk   









2

3/22

x

dttt
dx

d
?. Bentuk dimana 

variable x terletak pada batas bawah.  Sifat integral tentu berkaitan 

dengan batas yang sudah kita kaji sebelumnya akan sangat membantu. 

Dengan sedikit manipulasi dan sifat turunan kita peroleh 

      

























 

xx

x

dttt
dx

d
dttt

dx

d
dttt

dx

d

2

3/22

2

3/22

2

3/22  

Jadi,  

   3/22

2

3/22 )( xxxfdttt
dx

d

x









  

Mudah bukan! Selanjutnya, kita akan mengkaji tentang sifat-sifat 

integral. 

Sifat-sifat Integral 

Pendekatan jumlah Rieman dalam integral tentu memunculkan 

sifat yang berlaku dalam integral tentu. Perhatikan gambar berikut; 

Tentunya Kita sepakat bahwa luas 

daerah yang diarsir adalah 

A = A1 + A2 

 

Bagaimana hubungannya dengan integral tentu? berdasarkan jumlah 

Riemann kita bisa simpulkan, 

 

c

b

b

a

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  

Sifat ini dikenal dengan nama sifat penambahan selang. Sifat ini 

dinyatakan dalam teorema berikut; 

 

A1 Ai
fa

2 a c b 
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Teorema 

Jika f terintegralkan pada selang tertutup yang memuat, a, b, c maka 

 

c

b

b

a

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()(

, 

bagaimanapun urutan dari a, b, dan c. 

 

ilustrasi urutan a, b, c 

a b c  a c b 

      

c

a

c

b

b

a

                              

b

a

b

c

c

a

 

c a b  b a c 

     

b

c

b

a

a

c

     

c

b

c

a

a

b

 

 Ilustrasi di atas menyakinkan kita bahwa dimanapun kita meletakkan 

b, diantara a dan c, setelah c, sebelum a, atau setelah c dan a akan kita 

dapatkan rumusan yang seperti dalam teorema penambahan selang. 

Contoh 2 

Misalkan 3)(

3

0

 dxxf  dan 1)(

3

2

 dxxf , tentukanlah 

(a) 
2

0

)( dxxf   (b)   

3

0

1)( dxxf  

(c)   

2

0

1)(2 dxxf  (d)   

3

0

)(3 dxxxf   

Penyelesaian 

(a) Berdasarkan sifat penambahan selang, kita dapatkan 

413)1(3              

)()()(

3

2

3

0

2

0



  dxxfdxxfdxxf
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(b)   0)03(31)(1)(

3

0

3

0

3

0

  dxdxxfdxxf  

(c)   6)02(4.21)(21)(2

2

0

2

0

2

0

  dxdxxfdxxf  

(d)  
2
1

3

0

23

0

3

0

13
2

9
3.3

2
)(3)(3 








 

x
dxxfdxxxf  

Sifat pembandingan 

Perhatikan grafik dua fungsi f(x) dan g(x) berikut, 

Pada selang tertutup [0,2] berlaku 

)()( xgxf  .  

Dengan mengambil partisi sembarang 

pada [0,2] dengan lebar xi dan xi  kita 

bisa peroleh, 

iiii xxgxxf  ).().(  

Yang berimplikasi pada jumlah 

Riemann, 





n

i

ii

n

i

ii xxgxxf
11

).().(  

Tentu saja akan berlaku 










n

i

ii
n

n

i

ii
n

xxgxxf
11

).(lim).(lim  

Gunakan definisi integral tentu untuk mendapatkan, 

 

2

0

2

0

)()( dxxgdxxf  

Sifat yang kita kaji di atas, dinamakan sefat perbandingan dalam 

integral tentu. Sifat ini dinyatakan dalam teorema berikut, 
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Teorema (sifat perbandingan) 

Jika f dan g terintegralkan pada [a,b] dan jika )()( xgxf  untuk semua 

x dalam [a,b], maka  

b

a

b

a

dxxgdxxf )()(

 

Bukti 

Misalkan P: a = x0 < x1 < x2 <….. xn-1 < xn = b adalah sebuah partisi 

sebarang [a,b],  pada interval ke-i  [xi-1,xi] yang sebarang titik ujinya    

ix
 

Maka, 

























b

a

b

a

n

i

ii
n

n

i

ii
n

n

i

ii

n

i

ii

iiii

ii

dxxgdxxf

xxgxxf

xxgxxf

xxgxxf

xgxf

)()(

).(lim).(lim

).().(

).().(

)()(

11

11  

 

Contoh 3  

Dua buah sepeda motor, motor A dan B, bergerak dengan kecepatan 

masing-masing, vA= t +1/(t+1) dan vB= t +1/(t+1)2. Tunjukkan bahwa 

sepeda motor B tidak pernah dapat menyusul sepeda motor B. 

Penyelesaian 

Jarak yang ditempuh sampai b jam dapat dinyatakan dengan 


b

vdtS
0  

Sehingga kita peroleh, 

matematika
Sticky Note
A
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bb

BB

bb

AA dt
t

tdtvSdt
t

tdtvS
0

2

000
)1(

1
dan    

1

1

 

Dengan demikian cukup ditunjukkan SB  SA untuk setiap b > 0. 

Berdasarkan sifat keterbatasan, kita perlu menunjukkan bahwa vB  vA 

untuk setiap t > 0. 

Karena vB  vA , maka vB - vA  0 atau 

222 )1(1

1

)1(

1

1(

1

)1(

1


































t

t

tt
t

t
t

 

Karena t > 0, maka –t/(t+1)2 < 0. Jadi, vB  vA  yang berarti sepeda 

motor B tidak pernah menyusul sepeda motor A. 

   

 
Sifat keterbatasan 

Tentu masih segar dalam ingatan kita bahwa syarat fungsi 

terintegralkan adalah fungsi tersebut mesti terbatas pada selang [a,b]. 

fungsi yang terbatas tersebut mungkin kontinu atau takkontinu pada 

berhingga titik. Ilustrasi grafik berikut akan membantu kita untuk 

mengkaji sifat lain dari integral. 

 

 

 

  

Gambar 1    Gambar 2 

Kita bisa lihat bahwa fungsi pada gambar di atas memiliki nilai 

minimum dan maksimum, yang masing-masingnya adalah m dan M. 

dengan demikian nilai fungsi pada selang [a,b] adalah Mxfm  )( .  

Implikasi dari hal ini adalah luas daerah dibawah kurva f(x) berada 

diantara m(b-a) dan M(b-a) (lihat ilustrasi grafik di atas). 

x 
m 

M 

b 

y f(x) 

a b x 

y 

m 

M 

f(x) 
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Sifat ini dalam kajian kalkulus dinamakan sifat keterbatasan. Secara 

umum, sifat ini dituangkan dalam teorema di bawah. 

 

Teorema Sifat Keterbatasan. 

Jika f terintegralkan pada selang [a,b] dan jika Mxfm  )( , maka 

)()()( abMdxxfabm

b

a

 
 

Contoh 4 

Tunjukkan bahwa luas daerah dibawah kurva 1)( 2  xxxf pada [-

2,2] lebih besar dari 3. 

Penyelesaian 

Karena nilai luasnya lebih besar, maka kita mesti menunjukkan nilai 

minimum dari fungsinya. Karena f kontinu pada [-2,2], maka 

berdasarkan teorema titik kritis, fungsi memiliki nilai maksimum dan 

minimum. 

2

1
atau  012)('  xxxf

 

Sehingga bisa ditunjukkan bahwa f(-0.5) = 

0.75 adalah nilai minimum. 

Jadi, f(x) 0.75 sehingga berdasarkan sifat 

keterbatasan, kita dapatkan 

  3)4(75.0))2(2(75.01

2

2

2 


dxxx

 

Sifat Keliniearan 

Seperti halnya dengan limit, turunan dan integral taktentu, maka 

integral tentu juga memiliki sifat linier. 
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Teorema Kelinieran. Jika f dan g terintegralkan pada [a,b] dan k 

konstanta, maka 

(i)  

b

a

b

a

dxxfkdxxkf )()(  

(ii)    

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

 
Bukti 
Berdasarkan definisi integral tentu, maka 


















b

a

n

i

ii
P

n

i

ii
P

n

i

ii
p

b

a

dxxfkxxfk

xxfkxxkfdxxkf

)().(lim                

).(lim).(lim)(

1
0

1
0

1
0

 

Bukti (ii) anda dapat lakukan dengan cara yang sama.

 

 
Contoh 5 

Diketahui 6)(

3

1

 dxxf  dan 4)(

3

1

 dxxg   , maka hitunglah nilai dari 

a.   

3

1

)()(2 dxxgxf  

b.   

3

1

3)( dxxg  

Penyelesaian 

a.   84)6(2)()(2)()(2

3

1

3

1

3

1

  dxxgdxxfdxxgxf  

b.   2)2(343)(3)(

3

1

3

1

3

1

  dxdxxgdxxg  

Dari hasil-hasil kajian tadi, marilah kita buktikan Teorema Dasar 

Kalkulus Pertama. 
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Misalkan untuk setiap x pada [a,b] didefinisikan 
x

dttfxF
0

)()(

tentunya kita bisa katakan juga 




hx

dttfhxF
0

)()( . Sehingga, 

 

 0

000

)()()()()()(
x

hxxhx

dttfdttfdttfdttfxFhxF  

 Berdasarkan sifat penambahan selang kita dapatkan, 






hx

x

dttfxFhxF )()()(  

Andaikan h > 0 dan misalkan m dan M adalah nilai minimum dan 
maksimum fungsi f pada interval [x, x+h], maka 

Mhdttfmh

hx

x

 


)(  

Atau 
 

Jadi, 

M
h

xFhxF
m 




)()(
 

Selanjutnya m dan M sangat bergantung pada h dan karena f kontinu 

berdasarkan teorema Apit, m dan M harus mendekati f(x) bila h0 
dan, 

)(
)()(

lim
0

xf
h

xFhxF

h





 

Contoh 6  

Carilah dttD

x

x
















2

1

)13(  

Penyelesaian 

Kita dapat menyelesaikannya dalam 2 cara, 

Pertama, dengan menggunakan TDK I dengan memisalkan u = x2 

sehingga, 

MhxFhxFmh  )()(
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xxxx

xuDdttDdttD u

x

u

i

u

x

x

262).13(                        

2).13(.)13()13(

32

1

2


























   

Kedua, dengan menghitung hasil integrasi terlebih dahulu, 

perhatikan gambar 

disamping,  

karena berbentuk trapezium, 

maka luasnya adalah, 

 
2

1

2

3
132

2

1 242
2




xxx
x

sehingga dapat dikatakan 
bahwa, 

2

1

2

3
)13( 24

1

2

 xxdtt

x

 

Jadi, 

xx

xxDdttD x

x

x

26

2

1

2

3
)13(

3

24

1

2




























 
 
Soal Latihan 2.2 
Carilah 

1.   









x

dttt
dx

d

1

2
 

2. 
 








 

x

dt
t

tt

dx

d

1

2

2

 

3. 



















2

2 1

1

x

dt
t

t
dx

d
 

4.   









x

tdttt
dx

d

1

2 2cos  

5. 
















2

1

sin

x

tdt
dx

d
 

6.   









13

2

x

x

dttt
dx

d
 

7. 
















2

1

2x

x

dt
t

t

dx

d
 

(x2, 3x2 -1) 

x2 

3t-1 

t 
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8. 

 















xx

dttt
dx

d
2

1

2 sin2

 

Carilah selang dimana fungsi y = f(x), x  0, (a) naik, (b) cekung 
keatas, 

9. 




x

dt
t

t
xf

0
21

)(  

10.  

x

dtttxf
0

)sin()(  

Diketahui 4)(,1)(,3)(,2)(

2

0

1

0

2

1

1

0

  dxxfdxxgdxxfdxxf . 

Gunakan sifat integral untuk menentukan 

11. 
2

0

)(2 dxxf  

12.   

2

0

)()(2 dxxgxf  

13.   

1

2

)(5)(2 dssgsf  

14.   

1

1

)(2)(3 dxxgxf

Hitunglah nilai dari 
4

0

)( dxxf diawali dengan menggambar grafik 

terlebih dahulu, 

15. 









42 jika

20 jika2
)(

xx

x
xf  16. 

















42 jika4

21 jika

10 jika1

)(

xx

xx

x

xf  

2.3 Bantuan Penghitungan Integral 

Kajian tentang sifat-sifat integral sebelumnya sangat 

membantu untuk mengkaji beberapa teorema yang penting dalam 

menentukan hasil integrasi. Teorema dasar kalkulus II menjadi 

modal awal dalam menentukan integral tentu. teorema nilai rata-

rata bermanfaat dalam menentukan rata-rata nilai integrasi. Pada 

dasarnya, Teorema Dasar Kalkulus II telah kita gunakan sepanjang 

menyelesaikan contoh-contoh pada kajian integral tentu di atas. 
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Teorema Dasar Kalkulus II 

Misalkan f kontinu pada interval tertutup [a,b] dan F antiturunan dari f 

pada [a,b], maka )()()( aFbFdxxf

b

a

  

 

Contoh1 Hitunglah  




2

1

264 dxxx  

Penyelesaian  

        12221682264
2

1

32

2

1

2  



 xxdxxx  

 

Teorema B (teorema nilai rata-rata integral) 

Kita ingat kembali jumlah Riemann pada selang [a,b], dengan 

mengambil lebar selang yang sama,x = (b-a)/n dan titik uji xi dimana, 

n

xf

ab

R

n

ab
xfRxxfR

n

i

i

P
n

i

ip

n

i

ip


 









 1

11

)(

)(.)(  

Kita dapat katakana bahwa ruas kanan merupakan nilai rata-rata 

fungsi pada selang [a,b] dari n partisi. Dengan mengambil n kita 

dapatkan. 

n

xf

ab

R

n

i

i

n

p

n









1

)(

limlim  atau 
n

xf

R
ab

n

i

i

n
P

n









1

)(

limlim
)(

1
 

Berdasarkan definisi integral tentu dan ruas kanan merupakan nilai 

rata-rata, maka terdapat c sehingga  

)(
)(

)(

cf
ab

dttf

b

a 




 

Ilustrasi geometri dapat kita lihat berikut; 
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Dari gambar diatas kita bisa lihat bahwa luas gambar (1) adalah 12 

satuan, sehingga f(c) = 12/(2-(-1)) = 12/3 = 4 (lihat tiitk A), sedangkan 

gambar (2) memiliki luas 6 satuan, sehingga f(c) = 6/(2-0) = 6/2 = 3 

(lihat titik B). 

Teorema Nilai Rata-Rata: Jika f kontinu pada [a,b], dimana ada 

bilangan c diantara a dan b sedemikian sehingga  

))(()( abcfdttf

b

a

  

Contoh 2 

Tentukan nilai rata-rata integral dari fungsi f(x) = 4x3;[1,3] dan pada 

titik mana 

Penyelesaian 

 
40

2

181

213

4

)(

3

1

4

3

1

3










x
dxx

cf

  

Jadi, 4c3 = 40 atau c3 = 10 atau 3 10c  
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Salah satu bantuan yang sangat berguna dalam integral adalah 

metode substitusi. Metode ini dapat dilakukan untuk integral taktentu 

dan integral tentu. 

 

Teorema A (Substitusi untuk integral taktentu) 

Misalkan g terdeferensialkan dan misalkan F anti turunan dari f, Maka 

jika u = g(x), 

CxgFCuFduufdxxgxgf   ))(()()()('))((  

 

Bukti 

Untuk membuktikan teorema ini dapat kita lakukan dengan 

menurunkan fungsi hasil integrasinya, 

  )(')).((0)(').('))(( xgxgfxgxgFCxgFDx   

 
Contoh 3 

Tentukan  dx
x

xsin
 

Jawab 

Misalkan ,xu  maka dx
x

du
2

1
 , maka 

 

CxCu

udu

dxxdx
x

x
x











cos2cos2                  

sin2                  

sin2
sin

2

1

 

Contoh 4 Carilah    dxxxx )13(23
42  

Penyelesaian 

Karena integran memuat fungsi dan turunannya, maka kita lakukan 

pemisalan dimana, 
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  dxxdxxduxxu )12(32623 2   

Sehingga, 

 

  Cxx

Cuduudxxxx











 

52

5442

23
15

1
                                     

5

1

3

1

3

1
)13(23

 

Kita juga bisa menggunakan metode substitusi untuk menentukan 

hasil integrasi pada integral tentu. Hal ini dijamin oleh teorema 

berikut ini. 

 

Teorema B (substitusi pada integral tentu) 

Misalkan g memiliki turunan kontinu pada [a,b] dan misalkan f 

kontinu pada range dari g. maka 

 

)(

)(

)()('))((

bg

ag

b

a

duufdxxgxgf  

 

Contoh 5  

Hitung nilai dari 
 




1

0

22 62

1
dx

xx

x
 

Penyelesaian 

Misalkan dxxdxxduxxu )1(2)22( sehingga ,622   

Jika x = 0 maka u = 6 dan x = 1 maka u = 9 sehingga 

   

36

1

12

1

18

11

2

1

2

1
                              

62

)1(2

2

1

62

1

9

6

9

6

2

1

0

22

1

0

22


























u
duu

dx
xx

x
dx

xx

x
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Teorema C (Teorema Simetri) 

Jika f adalah fungsi genap, maka  


aa

a

dxxfdxxf
0

)(2)(  dan jika f 

fungsi ganjil, maka 0)( 


a

a

dxxf  

 

Ilustrasi berikut akan menambah pemahaman tentang 

teorema simetri di atas. Seperti kita ketahui fungsi genap memiliki 

sumbu simetri pada sumbu y atau yang sejajar sumbu y. Sedangkan 

fungsi  

ganjil memiliki sumbu simetri pada y = -x. Perhatikan gambar berikut; 

 

 

Gambar (grafik fungsi genap) 

 

 

Gambar (fungsi ganjil) 
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Teorema D 

Jika f fungsi periodic dengan perioda p, maka  





b

a

pb

pa

dxxfdxxf )()(

 
Perhatikan daerah diarsir berikut ini; 

dari grafik sinx dan daerah 
diarsir disamping dapat kita 
lihat bahwa, 

 

 2/

0

2/2

2

)()(





dxxfdxxf

 

Atau 

 

2/32/7

3

)()(









dxxfdxxf  

 
 
Contoh 6 
Tunjukkan bahwa 

(1)    


2

0

2

2

2

2 432 dxxdxxx  

(2) 0
1

1

1

2

3






dt
t

t
 

(3)  





2/

0

2/3

2

sin2sin2





xdxxdx  

Penyelesaian 
  

(1) Berdasarkan sifat linier kita peroleh 

   


2

0

2

2

2

2

2

2 3232 xdxdxxdxxx  

Karena x2 fungsi genap dan x fungsi ganjil, maka 

 










2

0

2

2

0

2

2

0

2

2

2

2

2

2

40.32.2                        

3232

dxxdxx

xdxdxxdxxx
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(2) Kita lihat fungsi 
2

3

1
)(

t

t
tf


 . karena 

)(
1)(1

)(
)(

2

3

2

3

tf
t

t

t

t
tf 









 , maka f(t) fungsi ganjil 

Jadi, 0
1

1

1

2

3






dt
t

t
 

(3) Karena sin(x) =sin (x + k.2) untuk k bilangan bulat, maka 

Untuk k = -1, sin 0 =sin (0 +(-1).2) = sin (-2) 

Untuk k = -1, sin(/2) = sin(/2 – 2) = sin(-3/2) 

Jadi,  
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sin2sin2
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Soal Latihan 2.3 

1. 
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y
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3. dxx 3 42  

4. dxx  )23cos(  

5. dxxx  42  

6.   dxxx 
932 4  

7. dx
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4sin
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8. 
 

 
dt
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3cos
 

9.     dxxxx
93832 5cos)5(

 

10.    dxxxx 5cos)5sin( 3932

 

11. 




3

1

2)2(

1
dt

t
 

12. 




0

1

22 )3(1 dxxx  

13. 
2/

0

3cossin



xdxx  

14. 
2/

0

2 3cos3sin



xdxx  

15.   

2/

0

2cos2sin



dxxx  

16. 
2/

0

)sin(cossin



dxxx  

17. 
1

0

3222 )cos()(sin dxxxx



 

 

 
18. Sebuah tempat penyimpanan air berkapasitas 200 lt mengalami 

kebocoran dengan laju V’(t) = 20 – t lt/jam. (a) berapa banyak 

air bocor antara 10 dan 20 jam, (b) berapa lama waktu yang 

diperlukan sampai tempat penyimpanan kosong. 

Carilah rata-rata nilai fungsi pada selang yang diberikan 
 

19. ]4,1[;5)( 2xxf   

20. ]2,0[;
16

)(
3

2




x

x
xf  

21. ],0[;cos)( 2 xxxf   

22. ],0[;
cos1

cossin
)(

2
2



t

tt
tf




 
Tentukan semua nilai c yang memenuhi teorema nilai rata-rata dari 
fungsi dan selang yang diberikan 
 

23. ]1,1[;)( 2  xxf  

24. ]3,1[;1)(  xxf  

25. ],[;sin)(  xxg  

 
Gunakan sifat simetri untul menghitung integral berikut 

26.  








dxxx cossin  
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dx
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28.  
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cossin  

29.  
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321 dxxxx  

30.  




4/

4/

225 tansin





dxxxxx

 

 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
Pendahuluan 

Kita telah banyak mengkaji tentang integral tentu dan sifat-

sifatnya. Lalu, bagaimana dengan aplikasi integral? Bab ini kita akan 

mencoba mengkaji aplikasi yang berkaitan langsung dengan 

matematika seperti aplikasi untuk luas, volume benda putar dan 

penghitungan panjang kurva. 

Setelah mempelajari bagian ini diharapkan memiliki ketrampilan 

untuk menggunakan integral dalam menentukan luas, volume benda 

putar dan panjang kurva berdasarkan jenis fungsi dan daerah yang 

ada. Ketrampilan ini ditandai dengan indikator berikut; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

BAB 
III 

APLIKASI INTEGRAL 

INDIKATOR 

- menggambar daerah 
yang akan dihitung 
luasnya 

- menentukan batas-
batas daerah 

- menggunakan 
integral untuk 
menghitung luas 
daerah 

- Menentukan daerah 
yang akan diputar 

- Menentukan benda 
hasil perputaran 

- menentukan volume 
benda putar dengan 
metode yang tepat 

- Membedakan 
penggunaan metode 
sesuai dengan hasil 
benda putarnya daerah 

- Menentukan potongan 
panjang kurva dan 
menghitungnya 

- Menentukan   luas 
permukaan dari benda 
putar yang terjadi 
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3.1 Luas Bidang Rata 

Beberapa kajian yang telah kita lakukan pada bab-bab sebelumnya 

berkaitan dengan polygon, anti turunan, jumlah Riemann yang 

berujung pada pendefinisan dan sifat-sifat integral tentu. Kajian-kajian 

itu merujuk pada penggunaan integral tentu untuk menghitung luas 

daerah dibawah kurva. Kita akan lakukan kajian dari kasus yang 

sederhana. 

Daerah di atas sumbu-x. Misalkan y = f(x) adalah sebuah kurva 

pada daerah xy dan andaikan  f kontinu dan taknegatif pada selang a  

x  b. Andaikan R adalah daerah yang dibatasi oleh y = f(x), x = a, x = b 

dan y = 0.  Kita katakana bahwa R adalah daerah dibawah y = f(x), x = 

a, x = b.  

Perhatikan gambar berikut; 

 

Berdasarkan gambar di atas,  

maka luas dapat dihitung dengan 

pendekatan polygon dan jumlah 

Riemann dan definisi integral 

tentu, maka  


b

a

dxxfRA )()(  

 
Untuk lebih memahami kita akan kaji beberapa contoh yang 

berkaitan dengan luas daerah dibawah kurva dan diatas sumbu-x. 

contoh yang diberikan dimulai dari kasus sederhana, berupa fungsi 

linier. 

 
 

y = f(x) 

a b 

R 

x 

y  

matematika
Sticky Note
tambahkan jika ptongan ke arah sumbu-y
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Contoh 1 

Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh y = x +1, x = 0, x = 2 dan 

sumbu-x. 

Penyelesaian 
dari gambar kita bisa gunakan bahwa 

daerah berbentuk trapezium, sehingga 

luasnya adalah = ½ (1+3)(2) = 4. 

Dengan integral dan TDK II kita 

peroleh, 

 

4022
2

1
        

2

1
1)(

2

2

0

2

2

0



















  xxdxxRA

 

Contoh 2 tentukan luas daerah R dibawah kurva 22 34  xxy

antara x = -1 dan x = 2. 

Penyelesaian 

Jadi, 

 

5
10

50

10

26

5

12
         

2
2

1

5

1
48

5

32
         

2
25

1
         

22)(

2

1

4
5

2

1
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x
x

x

dxxxRA

 
 
Daerah dibawah sumbu-x. Asumsi pertama tentang luas bernilai dan 

bersifat positif. Jika grafik fungsi f(x) berada dibawah sumbu-x, maka 

integral 
b

a

dxxf )( adalah negative 
x a b 

y 

matematika
Sticky Note
cek, lagi, 26/10
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dan tidak dapat dikatakan luas. Bagaimanapun, daerah tersebut 

hanyalah negative dari luas daerah yang dibatasi oleh y = f(x), x = a, x 

= b, dan sumbu-x. Jadi,  


b

a

dxxfRA )()(  

Contoh 3 tentukan luas daerah yang dibatasi oleh y = x + 1, x = -2, x = 

2 dan sumbu-x? 

Penyelesaian  

Secara geometri kita bisa hitung luasnya 

adalah, 

5
2

9

2

1
3.3

2

1
1.1.

2

1
  

Dengan integral, maka 

    4)22(22
2

1
1

2

2

2

2

2













 xxdxx

tentu saja ini memberikan hasil yang berbeda. Karena segitiga di 

bagian kiri terletak dibawah sumbu-x, jadi bernilai negative, yakni (-

1/2). Sehingga wajar kita peroleh 4, karena (4,50-0,5) = 4. 

Sifat penambahan selang membantu kita sehingga, 

A(R) = -A1 + A2 =    
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1

1

2

11 dxxdxx  

=     
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= 5
2

1
4)

2

1
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Cara berpikir yang dapat membantu 
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Untuk daerah yang sederhana sepertidi atas sangat mudah untuk 

diselesaikan. Akan tetapi, untuk permasalahan yang lebih kompleks 

langkah-langkah berikut dapat membantu kita; 

(i) Sketsa daerah 

(ii) Potong  menjadi daerah yang lebih kecil 

(iii) Hitung luas daerah potongan sebarang yang dibuat 

(iv) Jumlahkan semua potongan 

(v) Ambil limit untuk dan hitung integralnya 

 

Contoh 4 susunlah integral untuk menyatakan luas daerah 

dibawah y = 1 + √x diantara x = 0 dan x = 4 

Penyelesaian 

 
Maka   iii xxA  1  

Sehingga  



n

i

ii xxA
1

1  

   dxxxxA
n

i

ii
n  




4

01

11lim  

3

28
)

3

16
4(

3

2.2
4

3

2 3
4
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2
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x
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1 + √x 
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Daerah diantara dua kurva. Andaikan y = f(x) dan y = g(x) dimana 

g(x)  f(x) pada ) a  x  b.  Grafik-grafik dan interval dapat 

dicontohkan seperti  gambar dibawah. Tentu, dengan mudah kita 

dapat menentukan pendekatan melalui potong, ambil luas ke-i, hitung 

jumlah dan limitnya serta integrasi. Hal terpenting adalah kita mesti 

tepat dalam menentukan “tinggi” dari daerah yang akan kita hitung. 

Kita sepakat tentu, bahwa tinggi daerah akan sama dengan f(x) – g(x). 

Selanjutnya, perhatikan gambar 

berikut; 

gambar disamping menunjukkan 

bahwa  

  xxgxfA  )()(  

  xdxgxfA

b

a

  )()(  

 
 

Bagaimana jika daerah berada dibawah sumbu-x? tentu saja, akan 

berlaku hal yang sama. Coba Anda kaji sendiri. 

 

Contoh 5  

Carilah luas daerah yang dibatasi oleh y = x2 dan y = 2x  

Penyelesaian 

Pertama kita mesti mencari titik potong keduanya, sehingga x2 = 2x.  

dengan demikian, maka x2 - 2x= 0 atau x(x – 2) = 0 

 Jadi, titik potongnya pada x = 0 dan x = 2. 

x 

x 

y 

a b 

f(x)-g(x) 

matematika
Sticky Note
perbbaiki gambar
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Kedua, kita buat sketsa dari grafiknya, 

dari grafik kita bisa lihat bahwa 

tingginya adalah 

 g(x) – f(x) 
sehingga, 

  xxfxgA  )()(  

 

3

4

3

8
40

3

2
2    

3
2

3
2

2

0

3
2

2

0

2



















 

x
xxdxxA

 

 
 

Contoh 6 carilah luas daerah yang dibatasi oleh xxy  2 , 

xxy  3 pada (a) [0,1], (b) [1,2], dan (c) [0,2]. 

Penyelesaian 

Pertama kita buat sketsa dari grafiknya, 

dari grafik dapat dilihat 

bahwa, pada selang [0,1] 

fungsi g(x)  f(x), sedangkan 

pada selang [1,2] fungsi f(x) 

g(x). 

selain dari grafik kita juga bisa 

melihat nilai fungsi 

berdasarkan analisa fungsinya atau titik potong kedua fungsi, 

dimana; 

1,00)1(0 22332  xxxxxxxxxx  

 (-,0) (0,1) (1,) 

Ket f(x) > g(x) f(x) > g(x) f(x) < g(x) 
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Berdasarkan tabel diatas, maka dapat disimpulkan bahwa 

pada selang [0,1] fungsi g(x)  f(x), sedangkan pada selang [1,2] fungsi 

f(x) g(x). jadi; 

(a) Pada [0,1]  

  xxgxfA  )()(  
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(b) Pada,   xxfxgA  )()(  
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(c) ba AAA  sehingga 5.1
12

18

12

17

12

1
A  

 
Contoh 7 
tentukan luas daerah yang dibatasi oleh y = x – 1  dan x = 3 – y2  

Penyelesaian 

 
Pertama, kita skets daerahnya 

x 

y 

x=3-y2 

y =x-1 

Memotong di 
satu kurva 
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Kalau kita buat potongan tegak, maka terdapat potongan yang 

memotong di satu kurva (lihat gambar), maka potongan harus dibuat 

mendatar. Karena ini akan memberikan  x = 0 jadi akan memberikan 

luas yang sama dengan 0. 

 
 
Sehingga luas potongannya adalah 

y = {(3 – y2) – (y +1)}.y 
Sehingga luasnya adalah 

  

b

a

dyyyA 13 2  

Sekarang kita cari titik potongnya, 
dimana 3 – y2 = y + 1 atau y2 + y – 2 = 0. 

Sehingga titik potongnya adalah y = -2 dan y = 1. Jadi, luasnya adalah  
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Soal Latihan 3.1 
Tentukanlah luas daerah yang diarsir berikut ini; 

 

 

x 

y 

x=3-y2 

y =x-1 

y 

1 2 

matematika
Sticky Note
delta A
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Untuk soal 5-10, Hitunglah luas daerah yang dibatasi oleh batas-

batas yang diberikan dengan terlebih dahulu mensketsa daerah, 

aproksimasi dan hitung integralnya. 

5. y = 5x – x2, y = 0, antara x = 1 dan x = 3 

6. y = √x – 10, y = 0, antara x = 0 dan x = 9 

7. y = x2 – 2x, y = – x2 

8. y = x2 – 9, y = (2x – 1) (x + 3) 

9. x = 8y – y2, x = 0 

10. x = 4y – 6y2, x + 3y – 2 = 0 

11. Tentukan luas daerah segitiga dengan titik sudut (-1,4),(2,-2) 

dan (5,1) dengan menggunakan integral 

12. tentukan daerah yang dibatasi oleh y = x + 6, y = x3, dan 2y + x 

= 0. Kemudian tentukan luasnya 

13. Sebuah benda bergerak dengan kecepatan pada saat t detik 

adalah v(t) = t2 +2t +2 m/s. Berapakah jarak yang ditempuh 

apabila benda bergerak dari t = 5 detik sampai dengan t = 10 

detik? 

 

3 4 
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3.2 Volume Benda Putar 
 
Sebelum mengkaji tentang volume benda putar alangkah baiknya 

kita ingat kembali tentang bangun ruang. Bangun ruang, dalam kajian 

geometri, memiliki satu ukuran yang dinamakan “volume”. Sebagian 

dari kita menyebutnya dengan “isi”. Meskipun tentu ada perbedaan 

antara isi dan volume.  

Secara umum volume benda dapat dihitung dengan 

berlandaskan pada  V = A.h, dimana V= volume, A = luas alas, h = 

tinggi 

 

 

 

Bentuk lain seperti berikut memiliki rumus volume V = 1/3. A.h 

Bagaimana kalau berbentuk 

gambar dibawah. Penggunaan 

potongan kecil, aproksimasi, dan 

jumlahkan tampak jitu untuk 

menghitung volumenya. 

  

h 

A A 

h 

A 

h 

A 

t 

A 

t 

ri = 
f(xi) 



x 

V =A. x = ri2 x  

      = .f 2(xi).x 

 

Dengan cara yang sama 
kita peroleh, 





n

i

ii xxAV
1

).(  yang 

selanjutnya akan 

menjadi 
b

a

dxxAV )(  
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Pada bagian ini, kita akan mengkaji tentang 3 metode yang 

berkaitan dengan aplikasi integral untuk menghitung volume benda 

putar. Metode tersebut adalah metode cakram, metode cincin dan 

metode kulit tabung. 

Kita akan mengawali kajian terhadap metode cakram. 

 

Metode Cakram 

Seperti namanya cakram adalah benda padat yang berbentuk 

lingkaran dengan ketebalan yang kecil. Penulis sendiri lebih aplikatif 

menyebutnya dengan metode uang koin. 

 

Jadi, xrV  2

 

Dari gambar di atas kita peroleh bahwa; 

Jari-jari = r = f(x), buat partisi kita peroleh )( ii xfr 
 
dan ketebalan 

atau 
n

a

n

a
xi 




0

 
Sehingga 

r 

x 
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n

a

n

ai
fxxfV iii ).(.).(. 22    

Volume total 

 


ii

n

i

ii xxfxxfV ).().(. 2

1

2   

Dengan menggunakan definisi integral tentu kita peroleh, 







n

i

ii
n

a

xxfdxxfV
1

2

0

2 ).(lim)(   

Amati gambar diatas, ternyata potongan yang dibuat dan hasil 

putaran potonganlah yang berbentuk seperti cakram atau koin. Satu 

hal lagi, ternyata sumbu putarnya adalah memuat salah satu sisi dari 

batas dari daerah yang akan kita putar. 

Bagaimana kalau sumbu putarnya adalah sumbu-y?  apakah hasil 

perputarannya berbentuk cakram? Bagaimana cara menghitung 

volumenya? 

Perhatikan ilustrasi geometri berikut; 

      
Jadi, V = .(xi)2.yi karena y = x2, maka x =√y sehingga volumenya 
adalah, 






4

01

2 .atau  .. dyyyxV
n

i

i   

yi 

xi 
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Kasus ini menyakinkan kita bahwa potongan ke arah sumbu-y dengan 

perputaran sumbu-y juga menghasilkan cakram. Perhitungan yang 

sama dapat dilakukan. Akan tetapi, peran invers fungsi memegang 

sangat penting dalam hal ini.  

Contoh 1 

Tentukanlah volume benda putar yang terjadi apabila y = x + 1, x = 0, 

x = 2, diputar mengelilingi 

(a) Sumbu-x (b) sumbu-y  (c) garis x = 2 

Penyelesaian 

 Pertama kita gambar daerah yang 

akan diputar 

Dari gambar disamping tampak 

bahwa daerah yang akan diputar 

adalah berbentuk trapezium, 

sehingga bila diputar akan 

menghasilkan bangun ruang, yakni 

(a) diputar mengelillingi sumbu-x 

 

dari gambar kita peroleh, V = .(yi)2.x =  (x2 + 2x + 1).x. 

x 

yi 
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Jadi,  



n

i

iii xxxV
1

2 12 sehingga volume benda putar adalah 
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(b) diputar mengelilingi sumbu-y 

 
Perhatikan ada tiga jenis potongan yang dapat dilakukan, potongan 1 

akan menghasilkan benda putar berbentuk tabung dengan jari-jari 

alas sama dengan 2, dan tinggi sama dengan 3, sehingga volumenya 

adalah, V = .22.3 = 12. 

Bila kita lihat hasil putarannya maka akan lebih tepat bila kita lakukan 

pemotongan 3, dimana,  

Bila kita putar, maka V = .(xi)2.y 

atau V = .(yi - 1)2.y   

Jadi, volumenya hasil putaran pada potongan ini adalah, 
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Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa volume benda putar 

adalah 

VBP = VT – VHP = 12 - (8/3) = 28/3 

(c) diputar mengeliingi x = 2 

                   
 
 

Berdasarkan gambar diatas, maka kita melakukan dua kali 

pemotongan dan pemutaran. Potongan pertama adalah pada arah 

sumbu-y pada selang [0,1], pemotongan kedua pada selang [1,3]. 

Sehingga penghitungan dilakukan dalam 2 cara 

(i) pada selang [0,1] 

V = .22.y = 4.y atau  44

1

0

  dyV  

(ii) Pada selang [1,3] 

V = .(2 – x)2.y = (3 – y)2 y atau 
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yydyyyV

 
Jadi, luas totalnya adalah V = V[0,1] + V[1,3] = 4 + 2/3 = 

3

24
. 

Metode cakram tentunya tidak akan bisa bekerja apabila hasil 

perputarannya memilliki lubang. Untuk kasus ini, kita akan kaji pada 

bagian berikutnya yakni metode cincin. 

y 

2 - x 

2 

y 
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Metode Cincin 

Mungkin kita semua pernah memakan donuts atau paling tidak 

melihatnya. Pernahkah kita berpikir berapa volumenya? Tentu saja, 

kalau kita hitung hanya memperoleh volume pendekatannya dimana; 

 

 

 

 

 

 

 

Volume benda yang memilliki lubang ditengahnya dapat didekati 

melalui perhitungan, dalam kalkulus, dikenal dengan nama metode 

cincin. 

Perhatikan daerah berikut yang diputar pada arah mendatar. 

Adanya jarak sisi terdekat dari daerah yang akan diputar 

menyebabkan hasil perputarannya memiliki lubang 

disekitar perputarannya. Kalau kita buat potongan 

kecil akan diperoleh bentuk umum seperti berikut; 

Jadi, potongan benda putar memiliki volume, 

  xrrV  2

1

2

2  

hrrV )( 2

1

2

2    

r1 r2 

h 

r2 

r1 

x 
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Tentunya volume benda putar dapat dihitung dengan cara 

volume pada jari-jari terluar dikurangi dengan volume pada jari-jari 

dalam. Untuk lebih memahami perhatikan contoh-contoh berikut; 

 
Contoh 1  

Tentukanlah volume benda apabila daerah yang dibatasi oleh  2xy 

dan xy 82  , mengelilingi sumbu-x 

 

Penyelesaian 

(i) Gambar daerah 

(ii). Potong daerah ke-I, gambar 

hasil perputarannya 

 

 

(ii) Aproksimasi volume 

  xxxV  222 )()8(  

(iii) Hitung integrasinya 

   

    

8)()8(

2

0

4

2

0

222

  dxxxdxxxV   

    
5

48
)

5

32
16(0)2.4.4(4 5

5
1

2

0

5

5
12  xx  

 

x 
x 
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Contoh 2  

Sebuah daerah setengah lingkaran yang dibatasi oleh 24 xy  dan 

sumbu-y diputar mengelilingi garis y = -1? 

Penyelesaian 

Perhatikan gambar 

berikut, 

 
 
 
 
 

  xxV 






 .141 2

2
2

 

 
 

 
 
hasil perputarannya akan 

tampak seperti gambar 

disamping; 

  

2

0

22 442 dxxxV 

berdasarkan sifat integral kita 

peroleh, 

 

 

3

16
4

3

8
84

3
44..

2

1
2       

442

22

2

0

3

2

0

2

0

22




















  





x
x

dxxdxxV

 

x 

1 + √(4-x2) 

 √(4-x2) 

matematika
Sticky Note
cek lagi,1/4 .pi. r^2
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Metode cincin digunakan pada saat hasil benda putar memiliki 

lubang ditengahnya. Selain itu, kita bisa katakana bahwa sumbu putar 

memiliki jarak dengan benda putarnya. 

 

Metode Kulit Tabung. 

Metode cakram dan metode cincin memiliki dapat digunakan apabila 

potongan yang dilakukan tegak lurus dengan sumbu putarnya. 

Bagaimana kalau potongan yang dibuat sejajar dengan sumbu 

putarnya? 

Sebelum mengkaji lebih jauh, tentu kita tahu bambu. Kalau kita 

buka akan tampak seperti gambar berikut. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Kita bisa lihat bahwa h menyatakan tinggi bamboo, x 

menunjukkan selisih jari-jari dalam luar bamboo, dan r menyatakan 

rata-rata jari-jari dalam dan luarnya.  Sehingga volumenya adalah V = 

2r.r.h. Perhatikan gambar berikut; 

 
 
 
 

 
 
 
 
sehingga, volume benda putar yang terjadi adalah 

r 

2r 

h 

hrrV )( 2

1

2

2    atau 

))( ).(.(2

...2

2
..2))(( 12

1212

panjangrreratatebalV

hrrV

h
rr

rhrrrrV
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xxxfV  )(2 sehingga 

b

a

dxxxfV )(2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Contoh  1 
 
Tentukanlah volume benda putar yang terjadi apabila daerah yang 

dbatasi oleh y = x, x = 0 dan x = 2, maka diputar mengelilingi sumbu-

x, apabila potongannya sejajar sumbu-x. 

Penyelesaian 

Perhatikan gambar berikut ini 

         

y 

2 - x 

y 

y 
y 

2 – x  
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3

8

3

4
2

3

8
42    

3
222)2(2

2

0

2

0

3
2

2

0

2
























  

y
ydyyyydyyV

 

 

Contoh 2 

 Tentukanlah volume benda apabila daerah yang dibatasi oleh  2xy 

dan xy 82  , mengelilingi sumbu-x 

Penyelesaian 

Bila kita gambar daerah dan hasil perputarannya akan tampak seperti 

berikut; 

 

yy
y

yV  .)
8

(2
2

  

5

48
8

5

64
2

32

16.16

5

2.16.2
2   

325

2

8
2

8
2

4

0

44

0

34

0

2 2

5

2

3
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dy

y
yydy

y
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Soal Latihan 3.2 

Tentukanlah volume benda yang terjadi, apabila daerah R yang 

diketahui diputar mengelilingi sumbu yang diberikan 

1. 0,4,1,
1

 yxx
x

y diputar mengelilingi sumbu-y 

2. 0,3,  yxxy diputar mengelilingi sumbu-y 

3.   0,0,09 2  yxxxy diputar mengelilingi sumbu-y 

4.   0,0,09 2  yxxxy diputar mengelilingi garis x = 3 

5. 0,5,  yxxy diputar mengelilingi s garis x = 5 

6. xyxy 3,2  diputar mengelilingi sumbu-y 

7. 0,1,2  xyyx ; diputar mengelilingi sumbu-x 

8. 0,2,2  xyyx ; diputar mengelilingi garis y =2 

9. 0,0,4,1  yxyyx ; diputar mengelilingi sumbu-x 

10. Perhatikan  gambar berikut. Susunlah sebuah integral untuk 

volume benda putar yang diperoleh, apabila daerah R diputar 

mengelilingi sumbu yang diberikan 

(a) sumbu-x (cincin) 

(b) Sumbu-y (kulit tabung) 

(c) Garis x = a (kulit tabung) 

(d) Garis x = b (kulit tabung) 

 

 

 

a b 

f(x) 

g(x) 



92 |B a b  I I I  

 

11. Sketsalah daerah R yang dibatasi oleh 3,1,1 2  xxxy  dan y 

= 0. Susunlah (tidak perlu dihitung) integral-integral untuk 

masing-masing yang berikut; 

(a) Luas R 

(b) Volume benda putar, bila R diputar mengelilingi sumbu-y 

(c) Volume benda putar, bila R diputar mengelilingi garis y = -1 

(d) Volume benda putar, bila R diputar mengelilingi garis x = 4 

 

3.3 Panjang Kurva dan Luas Permukaan 

Perhatikan grafik kurva berikut; 

Dapatkah Anda menghitung panjang 

kurvanya? Andai sebuah tali tentu 

dengan merentangkan menjadi garis 

lurus dengan mudah kita bisa 

menghitungnya.  

Pertanyaan ini memicu kita untuk lebih 

memahami tentang kurva. Mungkin  dalam pikiran kita kurva 

diartikan sebagai grafik. Untuk lebih memahami perhatikan  grafik 

fungsi dari  xxy 0,sin dan 22,2  yyx  
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Grafik dari kedua fungsi tersebut merupakan sebuah kurva 

bidang. Kedua kasus diatas menyatakan bahwa kurva merupakan 

grafik dari fungsi yang berbentuk y = f(x) dan x = g(y). 

Mari kita perhatikan lingkaran x2 + y2 = a2 

persamaan lingkaran juga dapat 

dinyatakan dalam bentuk 

20      ,sin ,cos  ttaytax  

Cara berpikir bisa kita anggap  t 

sebagai waktu, x dan y menyatakan 

posisi pada saat t. variable t 

dinamakan sebagai parameter.  

Selanjutnya x dan y, dinamakan 

persamaan parametric yang menggambarkan sebuah lingkaran. 

Jika kita gambar grafik dari persamaan parametric x = cos t, dan y = 

sin t, 0  t  5, maka kurva berbentuk spiral seperti pada kurva awal 

kajian ini. 

Dengan demikian, dapat dikatakan bahwa kurva bidang 

ditentukan oleh pasangan persamaan parametric, x = f(t), y = g(t), a  t 

 b, dimana kita asumsikan f dan g kontinu pada interval yang 

diberikan. 

 

Definisi 

Kurva bidang halus adalah sebuah kurva yang ditentukan oleh 

pasangan parameter x = f(t), y = g(t), a  t  b, dimana f’ dan g’ ada 

dan kontinu pada (a,b). 

Tentunya pengukuran panjang kurva menjadi penting dalam 

kalkulus. 

(x,y) 

a 

t 
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Panjang Busur 

Misalkan diketahui x = f(t), y = g(t), a  t  b. partisikan (a,b) menjadi 

n bagian sehingga, 

btttta n  ...210 , 

Hasil potongan ini memberikan titik akhir dari setiap sub selangnya 

adalah nn QQQQQ ,,...,,, 1210  . Sehingga, panjang potongan bisa 

kita hitung melalui pendekatan jarak, dimana 

   21

2

1

22 )()()()()()(   iiiiiii tgtgtftfyxw  

Berdasarkan teorema nilai rata-
rata untuk turunan, maka ada  

titik it dan 
^

it di (ti-1, ti) 

sedemikian sehingga; 

iiii

iiii

ttgtgtg

ttftftf









)(')()(

)(')()(

1

1
 

 

Dimana ti = ti – ti-1 Jadi, 

   

    iii

iiiiiii

ttgtf

ttgttfyxw





.)ˆ()(                                    

).ˆ()()()(

22

22
22

 

Sehingga total panjangnya adalah 

   



n

i

iiii ttgtfw
1

22

.)ˆ()(  

Berdasarkan definisi integral tentu, maka 

     


















b

a

b

a

dt
dt

dy

dt

dx
dttgtfL

22

22
)(')('  

Apabila kurva didefinisikan dengan y = f(x), a  x  b sedemikian 

sehingga; 

 









b

a

dx
dx

dy
L

2

1  
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Contoh 1 

Tentukan keliling lingkaran dari x2 + y2 = a2 

Penyelesaian 

Kita tulis persamaan lingkaran, x = a cost dan y = a sint, 0  t  2, 

maka dx/dt = -asint dan dy/dt = accost . 

  aatdtadttataL .2.cossin
2

0

2

0

2

0

2222 




   

 Contoh 2  

Tentukan panjang segmen garis dari A(0,1) ke B(5,13)  

Penyelesaian 

Dari dua titik tersebut dapat dilihat persamaan 1
5

12
 xy . 

5

12


dx

dy
 

13
5

13
                         

5

13

5

125

5

12
1

5

0

5

0

5

0

2

225

0

2






















  

x

dxL

 

 
 

Contoh 3 tentukan panjang busur dari kurva y = x3/2 dari titik (1,1) 

sampai titik (4,8) 

Penyelesaian  

Berdasarkan jarak antar dua titik kita bisa hitung dari (1,1) ke (4,8), 

6,758499)18()14( 22   

  









4

1

4

1

2

2/1

4

9
1

2

3
1 dxxxL ,  misalkan u = 1 + 9x/4, maka du 

= 9/4 dx, sehingga 

(5,13) 

(0,1) 
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4

1

2/3

4

1
3

2

9

4

9

4

4

9
1 Cuduudx

x
L  

                         63,7
8

13
10

27

8

4

9
1

27

8 2/3
2/3

4

1

2/3

































 x  

Turunan dari panjang busur 

Misalkan f kontinu dan terdeferensialkan pada (a, b). untuk setiap x di 

(a,b) definisikan s(x) oleh 

  

x

a

duufxs
2

)('1)( , 

maka s(x) menyatakan panjang busur kurva y = f(u) dari titik (a, f(a)) 

ke (x, f(x)). Berdasarkan Teorema Dasar Kalkulus I;  

 
2

2
1)('1)(' 










dx

dy
xfxs  

Jadi, dx
dx

dy
ds

2

1 







  

Dengan cara yang lain, akan kita dapatkan; 

dt
dt

dy

dt

dx
dy

dy

dx
dx

dx

dy
ds

2222

11 


































  

Luas Permukaan Benda Putar 

Pada kajian sebelumnya, kita telah mengkaji tentang hasil 

perputaran sebuah daerah. Hasil ini merupakan sebuah bangun 

ruang. Bangun ruang memiliki ukuran diantaranya volume dan luas 

permukaan. Volume benda putar telah kita kaji pada subbab 

sebelumnya. Pada bagian ini, kita akan mengkaji tentang luas 

permukaan benda putar. 

Mari kita mulai kajian dengan luas permukaan kerucut; 
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kalau kita lihat kerucut 

terpancungnya dengan jari-jari r1 

dan r2, maka luas permukaannya 

adalah  A = 2 x rata-rata jari-jari x 

tinggi miring, yakni; 

l
rr

A .
2

2 21







 
   

Secara lebih umum, perhatikan kurva berikut ini, 

kalau kita gunakan prinsip partisi 

seperti dalam luas dan volume, 

maka bagi [a,b] menjadi n potong 

dengan titik-titik 

bxxxxa n  ...210 . Misalkan si menyatakan panjang 

potongan ke-i, maka luas permukaan ke-I adalah 2yisi. Jadi, 

 










b

a

b

a

n

i

ii
P

dxxfxfyds

syA

2

1

)('1)(2    2    

.2lim





 

Definisi 

Misalkan y = f(x) memiliki turunan dan kontinu pada interval [a,b]. 

luas permukaan benda putar S dengan cara memutar f pada sumbu-x 

dapat dihitung melalui 

  

b

a

dxxfxrS
2

)('1)(2 dimana r adalah jarak f terhadap sumbu 

putar. Jika x = g(y) pada interval [c,d] maka luas permukaannya 

adalah   

d

c

dyygyrS
2

)('1)(2  

 

r1 r2 

l 

y = f(x) 
si yi  
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Contoh 1  

Tentukan luas permukaan benda putar yang terjadi, bila daerah yang 

dibatasi oleh, y = 2x, x =2, dan y = 0 diputar mengelilingi sumbu-x. 

Penyelesaian 

Untuk lebih mudah, kita terlebih dulu gambar daerah hasil 

perputarannya, yakni; 

        Jadi,  luas permukaannya adalah 

 

dxxA

dxxA

syA

ii

ii

ii







54

21.2.2

..2

2







 

Sehingga luasnya adalah 

   585254
2

0

2

2

0

  xxdxL  

Contoh 2 

 

Soal Latihan 3.3 

Tentukan panjang kurva dari 2 titik yang diketahui pada kurva yang 

yang diberikan 

1. f(x) = x2 + 1   2. f(x) = x2 + x2 + 1 
 

       
 
3.  f(x) = sin(2x)    4. f(x) = x + sin(x) 

s 

yi 
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Tentukan panjang kurva pada fungsi dan selang yang diberikan 

berikut; 

5. y = 4 – x2, 0  x  2 

6. y =  x2 + x – 2 ;-2  x  1 

7.  10;
1

1



 x

x
y  

8.  xxy 0    ;sin  

9.   xxy -    ;cos  

10. 51    ;ln  xxy

 

Tentukan luas permukaan apabila daerah yang dibatasi oleh R, dan 

diputar mengelilingi sumbu-x  

11.   ;0,3,1,1:  yxxxyR

12.   ;0,9,4,2:  yxxxyR  

13.  ;0,3,1,
2

1

6
:

3

 yxx
x

x
yR  

14.  ;0,2,2,9: 2  yxxxyR

 

Tentukan luas permukaan apabila daerah yang dibatasi berikut 

diputar mengelilingi sumbu-y 

15.  ;0,4,1,52:  xxxxyR  

16.  ;,2,0,
4

1:
2

 xx
x

yR  
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17. hitunglah luas permukaan yang terjadi apabila daerah 

axxry  0;22 diputar mengelilingi sumbu-y 

18. Misalkan R adalah sebuah daerah yang dibatasi oleh y = 1/x, 

sumbu-x, x = 1 dan x = b, dimana b > 1. Misalkan D adalah benda 

hasil perputaran terhadap sumbu-x. 

 a. tentukanlah volume dari D 

 b. tulislah luas permukaan S sebagai bentuk integral 

 c. selidiki nilai V bila b   

 d. tunjukkan bahwa S   apabila  b   



 
 
 
 
Pendahuluan  

Sepanjang pembahasan kita, kita hanya berhubungan dengan 

fungsi-fungsi rasional dan polinom, dan trigonometri. Bahkan kita 

juga masih memiliki pekerjaan tentang pengintegralan untuk variable 

yang berpangkat -1 (ingat kembali aturan pangkat). 

 Banyak jenis fungsi dalam matematika yang kita kenal. Fungsi 

eksponen dan logaritma dan fungsi invers merupakan jenis fungsi 

yang banyak digunakan dan kita kenal. Fungsi hiperbolik yang 

mempertemukan antara trigonometri dengan eksponen juga 

merupakan fungsi yang menarik untuk dikaji. 

Pada bagian ini, kajian kita akan difokuskan pada jenis-jenis fungsi 

tersebut yang dalam kalkulus dikenal dengan nama fungsi 

transenden. Tentu saja, kajian kita berkaitan dengan ide besar dalam 

kalkulus, yaitu limit, turunan dan integral. 

Ketrampilan dalam menganalisis karakteristik fungsi transenden, 

menentukan limit, turunan dan integral dari fungsi transenden 

merupakan kemampuan yang diharapkan setelah kita mengkaji 

bagian ini dengan indikator seperti pada gambar berikut; 

 

 

 

 

 

 

 

BAB 
IV 

FUNGSI TRANSENDEN 

INDIKATOR 

- menjelaskan definisi fungsi 
logaritma dan eksponen 

- menjelaskan hubungan 
eksponen dengan logaritma 

- menentukan turunan fungsi 
logaritma dan eksponen 

- menentukan hasil integrasi 
fungsi logaritma dan eksponen 

- menjelaskan definisi 
trigonometri  invers dan sifat-
sifatnya 

- menentukan turunan dan 
integral trigonometri invers 

- Mengidentifikasi karakteristik 
fungsi hiperbolik 
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4.1 Fungsi Logaritma Asli 

Tentu kita masih ingat, tentang integral dari xn, dimana n ≠ -1. Apa 

yang terjadi apabila n = -1. Definisi berikut akan sangat membantu; 

Definisi 

Fungsi logaritma asli dinyatakan dengan ln , yang menyatakan 

0 dimana 
1

ln
1

  xdt
t

x

x

 

Grafik fungsi ln(x) dapat dilihat dibawah. Bisa kita lihat bahwa  

domain ln(x) adala untuk setiap x > 0. 

Selain itu, 

(i) ln(x) < 0, 0 < x < 1 

(ii) ln(x) > 0, x > 1 

Amati grafik dengan seksama  dan 

yakinkan bahwa fungsi logaritma asli 

memiliki sifat-sifat seperti dinyatakan 

dalam teorema berikut; 

Teorema 

Fungsi logaritma asli memiliki sifat-sifat berikut; 

1. domain fungsi (0, ) dan range (-,) 

2. fungsi kontinu, naik dan satu-satu 

3. grafik fungsi terbuka kebawah 

Bukti 

Berdasarkan definisi domainnya adalah (0, ). Karena memiliki 

turunan untuk setiap x di domainnya, maka fungsi kontinu. 

Diketahui berdasarkan teorema dasar kalkulus I, maka turunannya 

adalah 
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x

xf
1

)('  , karena domainnya x > 0, maka f’(x) > 0 yang berarti fungsi 

naik pada domainnya. 

Turunan kedua, 
2

1
)(''

x
xf  , tentu saja f’’(x) < 0 yang berarti grafik 

terbuka kebawah. 

Turunan fungsi y = ln x, dapat dilihat dari teorema dasar 

kalkulus I. Dimana,  

 
x

dt
t

DxD

x

xx

11
ln

1









   . 

Bagaimana dengan turunan dari f(x) = ln (x2 + x)? sebelum 

menentukan turunannya, kita akan coba kaji kasus berikut,. Misalkan 

F(x) = 

2

1

2

x

tdt  kita akan menentukan turunanya. Dengan menggunakan 

integral tentu, kita peroleh, 

    112)( 422

1

2

1

2

2

  xxttdtxF
x

x

, 

maka dengan F’(x) dapat ditentukan bahwa f’(x) = 4x3 = 2(x2).(2x).  

Ingat kembali aturan rantai, untuk melihat hubungan antara x2 dan 2x. 

dengan memisalkan u = x2, maka du = 2x. 

Jadi, untuk mencari turunan 

2

1

2)(

x

tdtxF kita bisa memisalkan u = x2 

kita bisa peroleh bahwa F’(x) = f(x2).2x. Secara umum, kita dapat 

dituliskan dengan, 

Jika 

)(

1

2)(

xu

tdtxF , maka )(')).(()(' xuxufxF  dengan f(t) fungsi 

integran. 
322 42..2)('.))((2).()(' xxxxuxudutfxF   
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Selanjutnya kita sampai pada sifat logaritma asli yang sangat 

membantu untuk menyelesaikan permasalahan yang berkaitan 

dengan logaritma asli. 

 Sifat-sifat fungsi logaritma; 

(i) Ln 1 = 0 

(ii) ba
b

a
lnlnln   

(iii) baab lnlnln   

(iv) ara r lnln   
 
Bukti sifat dapat dilihat sebagai berikut; 

(i) Berdasarkan definisi, 
1

1

1
1ln dt

t
, berdasarkan sifat integral 

tentu, kita dapatkan 
1

1

1
0 dt

t
,. Jadi, ln 1 = 0 

(ii) 
a

dt
t

a
1

1
ln , maka adt

t

a

ln
1

1

  .  

Jadi, ln 1 = 0 = ln a – ln a =  
a

a

dt
t

dt
t

1

1
11

 

Dengan kata lain, aa
a

a lnln)
1

.ln(1ln  dengan mengganti a 

menjadi b, kita dapatkan bahwa ba
b

a
lnlnln   

(iii) Bukti ln(a.b) = ln a + ln b, dari (ii) dengan mengganti a = 1, akan 

diperoleh ln (1/b) = - ln b, b = 1/(1/b). jadi, 

ln(a.b) = ln (a. (1/(1/b))) = ln a – ln(1/b) = ln a + ln b 

Bukti ke iv silahkan Anda coba sendiri. 

Contoh berikut akan lebih meningkatkan pemahaman kita tentang 

fungsi logaritma asli. Selain itu, kita juga bisa menentukan turunan 

logaritma asli dan kegunaannya dalam proses integrasi. 
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Contoh 1 penyederhanaan bentuk berdasarkan sifat 
 

a. 7ln8ln
7

8
ln   

b. 2/1)23ln(23ln  xx  

                  )23ln(
2

1
 x  

c. 5ln)6ln(
5

6
ln  x

x
 

          5ln6lnln  x  

d. 
3/12

2/1

3 2 )1(

)23(
ln

1

23
ln










x

x

x

x
 

)1ln(
3

1
)23ln(

2

1

)1ln()23ln(

2

3/122/1





xx

xx

 

Contoh 2 tentukanlah  (a) Dx[ln (x2 – 2x)] dan (b)  











dx

xx

x
2

12
  

Penyelesaian 

(a) misalkan u = x2 - 2x , maka du = 2x – 2 , sehingga berdasarkan 

aturan rantai kita peroleh, 

     

xx

x
x

u

xxDuDxxD xux

2

22
)22.(

1
                         

2.ln)2ln(

2

22








 

(b) misalkan u = x2 + x, du = (2x + 1) dx. Jadi, 

CxxCudu
u

dx
xx

x















2

2
lnln

112
  

Contoh berikut menarik bagaimana sifat logaritma sangat 

membantu untuk menyelesaikan persoalan berikut; 

Contoh 3 

Tentukan turunan dari 
12

)1(
ln)(

3

22






x

xx
xf  
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Penyelesaian 

Tentu saja, kita bisa menyelesaikan turunan dengan menggunakan 

aturan rantai dengan memisalkan  

12

)1(

3

22






x

xx
u  

maka 
12

)1(
122

6
)1(4)1(

'
3

22

3

2
2222









x

xx
x

x
xxx

u  

sehingga, 

22

3

3
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3

2
2222

)1(

12
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6
)1(4)1(
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x
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6
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3
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x
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xx
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x
xx

 

Tentu kita sepakat, ini sangat merepotkan. 

Sekarang kita gunakan sifat logaritma asli 

   

12

3

1

41
        

)12ln(
2

1
)1ln(2ln        

12ln)1(ln
12

)1(
ln)(

3

2

2

32

322

3

22















x

x

x

x

x

xxx

xxx
x

xx
xf

 

Jauh lebih mudah bukan? Selain itu, logaritma juga dapat digunakan  

sebagai bantuan untuk menentukan turunan sebuah fungsi 

Contoh 4 tentukan turunan dari 2,
1

)2(

2

2





 x

x

x
y  

Penyelesaian 
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Karena y > 0 untuk semua x ≠ -2, maka kita bisa misalkan 

1

)2(
lnln2,

1

)2(

2

2

2

2











x

x
yx

x

x
y  

Dimana 

12
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1

2

2

1

2
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Soal Latihan 4.1 

Buatlah sketsa grafik dan tentukan domain dari fungsi berikut 

1. f(x) = -3 ln x 

2. f(x) = ln 3x 

3. f(x) = ln |x| 

4. f(x) = ln (x – 2) 

5. f(x) = ln (x – 2) +2 

6. f(x) = ln (x2 – 2)

 

Tentukan  persamaan garis singgung pada grafik logaritma di titik 

(1,0) pada persamaan berikut 

7. y = ln x3 

8. y = ln x1/2 

tentukan turunan dari fungsi berikut; 

9. f(x) = ln (3x + 2) 
10. f(x) = ln (x2 – 2) 

11. f(x) = ln (x4) 

12. f(x) = (ln x)4 

13. f(x) = x2 ln (x4) 

14.  1ln)( 2  xxxg  

15. 











1
ln)(

2

2

t

t
tf  
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16. 
2

2ln
)(

x

x
xh   

17. )ln(ln)( xxf   

18. 



















1

1
ln)(

2

x

x
xf  

19. xxf 2cos2ln)(   

20.   

x

dttxg

ln

1

2 1)(  

21.   

2ln

1

1)(

x

dttxg

 
Gunakan logaritma untuk mencari turunan dari fungsi berikut 

22. )2)(1(2  xxxy  

23. 
2

2

)1(

23






x

xx
y  

24. 
1

1
2

2






x

x
y  

  
4.2 Fungsi Invers dan Turunannya 

Perhatikan grafik dari fungsi-fungsi berikut

 

 
Gambar 1   Gambar 2   Gambar 3 

Grafik pada gambar (1) merupakan grafik dari fungsi linier. Setiap 

x berpasangan tepat dengan satu y tertentu dimana y = f(x).  kalau 

proses kita balik, makasetiap y memiliki tepat satu pasangan x 

tertentu, fungsi yang demikian dalam matematika dinyatakan sebagai 
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invers fungsi, f-1, dimana x’ = f-1(y). Bagaimana dengan gambar (2) dan 

gambar (3)? 

Tentunya tidak sulit menyatakannya. Fungsi pada gambar (2) 

memiliki invers fungsi karena setiap x berpasangan dengan tepat satu 

y tertentu, begitu pula sebaliknya. Akan tetapi, fungsi pada gambar (2) 

tidak memiliki invers, karena pada proses kebalikannya, setiap nilai y 

akan berpasangan dengan 2 nilai x. 

Lalu, Apa syarat sebuah fungsi memiliki invers?  

Perhatikan kembali gambar (1) dan (2). Amati dan yakinkan bahwa 

keduanya merupakan fungsi naik untuk setiap x nya, jadi kedunya 

merupakan fungsi monoton (ingat kembali kemonotonan fungsi pada 

kalkulus I). Sedangkan grafik fungsi pada gambar (3), fungsi turun 

bila x < 0 dan naik pada x > 0 yang berimplikasi bahwa fungsinya 

bukan fungsi monoton. 

Ilustrasi grafik diatas membantu kita untuk memahami teorema 

berikut ini; 

Teorema 

Jika f monoton murni pada domainnya, maka f memiliki invers, f-1 

Sebuah fungsi f dikatakan monoton murni apabila f’(x) < 0 untuk 

setiap x R atau f’(x) > 0 untuk setiap x R.  Fungsi yang memiliki 

turunan positif untuk setiap x dikatakan fungsi naik, sedangkan fungsi 

yang turunannya negative untuk setiap x dikatakan fungsi turun. 

 
Contoh 1 

Tentukan nilai dari n N sehingga fungsi f(x) = xn adalah  

(a) monoton naik  (b) monoton turun 

Jawab 
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Pertama kita turunkan fungsinya, f’(x) = nxn-1karena n bilangan asli, 

maka 

(a) f’(x) > 0, apabila xn-1 > 0 atau n – 1 adalah bilangan genap. Jadi, 

n – 1 = 2k atau n = 2k +1 yang berarti n ganjil. 

(b) f’(x) < 0, yang berarti xn-1 < 0. Tentunya akan dipenuhi apabila x < 0 

dan n – 1 ganjil. 

 

Contoh 2 selidikilah apakah fungsi f(x) = 2x3 + 3 memiliki invers 

Penyelesaian  

Karena f’(x) = 6x2, maka f’(x) > 0 untuk setiap x R, maka f monoton 

naik. Jadi, f memiliki invers, dimana fungsi inversnya adalah 

3
1

2

3
)(


 x

xf
 

Bagaimana dengan fungsi f(x) = x2, apakah memiliki invers? 

Dengan menentukan turunan pertamanya kita bisa mengenali apakah 

fungsi tersebut memiliki invers. Karena f’(x) = 2x, maka f’(x) < 0 untuk 

x < 0 dan f’(x) > 0 untuk x > 0. Hal ini berarti f(x) = x2 tidak memiliki 

invers pada domainnya. Akan tetapi, bila kita batasi domainnya pada 

x > 0, maka f(x) = x2 memiliki invers dimana f -1(y) = √y. Dengan cara 

yang sama kita bisa menentukan invers dari f(x) = cos x, untuk 0  x  

.  

  
 Domain dibatasi pada x > 0 Domain dibatasi pada  0<x< 
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Salah satu hubungan antara fungsi dan inversnya adalah 

yyffxxff   ))((dan        ))(( 11

 
Lalu bagaimana dengan grafik fungsi invers? Grafik fungsi invers 

dapat kita cari dengan mencerminkan grafik f(x) terhadap garis y = x 

 
 Gambar 1     gambar 2 

Pada gambar 1 jelas bahwa grafik fungsi invers merupakan 

pencerminan fungsi f(x) terhadap garis y = x. Titik sampel C(1.56, 2.8) 

dan D(-0.63,0.72) dengan hasil pencerminan terhadap garis y = x 

C’(2.8,1.56) dan D’(0.72.-0.63) menambah keyakinan kita akan proses 

tersebut. 

Gambar 2 menunjukkan dua garis singgung pada titik D dan D’. 

Persamaan garis singgung yang melalui D adalah y = 0.33x + 1 dan 

persamaan garis singgung yang melalui D’ adalah y = 3x – 3. Bila kita 

amati gradient keduanya, maka mD = 1/3 dan mD’ = 3. Dengan kata 

lain, 

D

D
m

m
1

'   

Tentu kita masih ingat bukan hubungan gradient dengan turunan 

pertama? Tepat sekali, gradient merupakan nilai turunan pertama dari 
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fungsi pada sebuah titik tertentu. Kesimpulan ini merujuk kita pada 

teorema turunan fungsi invers. 

Teorema B 

Misalkan f terdeferensialkan dan monoton murni pada interval I. jika 

f’(x)  0 di x tertentu dalam I, maka f-1 dapat dideferensialkan dititik 

tersebut yang berpadanan dengan y = f(x) dimana 

 
)(

1
)(

'

'1

xf
yf 

 

 

Contoh 3 

Misalkan y = x3 + x tentukanlah (f -1)’(2) 

Penyelesaian 

Tentu tidak mudah kita menentukan f-1 pada kasus ini. Karena y = 2 

berpadanan dengan x = 1, dan f’(x) = 3x2 + 1, maka 

4

1

11.3

1

)1('

1
)2()'( 1 




f
f  

Contoh 4 

Carilah rumus dari f-1 apabila 
12

)(





x

x
xfy  

Penyelesaian 

Kita dapat menyelesaikannya melalui langkah-langkah berikut; 

Langkah 1: 

12
                       

)12(                       

2                       

2                       

)12(
12

















y

y
x

yyx

yxxy

xyxy

xyx
x

x
y

 

Langkah 2:   
12

)(1






y

y
yf  

Langkah 3 : 
12

)(1






x

x
xf  
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Soal Latihan 4.2 

Tunjukkan bahwa fungsi berikut memiliki invers 

1. xxxf  3)(  

2. 
3

)(



x

x
xf  

3. 1,)( 23  xxxxf  

4. 
2
12 ,)(  xxxxf  

5. 
22

),sin()(   xxxxf  

Tentukan rumus dari f-1(x) dan tunjukkan bahwa f(f-1(x)) = f-1(f(x)) = x 

6. 13)(  xxf  

7. 1
2

)( 
x

xf  

8. 2)( 3  xxf  

9. 13)(  xxf  

10. 
2

13
)(






x

x
xf  

11. 

3

2

1
)( 














x

x
xf  

12. 
1

2
)(

3

3






x

x
xf  

Tentukan turunan dari (f -1)’(2) dari fungsi yang diberikan berikut 

13. 23)( 5  xxxf  

14. 23)(  xxf  

15. 
44

,2sin2)(


 xxxf  
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16. 
x

x
xf

2

3
)(


  

17.  Misalkan 
dcx

bax
xf




)( dan anggap bc – ad ≠ 0 

a. Tentukan rumus untuk f -1 

b. Mengapa syarat bc – ad ≠ 0diperlukan 

c. Apa syarat a,b,c,d agar f = f -1 

 

4.3 Fungsi Eksponen Asli 

Banyak operasi dalam matematika yang memiliki pasangan. 

Fungsi ln juga memiliki pasangan. Pasangan operasi ini dalam 

matematika sering kita kenal dengan nama invers. Demikian pula ln, 

tentu memiliki fungsi invers. Invers dari fungsi ln dikenal dengan 

nama fungsi eksponen asli. 

Definisi berikut akan mengawali kajian kita tentang fungsi eksponen. 

Definisi 

Invers dari fungsi ln dinamakan fungsi eksponen asli dan dinyatakan 

dengan exp. Jadi,  

x = exp y  y = ln x 

Dua hal dapat kita simpulkan dari hubungan tersebut. Perhatikan 

bahwa; 

(i) exp (ln x) = x, x > 0 

(ii) ln (exp y) = y, untuk semua y 

Grafik berikut akan lebih memahami tentang fungsi eksponen asli dan 

ln. 

dari grafik disamping kita bisa 

katakana bahwa keduanya 
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monoton murni pada domainnya. Fungsi ln(x) memiliki domain pada 

x > 0. Sedangkan fungsi ex memiliki domain untuk setiap x di real. 

 

Definisi  

Huruf e menunjukkan bilangan real positif yang unik sehingga ln e = 1 

Sehingga, 

(i) 0,ln  xxe x  

(ii) Ryye y  ,ln  

 

dari dua definisi di atas kita bisa menurunkan sebuah teorema yang 

berkaitan dengan sifat eksponen. 

Teorema 

Misalkan a dan b bilangan real sebarang, maka 

babababa eeeeee   dan    

Bukti  

Untuk membuktikannya kita dapat gunakan definisi dari e 

    lnln)(lnlnlnlnln bababa eebaebea eeee   

Jadi, 
baba eee   

bukti lainnya silahkan dicoba sebagai latihan. 

kita juga bisa melihat beberapa sifat dari 

fungsi eksponen asli 

1. Domain dari f(x) = ex adalah (-,) 

dan range (0, ) 

2. Fungsi kontinu, naik dan satu-satu 

3. Grafik terbuka keatas 
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4. 0lim 


x

x
e  dan 



x

x
elim  

 

Bagaimana dengan turunan fungsi eksponen? Kita misalkan y = ex 

melalui sifatnya kita bisa tuliskan menjadi ln y = x. Dengan 

menggunakan konsep turunan implicit kita dapatkan; 

y
dx

dy
dx

y

dy
  

Jadi, turunannya adalah  

xey '  

Secara umum dinyatakan bahwa turunan eksponen asli, 
xx

x eeD 
. 

Apabila pangkat dari e berbentuk fungsi, kita bisa perluas dengan 

aturan rantai, yakni 

Jika )(xfu  , maka uDeeD x

uu

x .
 

Teorema  

Misalkan u fungsi dari x yang memiliki turunan 

1. 
  xx ee

dx

d


 

2. 
 

dx

du
ee

dx

d uu .
 

 

Contoh 1 Tentukan turunan dari xxey ln2

  

Penyelesaian 

Misalkan u = x2 lnx 
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 2ln

2ln

2lnln

ln1              

ln2
1

.               

ln

2

2

22

xxe

xx
x

xe

xxDeeD

xx

xx

x

xxxx

x















 

 

Contoh 2 

Tentukan titik ekstrim relative dari f(x) = x ex 

Penyelesaian 

Turunan dari f 

)1(         

)('





xe

exexf

x

xx

 

Karena ex tidak pernah 0, maka f’ bernilai 0 pada x = -1; jadi titik 

ekstrim terjadi pada (-1, -e-1). 

Tentu, integral dari fungsi eksponen juga kita pelajari. Integral 

sebagai sebuah anti turunan dari eksponen tentu menghasilkan 

eksponen yang sama, karena turunan dari eksponen adalah eksponen 

itu sendiri. 

Teorema 

Misalkan u fungsi dari x yang memiliki turunan 

1.   Cedue xx  

2.   Cedue uu

 
 

Integral untuk fungsi eksponen secara umum dinyatakan dengan 

  Cedue uu

 

Untuk lebih memahami kita kaji contoh-contoh berikut ini;
 

Contoh 2 Tentukan 


3

1

3 2

dxxe x  
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Penyelesaian 
Misal u = -3x2, jadi du = -6x dx. Sehingga 

    

3

1

6
1

3

1

3

6
1

3

1

3 6
22

duexdxedxxe uxx  

   
66

1 327
327

6
1

3

1

33

16
1

2


 











ee
eeee xu  

 

Contoh 3 tentukanlah  

 

dx
xx

ex xx

2

)ln( 2

)12(

 

Penyelesaian 

Misalkan u = ln (x2 + x), maka 

dx
xx

x
du






2

)12(

 
Sehingga  

Ce

Ceduedx
xx

ex

xx

uu
xx















)ln(

2

)ln(

2

2

                                 

)12(

 

Soal Latihan 4.3 

Sketsa grafik dari 

1. xey   

2. xey  2  

3. 2 xey  

4. 1 xey

Tentukan persamaan garis singgung pada kurva berikut di titik (0,1) 

5. xey 2  

6. xey 2  

7. xey 22  

8. xey 223

Tentukan turunan dari fungsi berikut 

9. xey 3  

10. 
2xey   

11. xexy 22   

12. xey x ln2  

13. )1ln( 2xey   

14. 
x

x

e

e
y

12 
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15. )cos(sin xxey x   
16. 

x

x

t dtexF

ln

cos)(  

17. Tentukan persamaan garis singgung pada kurva y =xex – ex di titik 

(1,0) 

Tentukanlah hasil dari integral berikut; 

18. 
 dxe x 12  

19.  dxex x32  

20.  dx
x

e x

 

21.  dx
x

e x

3

/1 2

 

22.  






dx

ee

ee
xx

xx

 

23. 


1

0

2 dxe x  

24. 


1

0

2

dxxe x  

25.  

1

0
5

dx
e

e
x

x

 

4.4 Fungsi eksponen dan logaritma umum 

Pada kajian sebelumnya, fungsi ln dan eksponen, merupakan bentuk 

khusus dari fungsi eksponen dan logaritma. Secara umum, fungsi 

eksponen umum dapat dinyatakan dengan, 

Definisi  

Untuk  a > 0 dan sebarang bilangan 

real x, axx ea ln  

Tentu e adalah sebuah kasus dari 

bilangan a. Sifat-sifat dalam 

eksponen asli juga akan berlaku 

dalam eksponen umum.  Pada 

eksponen umum sifat ini dinyatakan 
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dalam sebuah teorema yang seringkali kita gunakan pada 

SMA/MA/SMK dulu. 

 

Teorema a 

Jika 0.0  ba dan x, y bilangan real, maka 

  yxyx aaa 
 

  yx

y

x

a
a

a   

  xyyx aa   
xxx baab )(  

x

xx

b

a

b

a
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Bukti 

Kita gunakan definsi untuk membuktikan sifat ini, axx ea ln . 

Sehingga 

                    

. ln)(lnln

yx

ayxayaxyx

a

eeeaa








 

Bukti (iii) dapat kita tunjukkan dengan mudah yakni 

  xyayxayyx aeea
x

 lnln

 

Bukti (iv) kita lakukan berikut; 

xxbxaxbaxabxx baeeeeab   lnln)ln(ln)ln()(
 

Bukti lain dapat anda coba sebagai bahan latihan. 

Selanjutnya, mari kita kaji tentang turunan dn integral dari fungsi 

eksponensial umum tersebut. Tentunya akan semakin menarik dan 

menantang. Fungsi ini tentunya memiliki turunan dan integral yang 

hampir sama dengan fungsi eksponen asli dan ln. Perhatikan teorema 

berikut ini; 

Teorema B (aturan fungsi eksponensial) 

aaaD xx

x ln  

1,
ln

1









 aCa

a
dxa xx

 

Bukti 

Misalkan y = ax, maka ln y = x ln a. Jadi, dengan aturan implicit kita 

peroleh, 

aaay
dx

dy
adx

y

dy x lnlnln 

 

Bukti dari integral dapat anda lakukan dengan menurunkan ruas 

bagian kanannya. Selamat mencoba. 
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Contoh 1 tentukanlah  xx

x xD 3

3.2

  

Penyelesaian 

Karena memiliki bentuk perkalian dua fungsi, maka 

     

 xxxx

xxx

DxxDxD

xx

xxxx

xx

x

xx

x

xx

x

ln)2(23.                    

)12.(3ln.3.3.2                    

333.

2

2

222

3

33

323













 

 

Contoh 2 tentukanlah nilai dari 
3

1

3

3 dxx x

 

Penyelesaian  

Misalkan u = x2, sehingga du = 2xdx. Jadi, 

 

   333ln
2

1
3ln3

2

1
              

3ln3
2

1
3

2

1
3

9
3

1

3

1

3

1

3

1

2

3



 

x

uux dudxx

 

 Sebagaimana fungsi eksponen asli, maka fungsi eksponen umum 

juga memilik invers. Invers eksponen asli dinamakan ln, sedangkan 

invers eksponen umum dinamakan logaritma, yang kita kenal dengan 

“log”. Berikut diberikan definisi logaritma 

Definisi 

Misalkan a adalah bilangan positif yang berbeda dengan 1, maka 

y

a axxy  log  

Untuk lebih jelas, perhatikan beberapa fungsi logaritma dan eksponen 

umum, 
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Kita bisa amati dari grafik diatas, fungsi eksponen ax akan 

mendekati 0 untuk x yang mendekati - dan  melalui titik (0,1). 

Sedangkan fungsi loga(x) akan mendekati - apabila x mendekati 0 

dan melalui titik (1,0). 

Analisis turunan dari ax, xa dan xx 

Ketiga bentuk tersebut merupakan bentuk eksponen. Bagaimana 

dengan turunan atau hasil turunan dari ketiganya. 

Bila kita gunakan dengan cara yang sama, maka kita akan lihat 

perbedaan turunan dari ketiganya; 

 

 

 

 

 

aaay
dx

dy

adx
y

dy

axy

x lnln

ln

lnln







 

1.

lnln







a
a

ax
x

xa

x

ay

dx

dy

x

dx
a

y

dy

xay

 

)1(ln      

)1(ln

.ln

lnln









xx

xy
dx

dy

x

dx
xxdx

y

dy

xxy

x
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Contoh 3 tentukan turunan dari 

(a) )ln( 2

5 xx   (b)  42 )2ln( xx   (c)  
)2(

232
xxe

xx


  

Penyelesaian 

(a) Karena bilangan pokok berupa bilangan dan pangkatnya 

berupa fungsi, maka 

Misalkan )ln( 2 xxu  , maka dx
xx

x
du






2

12
, sehingga 

    
























 

xx

x

xx

x
uDDD xxu

x

u

u

xx

x 2

)ln(

2

)ln( 12
.5ln5

12
5ln555

22

 

(b) Misalkan )2ln( 2 xxu  , maka dx
xx

x
du

2

22
2 


 , sehingga 

   

 
xx

x
xx

xx

x
uuDuDxxD xux











2

32

2

3442

22
)2ln(4                           

22
.4)2ln(

 

(c) Misalkan  
)2(

232
xxe

xxy


 maka 

 23)( 2lnln
2

xxey xx   , 

 
 

   
 
































23

2
23)(23

)(

23

2
23)(

2

26
2ln)12(2

2

26
2ln).12(

2
)2(

22

xx

xx
xxxexx

dx

dy

dxe
xx

xx
xxxe

y

dy

xxe

xxxx

xx

 

Soal Latihan 4.4 

Tentukan turunan dari 

1. xxf 4)(   

2. xxf 24)(   

3. 124)(  xxxf  

4. )6()( 2xxxf   
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5. 
t

tf
t23

)(   

6. xxy /2  

7. 1 xxy  

8. 1)2(  xxy  

9. xxy /1)1(   

 

10. Tentukan persamaan garis singgung pada kurva  y = (sinx)2x di 

titik (/2, 1) 

11. Tentukan persamaan garis singgung pada kurva y = x1/x di titik 

(1,1) 

Tentukan integral dari fungsi berikut; 

12.  dxx2  

13. 
 dxx x )3( 3  

14. 
 dxx x 2)3(2)3(  

15.  
dx

x

x

2

2

21

2
 

16.  xdxx cos2sin  

17. 


2

2

2/4 dxx  

18.  

e

xx dx
1

)26(  

 

 

4.5 Fungsi invers trigonometri dan turunannya 

Tentu masih ingat tentang fungsi trigonometri. Trigonometri 

dengan bentuk dasar sinus dan cosinus memiliki beberapa identitas 

yang telah kita kaji pada perkuliahan kalkulus I. Demikian pula 

dengan turunan dan integralnya sudah kita kaji. Sebagai suatu fungsi, 

trigonometri menjadi menarik untuk dikaji lebih dalam. 

Pertanyaannya adalah apakah trigonometri juga memiliki invers? 

Sebelum mengkaji tentang ada tidaknya invers trigonometri ilustrasi 

grafik berikut akan membantu kita. Perhatikan grafik sinus dan 

cosinus berikut ini; 
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Bila kita potong pada interval 

tertentu, maka kita bisa dapatkan 

invers fungsi dari sinus dan 

cosinus. Sebagaimana definisi 

berikut ini; 

 

Definisi 













xxyyx

xxyyx

0,coscos

,sinsin

1

22

1

 

2

1

22

1

,0,secsec

,tantan





 







xxxyyx

xxyyx
 

x = sin t, maka t = sin-1x 

  21 1sincoscos xxt    

 

 

x = cos t, maka t = cos-1x 

  21 1cossinsin xxt  

 

 

 

 

t 

x 
1 

21 x

t 

x 

1 
21 x  
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Ilustrasi di atas membantu kita untuk memahami teorema berikut ini;  

Teorema 

(i) 21 1)sin(cos xx   

(ii) 21 1)cos(sin xx   

(iii) 21 1)sec(tan xx   

(iv) 











1

1
)tan(sec

2

2
1

x

x
x  

Contoh 1   

Diketahui nilai dari sin x = 0,6 tentukanlah 

(a) cos(sin-1(0,6))  (b) sin(cos-1(0,6))  

(c) Sec(tan-1(0.75))  (d) tan(sec-1(1,75) 

Penyelesaian  

Diketahui sin x = 0.6, maka x = sin-1(0,6) 

(a) cos(sin-1(0,6))=cos(sin-1(x))= cos(x) = 0,8 

(b) Sin(cos-1(0,6)) = sin(90-x) = cos (x) = 0,8 

(c) Sec(tan-1(0,75))=sec(x) = 1/0,8 = 1,5 

(d) Tan(sec-1(1,75))=tan(x) = 0,75 

 

Turunan invers fungsi trigonometri 

Invers trigonometri merupakan sebuah fungsi. Fungsi tentu memilliki 

turunan pada domain dari inversnya. Kita awali kajian turunan invers 

trigonometri dengan fungsi sin x. 

Misalkan yxxy sin  sin 1    

21
1

1

)cos(sin

1

cos

1
cos

xxydx

dy
ydydx





 

x 

0.6 

0.8 

1 
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Jadi,  
2

1

1

1
sin

x
xDx


  

Misalkan yxxy cos  cos 1    

21
1

1

)sin(cos

1

sin

1
sin

xxydx

dy
ydydx





 

Jadi,  
2

1

1

1
cos

x
xDx


  

Misalkan yxxy tan  tan 1    

212

2

1

1

)(tansec

1
sec

xxdx

dy
ydydx





 

Jadi,  
2

1

1

1
tan

x
xDx




 

Contoh 2 Tentukan turunan dari  xx  21sin  

Penyelesaian  

Misalkan u = x2 + x, maka du = (2x+1)dx 

Jadi, 

      

23422

2

121

21

12

)(1

12
                            

12.
1

1
sinsin

xxx

x

xx

x

x
u

uDuDxxD xux














 

 

Contoh 3 Tentukan turunan dari   xx  21sincos  

Penyelesaian 

Dengan menggunakan metode substitusi, misalkan u = sin-1(x2 + x) 

dan v = x2 + x, sehingga kita dapatkan; 
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Tentu Kita sepakat bahwa rumus turunan akan berkaitan dengan 

rumus integralnya. Sedikit kita singgung pada bagian ini, karena akan 

secara khusus dikaji pada bab berikutnya. 

Perhatikan rumusan integral berikut 

Bentuk Dasar    Bentuk Umum 

 


 Cxdx
x

1

2
sin

1

1
   












 C
a

x
dx

xa

1

22
sin

1
 

 


 Cxdx
x

1

2
tan

1

1
   












 C
a

x

a
dx

xa

1

22
tan

11
 

 


 Cxdx
xx

1

2
sec

1

1
   












 C
a

x

a
dx

axx

1

22
sec

11
 

Contoh 4 carilah 


dx
x249

1
 

Penyelesaian 

Karena  4x2 = (2x)2, maka 
 




dx
x

2
29

1
selanjutnya misalkan u = 2x, 

dimana du = 2dx. Oleh karena itu 

 
 















 C
x

Cu
du

u
dx

x 3

2
sin

2

1
sin

2

1

23

1

29

1 11

222
 

 

     
 

 

     

 
234

2

234

21

22

21

12
                                        

21

12
).sin(sincoscos

)12.

1

1
.

xxx

xxx

xxx

x
xxuDuDuD

x

xx

VDUDUD

xux

xvx
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Soal latihan 4.5 

Tentukanlah nilai dari 

1. 






 

4

3
tansin 1  

2. 






 

13

5
sincos 1  

 

3. 

















12

5
tancos 1ec  

4. 

















5

3
tansec 1

Buktikan identitas berikut 

5.  
x

xec
1

sincos 1  6.  
2

1
tantan 1 









 

x
x

Tentukan turunan dari fungsi berikut 

7. )2(sin2)( 1   xxf  

8. )(sin2)( 21 ttf   

9. )(tan)( 21  xexf  

10. )25(tan)( 12   xxxg  

 

11. )2(sin2)2ln( 12   xxy  

12. )41ln(
4

1
2tan 21 xxxy    

13. 
2

1

1
tan

x

x
xy


 

 

Tentukan persamaan garis singgung pada kurva dan titik yang 

diberikan berikut; 

14 )
4

,2(,
2

tan 1 x
y   15 )

4
,

4

2
(,4sec 1 

xty   

   
 

Gunakan aturan implicit untuk menentukan persamaan garis 

singgung pada kurva dan titik yang diberikan; 

16. )1,
4

(,1tan 12 
  yyxx  

17. )0,0(),(sintan 11 yxxy    

18. )
2

2
,

2

2
(,

2
)(sinsin 11 
  yx  

19. Buktikan bahwa 1,
1

tantantan 111 











  xy

xy

yx
yx  

20. Buktikan     1cossin
2121   yx  



 

 

 

Pendahuluan 

Pada awal kajian integral kita mengenal beberapa aturan dasar 

pengintegralan, seperti aturan pangkat, aturan sinus, cosinus, dan 

aturan pangkat yang diperumum. Akan tetapi, seringkali kita bisa 

langsung menggunakan teorema dasar tersebut. Integran yang 

berbeda tentunya memerlukan cara penyelesaian yang berbeda.  Pada 

bagian ini, kita akan mencoba mengkaji beberapa teknik 

pengintegralan yang biasa kita gunakan. 

Pada berbagai kasus, nilai fungsi untuk x mendekati  atau -, 

atau pada titik tertentu bernilai . Demikian pula, pada batas integral 

atau fungsi integrannya. Bentuk-bentuk ini dikenal dengan bentuk 

taktentu atau takwajar. 

Setelah mengkaji bagian ini, kita diharapkan trampil dalam 

menentukan teknik pengintegralan yang tepat untuk 

menyelesaikannya. Kita juga diharapkan mampu mengidentifikasi dan 

menentukan kekonvergenan atau kedivergenan dari sebuah bentuk 

taktentu. Kemampuan ini ditandai dengan ketercapaian indikator-

indikator berikut; 

 

 

 

 

 

 

BAB 
V 

TEKNIK PENGINTEGRALAN 
DAN BENTUK TAKTENTU 

Indikator 

- trampil dalam 
menggunakan metode 
substitusi untuk 
menentukan hasil 
integrasi 

- trampil dalam 
menentukan substitusi 
fungsi yang 
merasionalkan 

- Trampil dalam 
menggunakan metode 
parsial untuk menentukan 
hasil integrasi 

- Trampil dalam 
merasionalkan penyebut 
menjadi faktor-faktornya 

- Trampil menentukan hasil 
integrasi fungsi rasional 
merasionalkan 

- Trampil mengidentifikasi 
bentuk taktentu 

- Menentukan nilai limit 
bentuk taktentu 

- Menentukan hasil integral 
tak wajar dengan batas 
tak hingga 

- Menentukan hasil integral 
tak wajar dengan integran 
tak-hinggamerasionalkan 
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5.1 Metode Substitusi dan Manipulasi Integran 

Perhatikan tiga bentuk integral berikut; 

(1)  
dx

x 4

2
2

 (2)  
dx

x

x

4

2
2

  (3)  
dx

x

x

4

2
2

2

 

Kalau kita coba selesaikan, maka 

(1) Aturan invers tangent tampaknya bisa kita gunakan dengan 

memisalkan u = x dan a = 2 

C
x

C
x

dx
x

dx
x








































2
tan                                            

2
tan

2

1
2

2

1
2

4

2

1

1

222

 

(2) Karena pembilang memuat turunan dari penyebut, maka misalkan 

u = x2 + 4, maka du = 2x dx, sehingga 

CxCudu
u

dx
x

x


  4lnln
1

4

2 2

2
 

(3) Karena pembilang dan penyebut memiliki derajat yang sama, 

maka kita bisa memanipulasi dengan cara pembagian polinom, 

dimana 

4

8
2

4

2
22

2




 xx

x
 

Sehingga, 

C
x

x

C
x

x

dx
x

dxdx
x

dx
x

x









































 

2
tan42                                                 

2
tan

2

8
2                                                 

2

8
2

4

8
2

4

2

1

1

2222

2

 

Metode (1) dan (2) dikenal dengan metode substitusi merupakan 

satu metode yang banyak digunakan dalam menyelesaikan 
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pengintegralan. Metode ini didasarkan pada aturan rantai dalam 

turunan (ingat kembali kajian kalkulus I). Metode ini sebenarnya 

tidaklah terlalu sulit untuk dipahami. Metode ini berguna apabila 

integran memuat sebuah fungsi dan turunannya, atau kelipatan 

turunannya. 

Secara umum, metode ini dinyatakan dengan; 

  CxuFdxxuxuf ))(()('))((  

Tentunya sudah banyak kita gunakan pada bab-bab sebelumnya. 

Untuk lebih meningkatkan ketrampilan kita mari, kita perhatikan 

contoh-contoh berikut ini; 

Contoh 1 tentukanlah hasil dari 

(a) 
 




dx

xx

x

2

23

3

2

 

(b)  xdxxn cossin  

(c)   xdxx )1cos( 2  

(d)  
 dxx xx )( 2

312  

Penyelesaian 

(a) Identifikasi fungsi yang memiliki pangkat lebih tinggi, 

misalkan u = x3 – 2x,  u’ = 3x2 – 2 

Sehingga, 

 

Cx

Cuduudu
u

dx
xx

x











2x2                                          

2
1

2

23

3

3

2

2

1

2

1

 

(b) Tentu kita masih ingat bahwa jika u = sinx, maka du = cosx dx 

Sehingga, 
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C
n

x

C
n

u
duuxdxx

n

n
nn

















1

sin
                       

1
cossin

1

1

 

(c) Dengan mudah kita misalkan u = x2 + 1, du = 2x dx, sehingga 

  CxCu

du
uxdxx



 

1sin
2

1
sin

2

1
                          

2
cos)1cos(

2

2

 

(d) Misalkan u = x2 – x , maka du = (2x – 1)dx 

 

C

Cdudxx

xx

uuxx










3ln3                            

3ln33312

2

2 )(

 

Metode untuk menyelesaikan (3) lebih dikenal dengan manipulasi 

integran. Ada kalanya kita tidak bisa menggunakan teorema dasar 

integral dan metode substitusi secara langsung. Bentuk seperti 

 
dx

xx 52

3
2

tidak bisa kita gunakan teorema dasar ataupun 

metode substitusi. Akan tetapi, dengan sedikit manipulasi pada 

integrannya kita bisa dapatkan hasil dengan mudah. 

Mari kita perhatikan beberapa contoh berikut; 

Contoh 2 tentukan  
dx

xx 52

3
2

 

Penyelesaian 

   

 















dx

dx
x

dx
x

dx
xx

x 1

1

2

3
                          

21

1
3 

41

3

52

3

2

2
1

2222

 

Dengan menggunakan invers trigonometri, maka kita dapatkan, 
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C
x

dx
xx








 






 2

1
tan

2

3

52

3 1

2
 

Contoh 3 Tentukan  


dx

x

xx

1

2

 

Penyelesaian  

Dengan pembagian kita peroleh, 

1

2
2

1

2








x
x

x

xx
 

Sehingga, 

Cxx
x

x
dxxdx

x

xx











1ln22
2

                  

1

2
)2(

1
2

2

 

Bagaimana dengan contoh berikut 
 

Contoh 4 carilah (a) 


dx
xx

1
  (b)  

dt
e t1

1
  

Tampaknya metode-metode substitusi dan manipulasi kurang 

bekerja untuk menyelesaikannya. Bentuk ini, secara umum 

dinyatakan dalam bentuk n bax  . Untuk menyelesaikannya, kita 

mesti merasional bentuk akarnya. Oleh karena itu, metode ini dikenal 

dengan nama substitusi yang merasionalkan. 

Penyelesaian contoh 4 (a) 

Misalkan  ,, 2 xuxu   
Dengan turunan implisit , kita dapatkan 2u.du = dx 

Sehingga, 

 

Cudu
u

du
uu

u
dx

xx









  1ln2

1

221
2
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Penyelesaian contoh 4 (b) 

Tampaknya persoalan ini tidak bisa menggunakan substitusi biasa 

dan juga invers trigonometri. Oleh karena itu, sedikit manipulasi 

diberikan pada penyebut dan pembilangnya. 

Misalkan u = 1 + et , maka du = et dt, dan juga 1 = 1 + et - et sehingga; 

















Cet
u

du
t

dt
e

e
dtdt

e

ee
dt

e

t

t

t

t

tt

t

1ln                                           

1
1

1

1

1

1

 

Contoh 5 carilah   dxxx 2  

Penyelesaian 

Misalkan 2 xu , maka 22  xu dimana 2u.du = dx 

Sehingga 

   

C
x

xC
x

x

C
xxxx

C
uu

duuuduuuudxxx

































 

15

8

5

2
)2(

3

4

5

)2(2
)2(                    

3

2)2(4

5

2)2(2
                    

3

4

5

2
                    

42.2.22

2

3

2

3

2

35

242

 

Mari kita lanjutkan, bagaimana dengan integran yang memuat 

bentuk, 22 ua  , 22 ua  , dan 22 au  . Untuk 

menyelesaikannya kita bisa gunakan substitusi trigonometri, seperti 

disajikan pada table berikut; 

Integran Substitusi 

22 xa 

 

tax sin

 
22 xa 

 

tax tan

 
22 ax 

 

tax csc
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Contoh-contoh berikut akan lebih memahami bagaimana substitusi 

ini bekerja. 

 
Contoh 6 tentukanlah 

(a) dxx  24   (b) dx
x


 24

1
     

(c) dx
x


 4

1

2
   (d) dx

x


 4

1

2
 

Penyelesaian 

(a) Misalkan x = 2 sint, maka dx = 2cost.dt sehingga 

  tdttdtttdttdxx 222 cos4cos2.cos2cos2).sin1(44

 

Dengan identitas trigonometri kita peroleh 

Ct
t

dtt 
















  2sin

4

1

2
42cos

2

1

2

1
4  

Jadi, 

C
xx

Cttdxx 
























 

 2
sin2sin

2
sin22sin24 112

 

(b) Dengan cara yang sama kita peroleh, 

  











 C
x

tdt
t

tdt
dx

x 2
sin

cos2

cos2

4

1 1

2
 

(c) Misallkan x = 2 tant, maka dx = 2 sec2t dt sehingga; 

  











 C
x

tdt
t

tdt
dx

x 2
tan

sec2

sec2

4

1 1

2

2

2
 

(d) Silahkan Anda Coba sendiri 
 
5.2 Metode Parsial 

Pada subbab sebelumnya, integran hanya memuat fungsi berupa 

bentuk aljabar atau fungsi transenden. Lalu bagaimana jika integran 
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memuat perkalian antara bentuk aljabar dan fungsi transenden, seperti 

 dxexxdxexdxx xx 2,sin,ln  

Sebuah teknik yang sangat berguna akan kita kaji pada bagian ini. 

Teknik ini dikenal dengan nama Integral Parsial. 

Integral parsial didasarkan pada aturan perkalian dalam turunan 

yang telah kita kaji pada kalkulus I. Aturan ini menyatakan; 

        uvvuvDuvuDvuD xxx '''uvatau  ...   

Karena kedua fungsi terdeferensialkan, maka kita bisa 

mengintegralkan kedua ruasnya, maka diperoleh; 








udvvduuv

dxuvdxvuuvd

       

'')(
 

Dengan menyusun ulang bagian terakhir kita kan peroleh teorema 

berikut: 

Teorema Integral Parsial 

Jika u dan v merupakan fungsi dari x yang kontinu dan 

terdeferensialkan, maka 

  vduuvudv  

Bagian terpenting dalam integral parsial adalah menentukan 

komponen fungsi u dan dv. Karena keduanya sangat menentukan 

keberhasilan penggunaan integral parsial.   

Contoh 1 tentukanlah  xdxx ln  

Penyelesaian 

Pertama coba perhatikan kemungkinan berikut; 

 xdxx ln.   xdxx.ln   xdxx ln  

u dv u dv u dv 
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Tentunya kita mesti mencari dv yang mudah kita integralkan untuk 

mendapatkan v-nya. Sehingga, kita pilih bentuk kedua, dimana 

u = ln x sehingga du = dx/x dan dv = xdx sehingga v = x2/2 

Jadi,  

 







 C

xxx

x

dxxx
xxdxx

42

ln
.

22
lnln

2222

 

 

Contoh 2 carilah  xdxe x sin  

Penyelesaian  

Misalkan dv = ex dx maka v = ex, dan 

u = sin x, maka du = cosxdx, sehingga 

  xdxexexdxe xxx cossinsin ……(1) 

Lakukan integrasi pada bentuk terakhir; 

    xdxexedxxexexdxe xxxxx sincossincoscos  

Substitusi hasil ini terhadap (1), akan didapat 

 

2

)cos(sin
sin

)cos(sinsin2

sehingga

sin)cos(sin                  

sincossinsin

xxe
xdxe

xxexdxe

xdxexxe

xdxexexexdxe

x
x

xx

xx

xxxx


















 

 

5.3 Integral Trigonometri 

Berbagai teknik sudah kita kaji. Tentunya akan semakin menarik 

dengan teknik integrasi yang khusus berkaitan dengan trigonometri. 

Mari kita perhatikan  

 xdxxxdxx nmnm tansec,cossin  
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Langkah awal kita mulai dengan mengintegralkan  xdxx cossin 4
 

dan  xdxx sincos 4
. 

Bila kita misalkan u = sinx, maka du = cosx.dx sehingga 

   C
x

C
u

duuxdxx
5

sin

5
cossin

55
44  

Dengan cara yang sama, kita akan dapatkan 

C
x

xdxx  5

cos
sincos

5
4  

Untuk menyelesaikan bentuk seperti di awal bagian ini, kita 

memerlukan identitas trigonometri berikut; 

2

2cos1
cos

2

2sin1
cos

1cossin

2

2

22

x
x

x
x

xx









 

Perhatikan contoh berikut ini; 
 

Contoh 1 carilah  xdxx 23 cossin  

Penyelesaian  

 













)(coscos)(coscos                       

cossincossin                       

cossincos1cossin

52

42

2223

xdxxd

xdxxxdxx

xdxxxxdxx

 

Dengan menggunakan substitusi, u = cos x , dan du = - sinx dx. 

C
x

dx
x


5

cos

3

cos 53

 

 

Contoh 2 tentukan  xdxx 34 cossin  

Penyelesaian 

 






xdxxx

xdxxxxdxx

cossin1sin                       

coscossincossin

24

2434
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Dengan menggunakan substitusi cosx dx= d(sinx), kita peroleh; 

Kedua contoh diatas memuat pangkat dari sin dan cos merupakan 

bilangan ganjil dan genap. Bagaimana kalau keduanya berpangkat 

genap? Contoh berikut akan membantu kita; 

 

Contoh 3  tentukan hasil dari  xdxx 22 cossin  

Penyelesaian  

Dengan menggunakan identitas,  

2

2cos1
sin 2 x

x


 dan 
2

2cos1
cos 2 x

x


 , kita akan peroleh 

 

Cxxdx
x

dx
x

dxx

xx
xdxx



























 









 







 








4sin
8

1

2

1

4

1

2

4cos

2

1

4

1
                       

2

4cos1
1

4

1
2cos1

4

1
                       

2

2cos1

2

2cos1
cossin

2

22

n 

Bisa kita simpulkan bahwa, bentuk  xdxx nm cossin
 

Memiliki penyelesaian sebagai berikut; 

Untuk m ganjil, maka sin2k+1(x) = sin2k(x) sin(x) = (1- cos2x)k sin(x) 

Untuk n ganjil, maka cos2k+1(x) = cos2k(x) cos(x) = (1- sin2x)k cos(x) 

Untuk m dan n genap, maka 

ik

ik xx
xx 







 







 


2

2cos1

2

2cos1
cos.sin 22

 

 
Bagaimana dengan bentuk trigonometri untuk 







dxnxmx

dxnxmx

dxnxmx

)cos()cos(

)cos()sin(

)sin()sin(

 



142 | B a b  V  

 

Untuk menyelesaikan integral bentuk di atas, kita perlu identitas 
berikut; 

 

 

 xnmxnmnxmx

xnmxnmnxmx

xnmxnmnxmx

)cos()cos(
2

1
)cos()cos(

)sin()sin(
2

1
)cos()sin(

)cos()cos(
2

1
)sin()sin(







 

 
Untuk lebih memahami, perhatikan contoh berikut; 
 
Contoh 1  
Tentukanlah   

 xdxx sin3sin
 

Penyelesaian 
  

 

Cxxxdxxdx

dxxxxdxx









4sin
8

1
2sin

4

1
4cos

2

1
2cos

2

1
                     

)13cos()13cos(
2

1
sin3sin

 

 

Contoh 2 Carilah  xdxx 3cos5sin  

Penyelesaian 

 

Cxxxdxxdx

dxxxxdxx









2cos
8

1
2cos

4

1
8sin

2

1
2sin

2

1
                       

)35sin()35sin(
2

1
3cos5sin

 

 
5.4 Metode Pemecahan Rasional 

Beberapa teknik pengintegralan telah kita lakukan pada kajian diatas. 

Ketiga metode yang kita kaji tentu sangat bergantung pada fungsi dari 

integrannya.  Bagaimana dengan fungsi yang integrannya berbentuk 

rasional?  Sebagai contoh 



dx

xx

x

23

13
2

. Integral ini tidak bisa kita 



B a b  V  | 143 

 

selesaikan dengan substitusi karena tidak memuat fungsi f(g(x))g’(x). 

Metode parsial juga tampaknya akan mengalami kesulitan untuk 

menyelesaikan bentuk ini. 

Salah satu cara yang bisa kita lakukan adalah dengan mengubah 

integrannya, seperti berikut; 

2123

12
2 









x

B

x

A

xx

x
 

Berdasarkan sifat bilangan pecahan, maka 

Ax + 2A + Bx + B = x + 1 sehingga kita peroleh 2 persamaan 

(A + B)x = x atau A + B = 2…..(1) 

2A + B = 1………………………(2) 

Dengan menyelesaikan (1) dan (2), maka kita dapatkan A = - 1 dan B = 

3. Jadi, 

2

3

1

1

23

12
2 











xxxx

x
 

Sehingga, 

Cxx

dx
x

dx
x

dx
xx

x
















2ln31ln                       

2

3

1

1

23

13
2

 

Penyelesaian diatas kita namakan pemecahan pecahan menjadi faktor 

pecahan linier yang berbeda. Bagaimana kalau kita memiliki faktor 

pecahan linier yang berulang? Untuk itu, mari kita lihat contoh 

berikut; 

Contoh 1 

 tentukan 



dx

xxx

xx
23

2

2

3

 
Penyelesaian 

Kita lihat x3 + 2x2 + x = x(x2 + 2x + 1) = x(x+1)2 sehingga, 
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    AxCBAxBA

CxxBxxAxx

x

C

x

B

x

A

xxx

xx















2                 

)1()1(3

112

3

2

22

223

2

 
Persamaan di atas akan menghasilkan A = -3, B = 4, dan C = 4 

Jadi, 

C
x

xx

dx
x

dx
x

dx
x

dx
xxx

dx
xxx

xx







































 



1

4
1ln4ln3                         

)1(

4

1

43
                         

)1(

4

1

43

2

3

2

223

2

 

Atau berdasarkan sifat ln kita bisa susun ulang menjadi; 

C
xx

x







1

4)1(
ln

3

4

 

Bentuk lain dari pemfaktoran integran mungkin memiliki faktor 

pecahan yang berpangkat 2 (kuadrat). Contoh berikut akan sedikit 

memberikan gambaran akan hal ini; 

   

 

Contoh 2 tentukan 



dx

xxx

x

1

3
23

 

Penyelesaian 
Pertama kita faktorkan bentuk integrannya 

111

3
223 











x

CBx

x

A

xxx

x
 

Ax2 + A + Bx2 + Bx + C = x – 3 
A + B = 0, B = 1, A + C = -3, jadi A = -1, C = -2 

1

2

1

1

1

3
223 













x

x

xxxx

x
 

dengan demikian kita tulis ulang bentuk integralnya menjadi; 

                    
1

2

1

1

1

3
223

dx
x

x

x
dx

xxx

x
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dx
x

x
dx

x  









1

2

1

1
2

 

         Cxx  1ln
2

1
1ln 2

 

Bentuk pecahan yang lebih kompleks mungkin memiliki faktor 

berpangkat 2 yang berulang. Penyebut seperti (x2 + 1)2, (x2 + 2)3 

mengindikasikan adanya pecahan yang memilliki faktor kuadrat 

berulang. Seperti halnya dalam faktor linier berulang, untuk 

menyelesaikannya kita bisa menggunakan cara yang serupa. 

Perhatikan contoh berikut; 

Contoh 3 carilah 



dx

x

xx
22

3

)1(

4

 

Penyelesaian  

     22222

3

111

4















x

DCx

x

BAx

x

xx

 

Sehingga dapat kita susun persamaan berikut; 

x3 + 4x = (Ax + B)(x2 + 1) + (Cx + D) 

=Ax3 + Bx2 + Ax + B + Cx + D 

Jadi, kita peroleh B = D = 0,  A = 1, C = 3 hal ini mengakibatkan 

 



















dx

x

x

x

x
dx

x

xx
22222

3

)1(

3

1)1(

4

 

                         
Cxx  122 )1(

2

3
1ln

2

1

 
 
 
Soal Latihan 
Gunakan metode substitusi untuk menyelesaikan soal-soal berikut 

1. 



dt

tt

t

4

12
2

 

2. 


dx
xx )21(

1
 

3. 


dt
t 4)12(

2
2

 

4. 



dx

x

x

4

2

2
 

5.  dttt 2sin  
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6.  duuu .5tan5sec  

7.   dtet tcossin  

8.  dt
t

e t

2

/1

 

9. 


dx
x

x

cos

sin1
 

10.  dt
t

t 2ln

 
Gunakan metode parsial untuk menyelesaikan soal-soal berikut 

11.   dxx
2

ln  

12.  xdxx cos2  

13.   dxxx ln3  

14.   dxex x)74(  

15.  xdxx 4cos  

16.  xdxe x sin2  

17. 
 xdx1cos4  

18. 
 xdxe x 2cos  

19. 
2

1

ln xdxx  

20. 
 

1

0

2 )4ln( dxx

Gunakan integral trigonometri untuk menyelesaikan soal-soal berikut; 

21.  xdxx sincos 5  

22.  xdxx 43 sincos  

23.  xdx3sin  

24.  xdxx 2cos2sin 7  

25.  dx
x

x

sin

cos 5

 

26.  xdxx 22 sin  

27.  xdxx 2cos5cos  

28.  xdxx 2cos4sin  

29.  xdxx 3cos4sin  

30.   d.4sin2sin

Gunakan teknik pemecahan pecahan parsial untuk menyelesaikan 
soal-soal berikut; 

31. 


dx
x 4

1
2

 

32.  
dx

xx 45

2
2

 

33.  


dx

xx

x

1811

2
2

 

34. 



dx

xx

xx

4

12125
3

2

 

35. 



dx

xxx

xx

44

43
23

2

 

36.  
dx

xxx

x

1

4
23

2

 

37.  


dx

xx

x
3

2 1
 

38.  
dx

xx

x

84 24

2

 

39.  


dx

x

xx
22

2

)9(

9
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40.  
dx

x

x

116 4

 
 
 
5.5 Bentuk Taktentu dan Aturan L’Hopital 

Ingat kembali bentuk 0/0 dan /. Bentuk ini muncul pada saat 

kajian tentang limit dalam kalkulus I. Bentuk ini dinamakan taktentu, 

karena tidak ada yang menjamin kepastian nilai dari limit tersebut. 

Pemfaktoran dan pembagian dengan penyebut merupakan salah satu 

teknik aljabar yang dapat digunakan untuk menyelesaikannya. 

 Kita bisa memperluas teknik ini pada fungsi transenden, 

seperti berikut; 

1

1
lim

2

0 



 x

x

x e

e
 

Hasil dari bentuk ini merupakan bentuk taktentu 0/0. Dengan sedikit 

manipulasi aljabar kita peroleh 

     21lim
1

11
lim

1

1
lim

0

2

0

2

0













x

xx

x

xx

x

x
e

e

ee

e

e
 

Lalu, bagaimana dengan bentuk 

x

e x

x 2

1
lim

2

0




 

Apakah teknik manipulasi aljabar dapat kita gunakan? Tentu saja kita 

sepakat bahwa teknik ini tidak dapat digunakan. Bila kita tulis ulang 

bentuk ini akan kita dapatkan; 













 xx

e

x

e x

x

x

x 2

1

2
lim

2

1
lim

2

0

2

0
 

Akan muncul bentuk taktentu baru, yakni  - . 
Grafik berikut bisa mengilustrasikan tentang nilai yang dituju oleh 

limit di atas, 
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Bila kita lihat grafik maka sepertinya nilai limit tersebut akan 

menuju ke-1. Akan tetapi, nilai fungsi pada titik x = 0 tidak dapat 

dihitung (lihat table sebelah kirinya. 

Untuk menentukan nilai limit bentuk di atas, aturan L’Hopital  

sangat membantu kita. Aturan ini menyatakan bahwa nilai limit dari 

f(x)/g(x) akan ditentukan oleh nilai limit dari f’(x)/g’(x). Aturan ini 

dinyatakan dalam teorema berikut; 

 
Teorema L’Hopital 

Misalkan f dan g adalah fungsi kontinu dan dapat diturunkan pada 

selang buka (a,b) yang memuat c, kecuali pada c. Asumsikan bahwa 

g’(x)≠ 0 untuk setiap x di (a,b) kecuali di c. Jika limit dari f(x)/g(x) 

untuk x mendekati c menghasilkan bentuk taktentu 0/0, maka 

)('

)('
lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

cxcx 
  

Dijamin keberadaanya meskipun menghasilkan . Dapat digunakan 

untuk bentuk taktentu lainnya seperti /, -/, /-, dan -/-.  

Untuk lebih memahami mari kita kaji contoh-contoh berikut 
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Contoh 1  
x

e x

x 2

1
lim

2

0




 

Penyelesaian  

Kalau kita substitusikan maka akan menghasilkan 0/0 yang 

merupakan bentuk taktentu. Dengan menerapkan aturan L’Hopital 

kita peroleh 

 
 

1
2

2

2

2
lim

2

1
lim

2

1
lim

2

0

2

0

2

0









x

x
x

x

x

x

x

x

e

xD

eD

x

e
 

Hasil ini tentunya akan sama seperti grafik dari fungsi tersebut. 
 

Contoh 2 (bentuk /) 

Tentukan nilai dari 
x

x

x ln
lim


 

Penyelesaian 

Karena substitusi langsung menghasilkan  /, maka kita gunakan 

aturan L’Hopital sehingga 




x
xx

x

xxx
lim

/1

1
lim

ln
lim  

Terkadang kita melakukan aturan ini lebih dari satu kali. Contoh 

berikut salah satunya. 

Contoh 3 carilah 
x

x

x cos1
lim

2

0 
 

Penyelesaian  

Dengan L’Hopital kita peroleh,
x

x

x

x

xx sin

2
lim

cos1
lim

0

2

0 



, akan tetapi 

kalau kita substitusikan akan memberikan hasil 0/0. Untuk kasus ini, 

kita dapat menggunakan aturan tersebut kembali sehingga, 

2
1

2

cos

2
lim

sin

2
lim

cos1
lim

00

2

0


  xx

x

x

x

xxx
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Jadi, 2
cos1

lim
2

0


 x

x

x
 

Untuk menyakinkan mari 

perhatikan grafik dari fungsi 

disamping. 

Bentuk taktentu semakin 

menarik kita kaji. Tabel berikut 

akan memperlihatkan berbagai 

bentuk yang mungkin 

 

Bentuk limit Nilai limit Kategori Penyelesaian 

 xx
x




2

0
lim  0  0 = 0 Tentu Substitusi 

langsung 

 x

x
ex 


lim   +  =  Tentu  Substitusi 

langsung 

x

x

x cos1
lim

2

0 
,

xx e

x 2

lim


 

0/0.  /  Taktentu L’Hopital 

 
xx e

x
1

lim


 
0.   Taktentu Susun ulang 

x

x x












1
1lim  

1 Taktentu Gunakan ln 
pada kedua 
ruas 

 x
x

xsinlim
0

 00 Taktentu Gunakan ln 
pada kedua 
ruas 













 1

1

ln

1
lim

1 xxx
 
- Taktentu Manipulasi 

aljabar 

 
Untuk lebih memahami mari kita pelajari contoh-contoh berikut; 
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Contoh 4 (0.) Carilah xe x

x




lim  

Penyelesaian 

Bila kita substitusikan, maka akan menghasilkan bentuk 0..  bentuk 

ini dapat kita susun ulang sehingga berbentuk 0/0 atau / yang 

selanjutnya kita gunakan aturan L’hopital. 

0
1

.2

1
limlimlim 








 xxxx

x

x exe

x
xe  

 

Contoh 5 (1) Carilah 

x

x x












1
1lim  

Penyelesaian 
Bentuk taktentu berpangkat dapat kita, misalkan terlebih dulu dengan 



































x

x

x

x x
y

x
y

1
1limlnln

1
1lim

 

Karena ln fungsi kontinu, maka 

xx
x

x
y x

xx

x

x /1

)1ln(
lim

1
1lnlim

1
1limlnln

1











































 

   
 

1
/11

1
lim

/1

11//1
lim

2

2










 xx

xx

xx
 

Jadi, kita peroleh ln y = 1, maka y = e. Kita simpulkan bahwa 

1
1

1lim 











x

x x
 

Contoh 6 (00) Carilah  x

x
xsinlim

0
 

Penyelesaian 

Bentuk ini dapat kita dekati seperti pada contoh 5 di atas,  

    x

x

x

x
xyxy sinlimlnlnsinlim

00  


 
Karena ln kontinu, maka persamaan diatas dapat dinyatakan dalam 
bentuk, 

    xxxy
x

x

x
sinlnlimsinlnlimln

00  
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Bila kita substitusikan kita akan peroleh bentuk 0., sehingga bisa kita 

tulis ulang menjadi; 

 
x

x

x

x

x

x
xx

xxxx tan
lim

/1

cot
lim

/1

))ln(sin(
limsinlnlim

2

0
2

000







   

Bentuk terakhir masih menghasilkan 0/0, sehingga 

0
1

0

sec

2
lim

tan
lim

2
0

2

0






  x

x

x

x

xx  
Jadi, ln y =0, y = 1 
 
 

Contoh 7 (-) 

Carilah 











 1

1

ln

1
lim

1 xxx
 

Penyelesaian 

Kalau kita substitusikan akan menghasilkan bentuk -, sehingga 

manipulasi aljabar diperlukan untuk menyelesaikannya 

  
























  xx

xx

xx xx ln1

ln1
lim

1

1

ln

1
lim

11
 

Bentuk terakhir menjadi bentuk 0/0, sehingga kita bisa gunakan 

L’Hopital 

  1ln

1
lim

1ln

1
lim

ln1

ln1
lim

11

1

11 




















  xxx

x

xxx

xx

x
x

x

xx
 

Karena bentuk terakhir berbentuk 0/0, maka terapkan kembali 

L’Hopital, sehingga didapat; 

2

1

11ln

1
lim

1ln

1
lim

11








  xxxx

x

xx
 

Jadi, 

  2

1

1

1

ln

1
lim

1













 xxx
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5.6 Integral Takwajar 
Tentunya kita ingat betul tentang definisi integral tentu yang 

didefinisikan dengan 
b

a

dxxf )( . Integrasi pada selang [a,b] akan 

menghasilkan nilai berhingga yang menurut Teorema Dasar Kalkulus 
disyaratkan f(x) kontinu. Lalu, bagaimana apabila pada selang [a,b] 
memuat titik dimana f tidak kontinu? 

Kajian bagian ini berkaitan dengan perhitungan integral yang 

memuat titik takkontinu atau batas integral yang tidak terbatas. 

Sebagai kajian awal, mari kita lihat 

integrasi berikut; 

bbx
dx

x

bb
1

11
111

11

2









  

Lihat ilustrasi grafik disamping.  Integral 

tersebut dapat dinyatakan sebagai luas 

daerah yang dibatasi oleh f(x), x = 1, x = b dan sumbu-x. Bagaimana 

untuk b ? tentu saja ini merupakan luas daerah takterbatas antara 

kurva f(x) dan sumbu-x untuk x > 1. Bila kita hitung akan diperoleh; 

11
1

lim
1

lim
1

lim
1

11

2

1

2
























 bx
dx

x
dx

x b

b

b

b

b
 

Mari kita lihat definisi integral tak wajar berikut; 
 
Definisi 

1. Jika f kontinu pada selang [a,), maka  





b

a
b

a

dxxfdxxf )(lim)(  

2. Jika f kontinu pada selang [-,b), maka  




b

a
a

b

dxxfdxxf )(lim)(  

3. Jika f kontinu pada selang [-,), maka  











c

c

dxxfdxxfdxxf )()()(  

1 b 


b

dx
x

1

2

1

 



154 | B a b  V  

 

Kasus (1) dan (2), integral dikatakan konvergen apabila limitnya ada 

dan divergen apabila tidak ada limitnya. Kasus (3), integral dikatakan 

divergen apabila salah satu atau keduanya, pada bagian kanannya 

divergen. 

Mari kita kaji contoh-contoh berikut; 

Contoh 1 carilah 


1
2

1
dx

x
  

Penyelesaian 

Karena batas atas adalah , maka 

 

  



















b

bxdx
x

dx
x

b

b

b

b

b

b

lnlim
2

1
              

2ln2lnlim
2

1
2ln

2

1
lim

2

1
lim

2

1

111  

 
Contoh 2 hitunglah integral berikut 

(a) 




0

2 dxe x    (b) 



0

2 4

1
dx

x
 

Penyelesaian 

(a) Bentuk ini juga memiliki batas atas , sehingga 

 

2

1
1.

2

1

1lim
2

1

2

1
limlim 2

0

2

0

2

0

2











 
















b

b

b

x

b

b

x

b

x eedxedxe

 

(b) Dengan cara yang sama, kita dapatkan 

 

42
.

2

1

0tan
2

tanlim
2

1

2
tanlim

4

1
lim

4

1

11

0

1

0

2

0

2


























































b

x
dx

x
dx

x

b

b

b

b

b
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Contoh 3 hitunglah 



1

)1( dxex x  

Penyelesaian 
Dengan menggunakan integral parsial, dimana dv = e-xdx, dan u = (1-  

Cxe

Cexee

Cexe

dxexedxex

x

xxx

xx

xxx
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Jadi, 
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Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa, 

e
dxex x 1
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Contoh 4 hitunglah 
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Penyelesaian 

Sifat penambahan selang tampaknya berguna untuk menyelesaikan 

persoalan ini, dimana 
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Kajian dan contoh-contoh di atas memberikan pemahaman bagi kita 

tentang integral takwajar pada batasnya. Lalu, bagaimana dengan 

fungsi yang bernilai takhingga pada selang tertentu, termasuk pada 

ujung selangnya? Misalkan f bernilai takhingga pada b, takhingga 

pada a, atau takhingga pada c  (a,b). 

Definisi berikut akan menuntun kita untuk lebih memahami hal ini. 

 

Definisi  

1. Misalkan f kontinu pada selang (a,b), takkontinu pada b dengan 

nilai , maka 

 


c

a
bc

b

a

dxxfdxxf )(lim)(

 

2. Misalkan f kontinu pada selang (a,b), takkontinu pada a dengan 

nilai , maka 

 


b

c
ac

b

a

dxxfdxxf )(lim)(

 

3. Misalkan f kontinu pada selang (a,b), kecuali pada titik c, f 

takkontinu dan bernilai , maka 

 

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(

 

 
Selanjutnya, mari kita gunakan definisi tersebut untuk menyelesaikan 

contoh-contoh berikut. 

Contoh 1 hitunglah nilai dari 
1

0
3 2x

dx

 

Penyelesaian 
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Integran memiliki titik takkontinu takhingga pada batas bawahnya, 

sehingga kita bisa menghitungnya seperti berikut; 
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Contoh 2 hitunglah 
3

0

2x

dx

 

Penyelesaian 

Integran memiliki titik takkontinu takhingga pada titik 0, sehingga 

dengancara yang sama kita dapatkan, 
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Anda dapat katakana bahwa integral di atas adalah divergen. 
 

Contoh 3 carilah 


3

1

2x

dx

 

Penyelesaian 

Integran memiliki titik takkontinu dan takhingga pada 0 [-1,3]. Lebih 

jelas perhatikan grafik berikut ini: 

oleh karena itu, untuk 

menyelesaikannya kita bagi 
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menjadi dua bagian dengan penambahan selang, sehingga 
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Jadi, 
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Hasil tersebut menunjukkan bahwa integral yang dicari adalah 

divergen. 

Contoh 4 hitunglah 


0 )1(xx

dx
 

Penyelesaian 
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Soal Latihan 
Gunakan teknik penghitungan limit biasa dan aturan L’Hopital untuk 
menentukan hasil limit berikut, apa yang dapat disimpulkan 
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Hitunglah nilai limit berikut, bila perlu gunakan aturan L’Hopital 
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28. Selidikilah apakah 
1

lim
2  x

x

x
dapat diselesaikan dengan 

aturan L’Hopital?jelaskan 

29. Selidikilah apakah 
x

x

x sec

tan
lim

2




dapat diselesaikan dengan 

aturan L’Hopital?jelaskan 

30. Tunjukkan bahwa 0lim 
 x

n

x e

x
untuk sembarang n > 0. 

Selidikilah apakah integral berikut divergen atau konvergen, jika 
konvergen tentukanlah nilainya 
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43. Tentukan semua nilai p agar integral 


1

1
dx

x p
dan 

1

0

1
dx

x p
 

konvergen? 

44. Buktikan  bahwa 




0

dxex xn untuk sembarang bilangan positif n. 

45. Misalkan 




dxxf )( konvergen dan misalkan a dan b bilangan real, 

dimana a ≠ b. Tunjukkan bahwa 
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