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В настоящей работе рассматривается алгоритм построения ENO схем на неструктурированной сетке для 

уравнений Навье-Стокса, дополненных уравнениями для химических веществ. Представлена схема вто-

рого порядка точности, основанная на линейной реконструкции функции в ячейках. Математическая 

модель верифицирована на примере анализа газодинамических параметров брутто-реакции пиролиза 

этана. 
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Введение 

Математическое моделирование газодинамических процессов с химическими реакциями 

является актуальной задачей, решение которой позволит отказаться от сложных, а иногда 

невозможных экспериментальных установок. Такие процессы носят сложный нелиней-

ный характер и описываются системой уравнений Навье-Стокса, дополненной уравнени-

ями Аррениуса. Для решения таких систем необходимо использовать численные методы 

высокого порядка точности, чтобы получить результаты, наиболее приближенные к ре-

альным [1]. В большинстве случаев исследуемые процессы протекают в областях слож-

ной формы, что обуславливает необходимость использования неструктурированных се-

ток. 

В данной работе описан метод построения ENO схемы на треугольной сетке. Идея алго-

ритма заключается в восстановлении данных в ячейках с помощью кусочно-линейной 

функции, с сохранением TVD-свойств схемы. Данная схема позволяет с более высокой 

точностью рассчитывать газодинамические течения. 

Математическая модель 

Математическая модель рассматриваемых процессов представляет собой законы сохра-

нения массы, импульса, энергии, дополненные уравнениями для химических веществ [2])
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Уравнение состояния смеси идеальных газов имеет вид: 
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Начальные условия задают состояние рассматриваемого объекта в начальный момент 

времени:  0 0 ,,x t          0 0 0 0, ( , , , , , ) ,Tv x t u x t v x t w x t  0 0  , ,p x t p  0 0  , ,T x t T  0 0  , .Y x t Y  

Граничные условия задают состояние газа на границе рассматриваемой области. Это мо-

гут быть условия свободного втекания или вытекания, не протекания.  

Здесь   – плотность газа 3( / )кг м , v  – скорость газа ( / )м с , p  – давление ( )Па , E  – пол-

ная энергия в единице объема 3( / )Дж м , T
j T pjref
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   – объемная скорость образования вещества i  

3( / ( ))кг c м , ˆ
irR  – молярный коэффициент Аррениуса образования / расхода вещества i  в 

ходе реакции r  3(1/ ( ))c м , wiM  – молекулярная масса вещества i  (кг), R  – универсальная 

газовая постоянная ( / ( ))Дж моль К , T  – температура ( )K . 

В уравнениях энергии и для химических веществ величина jJ  – диффузионный поток 

2( / ( ))кг c м , который можно представить в виде [2] j im j iT

T
J D Y D

T


    . Здесь iTD  – теп-

ловой коэффициент диффузии ( / ( ))кг c м , imD  – коэффициент массовой диффузии веще-

ства i  в вещество j 2( / ).м с  

В [3] проведено моделирование потоков газа на примере пиролиза этана с использовани-

ем пакета ANSYS Fluent. В настоящей статье предложена разностная схема на основе 

существенно неосциллирующего алгоритма высокого порядка точности для моделирова-

ния газовых потоков. 

Разностная схема 

Введем треугольную сетку { ( , ), 1, 2,..., }i i iP x y i N    , содержащую все внутренние и гра-

ничные точки расчетной области. На   построим триангуляцию 

( ) { ( , , ), , , , 1,..., .
m m m m m mm i j k i j kP P P P P P m M        Построим разностную схему, аппроксими-

рующую систему уравнений (1)-(2), используя интегро-интерполяционный метод: 
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Здесь  ( ) , , , ,i i

T
U t u v E Y      , 1 2( , )TF F F  – конвективные члены в системе (1), 

1 2( , )TH H H  – диффузионные члены в системе (1), Q  – источник, n  – внешняя нормаль к 

грани ячейки i . 
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Интеграл в (3) рассчитываем по квадратурной формуле Гаусса:  
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где ( ) ( )( ( , ), ( , ))k k
j j kF u G t u G t n     – дискретные потоки, которые рассчитываются по схеме 

распада разрыва [4], ( ) ( )( , ), ( , )k k
j ju G t u G t   – “левые” и ”правые” значения вектора U  на гра-

нице ячейки, алгоритм нахождения которых описан в следующем параграфе. 

ENO алгоритм 

Пусть дана триангуляция области 1 2{ , ,..., }N    и заданы средние значения некоторой 

функции ( , )u x y  для каждой ячейки сетки ( 1, 2,..., )i i N  : 

1
( , )i

i
i

u u x y dxdy 


      (5) 

Для каждой ячейки ( 1, 2,..., )i i N   построим полином ( , )p x y  степени не больше k , кото-

рый интерполирует функцию ( , )u x y  с порядком точности 1k   такой, что  

1
( , )

i
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     (6) 

Для построения полиномов ( , )ip x y  k  – ой степени для ячейки i  будем рассматривать 

шаблоны 1{ ,..., }i KS    , где 

( 1)( 2)

2

k k
K

 


 – количество ячеек в каждом из шаблонов.  
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Чтобы построить схему второго порядка точности для нахождения газодинамических па-

раметров в ячейке 0  используем следующий шаблон: 

0{ , , , , , , , , , }i ia ib j ja jb k ka kbS             (Рис. 1).  

 

Рис. 1. Шаблон для построение ENO схемы 

Выберем следующие шаблоны-кандидаты: 1 0{ , , },j kS     2 0{ , , },i kS    
3 0{ , , },i jS    

4 0{ , , },i iaS     5 0{ , , },i ibS    
6 0{ , , },j jaS     7 0{ , , },j jbS     8 0{ , , },k kaS    

9 0{ , , }.k kbS     Построим плоскости, проходящие через эти шаблоны. Например, для 

шаблона 1 0{ , , }j kS      плоскость строим следующим образом [5]:  

(0, , ) ( , ) ( , )
0 0 0( , ) ( ) ( ),j k j k j k

x yu x y u u x x u y y        (7) 

где ,x yu u  находятся из решения системы: 
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Имея несколько шаблонов-кандидатов выбор можно произвести описанным ниже спосо-

бом. Пусть определен оператор F : 

(0, , ) (0, , ) (0, , ) (0, , ) (0, , ) (0, , ) (0, , )

* *(0, , ) (0, , ) (0, , )

[ , , , , , , ,

, ]

j k i k i j i ia i ib j ja j jb

k ka k kb j k

F u u u u u u u

u u u

Здесь 
* *(0, , )j ku  – функция, описывающая 

плоскость, имеющую наименьший угол с плоскостью OXY. Это необходимо для того, 

чтобы схема обладала свойством невозрастания полной вариации (TVD-схема) [6,7]. 
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Модель химической реакции пиролиза этана 

Для проверки адекватности построенной схемы планируется провести математическое 

моделирование брутто-реакции пиролиза этана. В таблице приведена схема реакции, 

предэкспоненциальный множитель iA  и энергия активации iE : 

Табл. 1. Схема реакции 

Стадия ,1 /A ci  , / ( )E Дж кг мольi   

2 6 2 4 2C H C H H   1,08Е+16 2,5Е+08 

2 6 2 4 42 2C H C H CH   3,16Е+16 2,7Е+08 

Последовательность химических превращений и соответствующие кинетические уравне-

ния для реакции запишем следующим образом: 

Табл. 2. Кинетические уравнения 

1 2 3A A A   1 1 1w k X  

1 2 42 2A A A   2
2 2 1w k X  

где      1 2 6 2 2 4 43 2 4,  ,  , ,A C H A C H A H A CH      /i i wiX Y M   – локальная мольная доля веще-

ства i , jk
 – константа скорости j –ой прямой стадии. Размерности: 

1 2[1/ ], [ / ( )].k c k л моль с    

Зависимость константы скорости стадии от температуры выражается из уравнения Арре-

ниуса [8]: 
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Объемную скорость образования вещества i  определяем из соотношения:
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  Здесь ir  – стехиометрические коэффициенты компонента i  в реакции r . 

Для такого механизма пиролиза этана нагрев или охлаждение в результате химических 

реакций рассчитывается следующим образом [2]: 

Для каждого компонента смеси теплоемкость аппроксимировалась по температуре сле-

дующими зависимостями: 

2
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2 4
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0,0013 4,8436 483,69,

0,0015 3,9641 505,22,

0,0016 0,366 14274,97,

3,3505 1230,9.
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Тепловой коэффициент диффузии, коэффициент массовой диффузии вещества i  в веще-

ство j  считаются по формулам [2]: 
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где absp  – абсолютное давление, D  – ин-

теграл диффузионных столкновений [2]: 

* * *
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 – параметры Леннарда-Джонса [2]. 

Табл. 3. Параметры Леннарда-Джонса 

Параметр 
2 6C H  2 4C H  2H  4CH  

j  3,512 3,33 2,827 3,7327 

 / b j
k  139,8 137,7 59,7 149,92 

Заключение 

В работе построена математическая модель для решения задач газовой динамики с хими-

ческими процессами. Разработана существенно неосциллирующая схема повышенного 

порядка точности. Модель построена на примере анализа газодинамических параметров 

брутто-реакции пиролиза этана. Планируется вычислительный эксперимент. 
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