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Resumen

Esta investigacion se desarrolla en el marco del programa de Doctorado en Educacion en la
linea de Educacion Matematica de la Universidad de Antioquia. La investigacion comienza
con una amplia revision de la literatura a luz del pensamiento variacional y de la ensefianza
y el aprendizaje de algunos tépicos del calculo. Basado en dicha revision y en mi
experiencia previa como investigador me permito presentar el problema de investigacion el
cual se formula a través de la siguiente pregunta: ¢Como se desarrolla el proceso de
comprension de la tasa de variacion como una manera de ofrecer una interpretacion

variacional de la derivada en estudiantes participantes de un curso de pre-célculo?

Tener como proposito indagar por el proceso de comprensién de un concepto matematico
me implicO establecer algunas aproximaciones a lo que significa “la comprension
matematica”; para ello realizo una breve revision de algunos marcos tedricos y justifico el
por qué la Teoria para la evaluacion de la comprensién matematica de Pirie y Kieren se

muestra propicia para estudiar el objeto de estudio de esta tesis.

En la convergencia entre el marco teérico y la formulacion de la pregunta de investigacion
se encuentra evidencia para justificar el estudio de casos como un método que permite
abordar el estudio de la comprension matematica en el tépico sefialado. Es asi como a
través de observaciones, registros escritos, documentos, entrevistas, médulos de ensefianza,
se obtiene la informacion que permite el estudio de la comprension de la tasa de variacion

de cuatro estudiantes de un curso de precalculo.

Los resultados del estudio muestran que en el proceso de comprensidn se presentan ciertas
“imagenes arraigas” las cuales se convierten en un factor desencadenador de folding back
con lo cual se genera un aporte sobre la naturaleza de esta caracteristica de la comprension
matematica descrita por la Teoria de Pirie y Kieren. Otros factores que intervienen en la
comprension matematica son la interaccién con diferentes medios, en el caso particular de

este estudio, se muestra como a través de la interaccion con software como el GeoGebra y



el Modellus las estudiantes participantes mostraron cierta evolucién su comprension

matematica.

Desde los resultados de esta investigacion se resalta aspectos como: la interaccion entre las
estudiantes, entre ellas y los medios, y con el investigador como factores que promueven la
comprension matematica. Otros aspectos sobre el papel de la representacion matematica

también son valorados en las conclusiones del este estudio.
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INTRODUCCION

En este documento reporto el proceso de una investigacion desarrollada en el marco del
programa de Doctorado en Educacion, en la linea de Educacion Matematica orientada por
el Grupo de investigacion en Educacion Matematica e Historia (UdeA-Eafit) en la cual se
aborda el proceso de comprensién de la nocién de tasa de variacion como una manera de

aproximacion al concepto de derivada.

La investigacion comienza con una revision de la literatura la cual desarrollo en el primer
capitulo. A partir de dicha revisidén pude observar la importancia de una comprension de la
tasa de variacion como una componente trascendental en la interpretacion de la derivada.
De la misma manera, a pesar de existir una amplia gama de investigaciones y perspectivas
en torno a la ensefianza y aprendizaje de conceptos del célculo, desde la literatura muestro
que todos estos esfuerzos son insuficientes para dar cuenta de la complejidad del fendmeno

de comprension de tales conceptos.

Basado en las consideraciones emanadas de la literatura y en los trabajos que como
investigador habia desarrollado previamente, en el segundo capitulo fundamento y formulo
el problema de investigacion el cual se resume en la siguiente pregunta: ¢(Como se
desarrolla el proceso de comprension de la tasa de variacion como una manera de
aproximarse al concepto de derivada en estudiantes participantes de un curso de pre-

calculo?

El capitulo tres es dedicado a una presentacién de la Teoria para la evolucion de la
comprension matematica de Pirie y Kieren. En dicho capitulo describo las caracteristicas
de tal Teoria asi como los principales campos de investigacion en los cuales ha sido usada y

algunas de las extensiones que han sido propuestas.

Los trabajos de Borba y Aradjo (2006) y Yin (2009) se convirtieron en el fundamento de la

Metodologia de la Investigacion. Dichos fundamentos son descritos en el capitulo cuatro de



este documento, en el que describo como el “estudio de casos” se muestra como un

abordaje apropiado para responder a la pregunta que atafie a esta investigacion.

En el capitulo cinco presento un analisis de los resultados de la investigacion a la luz de
marco teorico y en el capitulo seis realizo una triangulacion con otros elementos teoricos.
Particularmente es este capitulo muestro como la comprension de la tasa de variacion
parece estar mediada por la interaccion entre las estudiantes, los software GeoGebra y

Modellus y el profesor.

Finalmente el capitulo siete presento las conclusiones de este trabajo. Alli muestro una serie
de implicaciones que surgen tanto para el aula de clase como para el marco tedrico usado
en la investigacion. Asi mismo surgen algunas recomendaciones que podrian orientar

futuras investigaciones.



Capitulo 1

1. REVISION DE LA LITERATURA

La tasa de variacion o razon de cambio ha sido un concepto que ha Ilamado la atencion de
diversos investigadores; en parte, porque se encuentra en relacion con otros conceptos
fundamentales del andlisis matematico como la derivada (Dall'anese, 2006; Tall, 2009;
Dolores C. , 2007) y el concepto de funcion (Posada y Villa, 2006a). En este capitulo, me
dedicaré a presentar una revision de la literatura producida en el campo de la Educacion
Matematica asociada a Céalculo diferencial, centrando la atencidon en las investigaciones que
dan cuenta de la tasa de variacion como una manera de aproximarse a la comprension de la

derivada.
1.1 Algunos estudios asociados al calculo diferencial

En las ultimas dos décadas la preocupacion por el aprendizaje de conceptos, asociados al
calculo diferencial, ha venido consolidandose como un dominio de investigacion con alto
grado de aceptacion. Como prueba de ello, puede revisarse las actas de eventos académicos
y numeros especiales de algunos periddicos y revistas en temas asociados al llamado
“Pensamiento Matematico Avanzado”. Segun Azcérate y Camacho (2003) es en 1985, en el
seno del congreso del PME (Psychology of Mathematics Education), cuando se forma un
grupo de trabajo con los objetivos de estudiar la naturaleza del llamado “Pensamiento
Matematico Avanzado” y, en particular, profundizar en las investigaciones cognitivas
acerca de los procesos de ensefianza y aprendizaje de temas relacionados con el calculo

infinitesimal.

En la literatura se encuentran muchas dificultades reportadas en relacion con la ensefianza y
aprendizaje de conceptos del calculo. Particularmente Azcarate y Camacho (2003) sefialan

como dificultades esenciales:

[...] el concepto de limite y los procesos infinitos que intervienen en los

conceptos béasicos de derivada e integral; se indican ademas otro tipo de



dificultades que tienen que ver con el estudio de las funciones, la notacién de
Leibniz, el concepto de infinito, el uso y seleccion de las distintas

representaciones, etc (p. 142).

Este tipo de dificultades ponen en evidencia la complejidad inherente al estudio de la
ensefianza y el aprendizaje de los conceptos de calculo diferencial, lo cual llama la atencion
de diversas comunidades investigativas. De manera particular, en este apartado ofrezco una
vision mas profunda de la produccion académica de dos grupos de investigacion, en los
cuales he participado en mi formacion doctoral. Ellos son el Grupo de Investigacion en
Educacion Mateméatica e Historia (UdeA —Eafit) — EDUMATH vy el Grupo de Pesquisa
em Informatica, outras midias e Educacdo Matematica — GPIMEM de la Universidad

Estadual Paulista, en Rio Claro-SP, Brasil.

Los principales aportes del GPIMEM a la ensefianza y el aprendizaje del calculo estan
enlazadas con el constructo tedrico desarrollado por algunos de sus miembros: Humans-
with-Media (Borba y Villarreal, 2005). Por otro lado, para algunos miembros del
EDUMATHel interés se ha centrado en el razonamiento involucrado en los procesos de
comprension matematica y, para ello, han asumido como referente tedrico al modelo de van
Hiele, asi como las ventajas que ofrece la entrevista de caracter socratico como fuente
generadora de conocimiento (Navarro y Pérez, 2006; Navarro y Peérez, 2010; Esteban y
Pérez, 2003; Esteban, 2003; Esteban y Llorens, 2003; Jaramillo, 2003; De la Torre, 2000,
2003a; 2003Db).

En el constructo tedrico Humans-with-media del GPIMEM, Borba y Villarrealasumen
como premisa fundamental el hecho de que las herramientas informéaticas no son soélo
asistentes de los seres humanos para producir conocimiento, sino que al mismo tiempo,
modifican su naturaleza, tanto del ser humano como del conocimiento producido. Esta
premisa ha sido ampliamente validada desde la investigacion, abordando el estudio de
diversos conceptos del célculo, por ejemplo: el concepto de derivada (Olimpo, 2006;
Villarreal, 1999), ecuaciones diferenciales (Javaroni, 2007), funciones, limites y
continuidad (Olimpo, 2006), la funcién compuesta y la regla de la cadena (Barbosa, 2009)

y el teorema fundamental del calculo (Scucuglia, 2006).



Uno de los aspectos méas sobresalientes en cada una de las investigaciones del GRIMEM
acerca de la naturaleza del conocimiento matematico, estd relacionado con los procesos de
visualizacion que se encuentran inmersos en la interaccion con los medios. Dichos medios
promueven un estudio de los elementos dindmicos que caracterizan algunos conceptos
matematicos; en este sentido, las investigaciones anteriormente citadas, sustentan que el
proceso de visualizacion es potencializado por las tecnologias de la informacion y la
comunicacion (TIC) que transforman el modo en que el conocimiento es producido,

reorganizando la forma de interactuar y de pensar.

Particularmente, Barbosa (2009) afirma que el conocimiento es producido tanto, a través de
las discusiones entre los estudiantes, como de un proceso de interpretacién individual
expresado en la forma oral, escrita y en la interaccion con el computador. Para Barbosa, ese
proceso individual no significa un estudiante aislado, sino en interaccién con un colectivo

que piensa con él.

En el caso de Javaroni (2007), el estudio del concepto de ecuaciones diferenciales se hace a
través de un abordaje cualitativo de modelos matematicos auxiliados por las TIC. La tesis
de esta autora ofrece argumentos sobre la importancia de la visualizacion, ya que a través

de los gréaficos, los estudiantes pueden obtener informaciones desapercibidas.

El estudio de la recta tangente como una aproximacion al concepto de derivada fue el foco
de pesquisa de Villarreal (1999); en su investigacion, caracteriza los procesos de
pensamiento de los estudiantes en un ambiente computacional. Segun la autora, dicho
ambiente promovié la implementacion de procesos de visualizacion de gréficos,
articulandolos con la oralidad. A través de la interaccion entre los estudiantes (seres
humanos) y los computadores (medios) la autora afirma que el pensamiento matematico es

permeado y reorganizado por los medios usados.

Olimpio (2006) investiga las compresiones producidas por estudiantes de primer afio de
matematicas, que emergen de la integracion oralidad, escrita (lenguaje natural) e
informatica (representada por medio de CAS MAPLE) sobre conceptos como: funcion,
limite, continuidad y derivada, asumidos como basicos en el estudio del calculo. Este autor

sugiere que los conflictos emergentes en la transicion de la matematica en la interfase



Bachillerato-Universidad tienen su génesis en una limitada comprension del concepto de
funcion. También sugiere una mayor e intensiva exploracion de la naturaleza dindmica de

los conceptos de calculo.

Barbosa (2009), por su parte, cuestiona el excesivo énfasis que se hace en los libros de
texto al trabajo algebraico de conceptos como funcion compuesta y la regla de la cadena.
De esa manera, esta autora sugiere que los procesos de visualizacion posibilitan a los
alumnos identificar y conjeturar propiedades de los conceptos matematicos. Después de una
amplia revisién de la literatura, Barbosa propone su propia interpretacion de la
visualizacién como un proceso que asocia la comprension de los estudiantes, entre si, y un
medio externo. Basada en esta premisa, la autora propone un trabajo que involucra los
procesos de visualizacién y las representaciones multiples de los conceptos matematicos.
Al igual que Villarreal (1999) y Borba y Scheffer (2004), Barbosa (2009) resalta la
importancia de trabajar con las representaciones mdltiples tanto en la produccién de
conocimiento como en la atribucién de nuevos significados a los contenidos por medio de
las interacciones con el computador. Barbosa muestra cémo la produccion de
conocimientos asociados a la funcion compuesta y la regla de la cadena surge a través de
conjeturas formuladas durante el proceso de visualizacién potencializado por las TIC. Tales
conjeturas fueron confirmadas o refutadas teniendo en cuenta entrelazamientos de las
representaciones maltiples (que permean todas las actividades) y por un colectivo pensante
seres-humanos-con-medios, en el cual el ser humano transforma y es transformado por los
medios en un proceso interactivo. Estas conclusiones confirman una vez mas la necesidad
que Villarreal (1999) habia sefialado sobre la coordinacion entre representaciones a través

de ambientes computacionales superando la dicotomia entre algunas de ellas.

Con respecto al EDUMATH pueden encontrarse aportes al ensefianza del célculo
diferencial, en particular con concepto de aproximacién local (Esteban, 2003; Esteban y
Pérez, 2003; 2002; Esteban y Llorens, 2003).

Esteban y Llorens (2003) presentan un estudio comparativo de dos colecciones de
descriptores para el concepto de aproximacion local en su manifestacion de recta tangente.
Las colecciones de descriptores fueron establecidas a partir del modelo de van Hiele a

través de dos mecanismos, el de zoom y el de haz de secantes. El estudio comparativo de
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estos investigadores arrojo algunas conclusiones acerca de la edad, las materias que los
estudiantes estaban cursando, con las explicaciones previas del concepto de tangente, con el
concepto de derivada y su interpretacion geométrica, con el uso de programas de célculo
simbolico. De su comparacion, estos investigadores concluyen que no existen diferencias
entre las dos formas de abordar la fase de visualizacion del concepto y, por tanto, el nivel

de razonamiento de los estudiantes es independiente de la forma de abordar el concepto.

En Esteban y Pérez (2003) se expone una metodologia para abordar la ensefianza del
concepto de aproximacion local a través de su manifestacion de recta tangente a una curva
plana en un punto. La propuesta estuvo fundamentada en la visualizacion a través del
software Derive (manipulacion algebraica). Los elementos basicos que se resaltan en el
estudio de la recta tangente son: punto-recta, punto-curva, recta-curva; a partir de ello, los
autores retoman los planteamientos de Vinner (1991) en cuanto al concepto imagen para
discutir los elementos particulares de la recta tangente. En ese sentido, estos investigadores
sefialan que para establecer la relacion entre un haz de secante y la tangente, los estudiantes
deben: (i) percibir que el concepto de recta tangente a una curva es mas amplio que el de
tangente a una circunferencia, (ii) entender la necesidad de un proceso de aproximacion
local para asegurarse cuando una recta es tangente 0 no a una curva en un punto dado; y
(iii) verbalizar una definicion adecuada de tangente partiendo del mecanismo haz de
secantes. En su propuesta, estos investigadores plantean que la asimilacion de un concepto
matematico pasa por dos fases: la de visualizacion y la de formalizacién. La propuesta de
Esteban y Pérez se centra en la primera fase pues es en ella donde surgen muchas
creaciones y a través del mecanismo de haz de secantes se deja a los estudiantes a la puesta

de la formalizacion.

Por su parte, en la investigacion de Jaramillo (2003) se propuso dotar de una componente
visual geométrica al concepto de convergencia de una serie. A través de dicha componente
se espera en el alumno mejorar su comprensién, centrandose en el aspecto fundamental del
limite de una sucesion de acumulaciones parciales y no en lo que la palabra “convergencia”
semanticamente parece sugerir. Para lograrlo determind unos descriptores de niveles de
razonamiento de la nocion de serie convergente, en el marco del modelo de van Hiele. La

visualizacién a través de la imagen de longitud de curvas planas, permitieron la



caracterizacion del proceso de razonamiento infinito. En su propuesta Jaramillo uso la
entrevista socratica, como el método adecuado para observar la evolucion del razonamiento
asociado a la comprension de un concepto matematico y validarlo a la luz de los
descriptores establecidos. Es importante resaltar que la investigacién de Jaramillo (2003)
tiene una fuerte relacion con la nocién de limite y que los zig-zags, elementos trabajados
para abordar el concepto de convergencia, son figuras que podrian posibilitar la descripcién
de los niveles de razonamiento existentes en la elaboracion y estudio de este concepto por

parte del alumno.

Las investigaciones aqui presentadas han abordado cuestiones acerca de la ensefianza y el
aprendizaje de algunos conceptos del calculo usando las TIC; de igual manera, muestran la
importancia de usar multiples representaciones, colocando especial atencion a las
interacciones, producciones orales y escritas de los estudiantes como una herramienta para
observar la naturaleza del aprendizaje construido. Mas alla de ésto, también sugieren la
necesidad de continuar investigando en aspectos dinamicos, asociados a los conceptos de
calculo, los cuales son potencializados a través de la visualizacién proporcionada por las
TIC.

Desde la tradicion de los grupos EDUMATH y GPIMEM es posible observar algunas
aproximaciones significativas a la ensefianza de conceptos del calculo a través del uso de la
tecnologia. Particularmente, se evidencia como a través de la visualizacion, el concepto de
derivada puede ser introducido a través del concepto de aproximacion local y del concepto
de tangente a una curva mediante el mecanismo del “Zoom” y el “Haz de secantes”
(Esteban y Llorens, 2003, Villarreal, 1999).

1.2 Investigaciones acerca del concepto de derivada

El concepto de derivada es uno de los conceptos clave del analisis matematico, y por lo
tanto, se aborda en los cursos de calculo diferencial, precedido, tradicionalmente, del
estudio de conceptos como el de limite y funcion. Las dificultades relativas a su ensefianza
y aprendizaje han sido reportadas por diversos investigadores en los Gltimos afios, entre

ellos, Dolores (2007) quien afirma que:



La ensefianza del calculo diferencial (CD) en el nivel medio superior, en
muchos paises enfrenta un problema generalizado: los estudiantes
escasamente comprenden sus ideas basicas, especialmente las relacionadas
con la derivada. Las evidencias mostradas [...] son coincidentes al terminar
sus cursos de CD cantidades significativas de estudiantes logran un dominio
aceptable de los algoritmos algebraicos para calcular limites y derivadas pero
dificilmente comprenden el significado de esos procedimientos. Incluso,
dificilmente logran reconocer las ideas asociadas al concepto de derivada en
la resolucion de problemas elementales de variacion y cambio a pesar de que
en los problemas de este tipo se encuentra la esencia de este concepto (p.1)*

Al revisarla literatura internacional puede evidenciarse la derivada como un concepto que
tiene maltiples elementos, los cuales deben ser considerados dentro de su ensefianza, de tal
manera que se posibilite su adecuada comprension y de alli que se observe un significativo
namero de investigaciones que han abordado, como objeto de estudio,la comprension de la
derivada. Particularmente, el articulo de Sanchez-Matamoros, Garcia, y Llinares (2008)
presentan una revision bibliografica de este tema. En dicho documento, estos autores
asumen como punto de partida la siguiente premisa: la comprension de la nocion de
derivada presenta dificultades para los estudiantes en el bachillerato (Educacion Media en
el contexto colombiano) y primeros afios de universidad. A partir de dicha premisa, los
autores realizan una revision de las investigaciones que abordan la comprension del
concepto de derivada y la organizan en tres topicos, asi: (1) lo que se conoce sobre la
comprension de la derivada de una funcion en un punto; (2) el papel que desempefian los
sistemas de representacion, y (3) las caracteristicas del desarrollo de esquema de la

derivada.
1.2.1 Sobre las dificultades en el estudio del concepto de derivada

Artigue (1995, citada por Sanchez-Matamoros et al., 2008) afirma que aunque se puede
ensefar a los alumnos a realizar de manera mas o0 menos mecénica algunos célculos de la
derivada y a resolver algunos problemas estandar, hay dificultades para que los jovenes de
estas edades logren una comprension satisfactoria de los conceptos y métodos de
pensamiento que conforman el centro de analisis matematico. Dichas dificultades se

manifiestan en el significado de la nocion de derivada como limite de un cociente

! En esta cita, el subrayado no es original del texto. Se presenta en este documento para llamar la atencién en
las dificultades relativas a la comprension del concepto de Derivada y en particular de su caracter variacional
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interpretacion geométrica como pendiente de la recta tangente.

Desde su investigacion,Da Costa André (2008)comenta que algunas de las dificultades por
las que atraviesan los estudiantes al abordar la derivada desde la perspectiva geométrica
(sucesion de rectas secantes que se aproximan a tangentes) estdn enraizadas,tanto en la
comprension del concepto de limite como en las experiencias que los estudiantes tienen de
la tangente antes de comenzar elestudio del calculo, pues generalmente la nocion de
tangente esta asociada a circulos y arcos, lo cual puede llevar a la idea que la tangente sélo

puede cortar a la curva en un solo punto, y por tanto, no la puede atravesar en dicho punto.

Otra de las dificultades relativas a la comprension de la derivada radica en la coordinacion
de los significados evidenciados entre las diferentes formas de representacién de este
concepto. En este sentido Habre y Abboud (2006) establecieron, a partir de una
investigacion con estudiantes de un curso de calculo,diversas comprensiones de la derivada
en la representacion analitica que divergieron de las comprensiones en la representacion
grafica. Asi mismo,agregan que, en muchos estudiantes prevalece la representacion
algebraica (analitica), lo cual, en ocasiones, puede presentarse como un obstaculo en las

mentes de los estudiantes cuando no se integra con las deméas formas de representacion.

Para Sanchez-Matamoros et al. (2008), la construccion de un significado parcial de la
derivada puede conducir a dificultades para sudesempefio en los cursos de calculo. Ello
genera la necesidad de conocer los procesos mediante los cuales, los estudiantes dotan de
significado al concepto de derivada. Por tanto, la investigacién en este campo se hace

bastante pertinente.

Otras de las dificultades, en lo relativo a la comprension de la derivada, esta asociada con la
representacion de algunos de los aspectos variacionales que emergen en situaciones, en la
cuales, conceptos como la velocidad o la rapidez tienen lugar. En este aspecto, Dolores,
Chi, Canul, Cantu, y Pastor (2009) presentan los resultados de una investigacion que
explora las representaciones graficas que hacen los estudiantes sobre la rapidez. Estos
autores afirman que, convencionalmente, la rapidez estd asociada a la razon de dos

magnitudes y vinculada, graficamente, a la pendiente de la recta tangente a una curva que
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representa la funcion de dichas magnitudes; sin embargo, en esta investigacion, los autores
pudieron encontrar otro tipo de representaciones que son usadas por los estudiantes, en las
cuales se presentaron caracteristicas de cinco tipos: rectas, columnas, puntos, pictoricas y
curvas. En la mayoria de este tipo de elaboraciones de los estudiantes, la rapidez y la
comparacion entre ellas, se asoci6 con caracteristicas visuales de las graficas, por ejemplo:
el tamafio o longitud (una rapidez mayor que otra se asocia a una barra mas larga que otra o
a un punto mas alto que el otro). Dolores et al. (2009) concluyen que “la mayoria de los
estudiantes dan representaciones graficas de la rapidez asociandola con su magnitud, y no
con la pendiente o cociente de magnitudes de los cambios como se prevé en el curriculum
matematico escolar” (p. 53). Estas concepciones erroneas las presentan los estudiantes,
pese a que, desde la literatura, se evidencia la capacidad de los nifios para tratar de manera
informal la idea de rapidez o velocidad. Para Dolores y sus colaboradores, aunque la idea
de rapidez se supone tradicionalmente en las clases de matematicas, a través del estudio de
la proporcionalidad y de la razon, adentrdndose a su caracter funcional; muchos trabajos
investigativos muestran que, en los estudiantes, persisten concepciones alternativas

(erréneas) que no corresponde con las convencionales matematicamente.
1.2.2 Algunos abordajes de la investigacion en el concepto de derivada

El papel de las representaciones en la comprension de la derivada, también ha sido objeto
de estudio de multiples investigaciones, Sanchez-Matamoros et al. (2008) resalta aquellas
que estudian la conexién entre lo grafico y lo analitico, la relacion entre la grafica de una
funcion fy de su derivada f". Asi mismo, retoma el trabajode Badillo (2003) para llamar la
atencidn sobre algunas inconsistencias que existen entre los significados de la derivada a

nivel local y global. De esta manera afirma que:

Los resultados del trabajo de Badillo sefialaron que comprender la idea de
funcion derivada en un punto, f'(a), no implicaba comprender la idea de
funcion derivada f'(x). Sin embargo, aquellos sujetos que comprendian la
idea de funcion derivada f'(x), parecia que entendian la derivada de la
funcion en un punto f'(a) (Sanchez-Matamoros et al., 2008, p. 283).

Ante este panorama, se abre una perspectiva de trabajo, ya que,como puntualizan Sanchez-
Matamoros y sus colaboradores, el vinculo entre lo local y lo global, en el caso de la

derivada, ha sido un tema poco investigado en Educacion Matematica.
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En su revision bibliografica, Sdnchez-Matamoros et al. (2008) presentan un analisis del
desarrollo de la comprension del esquema de la derivada. Para ello,estos autores recurren a
diversas investigaciones que han desarrollado el concepto de esquema introducido por
Piaget (Trigueros, 2004; Baker et al. 2000; Sanchez-Matamoros, 2004, entre otros); de esto
se puede decir que un esquema, a través de sus fases intra, inter y trans, se define como:
“La estructura matemdtica formada por las relaciones logicas que se establecen entre los
elementos matematicos que constituyen una nocion matematica y que puede ser evocado
para la resolucion de un problema” (Piaget y Garcia, 1983, 1989 citados por Sénchez-
Matamoros et al., 2008, p.284). Entre los resultados que Sanchez-Matamoros y sus colegas

resaltan en este aspecto, se tienen:

e El esquema gréafico del célculo, varia de una persona a otra y puede evolucionar por
caminos diferentes. En el caso de la derivada, es necesario comprender la primera
derivada en si misma como una funcion para poder entender la importancia de la
segunda derivada (Baker et al., 2000).

e El desarrollo del esquema de derivada no es algo que esté necesariamente vinculado
a conocer muchos elementos constitutivos del concepto, sino ser capaces de
coordinarlos al resolver problemas (Sanchez-Matamoros, 2004).

e Hay una construccién progresiva del esquema y los modos de representacion
influyen en la constitucion de los mecanismos de transicion de un nivel al siguiente
(Sanchez-Matamoros et al., 2006; Baker et al., 2000).

Después de una amplia revision bibliografica, Sanchez-Matamoros et al. (2008) logran
concluir que los trabajos revisados en conjunto, permiten ahondar en dos &mbitos; a saber:
(1) las caracteristicas de los significados del concepto de derivada que elaboran los
estudiantes, y (2), el desarrollo de tales significados. En relacion con ésto, Sanchez-
Matamoros y colegas afirman, entre otras cosas, que: “la instruccion que se basa en las
traslaciones entre distintos modos de representacién y potencia el estudio de la variacion
desde contextos numéricos parece ayudar a la construccion del significado dela derivada”
(p. 290).
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Los dos ambitos identificados en la comprensién de la derivada, las caracteristicas del
significado construido y el desarrollo del esquema de derivada, le permiten a Sanchez-

Matamoros et al. (2008) compartir con otros investigadores:

[...] la idea que una de las formas de empezar a conocer un concepto es a
través de conexiones con otros conceptos (limites o funciones para el caso de
la derivada); a través de diversos modos de representacion (el grafico y el
analitico en la derivada) y a través de conocer sus diferentes propiedades y
procesos (pp. 291-292).

Otros elementos que influyen en la compresién de la derivada, estan asociados al contexto
en el cual se desarrolla el estudio de tal concepto, por ejemplo Bingolbali, Monaghan, y
Roper (2007) exploran la concepciones de un grupo de estudiantes de célculo en un
programa de ingenieria mecénica y realiza una comparacion con algunos datos arrojados
por estudiantes de pregrado en Matematicas. Los datos en esta investigacion fueron
recogidos mediante pre-post test, entrevistas, y su analisis sugirié que los estudiantes de
ingenieria mecénica conciben la derivada como una razon de cambio y ven las
matematicas como una herramienta, por tanto, prefieren los aspectos de aplicacion de
conceptos como la derivada; en contraste con ésto, el estudio estableci6 que los estudiantes
de Matematicas se muestran proclives a la interpretacion de la derivada como tangentes.
Segun los autores, estas consideraciones estan enraizadas en los disefios de los cursos de
calculo, ya que mientras en los cursos de Ingenieria se presta mayor tiempo al estudio de la
razén de cambio, en los cursos de Matematicas se dedica dicho tiempo al estudio de la

pendiente de la tangente.
1.2.3 Laderivada desde una perspectiva variacional

Son muchos los investigadores que defienden el sentido variacional de la derivada(Buendia
y Orddfez, 2009; Cantoral, Molina, y Sanchez, 2005; Dolores, 2007; Sanchez-Matamoros
et al., 2008; Zandieh, 2000; Da Costa André, 2008; Herbert y Pierce, 2008).Buendia y
Ordéfiez (2009) sefialan que “estudiar qué es lo que varia —y como- en fendmenos
cambiantes permite dotar a la derivada de significados que se alejan del manejo de

formulas de derivacion, hecho al cual se suele limitar su ensefianza” (p. 8).
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Uno de los argumentos que se tiene para abordar la derivada desde la variacion, radica en
las dificultades que los estudiantes poseen para establecer conexiones entre los conceptos
cinematicos, sus representaciones graficas y el movimiento real de los objetos; en este
sentido y a partir de mi experiencia como profesor, he podido confirmar que en muchos de
mis estudiantes, prevalecen interpretaciones “iconicas” de las gréficas cartesianas, por
ejemplo: la interpretacion de una parabola concava hacia abajo como el recorrido de un

movil que sube y luego baja en una montafia.

Muchas de las dificultades reportadas en la comprension de la derivada estan enraizadas en
el poco significado que en ésta tienen los elementos variacionales. En ese sentido, Herbert y
Pierce (2008) mencionan que en las ultimas tres décadas en la literatura se han reportado
muchas de las dificultades que estudiantes de cursos introductorios al calculo tienen con la

comprension de la tasa de variacion.

Muchos de los significados asociados a la variacibn como la rapidez, velocidad,
aceleracidn, entre otros; se han construido en una estrecha relacion con el concepto de
derivada. En coherencia con esta posicion, Dolores (2007) afirma que la derivada es un

concepto dinamico;

[...] en el sentido que cuantifica el cambio, y lo cuantifica de una manera
muy especial, proporcionando un indice o razén de cambio, bien en un punto
0 en todo un intervalo. En la cuantificacién del cambio encuentra su razon de
ser los conceptos basicos del céalculo, por eso muchos matematicos suelen
caracterizar al célculo y al analisis matematico en general, como la
matematica del cambio (p. 26).

Y agrega:

Hace falta pues disefiar nuevos materiales que coloquen a las ideas de la
variacion y el significado fisico de los conceptos del calculo, en especial de la
derivada, como los elementos centrales de este curso y que a partir de las
necesidades determinadas a partir de la explicacion, modelacion y prediccion
de los fendmenos de la variacion se simplifiquen y determine el contenido
pertinente (p. 27).

Por su parte, Cantoral, Molina, y Sdnchez (2005) rescatan el papel de las practicas sociales
en el estudio de la derivada ya que, mediante este tipo de practicas, la derivada se dota de

significado. A partir de esta premisa, estos autores proponen la prediccion como una
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practica social que requiere profundizarse en el estudio de la derivada, entendiendo por
prediccion como la actividad racional que permite determinar un estado futuro a partir de
un estudio sistematico de las causas y efectos que lo producen. En este sentido, Sanchez-
Matamoros et al. (2008) retoman algunos de los trabajos de la socioepistemologia (Cantoral
y Farfan, 1998; Montiel, 2005) para afirmar que, desde esta perspectiva, se hace necesario
iniciar la comprension de la derivada como una organizacion de las variaciones sucesivas.
Asi estos investigadores abandonan la vision de limite del cociente incremental y la recta

secante que deviene de la tangente como aproximaciones iniciales a este concepto.

Otro de los enfoques relativos al estudio de la derivada, es la comprension de la tasa de

variacion ya que, segin Sanchez-Matamoros et al (2008),

Si se considera que la derivada en un punto indica la velocidad de cambio, la
comprension de tal idea se apoya en el saber previo de la nocion de la razén
entre el incremento de x en relacién al dey (p. 272).

Sanchez-Matamoros y sus colaboradores observaron, en los trabajos de Orton (1983) y Hart
(1981), como la comprension de la razén de cambio dependia del tipo de funcion utilizada.
Asi mismo, afirmaron que Orton indic6 que las dificultades con la idea de razon de cambio
y su vinculacion al tipo de funcion, sea esta lineal o cuadratica, podian tener su origen en
una comprension débil del concepto de funcion. También indican quelas causas por las
cuales los estudiantes no alcanzan a comprender los aspectos variacionales asociados a la
derivada son de diversa indole. Por ejemplo, Cetin (2009) sefiala que en los cursos de
calculo, con frecuencia se favorece la manipulacion de representaciones algebraicas para
ensefiar reglas que permitan esbozar la gréfica de una funcion; en ese sentido para este
autor, mientras los estudiantes calculan la derivada de una funcion por medio de una
expresion algebraica con la ayuda de las reglas de derivacion, no alcanzan a hacerse
conscientes del hecho importante que constituye la interpretacion de la derivada como la

razén de cambio instantanea de la funcién.

Por otro lado, Sdnchez-Matamoros et al. (2008) destacan la importancia de los trabajos que
abordan la relacidn entre la razén de cambio y el cociente incremental en la comprension de
la derivada. En consecuencia,estos investigadores resaltan el estudio de Azcérate (1990) en

el cual se abordd la comprensién del concepto de derivada a nivel local y se
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caracterizaronlas dificultades, errores y esquemas conceptuales asociados a los conceptos
de: pendiente de una recta, velocidad instantanea de un movimiento variado, y la tasa de
variacion instantanea de una funcion. Como consecuencia de este trabajo, se lograron
identificar dos errores en los estudiantes;el primero, radica en la confusion que presentan
los estudiantes entre la pendiene de una recta con su ordenada en el origen, y el segundo, en
la asignacion del valor de la ordenada en el origen como el valor de la pendiente de la recta
(Sanchez-Matamoros et al., 2008).

Los trabajos de Tall (1989) sirvieron como base para que Da Costa André (2008)
desarrollara una secuencia didactica para la ensefianza de la derivada a través de la tasa de
variacion. La secuencia de esta autora presenta cuatro etapas, a saber: (i) la exploracion de
la idea de variacidn de una funcién a partir de ejemplos que permitan el desencadenamiento
de tales ideas, (ii) conceptualizar la tasa de variacion media en un intervalo del dominio
como el coeficiente angular de la recta secante que pasa por los extremos de la funcién en
los extremos del intervalo, (iii) introducir el concepto de tasa de variacién instantanea; y

(iv) conceptualizar la derivada de una funcién en un punto x, y la funcién derivada.

Algunos de los elementos desarrollados por Da Costa André (2008) habian sido sugeridos
en el marco tedrico desarrollado por Zandieh (2000) para explorar la comprension de la
derivada que tienen los estudiantes. Con dicho marco, Zandieh espera discutir y analizar
sistematicamente las preguntas relativas a la comprension individual, su comparacién con
otras comprensiones, las estrategias de ensefianza, la efectividad de las practicas

pedagdgicas y la evaluacion de los materiales curriculares.

El marco tedrico de Zandieh tiene dos componentes principales, a saber: las
representaciones o contextos mdltiples, y los niveles o pares de Proceso-Objeto?. En el
primer caso afirma que el concepto de derivada puede representarse: (a) graficamente como
la pendiente de una recta tangentea una curva en un punto, (b) verbalmente como una razén
de cambio instantanea, (c) fisicamente como la rapidez o velocidad, y (d) simbo6licamente

como el limite del cociente de diferencias.

2 El término, Proceso-Objeto es tomado de Zandieh en el contexto de las concepciones operacional y
estructural de un concepto matematico presentados por Sfard (1991).
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En esta investigacion, asumo que una aproximacién variacional a la derivada debe ir mas
alla del hecho de concebir la tasa de variacion instantdnea como una representacion de la
derivada de manera verbal; y al ser la tasa de variacion una nocion que esta en el corazon

de la derivada, debe cobrar sentido en las diferentes formas de representacion.

Zandieh se pregunta por los elementos que cada una de las descripciones (verbal, grafica y
simbolica) tienen en comun, por lo que se puedan Ilamar con el mismo término (derivada),
y por las relaciones entre las diferentes representaciones o contextos. En su marco tedrico,
esta autora describe la estructura similar del concepto de derivada en cada contexto y
prefiere, en algunas oportunidades, hablar de “contexto” en lugar de representacion para
indicar una manera mas amplia desdela cual pensar la derivada. La siguiente tablamuestra

los elementos que resumeel marco teérico propuesto por Zandieh (2000):

Gréfica Verbal Paradigmatica Simbodlica  Otros
fisica
i Pendiente  Razon Velocidad Cociente
Nivel de
Procesos- diferencia
Objeto
Proporcién
(razén)
Limite
Funcion

Tabla 1. Contorno del marco tedrico del concepto de derivada (Zandieh, 2000).

Los términos proporcion, limite y funcion son asumidos por Zandieh como niveles
(Proceso-Objeto) en su marco teorico, puesto que son términos claves en la definicion de

derivada (1 es una funcién cuyo valor en un punto se define como el limite de una razén).

En la comparacién con otros marcos tedricos, Zandieh llama la atencién sobre los
elementos variacionales que han de estar presentes en la comprension de la derivada;de esta
manera, retomando los trabajos de Thompson (1995b) Zandieh afirma que en la dualidad
proceso-objeto, la vision de covariacion de la derivada depende de la comprension de la
funciéon como un proceso. Esta componente de covariacion es enfatizada en el tercer nivel

(funcidn) presente en el marco tedrico del propuesto por Zandieh, el cual puede observarse
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a través de un “process of covariation, i.e. imagining ‘running through’ a continuum of
domain values while noting each corresponding range value, paired with an object that is

the function itself, the set of orderes pairs” (p. 110).

En una introduccion a su marco tedrico, Zandieh (2000, p. 110) describe los niveles de
proceso-objeto para la razon de cambio usando la notacion de Leibniz en los

siguientestérminos:

Considerar que un cociente de diferencia puede usarse para medir la razon de cambio
promedio de la variable dependiente con respecto al cambio en la variable

independiente. El calculo de esta razdon de diferencias es un proceso que se puede

. . I A
representar segun la notacion de Leibniz como A—i’.

En el proceso consolidado, la razén promedio, puede usarse como un objeto en el
segundo proceso, el proceso de calculo de limite, el cual consiste en el anélisis de una

secuencia de razones de cambio promedio, de tal manera que la diferencia en el

. . ., - , . A
denominador tiende a cero. En la notacion de Leibniz seria lim,,_, A—i, lo cual se

. , .. , d
consolida en una razén de cambio instantanea representada por ﬁ.

Este proceso consolidado, la razén de cambio instantanea en cada valor de entrada, se
usa como un objeto en la construccion de la funcion derivada. El valor de la funcién
en cada punto ya ha sido descrito en el calculo de limite. El proceso de funcién
enfatizado aqui es la covariacion de los valores de entrada con los de salida o los

valores de la razon de cambio instantanea.

Una de las interpretaciones clasicas de la derivada se da al analizar los procesos de cambio
de una funcidn posicién con resprecto al tiempo (velocidad),o al analizar los cambios de la
funcion velocidad con respecto al tiempo (aceleracion). En estos contextos cinematicos,
Zandieh (2000, p. 112) ejemplifica como la tasa de variacion atraviesa por los tres niveles,

asi:
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El proceso en el primer nivel es la razdn de cambio en la distancia (desplazamiento)
en relacion con el tiempo; el objeto es considerado en el primer nivel como la
velocidad promedio;en el segundo nivel, el proceso consiste en observar la
velocidad promedio en intervalos cada vez mas cortos de tiempo y este proceso del
calculo del limite termina en una velocidad instantanea. En el tercernivel, el proceso
consiste en imaginar el célculo de limite consolidado ocurrido para cada momento
en el tiempo, para que el resultado final sea una funcidn a la cual se le asocia con
cada momento en el tiempo, una velocidad instantdnea. En este contexto, es

propicio para ofrecer una interpretacion de la derivada como “velocimetro”.

Se observa entonces, en el trabajo de Zandieh, como la interpretacion variacional de la

derivada atraviesa, acorde con sus niveles, por tres momentos asi:

\ 4

A

Funcion derivada

Razén instantanea

Razon promedio

En el paso 1, de la razon de cambio promedio a la razonde cambio instantanea, se
observa una fuerte influencia de los incrementos cada vez mas pequefios en el
denominador del cociente incremental, lo cual se asocia con la nocién de limite. No
es claro en la literatura como se efectla el paso2, de la razon instantanea a la funcién
derivada, es decir, de la derivada a nivel local o puntual a la derivada global. Sin
embargo, se observa, tanto en Zandieh (2000) como en Sanchez-Matamoros et al.
(2008), que dicho traslado no se hace de manera inmediata. Sanchez-Matamoros et
al. (2008), retomando los trabajos de Badillo (2003), afirma que en el paso 2,

descrito en el diagrama anterior, se presentan dificultades como:

- La confusion entre la derivada en un punto x = a,f'(a), y la funcion
derivada f'(x).

- Lareduccion de la expresion simbolica def’(x)a la ecuacion de la recta
tangente, y la grafica def'(x)a la de la recta tangente.

- La falta de justificaciones sobre el uso de las técnicas de derivacion
directas e indirectas, definicion en término de limite y las reglas de
derivacion. (Sanchez-Matamoros et al., 2008, p. 283).

En la blasqueda de proporcionar una comprensiéon de la derivada, con fuertes vinculos

asociados a la nocién de variacién, se han desarrollado algunas propuestas con gran éxito
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en la interdisciplinariedad entre el calculo y la fisica. Una de estas propuestas la presenta
Doorman y Gravemeijer (2009), quienes plantearon una secuencia basada en conceptos del
calculo y la cinematica para los cuales emergen situaciones de modelacion que buscan
apoyar a los estudiantes en el aprendizaje de los principios basicos de la razén de cambio y

la velocidad.

En su investigacion, Doorman y Gravemeijer usaron los elementos tedricos proporcionados
por la Educacion Matematica Realistica para dar respuesta a la pregunta: ;Como pueden
desarrollar los estudiantes principios basicos del calculo y la cinematica en un proceso que
implica un razonamiento en una situacion especifica hacia un razonamiento con conceptos
generales? Estos investigadores usan algunos argumentos del desarrollo histérico del
calculo y de sus trabajos experimentales previos para rescatar la importancia de iniciar el
estudio de las graficas desde lo discreto. Estos autores presentan los resultados del disefio
de una secuencia de instruccion, en la cual se valora la importancia de estudiar y describir
el cambio, de tal manera que, se puedan discenir patrones y desarrollar la capacidad para
elaborar predicciones. En el trabajo en mencion, estos autores se focalizan en cémo las
graficas discretas pueden apoyar el desarrollo de los principios basicos del célculo y de la

cinematica.

A través de su trabajo, Doorman y Gravemeijer (2009) establecen que en el proceso de
aprendizaje, los estudiantes inicialmente hacen uso de un lenguaje tentativo e inscripciones
que no obedecen a las nociones matematicas formales. Para los autores, este proceso de

aprendizaje es similar al descrito por Goldin (2003) mediante tres estadios; a saber:

1. Estadio inventivo y semiotico,
2. De desarrollo estructural y establecimiento de relaciones 'y,

3. Estadio auténomo.

En el primer estadio los estudiantes, tentativamente, usan inscripciones y el lenguaje para
comunicar las ideas desarrolladas. En el estadio autobnomo el sistema puede funcionar de
manera flexible en nuevos contextos. En este proceso el profesor juega un papel importante
en el sentido en que direcciona las discusiones al interior de la clase y simultaneamente

estimula a los estudiantes para presentar sus soluciones y focalizarse en las matematicas

20



necesarias para el estudio de futuros conceptos. Con base en este trabajo, los autores logran
establecer que, una perspectiva de la Educacion Matematica Realistica permite que las
elaboraciones y el lenguaje inicial de los estudiantes se desarrollen progresivamente desde
lo local o situacional hacia lo general, a través de las situaciones implementadas en su

secuencia de instruccion.

El disefio heuristico de modelacion emergente asigna un papel a la modelacion que difiere
del papel didactico tradicional de los modelos en Educacion Matematica. En lugar de
intentar concretizar el conocimiento matematico abstracto, el objetivo es intentar ayudar a
los estudiantes a modelar su propia actividad matematica informal. Lo emergente se refiere
tanto a las caracteristicas de los procesos mediante los modelos que emergen con la
Educacion Matematicas Realistica como a los procesos, por medio de los cuales, estos

modelos apoyan la emergencia (surgimiento) de maneras matematicas formales del saber.

La modelacion sirve, no sélo como una meta de instruccion, sino que también media en el
apoyo a la reconstruccion de las matematicas. A partir de su investigacion Doorman y
Gravemeijer (2009) indican que los problemas conceptuales de los estudiantes en las
nociones de las matematicas aplicadas en otros topicos, pueden prevenirse mediante los
procesos de ensefianza y de aprendizaje en el contexto de las aplicaciones. Sin embargo,
creen que no todos los tépicos matematicos pueden desarrollarse a través de una
aproximacion integrada, ya que algunos tépicos son esencialmente el resultado de un

proceso de reorganizacion con o entre las estructuras matematicas.

Uno de los trabajos mas recientes que aborda el estudio de la derivada en relacién con la
comprension de la tasa de variacion se presenta en Navarro y Pérez (2010). En su articulo,
estos investigadores reportan una experiencia educativa sobre el estudio de la tasa de
variacion en la cual, a través de un didlogo socratico y la manipulacion de una herramienta
de visualizacion generada por computador, proporciona una introduccion al concepto de
derivada de una funcién en un punto. Para estos autores el concepto moderno de tasa de
variacion instantanea (concepto local) requiere no sélo de las operaciones algebraicas
habituales(resta y divisién), sino también una operacion algebraica esencialmente
diferentes, cuyo objetivo se soporta en un proceso dinamico y exige en su formulacion

cierta madurez l6gico-algebraico que no siempre esta disponible en nuestros estudiantes. Es
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en ese sentido que Navarro y Pérez se proponen describir una serie de acciones que deben
aplicarse, antes de la instruccion matematica formal en el aula, con el propdsito de
promover la construccion de un concepto-imagen adecuado que no altere el concepto-
definicion deseando y que permita una transicién facil a la misma; asi mismo, con dicha

serie de acciones se proponen provocarla necesidad de un concepto-definicion.

Basados teoricamente en el modelo de van Hiele, Navarro y Pérez (2010) comienzan la
exploracion de las nociones que el estudiante tiene sobre infinito en el campo numérico; por
ejemplo, si el estudiante acepta que entre dos numeros existen infinitos nimeros. La
comprension de nociones como la de variable y su abstraccion en fenémenos reales, el
reconocimiento de la dependencia que puede darse entre dos variables presentadas en un
fendmenos fisico y su modelacién a través de funciones, son algunos de los conocimientos
que marcan que el estudiante se encuentre en el nivel cero, abonando el terreno para su

posterior avance en el razonamiento.

Para Navarro y Pérez (2010), el proceso de construccion de imagenes y el reconocimiento
de las caracteristicas visuales del cambio, determinan que un estudiante accede al primer
nivel de razonamiento segiun el modelo de van Hiele; de este modo se espera que el
estudiante pueda reconocer la dependencia entre variables y describir cualitativamente las
correlaciones directa e inversa entre ellas; asi mismo, debe ser capaz de abstraer clases de

curvas de acuerdo a sus concavidades.

En el segundo nivel de razonamiento, el estudiante evidencia la capacidad para deducir
propiedades de las funciones tomando como base las caracteristicas visuales de las mismas.
De manera particular, en este nivel se observa que el estudiante reconoce que el cambio de
una variable se matematiza con la operacion diferencia, asi mismo que la covariacion entre
dos variables se representa por la razon entre las diferencias de las dos variables. En este
nivel el estudiante también ha de ser capaz de usar valores numéricos para cuantificar los

cambios y las tasas de variacion mismas (Navarro y Pérez, 2010).

Aunque el modelo de van Hiele posee en total cinco niveles, Navarro y Pérez sélo se
interesaron por describir los cuatro primeros. De ese modo, el ultimo nivel que los autores

describieron en la comprensién de la tasa de variacion estuvo orientado al uso de las
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propiedades deducidas en el nivel anterior para obtener conclusiones acerca de la derivada
de una funcion. Dicho nivel se materializa cuando reconoce la necesidad de usar
herramientas algebraicas para el estudio de la tasa de variacion; de igual manera, traduce
sus conclusiones a la creacion visual en términos de concavidades e interpreta los puntos

maximos, minimos y de inflexion.

Con base en los elementos presentados hasta aqui, se puede observar la importancia de una
comprension de la tasa de variacion como una componente trascendental en la

interpretacion de la derivada.

En el siguiente apartado, me ocupo de rastrear en la literatura los elementos en los cuales se

fundamenta una perspectiva variacional en Educacion Matematica.
1.3  Algunos elementos asociados a una perspectiva variacional.

En la literatura nacional e internacional, frecuentemente se establece que el desarrollo del
pensamiento matematico involucra el desarrollo de otros de sus componentes, entre ellos el
“pensamiento variacional”. Este tipo de pensamiento tiene que ver con el reconocimiento,
la percepcion, la identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes
contextos, asi como con su descripcion, modelacion y representacion en distintos sistemas o

registros simbolicos, ya sean verbales, iconicos, graficos o algebraicos.

El estudio de la variacion ha llamado la atencién de varios investigadores (Carlson, Jacobs,
Coe, Larsen, y Hsu, 2003; Dolores y Cuevas, 2007; Posada y Villa-Ochoa, 2006a;Villa-
Ochoa y Mesa, 2009) desde diferentes enfoques y aproximaciones.Algunas de ellas se

presentan a continuacion.

1.3.1 Elestudio de la variacion desde el punto de vista cognitivo

Se reconocen en esta categoria los trabajos de Carlson, et al. (2003); quienes desarrollan un
marco conceptual que tiene sus fundamentos en las teorias de Piaget. EI marco conceptual
en mencion ha sido usadoen algunos de mis trabajos previos, como puede observarse en
Villa-Ochoa y Mesa (2009) yVilla-Ochoa (2011).
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Carlson et al. (2003, pp. 122-123) afirman que los estudiantes ingresan a la universidad con
una comprension deficiente sobre las funciones; asi mismo, recogen resultados de algunas
investigaciones previas que demostraron que, estudiantes académicamente talentosos tienen
dificultad para modelar relaciones funcionales de situaciones que involucran la razén de
cambio de una variable cuando ésta varia continuamente en una relacién dependiente con
otra variable. En su trabajo, Carlson et al. (2003, p. 123) retoma las investigaciones de
Kaput (1994), Rasmussen (2000), Zandieh (2000) entre otras, para llamar principal mente la
atencién sobre la importancia de modelacién de relaciones funcionales para la
interpretacion de modelos de eventos dindmicos y para la comprensiéon de los conceptos
principales del calculo. En su estudio, Carlson y sus colegas definen al “razonamiento
covariacional como las actividades cognitivas implicadas en la coordinacion de dos
cantidades que varian mientras se atiende a las formas en que cada una de ellas cambia
con respecto a la otra” (p. 124). Con base en esta definicion, proponen un marco
conceptual en el que establecen un conjunto de cinco acciones mentales y cinco niveles de
razonamiento, las que se consolidan como un medio para clasificar los comportamientos de
los estudiantes cuando se ven enfrentados a tareas de covariacion. Las acciones mentales se

muestran en la Tabla 2y los niveles de razonamiento pueden ser observados en la Tabla 3.

Accioén
mental

Descripcion de la accidn
mental

Comportamiento

Coordinacion del valor de
una variable con los
cambios en la otra.

Designacién de los ejes con indicaciones verbales de
coordinacion de las dos variables (e.g., y cambia con
cambios en x)

AM1

Construccién de una linea recta creciente.
Verbalizacion de la consciencia de la direccion del

Coordinacion de la

AM?2 direccion del cambio de una

variable con los cambios en
la otra variable.

cambio del valor de salida mientras se consideran los
cambios en el valor de entrada.

AM3

Coordinacién de la cantidad
de cambio de una variable
con los cambios de la otra.

Localizacion de puntos/construccion de rectas secantes.
Verbalizacion de la consciencia de la cantidad de cambio
del valor de salida mientras se consideran los cambios en
el valor de entrada.

AM4

Coordinacién de la razén de
cambio promedio de Ila
funcién con los incrementos
uniformes del cambio en la
variable de entrada.

Construccion de rectas secantes contiguas para el
dominio.
Verbalizacion de la consciencia de la raz6n de cambio del
valor de salida (con respecto al valor de entrada) mientras
se consideran los incrementos uniformes del valor de
entrada.
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Coordinacién de la razén de
cambio instantanea de la
funcién con los cambios
continuos en la variable
independiente para todo el
dominio de la funcién.

AMS

Construccion de una curva suave con indicaciones claras
de los cambios de concavidad.
Verbalizacion de la consciencia de los cambios
instantaneos en la razon de cambio para todo el dominio
de la funcion (los puntos de inflexion y la direccion de
las concavidades son correctos.

Tabla 2. Acciones mentales del Marco conceptual para la covariacion. Tomado de Carlson
etal. (2003, p.128).

Con base en estas acciones mentales Carlson et al. (2003, p.128) clasifican a los estudiantes

en niveles (ver Tabla 3) de acuerdo con la imagen global que parece sustentar a las varias

acciones mentales que esa persona exhibe en el contexto de un problema o tarea.

Niveles

Caracteristicas

Nivel 1 (N1).
Coordinacion

En el nivel de coordinacion, las imagenes de covariacion pueden sustentar a la
accion mental de coordinar el cambio de una variable con cambios en la otra
variable (AM1).

En el nivel de direccién, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a las

Nivel 2 (N2) acciones mentales de coordinar la direccion del cambio de una de las variables
Direccion con cambios en la otra. Las acciones mentales identificadas como AM1 y
AM2 ambas son sustentadas por imagenes de N2.
En el nivel de la coordinacidn cuantitativa, las imagenes de la covariacién
Nivel 3 (N3) pueden sustentar a las acciones mentales de coordinar la cantidad de cambio

Coordinacion
Cuantitativa

en una variable con cambios en la otra. Las acciones mentales identificadas
como AM1, AM2 y AM3 son sustentadas por las imagenes N3.

Nivel 4 (N4)
Razén promedio

En el nivel de la razon promedio, las imagenes de covariacién pueden
sustentar a las acciones mentales de coordinar la razén de cambio promedio
de una funcién con cambios uniformes en los valores de entrada de la
variable. La razén de cambio promedio se puede descomponer para coordinar
la cantidad de cambio de la variable resultante con los cambios en la variable
de entrada. Las acciones mentales identificadas como AM1 hasta AM4 son
sustentadas por imagenes N4.

Nivel 5 (N5)
Razon de cambio
instantanea

En el nivel de la razén instantanea, las imagenes de covariacion pueden
sustentar a las acciones mentales de coordinar la razén de cambio instantanea
de una funcién con cambios continuos en la variable entrada. Este nivel
incluye una consciencia de que la razon de cambio instantanea resulta de
refinamientos mas y més pequefios en la razén de cambio promedio. También
incluye la consciencia de que el punto de inflexién es aquel en el que la razon
de cambio pasa de ser creciente a decreciente o al contrario. Las acciones
mentales identificadas como AM1 a AMS5 son sustentadas por las imagenes de
N5.

Tabla 3. Marco conceptual para los niveles de la covariacion. Tomado de Carlson et al. (2003, p.

129).

En el disefio de este marco conceptual pueden identificarse caracteristicas como la

jerarquizacion, recursividad y el desarrollo del razonamiento como un proceso creciente,
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puesto que la ubicacidn de un estudiante en un nivel determinado, supone el desarrollo de
las acciones mentales previas al nivel. En palabras de Carlson et al. (2003, p. 130) “a
medida que la imagen de covariacion que tiene un individuo se desarrolla, ella sustenta un

razonamiento covariacional mas sofisticado”.

Como una aplicacién a su marco conceptual, Carlson y sus colaboradores realizan un
estudio con veinte estudiantes que habian terminado recientemente un curso de calculo con
desempefio sobresaliente. Para el estudio, estos investigadores disefiaron un instrumento
con cinco items correspondientes a tareas de covariacion y posteriormente realizaron una
entrevista a seis estudiantes. Los resultados del estudio muestran que estos estudiantes
tuvieron “dificultades para construir imagenes de una razon que cambia de manera
continua y en particular, dificultades para representar e interpretar imagenes de una razon
decreciente o creciente para una situacion fisica (p. 147)” y aunque los estudiantes
tuvieron un desempefio favorable asociado a los niveles 1, 2 y 3 del marco conceptual,
“parecio persistir su dificultad para ver una razon instantanea imaginando refinamientos
mas y mas pequefios de la razon de cambio promedio (p.148)” Esta investigacion pone en
evidencia que en estudiantes que han completado un curso de calculo con desempefio
sobresaliente, persisten dificultades para una comprension de la tasa de variacion
instantanea en lo cual se encuentran los cimientos para una compresion de la derivada. Por
tanto, una compresion de concepto de derivada puede verse como un proceso complejo, no
inmediato y su comprension involucra un avance en la comprension de la tasa de variacion

mediaa la tasa de variacion instantinea.
1.3.2 Elestudio de la variacion desde el punto de vista socioepistemoldgico

Uno de los programas para el estudio de la variaciobn que ha ganado fuerza en
Latinoamérica es el “Pensamiento y Lenguaje Variacional” establecido por el CLAME
(Comité Latinoamericano de Matematica Educativa). En este programa se aborda el
concepto de variacion, y en general, a la Matematica Educativa desde un enfoque
“socioepistemologico”. Cantoral (2004, p. 1) sostiene “que el conocimiento matematico,
aun aquel que consideramos avanzado, tiene un origen y una funcién social asociados a un
conjunto de practicas humanas socialmente establecidas”, y con base en esta premisa

puntualiza que:
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La socioepistemologia, o epistemologia de las practicas sociales relativas al
saber, es una aproximacion teorica de naturaleza sistémica que permite
tratar con los fendmenos de produccion y difusion del saber desde una
perspectiva multiple, pues articula en una misma unidad de analisis a las
interacciones entre la epistemologia del conocimiento, su dimension
sociocultural, los procesos cognitivos que le son asociados y los mecanismos

de su institucionalizacion via la ensefianza (p. 1).

De esta manera, el programa Pensamiento y Lenguaje Variacionales entendido como una
linea de investigacion que, ubicada en el seno del acercamiento socioepistemoldgico,
permite tratar la articulacion entre la investigacion y las practicas sociales que dan vida a la
matematica de la variacion y el cambio en los sistemas didacticos (Cantoral yFarfan, 1998).
Desde este misma perspectiva, Buendia y Orddfiez (2009)afirman que desde la
Socioepistemologia se “ha dado evidencia de que el desarrollo de estrategias propias de
un pensamiento y lenguaje variacional genera bases de significacion para diferentes

conceptos del calculo y precalculo, entre ellos, la derivada” (p. 8).

Algunos de los trabajos desarrollados desde la perspectiva Socioepistemolégica se
presentan en Reséndiz (2006), Diaz (2005), Dolores y Cuevas (2007), Farfan (1997),
Cantoral (2004), Buendia y Ordofiez (2009).

El trabajo de Diaz(2005) analiza modos de pensar que los estudiantes ponen en juego a la
hora de enfrentar el estudio de la variacion. Como proposito, Diaz abordo “la pregunta por
aquellas facetas tanto congruentes como contradictorias de las representaciones
cotidianas de variacion y aquellas de las matematicas, que favorecen u obstaculizan los
aprendizajes tendientes a la formacion de un pensamiento variacional en los estudiantes y
las estudiantes” (p. 147). Su trabajo coloca en evidencia las complejidades de las epistemes
de las que somos portadores tanto los estudiantes, como los profesores y especialistas
mostrando lo desafiante que es la construccion de ideas variacionales que dialoguen con las
epistemes asociadas y que generen redes de significados entre ellas. Entre las epistemes
asociadas a la variacion, Diaz (2005) describe: visual de variacion; representaciones del

tiempo; y, una metafora didactica para lo inverso.
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Por otro lado, Reséndiz (2006) presenta una investigacion en la cual, el papel lo ocupa el
discurso de los profesores en la clase de matematicas cuando se pretende ensefiar
conceptos y procesos matematicos ligados a la nocion de variacion en los primeros cursos
de calculo diferencial en ingenieria, en particular, centra la atencion en los conceptos de
funcion y derivada como modelos para el estudio de la variacién. “El discurso constituye el
espacio donde se construyen, negocian e interpretan los significados en la interaccion
social que se realiza en la escuela, por lo tanto construir conocimiento en interaccion

requiere del lenguaje usado socialmente ”(p. 435).

Por su parte, Dolores y Cuevas (2007, pp. 75-76) establecen la importancia del estudio de la
variacion en la interpretacion de graficas y afirman que “las grdficas cartesianas [...] son
una herramienta Gtil porque posibilita la deteccion de tendencias, facilita las
comparaciones y se constituye en un medio idéneo para analizar el comportamiento de
fendmenos de variacion”. A partir de esta idea establecen cinco acciones para el analisis de
funciones, las cuales se expresan mediante las siguientes preguntas: ¢Qué cambia?,
¢Cuanto cambia?, (Cémo cambia?, ;Qué tan rapido cambia? y (COmo se comporta

globalmente la gréafica?

El estudio de la relacion entre una funcion y sus derivadas para el caso de funciones
periddicas fue centro de la investigacidn de Buendia y Ord6fiez (2009). En su investigacion
estos autores asumieron la perspectiva de practicas sociales para proponer elementos que
resignifiquen tal relacién en un contexto de variacion. Desde la investigacion, estos
investigadores discuten algunas “falsas herencias” que parecen instaurarse en los discuros
escolares, en el estudio de la relacion entre funciones periddicas y sus derivadas (i.e: una
funcion es periddica si y sélo si su derivada es periddica). Los resultados de la
investigacion sugieron a traves de practicas como: graficar, modelar o predecir, adquieren
mayores significados los comportamientos periodicos en las variaciones de las funciones.
Otro elemento que Buendia y Orddfiez presentan para la discusion, radica en el uso de las
graficas para el desarrollo de un conocimiento de la variacidn de un movimiento de manera
simultdnea —y no posterior- a los desarrollos andliticos correspondientes. Citando a Suarez
(2008), Buendia y Ordodfezsefialan que las graficas son las herramientas que permiten

modelar el cambio intrinseco de las funciones posicion, velocidad y aceleracion.
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La literatura reportada en este capitulo muestra un particular interés en el estudio de
conceptos del calculo, y en particular, como puede abordarse el estudio de dichos conceptos
de tal manera que se reconozcan elementos propios de su epistemologia. Particularmente
para el concepto de derivada, se pone de relieve la necesidad de comprender la tasa de
variacion (media e instantanea) como una manera de interpretarla desde una perspectiva

variacional.

A pesar de existir una amplia gama de investigaciones y perspectivas en torno a la
ensefianza y aprendizaje de conceptos del calculo, desde la literatura se muestra que todos
estos esfuerzos son insuficientes para dar cuenta de la complejidad del fenémeno de
comprension de tales conceptos. Basado en estas consideraciones se observa como surge
una necesidad de indagar por el proceso de comprension de la tasa de variacion como una
via alternativa para interpretar la derivada. Dicha necesidad, también ha sido observada
desde algunos de mis trabajos investigativos en el campo del pensamiento variacional; es
desde la articulacién de la literatura y desde mi experiencia como investigador como ha
surgido el problema de investigacion. La articulacién mencionada, se muestra en el

siguiente capitulo.
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Capitulo 2

2. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

La preocupacion por el estudio de conceptos matematicos desde una perspectiva
variacional ha estado presente desde hace varios afios en mi formacion como investigador.
En la convergencia entre dicha preocupacion y los elementos que emanaron de la revision
de la literatura dio origen al problema de investigacion al que me ocupo en esta

investigacion.

En este capitulo me propongo presentar la pregunta de investigacion, para ello
contextualizo la denominada “perspectiva variacional” desde el ambito colombiano y
reporto algunas de las construcciones propias, establecidas en investigaciones previas desde

esta perspectiva.

2.1 El estudio de la variacién en Colombia

En Colombia, con la publicacion del documento Lineamientos Curriculares para el area de
Matematicas (MEN, 1998), se propone explicitamente el estudio de la variacién como un
elemento fundamental para el desarrollo del pensamiento variacional. El desarrollo de este
pensamiento, a su vez, hace parte de uno de los propositos de las matematicas escolares en
la Educacion Basica y Media en Colombia que, mas alla del desarrollo de sofisticados
sistemas conceptuales y procedimentales, procura el desarrollo del pensamiento

matematico.

A pesar que los Lineamientos Curriculares presentan de manera explicita la necesidad de
desarrollo del pensamiento variacional, no son lo suficientemente claros en los elementos
que se implican en dicho pensamiento y en su desarrollo.Con respecto al pensamiento

variacion, Vasco (2006)ofrece una descripcion en los siguientes términos:
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El pensamiento variacional puede describirse aproximadamente como una
manera de pensar dindmica, que intenta producir mentalmente sistemas que
relacionen sus variables internas de tal manera que covarien en forma
semejante a los patrones de covariacion de cantidades de las misma o
distintas magnitudes en los subprocesos recortados de la realidad (p. 139).

Esta nocidn de presentada por Vasco, ubica al pensamiento variacional en estrecha relacion

con el proceso de Modelacion Matemadtica, en este sentido afirma que:

El objeto del pensamiento variacional es entonces la covariacion entre
cantidades de magnitud, principalmente las variaciones en el tiempo, y su
propdsito rector es tratar de modelar los patrones que se repiten en la
covariacion entre cantidades de magnitud en subprocesos de la realidad
(Vasco, p. 139).

A pesar que los estrechos vinculos entre el pensamiento variacional y la Modelacion
matematica han sido ampliamente defendidos en mis reflexiones sobre la Modelacién
(Villa-Ochoa J. A., 2007), encuentro en ella una limitacion hacia el estudio de la variacion
cuando no se encuentra asociado directamente a un proceso de modelacion (i.e, relaciones
dinamicas en un analisis grafico a través de software educativo). En otras palabras, si bien
el pensamiento variacional pone su acento en el estudio sisteméatico de la nocion de
variacion en diferentes escenarios de otras ciencias, de la vida cotidiana y de la misma
matematica, su desarrollo no debe estar restringido de manera exclusivamente a la

implementacién de procesos de modelacién matematica®.

El MEN (2006) presenta algunos elementos para la caracterizacion del pensamiento

variacional. En ese sentido afirma que:

[El pensamiento variacional] tiene que ver con el reconocimiento, la
percepcidn, la identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio
en diferentes contextos, asi como con su descripcion, modelacion vy
representacion en distintos sistemas o registros simbolicos, ya sean verbales,
iconicos, graficos o algebraicos (p.66).

® La modelacioén matemética como un proceso en el aula de clase, ha sido foco de maltiples investigaciones en
las tres Ultimas décadas, desarrollandose asi diversas orientaciones y perspectivas. En este sentido, cuando
aqui hablo de modelacién matematica, me estoy refiriendo a los términos presentados en Villa-Ochoa,
Bustamante y Berrio (2010). Desde otras perspectivas, los planteamientos aqui presentados pueden
redireccionarse o incluso carecer de sentido.

31



En esta descripcién del MEN (2006), el énfasis se pone con la nocién de variacién y
cambio, que al estar asociado a diferentes contextos, recoge los significados de la variacion

desde su interpretacion en fenomenos fisicos.

Para el MEN (2006) el desarrollo de un pensamiento variacional debe comenzar desde los

primeros grados de escolaridad, es asi que afirma:

Uno de los propositos de cultivar el pensamiento variacional es construir
desde la Educacion Basica Primaria distintos caminos y acercamientos
significativos para la comprension y uso de los conceptos y procedimientos
de las funciones y sus sistemas analiticos, para el aprendizaje con sentido del
calculo numérico y algebraico y, en la Educacién Media, del calculo
diferencial e integral. Este pensamiento cumple un papel preponderante en la
resolucion de problemas sustentados en el estudio de la variacion y el
cambio, y en la modelacién de procesos de la vida cotidiana, las ciencias
naturales y sociales y las matematicas mismas (p. 66).

Se observa en esta asercion la necesidad de promover el desarrollo del pensamiento
variacional a través de la comprensién de conceptos matematicos, particularmente, es
interés de la investigacion reportada en este documento el concepto de derivada, colocando
especial énfasis en su interpretacion variacional a través de algunas de sus representaciones

matematica; de esta manera, concuerdo con Posada y Obando cuando sefialan que:

El estudio de los conceptos, procedimientos y métodos que involucran la
variacion, estan integrados a diferentes sistemas de representacién -graficas,
tabulares, expresiones verbales, diagramas, expresiones simbolicas, ejemplos
particulares y generales — para permitir,a travées de ellos, la comprension de
los conceptos matematicos. De esta manera se hacen significativas las
situaciones que dependen del estudio sisteméatico de la variacion, pues se
obliga no s6lo a manifestar actitudes de observacion y registro, sino también,
a procesos de tratamiento, coordinacién y conversion (Posada y Obando,
2006,p. 16)

Otras reflexiones, sobre la importancia de abordar conceptos matematicos desde una
perspectiva variacional han sido fruto de dos investigaciones que he realizado en los
ultimos afios. En la siguiente seccidn dedicaré un espacio a detallar un poco algunos de los

principales aportes de tales investigaciones.
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2.2 Antecedentes investigativos

La investigacion que presento en este documento ofrece continuidad a otras dos
investigaciones previas en las cuales participé. La primera “una aproximacion al concepto
de funcién lineal desde una perspectiva variacional”(Posada y Villa-Ochoa, 2006a)se
desarrollo en el marco de la Maestria en Educacion de la UdeA. La segunda investigacion
tuvo como nombre “El concepto de funcion en las matematicas escolares. El caso de la
funcion cuadratica” y fue financiada por el Centro de Investigaciones Educativas y
Pedagodgicas de la ASDEM.

En Posada y Villa-Ochoa (2006a; 2006b) se fundamenté la importancia de una
aproximacion variacional a la funcion lineal. El estudio Ilama la atencion sobre la necesidad
de que converjan elementos asociados a los sistemas de representacion y la modelacion, a
la hora de una didactica del concepto de funcion lineal a partir del estudio de la variacion.
De manera particular, en esta investigacion introduce la nocion de sentido variacional la
cual se describe como:

[...] aquella apreciacién del cambio en una o varias variables dependiendo

del cambio de otra u otras, y a la nocion de correlacion como la posibilidad

de expresar dicha variacion a traveés de un modelo funcional, entonces el

problema es encontrar, si es posible, una funcion que exprese la variacion
entre dichas variables (Posada y Villa-Ochoa, 2006b, p. 129).

Basados en la nocidn anterior, Posada y Villa-Ochoa, (2006b) llaman la atencién sobre la
necesidad de promover el paso del sentido variacional a la determinacion de una expresion

que modela la relacion de variacidn entre las variables que intervienen en un fenémeno.

En su investigacion, estos autores proponen que el estudio de la funcion lineal debe
comenzar a través de la construccion de situaciones que involucren el estudio de la razon de
cambio constante entre las cantidades de magnitud, de tal manera que este tipo de funcion
pueda surgir como “la relacion entre dos cantidades de magnitud cuya razon de cambio es

constante” (Posada y Villa-Ochoa, 20064, p. 96).

Con base en los resultados de la investigacion de Posada y Villa-Ochoa, realicé un segundo
estudio que dio cuenta de una manera de abordar el concepto de funcién cuadratica desde
una perspectiva variacional. Los resultados de este trabajo fundamentan un enfoque

variacional para la funcién cuadratica desde argumentos de tipo histérico, epistemolégico y
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didactico los cuales puede consultarse en Mesa y Villa-Ochoa (2007; 2008; 2009) y Villa-
Ochoa (2008).

De manera especial, en este documento retomo aquellos aspectos que en Villa-Ochoa
(2008) presenté como caracteristicos de un entendimiento de la funcion cuadratica desde

una perspectiva variacional, a saber:

1. La descripcion cualitativa del cambio a partir de la identificacion de
caracteristicas de su grafica.

2. Laidentificacion del cambio de la razon de cambio como una constante.

La identificacién del producto de dos cantidades que varia linealmente.

4. La construccion de una funcion de la cual se conoce que su razon de cambio varia
linealmente.

5. La construccién de una funcion lineal a partir de una funcién constante y, a partir
de ella, una funcién cuadrética de la cual puede provenir.

6. Asumir una funcion cuadratica y a partir de ella encontrar la funcion lineal que
representa su cambio y a su vez la funcion constante que hace referencia al cambio
de segundo orden.

7. Laasociacion de la forma como varia el cambio con las concavidades de la grafica
de la funcion.

8. La generalizacion de un patron cuadratico a partir de la interpolacion de un
conjunto de datos en una tabla.(Villa-Ochoa, 2008, pp. 248-249)

w

Adicionalmente en Villa-Ochoa y Mesa (2009)se sefialé la importancia de discriminar la
representacion grafica de una pardbola de otro tipo de curvas con aspecto semejante (i.e.

y=x* y=senh(x)).

En el marco de esta segunda investigacion realicé un estudio de caso en el cual usé el
marco conceptual de Carlson et al. (2003) para describir el proceso de razonamiento de un
estudiante cuando aborda situaciones relativas a la variacion cuadratica (situaciones de
variacion asociadas a funciones cuadraticas). Los resultados del estudio dan cuenta que,
aunque el marco conceptual de Carlson y sus colaboradores no ofrece elementos para
describir la evolucion del razonamiento covariacional, si puede usarse como una
herramienta para describir las niveles por los cuales los estudiantes, grosso modo, pueden
atravesar. Como resultado de dicho estudio en Villa-Ochoa (en prensa) se resaltandos
aspectos importantes que promueven el razonamiento covariacional del estudiante,a saber:

la pregunta y el uso del software dinamico. En el primer caso, a través de un didlogo entre

34



el investigador y el estudiante fueron surgiendo preguntas que permitieron al estudiante ir
contruyendo reflexiones y enfocandose en los aspectos asociados al comportamiento de las
cantidades involucradas en las situaciones analizadas. En el segundo caso, el software
permitio visualizar la naturaleza dinamica de las situaciones, posibilitando en el estudiante
la identificacion de regularidades y su aproximacién a un nivel mas avanzado de su

razonamiento covariacional.

En caso reportado en Villa-Ochoa y Mesa (2009a) permitié identificar algunas
caracteristicas asociadas al proceso de razonamiento covariacional. Por ejemplo, en la
evolucion hacia niveles mas sofisticados de razonamiento, el estudiante avanza de manera
no lineal, lo cual se hizo evidente en la manera en que el estudiante retrocedia
recurrentemente a niveles previos de razonamiento. Estas caracteristicas se observaron
cuando el estudiante:
[...] evidencié comportamientos en los que se remitia a acciones mentales
pertenecientes niveles precedentes, sin embargo, este hecho en lugar de
interpretarse como un retroceso en el nivel de razonamiento parece ser una
actividad con la cual el estudiante revisa y fortalece su entendimiento de la
variacion para continuar avanzando en sus niveles de razonamiento
covariacional (p. 9).
Adicionalmente en Villa-Ochoa (2011) se analizan dos episodios delestudio de caso,
mostrando que existen estudiantes que pueden aproximarse al estudio de las graficas
cartesianas realizando una interpretacién variacional de las concavidades. A través del uso
de un mecanismo de “triangulos” (verllustracion 1) se pudo analizar discretamente los

cambios de la tasa de variacién media de la grafica.

AP

Ay

oY

llustracion 1. Mecanismo para el analisis discreto de la variacion
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Los resultados de este estudio confirman los hallazgos de Carlson et al. (2003) en cuanto a
la dificultad que tienen los estudiantes para evolucionar desde un entendimiento de la tasa
de variacion media a la tasa de variacion instantanea. Sin embargo, en Villa-Ochoa
(2011)se muestra cémo esta dificultad no se limita s6lo a un entendimiento de las
concavidades de la grafica de la funcién como indicadores de la manera en que cambia la
tasa de variacion, puesto que pudo observarse empiricamente que existen estudiantesque
pueden interpretar cualitativamente, tanto el crecimiento e decrecimiento de funcién como
las concavidades previo al estudio formal delcalculo. Asi mismo, en Villa-Ochoa (2011)
muestro que existen algunas caracteristicas del razonamiento covariacional (i.e. el
establecimiento de relaciones inversas entre la tasa de variacién media y la funcién) que el
marco conceptual de Carlson y sus colaboradores no alcanza a desarrollar como un nivel

propio de dicho razonamiento.

2.3 Planteamiento del problema

Basado en los planteamientos presentados el primer capitulo, puede interpretarse la
necesidad de profundizar, a través de la investigacion, en aspectos variacionales inmersos
en conceptos matematicos. Asi por ejemplo, en el caso de la Educacion Basica colombiana
la variacion esta presente en tematicas como: las operaciones basicas aritméticas, la razon,
la proporcionalidad, el concepto de variable y de funcién; asi mismo, en la interfase
bachillerato-universidad y en la Educacidon Superior, se manifiesta en conceptos como
razén de cambio, derivada de primer y segundo orden, integral, derivadas parciales y

ecuacion diferenciales, entre otros; todas estas ultimas, relativas al analisis matematico.

De modo general el calculo y particularmente, la tasa de variacion y la derivada, han sido
objeto de multiples investigaciones; asumiendo en cada una de ellas, enfoques y
aproximaciones diferentes; sin embargo, desde la literatura revisada, aun se observa un
vacio relacionado con la compresion de la tasa de variacion, especialmente en el paso de la

tasa de variacién media a la instantanea.

Tanto en el primer capitulo como en la seccion anterior me propuse llamar la atencion
sobre la pertinencia de adoptar una perspectiva variacional en el estudio de algunos

conceptos matematicos. Particularmente, retomo los planteamientos de Carlson y sus
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colaboradores cuando, apoyados en la investigacion de algunos de sus colegas, sefialan que
“el razonamiento covariacional es fundamental para comprender conceptos principales del
célculo y que los curriculos convencionales no han sido efectivos para promover esta
habilidad de razonamiento en los estudiantes”(p. 127). En este orden de ideas, la
importancia de una comprension de los conceptos matematicos desde una perspectiva
variacional radica en la conexidén que se presenta con la modelacién matematica y el
planteamiento y resolucion de problemas; ademas, es fundamental para la comprensién de
otros conceptos cuya naturaleza deviene de la variacion; asi por ejemplo, la vision de la
funcion como covariacion es esencial para la comprensién de conceptos del calculo,
(Carlson et al., 2003).

En el caso de la derivada, la literatura reporta que este concepto, observado como una
funcidn, actia como un proceso de pasar (hipotéticamente) a través de una infinidad valores
de entrada y para cada uno de ellos determinar un valor de salida dado por el limite del
cociente de diferencias en ese punto (Zandieh, 2000). Esta interpretacion enfatiza en la
nocion de que la derivada resulta de covariarlos valores de entrada de la funcion con los

valores de la razon de cambio de la funcidn original (Carlson et al., 2003).

Con base en las ideas presentadas anteriormente y dada la trascendencia que el concepto de
derivada tiene en las matematicas escolares, surge la necesidad de profundizar en los
elementos que den cuenta de cdmo puede darse una aproximacion al concepto de derivada a
través de la comprension de la tasa de variacion. Por tanto, el propdsito de esta

investigacion implica ofrecer una respuesta a la siguiente pregunta:

¢, Como se desarrolla el proceso de comprension de la tasa de variacion como una manera
de ofrecer una interpretacion variacional de la derivada en estudiantes participantes de

un curso de pre-calculo?
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2.4 Objetivos

e ldentificar caracteristicas que describen la comprension de la tasa de variacion
como una manera de aproximarse al concepto de derivada.
e Determinar los elementos que promueven la comprension de la tasa de variacion

en estudiantes de un curso de precélculo.

Foco de la investigacion:

En esta investigacion, se centra la atencién, de manera explicita, sobre la comprension de
la tasa de variacién como una manera de aproximarse al concepto de derivada desde

una perspectiva variacional.
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Capitulo 3

3. LATEORIADE PIRIE Y KIEREN COMO MARCO TEORICOPARA
ANALIZAR LA EVOLUCION DE LA COMPRENSION DE LOS
CONCEPTOS MATEMATICOS

Conforme lo he venido presentando en los capitulos anteriores, en esta investigacion me
ocupé de indagar por la manera en que se desarrolla el proceso de comprension de la tasa
de variacion como una manera de aproximarse a una interpretacion variacional de la
derivada. Esta indagacion me exigio profundizar la mirada sobre el significado de la
“comprension matematica” pues, Si bien es cierto que éste es un término usado con bastante
frecuencia en los contextos de las matematicas escolares, también es cierto que no existe

una comprension homogénea de dicho término al interior de la Educacion Matematica.

En este capitulo, inicio con una descripcién de algunos de los marcos teéricos que se han
desarrollado en el seno de la Educacion Matematica sobre la comprension, y profundizaré
en la Teoria de Pirie y Kieren, la cual fue asumida como marco teorico para el desarrollo de

esta investigacion.

3.1 Marcos tedricos para describir e interpretar la comprensién matematica

Los esfuerzos por entender el significado de la “comprension de una idea 0 un concepto
matematico” ha llamado la atencion de educadores, psicdlogos e investigadores en los
Gltimos cincuenta afios (Meel, 2003). Como producto de tales esfuerzos, se han construido
diversos marcos teoéricos que han contribuido a esclarecer el significado, las acciones y las
caracteristicas relativas a la “comprension matematica”. De ese modo, se ha posibilitado a
educadores e investigadores una manera de estructurar los analisis e interpretaciones del

pensamiento de los estudiantes.

39



Diversas perspectivas teodricas enfocadas en identificar la manera en que los estudiantes

comprenden y dan significado a las matematicas, han venido desarrollandose en los ultimos

afios al interior de la Educacion Matematica. Al respecto, Meel (2003) hace una

presentacion de los principales marcos tedricos referidos a la comprension, entre los cuales

resalta:

La Comprension entendida como la superacion de obstaculos cognitivos. Meel
(2003, p. 227) retoma a Cornu (1991) para establecer que los obstaculos cognitivos
ayudan a identificar las dificultades que presentan los estudiantes, ya que se relaciona
con el aprendizaje y después se utilizan para construir mejores estrategias de
aprendizaje. Los obstaculos cognitivos se clasifican en genéticos, didacticos y
epistemoldgicos. En este sentido Sierpinska (1990, citada por Meel, 2003. p 227)
asume la compresion como un acto relacionado con el proceso de interpretacion,
desde esta perspectiva la compresion deriva su fundamento en las ideologias,
predisposiciones, preconcepciones y esquemas de pensamiento no percibidos por el

estudiante.

La comprension como generador de imagenes de un concepto y la definicion del
concepto: Los pioneros de este marco teorico son Tall y Vinner quienes, segun Meel
(2003, p. 228), afirman que el estudiante adquiere conceptos cuando construye una
imagen del mismo. Por imagen del concepto o concepto imagen Tall y Vinner
entienden a “la estructura cognitiva total que se asocia con el concepto, lo cual
incluye todas las imagenes mentales y las propiedades y procesos asociados” (Meel,
2003, p.228), se considera entonces, que una imagen del concepto puede diferir de la
definicion formal del concepto. La comprension surge cuando existe coherencia entre
la imagen del concepto construida por el estudiante y la definicion formal del
concepto. Algunos trabajos desarrollados en el concepto de aproximacién local y la
derivada usando la perspectiva de Tall y Vinner son presentados en Esteban y Llorens
(2003)

La comprension como elemento de procesos de representacion: Meel (2003, p.

230) utiliza la tesis de Kaput (1989) para afirmar que la energia cognitiva existe en
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representaciones multiples y vinculadas, las cuales proporcionan una redundancia
mientras permiten al estudiante suprimir algunos aspectos e ideas complejas y
enfatizar en otras. Para Kaput (1987), las representaciones matematicas o sistemas
simbolicos son sistemas de representaciones especiales en los que el mundo
representado es una estructura matematica y el mundo representante es un esquema
de simbolo que contiene correspondencias especiales (Meel, 2003, p. 231). Desde
este punto de vista la comprension estd asociada con la construccion de significado, el
cual a su vez, evoluciona en la construccion y la utilizacién de representaciones y
simbolizaciones. Algunos trabajos que usan la perspectiva de las representaciones
maltiples en torno al uso de la tecnologia para estudiar el movimiento, se observan en
Borba y Scheffer (2001; 2004),y para estudiar el concepto de derivada en Villarreal
(1999).

Dualidad entre las concepciones estructural y operacional: Sfard (1991) establece
que los conceptos matematicos radican en una dualidad de concepcidn, la concepcion
operacional y la estructural. Una concepcién operacional permite una mirada
dinamica y secuencial a los conceptos, se relaciona con los algoritmos, procesos y
acciones que ocurren a nivel fisico o mental. De otro modo, una concepcion
estructural ofrece una mirada estatica e instantanea al concepto, es mas abstracta y
menos detallada que la mirada operacional. Segun Sfard, el paso de una concepcion
operacional a una estructural se da a partir de un proceso de reificacion. Meel (2003,
p. 233) considera que la comprension en Sfard llega mas allad de una capacidad para
resolver problemas o de probar teoremas, la comprensién de conceptos da con la
construccion de vinculos entre los simbolos y el desarrollo de una concepcion
estructural. Los trabajos de Sfard (1991) sirvieron como soporte para que Zandieh
(2000) lograra desarrollar el marco conceptual presentado en el primer capitulo de

este documento.

La compresion desde la teoria ACCION-PROCESO-OBJETO-ESQUEMA
(APOE). Meel (2003, p.244) describe el modelo de comprension liderado por
Dubinsky quien ofrece una vision del concepto de Esquema que trasciende la nocion

de entidad estatica. Segun Meel, la piedra angular para la comprensién es la accion
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(similar a los esquemas de accidn de Piaget). Asiala (1996, retomado por Meel, 2003,
p. 244) identifica que la comprension de un concepto matematico se origina mediante
la manipulacion de objetos fisicos 0 mentales previamente construidos para formar

acciones.

El modelo tedrico de APOE esta constituido por los siguientes elementos:

Accidn: Una accion se equipara con cualquier operacion mental o fisica repetible que

transforma de alguna manera un objeto fisico o mental.

Proceso: Conforme una accion se interioriza, a través de una secuencia de repeticion
de la accion y el reflejo de la misma, la accién ya no se maneja por influencias
externas, pues se vuelve una construccidon interna llamada proceso (Similar al

concepto de operacién en Piaget).

Esquema: Es considerado dentro de la Teoria de APOE como una coleccion de
procesos y objetos que puede ser mas o menos coherente, pero el estudiante la utiliza
para organizarse, comprender y crear sentido del fendmeno o concepto observado. En

la lustracidn 2 se muestra una representacion grafica de la teoria de APOE.

Interiorizacion

inversa

Generalizacion

llustracion 2. Vision de Esquemas y su construccion. Tomada de Meel (2003, p. 244)
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La teoria de APOE fue usada como soporte tedrico de los trabajos en torno al calculo de
Baker, Cooley, y Trigueros (2000) y, en particular, sobre la comprension grafica del

concepto de derivada reportados por Asiala, Cottrill, Dubinsky, y Schwingendorf (1997).

Se observa cdmo cada uno de estos marcos ha inspirado trabajos en el desarrollo de la
comprension de la derivada; sin embargo, aunque algunos de ellos resaltan la importancia
sobre los aspectos variacionales de la derivada, al parecer, se hace necesario reflexionar con

mas profundidad sobre el tema.

En los capitulos precedentes presenté algunos argumentos que, desde la literatura, justifican
la importancia de un abordaje variacional para el estudio de los conceptos de célculo. Asi
mismo en el segundo capitulo de este documento mostré que, desde mi experiencia
investigativa (Villa-Ochoa y Mesa, 2009, Villa-Ochoa, en prensa; Villa-Ochoa, 2011),he
podido observar que el proceso de estudio de la funcion cuadratica desde una perspectiva
variacional es un proceso no lineal y contrario a ello, es un fenédmeno recursivo. Esta
recursividad se evidencié cuando el estudiante, reportado como caso, mostrdé algunos
comportamientos en los que se remitia a acciones mentales pertenecientes a niveles
precedentes. Con dicho retroceso el estudiante revisé y fortalecio su entendimiento de la

variacién para continuar avanzando en sus niveles posteriores.

Después de revisar diversos marcos tedricos para la comprension de conceptos
matematicos, pude constatar la caracteristica de recursividad, evidente en el
comportamiento de retroceder para avanzar reportado por Villa-Ochoa y Mesa (2009), es
equiparable directamente con la caracteristica del folding back presente en la teoria de la
evolucion de la comprension matematica de Pirie y Kieren. Este hecho, aunado con el
continuo interés del Grupo EDUMATH en revisar de manera critica los procesos de
comprension asociados a las matematicas, hicieron que adoptara la Teoria de Pirie y Kieren

como marco tedrico para interpretar el proceso de comprension de la tasa de variacion.

En los siguientes apartados de este capitulo, presento con profundidad las caracteristicas de

la teoria de Pirie y Kieren para la evolucion de la comprension matematica.
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3.2 Lateoria para la evolucion de la comprension matematica de Pirie y Kieren

La teoria para la evolucion de la comprension tiene sus origenes en un enfoque
constructivista para la comprension matematica. Esta teoria asume como base la definicion
de comprensién proporcionada por Von Glasersfeld la cual se presenta en los siguientes

términos:

El organismo de la experiencia se convierte en un constructor de estructuras
comunicativas, que pretende resolver dichos problemas conforme el
organismo los percibe o los concibe... entre los cuales se encuentra el
problema interminable de las organizaciones consistentes [de dichas
estructuras] que podemos llamar comprension (Meel, 2003, p.235).

Basados en esta definicion Pirie y Kieren (1994)llegan a considerar la comprensién como
un todo dinamico, estratificado, recursivo, no lineal y jerarquizado de una reorganizacién
de las estructuras del conocimiento. La teoria de Pirie y Kieren se constituye en una
herramienta que actia como una lente a través del cual puede observarse el proceso de

evolucion de la compresion matematica de un individuo o de un grupo individuos.

3.2.1 Los estratos del modelo

La teoria Pirie y Kieren considera que la comprensién matematica evoluciona a través de

ocho estratos, los cuales se modelan en el diagraman de la Ilustracion 3.

llustracion 3. Diagrama que representa el modelo para la evolucion de la comprension de Pirie yKieren.
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El modelo representa los ocho estratos por medio de un conjunto de elipses con un punto en
comun que a su vez, pretenden dar cuenta de las caracteristicas creciente e inacabada de la
comprension matematica. La teoria se puede utilizar para describir no solo estos niveles de
comprension, sino también para trazar las conexiones entre los conceptos y el crecimiento
del entendimiento en el tiempo, asi mismo, para enfatizar en que cada estrato de

comprension esta contenido en los niveles sucesivos (Thom y Pirie, 2006).

Thom y Pirie (2006) afirman que el modelo no esta pensado para ser utilizado como una
herramienta con la que se puede categorizar, ubicar en estrato, 0 como una secuencia de
formas de conocimiento matematico en abstracto, sino que estd pensado para ofrecer una
manera alternativa de conceptualizar y describir las complejidades inherentes a la
comprension matematica. A continuacién, describiré los elementos con los que Pirie y

Kieren han caracterizado cada uno de los ocho estratos de la comprension.
e Estrato 1. Conocimiento primitivo (Primitive Knowing).

El “conocimiento primitivo” hace referencia al conocimiento inicial, primordial o basico.
Thom y Pirie (2006) afirman que con este término no se pretende transmitir ningun juicio
en cuanto al nivel de sofisticacion de las matematicas o, de hecho, cualquier otro
conocimiento que la persona posee. Este conocimiento esta conformado por todo lo que una
persona trae "en su mente" a la tarea actual; por ejemplo, sus experiencias en la situaciones
reales, sus ideas y concepciones frente a la matematica y al concepto mismo. El adjetivo

primitivo no quiere decir conocimiento precario o nivel de conocimiento matematico bajo.

Thom y Pirie (2006) mencionan que, como observadores, nunca podremos saber
exactamente el conocimiento primitivo de otra persona; sin embargo, podemos construir
diversas interpretaciones a partir de la evidencia de que se ponga a nuestra disposicion a

través unas acciones fisicas, verbales o escritas.

e Estrato 2. Construccion de la Imagen (Image Making).

Un primer momento en la comprension de un concepto surge cuando se realizan acciones
(fisicas o0 mentales) con el fin de crear una idea del nuevo tema o concepto (Thom y Pirie,

2006). Para Pirie y Kieren (1994) en este segundo estrato, el estudiante es capaz de realizar
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distinciones con base en capacidades y conocimientos anteriores; como resultado, las
acciones que se realizan en este estrato involucran el desarrollo de las concesiones entre l10s

referentes y los simbolos.

Thom y Pirie (2006) afirman que en este estrato se comienza la evolucion de la
comprension al hacer distinciones matematicas a través de las acciones, todo sobre la base
del conocimiento primitivo. La intencidn del trabajo en este estrato radica en que se da
lugar a la creacion de nuevas imagenes matematicas que puedan existir en su forma mental,

verbal, escrita o fisica.
e Estrato 3. Comprension de la Imagen (Image Having).

Pirie y Kieren (1992) afirman que las imagenes asociadas con una sola actividad se
reemplazan por una imagen mental. El desarrollo de estas imagenes mentales, 0 mas
precisamente imagenes orientadas por un proceso mental, libera las matematicas del
estudiante a partir de la necesidad de realizar acciones fisicas particulares. Para Pirie y
Kieren estos objetos mentales han sido discutidos con los nombres de “concepto imagen”,
“marcos”, “representacion de estructuras de conocimiento” y “esquemas alternativos de los

estudiantes”. El aprendiz puede usar estas imdgenes para reconocer las propiedades

globales de los objetos matematicos.

Hasta aca, los dos ultimos estratos evocan el término “imagen” el cual, Pirie y Kieren
(1994), usan para significar cualquier idea que el estudiante pueda tener sobre algun topico
en particular, cualquier representacion “mental”, no necesariamente visual o pictorica. Esta
teoria postula que en la evolucion de la comprensién matematica sobre un tépico particular

un estudiante elabora, sostiene y extiende imagenes particulares.

e Estrato 4. Captacion de la propiedad (Property Noticing).

Una vez que el estudiante haya construido varias imagenes, puede examinarlas, establecer
conexiones y distinciones entre ellas. En palabras de Thom y Kieren (2006, p. 190)este
estrato es una forma de "caminar atras™” y reflexionar sobre la comprension existente a fin

de promover ese entendimiento. Meel (2003, p.337) afirma que en este estrato se observan

*Utilizo el término “caminar atras” como una interpretacién del término “standing back” presentada por los
autores en el texto original en inglés.
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las propiedades construidas hasta el momento, las cuales se combinan para construir
definiciones que pueden evolucionar y definir caracteristicas particulares, mientras que se

ignoran otros elementos del concepto.

De acuerdo con Pirie y Kieren, la diferencia entre Image Having y Property Noticing es la
habilidad para resaltar una conexion entre imagenes y explicar el método para verificar la
conexion. Quizas en este nivel, el aprendiz resalta generalidades de varias imagenes vy

desarrolla un concepto definicion que incorpora imagenes multiples.

e Estrato 5. Formalizacion (Formalising).

En este estrato, el aprendiz es capaz de conocer las propiedades para abstraer caracteristicas
comunes de clases de imagenes. El lenguaje usado para describir un concepto no tiene que
ser un lenguaje matematico formal; sin embargo, las descripciones generales suministradas
por los estudiantes deben ser equivalentes a la definicion matematica apropiada. En
palabras de Meel (2003):

El estudiante tiene objetos mentales de clases similares construidos a partir
de propiedades observadas, la extraccion de las cualidades comunes y el
abandono de los origenes de la accion mental de la persona.[...] la
descripcion de estos objetos mentales de clases similares tiene como
resultado la produccién de definiciones matematicas completas (p.238).

e Estrato 6. Observacion (Observing).

Este estrato se supone que el estudiante posee la habilidad para considerar y consultar su
propio razonamiento (aspecto metacognitivo) formal. El es capaz de observar, estructurar y
organizar procesos personales de pensamiento como también, reconocer las ramificaciones
de tales procesos. Asi mismo, en este nivel el estudiante ha progresado a la produccion de

verbalizaciones de los conocimientos del concepto formalizado.

El proceso de observacion implica reflexionar sobre la coordinacion de unas actividades de
las matematicas formales. Thom y Pirie (2006, p. 191) presentan una analogia entre

estadios, asi: “Observing is to Formalising as Property Noticing is to Image Having”
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e Estrato 7. Estructuracion (Structuring).

En este estrato, el aprendiz llega a tomar consciencia de las proposiciones y asociaciones y,
entonces, las relaciones provenientes de las observaciones pueden ser explicadas por un
sistema axiomatico. Habiendo logrado este estrato, el estudiante no estd preocupado por un
topico en particular, sino mas bien, él ha ubicado su entendimiento en una gran estructura,
él seria capaz de concebir pruebas de propiedades asociadas con un concepto y examinar
acciones desarrolladas en el concepto que provienen de otras propiedades ldgicas.
Siguiendo a Thom y Pirie (2006, p. 194) la Estructuracién implica ser capaz de explicar o
teorizar unas observaciones formales en términos de una estructura I6gica. Se trata de un
estrato en el que las observaciones generales sobre formalizacion de un tema objeto de
estudio, se incluyen en una estructura matematica y ya no necesitan ser tratados como casos

especificos de esa estructura.

e Estrato 8. Invencion (Inventising).

Retomando los planteamientos de Thom y Pirie (2006, p. 194)la Invencion requiere que el
estudiante rompa con las preconcepciones que surgieron en la comprension temprana, con
el fin de plantear nuevas preguntas que pueden dar lugar al surgimiento de un concepto

totalmente diferente.

El hecho de que este estrato sea denominado “invencién” no quiere decir que en los estratos
precedentes no puedan emerger creaciones o invenciones por parte de los estudiantes. En
este estrato, el entendimiento matematico del estudiante se ve sin limites, imaginando y
buscando més alla de la estructura corriente y contemplando la pregunta ““;qué pasa si?”
Este cuestionamiento resulta del uso del conocimiento estructurado del aprendiz y que se
toma como conocimiento primitivo para investigar preguntas que estan mas alla del

dominio inicial de la investigacion.

Con respecto a su Teoria, Pirie y Kieren (1991) sefialan que es importante ser conscientes
que los estadios, por si mismos, no constituyen la comprension, dichos estadios se nombran
partes de un fenémeno dindmico en cual no tiene existencia independiente fuera de la
observacion de la compresion de una persona particular de un topico especifico de las

matematicas.
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3.2.2 Caracteristicas del Modelo

Pirie y Kieren plantean un modelo dindmico que se refleja en sus diversos componentes,
para ello describe cuatro caracteristicas del modelo, a saber: la fractalidad, el redoblado, los
limites de la no necesidad y las complementariedades de accion y expresion las cuales

describiré a continuacion:

a. Caracteristica de la Fractalidad: Con base en el planteamiento anteriormente
expuesto, Pirie y Kieren (1994) introducen en su teoria una de las caracteristicas mas
importantes que permiten argumentar la idea que la comprension “no es limitada, ni
finita”. Dicha caracteristica puede recibir el nombre de fractalidad. En palabras de sus

creadores:

[...] Por ejemplo, se podria observar a una persona en el nivel de invencion
como si tuviera su comprension previa como una nueva accion primitiva
[Conocimiento Primitivo]. Una consecuencia principal de esta linea de
pensamiento es que, para un observador, la comprension tiene una cualidad
fractal. Se puede observar la comprension de una persona “dentro” de la
accion primitiva y observar la misma estructura nivelada. (p.240).

A continuacion muestro una representacion grafica de la caracteristica de fractalidad de
la teoria de Pirie y Kieren, la cual hace evidente que el estrato “conocimiento primitivo”
puede ser a su vez la composicién de una comprensién de un concepto previo,

desarrollada con anterioridad.
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llustracion 4. Diagrama de la caracteristica Fractal del modelo de Pirie Kieren.

b. Caracteristica del redoblado (Folding Back)

Pirie y Kieren (1992, p. 508) afirman que cada uno de los ocho estadios de comprension se
encajan uno en el otro, pero siempre permitiendo un acceso a todos los estadios anteriores.
Consideran la evolucion de la comprension de una persona con respecto a un tema objeto
de estudio, como un movimiento de avance y retorno entre actividades de los diferentes
estadios. A este proceso de adelantar y retroceder los autores lo denominan “Folding Back”
0 Redoblado.

Para Pirie y Kieren (1991),el folding back es una de las caracteristicas mas importantes de
la teoria, ya que representa un aspecto dinamico y no monodireccional de la
comprension.Pirie y Kieren(1994, p. 173)creen que cuando un estudiante se enfrenta con un
problema, que no se puede solucionar de inmediato, él / ella puede necesitar volver a un
estrato interior de comprension, de este modo, el folding back permite la reexaminacion de
la comprensién en un estrato de una forma mucho mas enriquecida a la presentada

inicialmente, cuando se trabajé en ese estrato.



Pirie y Kieren (1991, 1994) resaltan la importancia del Redoblado para promover la
evolucion de la comprension; afirman que de esta forma, el avance se presenta doblando de
nuevo hasta que repetidamente se reconstruya y reorganice el conocimiento del estrato
interno de la persona y, de esta manera, extienda o amplie la comprensién para lograr el

estrato externo. En este sentido Meel (2003) afirma que:

[...] la extension de una persona no es simplemente un producto de la
generalizacion de actividades de los estratos determinados, ni una
consecuencia de la abstraccion reflexiva de la comprension de la persona
para obtener un nuevo estrato externo, sino que la extension de la compresion
se obtiene redoblando repetidamente hasta que se construya y reorganice el
conocimiento del estrato interno de la persona y de esta manera se extienda
aun mas la comprension al estrato externo (p. 241).

Pirie y Kieren (1991) afirma que la comprension es un fenémeno tanto profundo como
amplio y por tanto requiere del redoblado para reconstruir las bases de los estratos externos

de comprension.

En una mirada mas profunda del folding back, Cavey y Berenson (2005) se apoyan en el
trabajo de Martin (1999) para revelar la naturaleza compleja de este proceso. En particular,
estos investigadores Ilaman la atencion en que no todos los actos de redoblado son
necesariamente efectivos para la extension de la comprension matematica. La efectividad
del redoblado depende tanto de la estructura del ambiente como del aprendiz; el redoblado
tiende a ser mas efectivo cuando el aprendiz siente la necesidad de redoblar para recolectar
informacién especifica. Como producto de la investigacion, Martin (2008) realiza una

extension de la teoria de Pirie y Kieren, la cual serd abordada en el apartado 3.2.4.
c. Limites de la no necesidad

Otra de las caracteristicas fundamentales del modelo esta basada en la afirmacion de Pirie y
Kieren (1994, p. 172)para quienes un limite de falta de necesidad puede interpretarse con
una frontera en los estratos en el cual, mas alla de las fronteras, el alumno es capaz de
trabajar con conceptos que ya no estan obviamente vinculadas a las formas de comprension
previas, sin embargo dichas comprensiones previas, se insertan en el nuevo nivel de

comprension y presentan un facil acceso en caso de ser necesarios .En la Ilustracién 5puede

51



observarse los tres limites de necesidad establecidos por el modelo, los cuales se encuentran

resaltados con los anillos en negrita.

llustracion 5. Caracteristica de los limites de falta de necesidad del modelo de PirieyKieren.

d. Complementariedad entre las actuaciones y las expresiones

Meel (2003) afirma que inicialmente Pirie y Kieren habian propuesto una
complementariedad de un proceso y la accion orientada a la forma. En esta

complementariedad las acciones orientadas a la forma

[...] se presentan como una demostracién de un agente externo que
intenta determinar el estrato de comprension en el que un estudiante se
encuentra operando. Por lo tanto la ausencia de la accion complementaria
que se presenta en el estrato no demuestra que un estudiante esté
trabajando en una [un] estrato en particular” ( p.241).
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llustracién 6. Los elementos complementarios de nivel interno. Tomado de Meel (2003, p. 241)

Meel (2003, p. 241) sefiala que, en 1991 Pirie y Kieren ampliaron la nocion orientadora a la
forma, re-etiquetando el diagrama, dando como resultado el presentado en la Ilustracion 7.
De esta manera, se tiene una forma mas sencilla de analizar los estratos mezclados,

mostrando de igual manera los complementos de actuacion y expresion de los estratos.

La caracteristica de complementariedad de accion y expresion, se presentd en Pirie y
Kieren (1994, p. 175). Ellos consideran que cada estrato (excepto el de conocimiento
primitivo)esta conformado por una complementariedad entre las actuaciones (acciones) y
las expresiones, y cada uno de estos aspectos de la evolucién de la comprension son
necesarios antes de pasar de cualquier estrato a otro. En la llustracién 7 puede observarse

los estadios que tienen actuaciones y expresiones complementarias.
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CP:  Conocimiento Primitivo.
CR-I: Creacion de la Imagen.
CO-I: Comprensién de la Imagen.
OP:  Observacion de la propiedad.
F: Formalizacion.
O: Observacion.
E: Estructuracion.
I: Invencién.
ABREV NOMBRE
Al: Andlisis de la Imagen
El: Expresion de la Imagen
RP: Registro de la Propiedad
JM:  Justificacién del Método
DC: Descripcion de las
caracteristicas
DT: Demostracion de un teorema

llustracién 7. Anillos con complementos de Accion

ABREV.

....... RI:

....... VI:

....... PP:

....... AM:

....... CT:

y Expresion tomada de Meel (2003, 242)

NOMBRE
Realizacion de la Imagen
Visualizacion de la Imagen
Prediccion de la Propiedad
Aplicacion del Método

Identificacién de las
caracteristicas

Conjetura de un teorema

Meel (2003, pp. 241-243) describe sucintamente las caracteristicas de cada complemento

segun el estrato. Asi:
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El estrato 2, creacibn de imagen, se encuentra compuesto por los elementos
complementarios llamados realizacion de la imagen y analisis de la imagen. El estudiante
que crea una imagen, observa el trabajo previo como un trabajo completo, y no regresara a
él, mientras que, un estudiante que revisa una imagen se relaciona con la conducta anterior,
sin que necesariamente siga un patron (Pirie y Kieren, 1991, citado en Meel, 2003, p.242).
La realizacion de una imagen puede parecer en un inicio mas definida, debido a que la
ocupacion en cualquier actividad pareciera una realizacion de imagen, de acuerdo con Pirie
y Kieren (1994), consta sdlo de acciones potencialmente fructiferas relacionadas con la

realizacion intencional de algun tipo de imagenes para un concepto.

En el estrato 3, comprension de una imagen, se tiene dos elementos complementarios,
visualizacion de una imagen y expresion de una imagen. El acto de la expresién de una
imagen, ha unido ejemplos previos y tiene un patron, mientras que la conducta de expresion
de la imagen articula el patron asociado con una imagen (Pirie y Kieren 1991, retomado
por Meel 2003, p. 242). En particular, cuando se actta en la visualizacion de una imagen,
un estudiante identifica un elemento discrepante como un elemento no relacionado con la
imagen mental, pero no es capaz de expresar el por qué; por otro lado, la expresion de la
imagen relaciona la articulacion de la imagen y el razonamiento que provoca el elemento

discrepante que no se adecUa a ella (Pirie y Kieren, 1994).

Seguidamente, el estrato 4, observacion de la propiedad, presenta dos
complementariedades: el Registro de la Propiedad y la prediccion de la propiedad. El acto
de la prediccién de la propiedad relaciona la imagen con una propiedad observada por el
estudiante, en tanto que el registro de la propiedad es un acto que incorpora dentro de la
estructura cognitiva del estudiante la propiedad observada como algo que existe y parece
funcionar. De acuerdo con Pirie y Kieren (1994, p.178), tanto el estrato de la obtencién de
la imagen como el de la observacion de la propiedad tienen una caracteristica particular que
los distingue de otros estratos. En estos dos estratos, las nociones de “actuacion” producen
comprensiones temporales, es decir, comprensiones que pueden disminuir a través del
tiempo si no se coordinan con sus nociones de “expresion” complementaria. Como

resultado, la falta de una actividad de “expresion” parece limitar la evolucion mas alla de
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sus imagenes previas y, por lo tanto, de los estratos mas elevados de su modelo Pirie y
Kieren (1994).

En el estrato 5, de formalizacion, la aplicacion del método y la justificacion del método
son dos elementos complementarios, mientras que el estrato 6, de observacién, contiene
las complementariedades de la identificacion de las caracteristicas y descripcion de las
caracteristicas (Pirie y Kieren, 1994, p.179). El ultimo estrato contiene la conjetura de un
teorema y la demostracion de un teorema. Pirie y Kieren (1994, p.180) definen las
complementariedades para estos tres estratos sin ninguna otra descripcion mas alla de la

presentacion de términos ilustrativos.

3.2.3 El campo de aplicacidon de la teoria de Pirie y Kieren

La teoria de Pirie y Kieren se ha usado para estudiar la comprensién de diversos conceptos
e ideas matematicas; por ejemplo, en el campo numérico (Pirie & Kieren, 1994; Thom &
Pirie, 2006), conceptos de calculo (Meel D. , 1998), Estadistica (Warner, 2008), Algebra y
funciones (Pirie y Kieren, 1994; Pirie y Martin, 1997; Borgen y Stan Mana, 2002);asi
mismo, ha sido aplicado en otros campos, entre ellos en formacion de profesores

(Droujkova, Berenson, Slate, y Tombes, 2005; Cavey y Berenson, 2005).

Las primeras investigaciones en las que el modelo de Pirie y Kieren tuvo aplicaciones
estuvieron relacionadas con la comprension de las fracciones. En su publicacion de 1994,
Pirie y Kieren reportan el caso de Teresa, una niflaque evidenciaba capacidades para
plantear fracciones equivalentes; sin embargo, como la mayoria de los estudiantes de su
clase, no alcanzaba a realizar operaciones entre ellas. A Teresa se le proporcioné un Kit de
rectangulos equivalentes a diversas fracciones de una hoja de papel (medios, tercios,

cuartos, octavos, doceavos y veinticuatroavos).

A través del uso del kit, la estudiante tenia la tarea de hallar tantas cantidades o
combinaciones de cantidades que pueden hacerse “exactamente” con las piezas de papel
proporcionadas (i.e: tres cuartos se forma con un medio y un cuarto). Seguidamente, se le
solicité a Teresa dibujar diagramas de cada uno de sus resultados. En su articulo, Pirie y
Kieren (1994) describen la manera en que ella avanza en la comprension y la interpretan a

la luz del marco tedrico planteado en el modelo en cuestion.
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Por otro lado, Thom y Pirie (2006)indagan por la comprensién que tienen dos nifios de
tercer grado del concepto de numero. El estudio se enmarca en una investigacion mas
amplia en cuyo contexto ponen a nifios de segundo y tercer grado a jugar a las adivinanzas
con numeros; en parejas, los estudiantes deben crear ciertas pistas para que otra pareja
pueda descubrir el nimero oculto. En este trabajo, Thom y Pirie reportan el caso de una
pareja de nifios que abordan el numero 72. Los nifios atravesaron los ocho estadios del
modelo y adicionalmente redobladon y superaron en segundo limite de la no necesidad.Los
resultados del estudio revelan que la comprension delos nimeros naturales de los dos
estudiantes es conceptualmente compleja y existe en diferentes ambitos del modelo de Pirie
y Kieren. Asi mismo, los autores llegaron a considerar que una “buena” comprension
matematica vincula la integracion de conocimiento matematico formal e informal,

conocimiento que es flexible y fluido.

Con respecto a la formacion de profesores, Cavey y Berenson (2005) realizan una extension
de la teoria de Pirie y Kieren al campo de las estrategias de ensefianza. En su trabajo
asumen los planteamientos de Shulman cuando consideran tres componentes del
conocimiento para la ensefianza de un tdpico especifico; a saber: conocimiento del
contenido tematico, conocimiento del contenido pedagdgico y conocimiento curricular. En
su investigacion, Cavey y Berenson asumen el estudio del plan de clase® (Lesson Plan
Study, LPS)como una secuencia de actividades designada para comprometer a los
profesores en una ampliacion y profundizacion de su comprensién de las matematicas

escolares y las estrategias de ensefianza.

En su publicacion de 2005, Cavey y Berenson presentan el caso de una estudiante de
profesorado en matematicas (futura profesora) a quien observaron en la realizacion de LPS
en el tema particular de la trigonometria del triangulo rectangulo. Para estos autores, las
matematicas, el aprendizaje de las mismas y las estrategias para su ensefianza son tres
“comprensiones” a las cuales los profesores probablemente acceden cuando se
comprometen en tareas de ensefianza tales como LPS. De esta manera, tales comprensiones
hacen parte del conocimiento primitivo de una comprension de la ensefianza de las

matematicas. En la siguiente ilustracion se modela esta relacion:

® El estudio del plan de clase es un método adaptado del método japonés: estudio de clase

57



Teaching Mathematics

Mathematical
Learning

Teaching
Strategies

llustracion 8 Dominios del conocimiento primitivo durante LPS (Cavey & Berenson, 2005, p. 176)

Entre los principales resultados del estudio reportado por Cavey y Berenson (2005) se tiene
que fueron las mdaltiples oportunidades y contextos con los cuales compartio la
comprension de las matematicas escolares quienes condujeron hacia una evolucion
significativa de la comprension de la trigonometria del tridngulo rectangulo. Esta evolucion
de las ideas matematicas asociadas a la trigonometria proporciond, a su vez, un crecimiento
de la comprension de las estrategias de ensefianza. En otras palabras, este resultado indica
que la evolucidn de la comprension de las matematicas escolares (qué ensefiar)conduce
hacia el crecimiento de la comprension de las estrategias de ensefianza (cdmo ensefiar) en el

contexto del LPS.

Por otro lado, Droujkova et al. (2005) presentan un marco conceptual para el estudio de
mecanismos metafdricos del crecimiento de la comprension colectiva entre profesores de
matematica de middle y high school. Este marco combina la teoria para la evolucién de la
comprension matematica de Pirie y Kieren con otras contribuciones de marcos en el campo
de la metafora y la comprension. Particularmente, el estudio de Droujkova y sus
colaboradores centra la atencion en la evolucion de la comprension del conocimiento del
contenido pedagdgico,lo cual se establece en la comprension matematica. Estos autores
sefialan que la teoria de Pirie y Kieren ayuda a trazar lo que esta ocurriendo con la
comprension, mientras que las metaforas, describen como esta ocurriendo. Los autores, a

través de los experimentos de ensefianza, desarrollan su marco conceptual en el que
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establecen una correspondencia entre el mecanismo en que funciona la metafora y la teoria

de Pirie y Kieren. En la siguiente tabla se observa tal correspondencia:

Stage  Metaphor birth  Inseparably, Metaphor into simile: Metaphor death:
from target is source target is like source self-sustained
grounding target
Actions Image Making Image Having Property Noticing Formalising

Example “Multitude of representations” “Learning differences are “Learner diversity”
like contradicting
instructional uses of
representations™

Tabla 4. Co-ocurrencia de estadios entre el desarrollo de la metafora y la comprensién matematica. Droujkova et al.
(2005, p. 295)

La teoria de Pirie y Kieren también ha sido aplicada a algunos conceptos del calculo
diferencial e integral, por ejemplo Meel (1998) reporta una investigacion en la que compara
la comprensién de estudiantes de honor (sobresalientes) de tercer semestre de la asignatura
calculo. En este estudio participaron 16 estudiantes de un curso con un curriculo especial
(Calculus and Mathematica-C&M) y 10 estudiantes de un curso con curriculo tradicional
(TRAD). EI curriculo C&M integré un sistema algebraico computarizado denominado
Mathematica™ mientras que el curso que sigui6 el curriculo tradicional se orienté a
desarrollar actividades de lapiz y papel con base en la segunda edicion del libro de Stewart
con el cual se pretendia que los estudiantes aprendieran los conceptos centrales del calculo
como una disciplina matematica abstracta, y tuvieran capacidades para modelar en

contextos como los negocios, las ciencias y las aplicaciones en ingenieria.

Para indagar por la comprension de los estudiantes con respecto a los conceptos de limite,

diferenciacion e integracion, Meel disefid tres instrumentos, a saber:

a) Una tecnologia restricta, test escritos (10 items con lapiz y papel)
b) Una entrevista en solucion de problemas en la que se permitia tecnologia

c) Una entrevista de comprension.

Las preguntas que abordd Meel en su estudio fueron:
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e ;Cuales son las diferencias y semejanzas entre los dos grupos, en relacién con el
desempefio en los items del instrumento con lapiz y papel?

e ;Cual es la naturaleza de las diferencias y semejanzas cognitivas entre los dos
grupos en relacion con el desempefio en los items del instrumento con lapiz y papel?

e ;Cuales son las diferencias entre los grupos, en cuanto a esquemas globales,
estrategias, modos de representacion, calidad de la justificacion matematica, y
errores, con relacién al desempefio en la solucién de cuatro test con preguntas de
aplicacién apoyados con herramientas tecnologicas?

e ;Cuales son las diferencias en la comprension de conceptos histéricamente centrales
del calculo (limites, diferenciacidn, integracion) que se evidencia en las respuestas a

las preguntas inmersas en la entrevista de comprension?

Paralelo a estas cuatro preguntas, el estudio de Meel examino algunos aspectos de los dos
curriculos en los cuales se pudieron observar tanto ventajas como desventajas para 10s
estudiantes. Los resultados de este estudio se muestran mediante (a) un analisis cuantitativo
de las respuestas de los estudiantes a los items correspondiente al instrumento de lapiz y
papel, (b) un analisis cualitativo del mismo instrumento, (c) de los datos obtenidos en las
entrevistas de la solucion de problemas (d) y de las entrevistas de comprension. Cada uno
de estos cuatro secciones correspondientes a cada una de las preguntas de investigacion

presentadas anteriormente.

Con respecto al andlisis cuantitativo del instrumento de l&piz y papel, se pudieron obtener
dos comparaciones adicionales; el primero con respecto a los items en formato sélo texto o
texto y pictorico y, el segundo, orientado a evaluar la comprension conceptual o el
conocimiento procedimental de los estudiantes. Con respecto a los items presentados en
formato solo texto, Meel encontré que los estudiantes de curriculo TRAD tienen
desempefios significativamente mejores que los estudiantes de C&M, mientras que en los
items presentados en formato texto y pictérico los estudiantes de ambos curriculos
presentan desempefios similares. En ambos grupos, se observo un mejor desempefio en los
items de texto y pictorico que en los de texto solamente. De otro modo, al observar los
datos arrojados por los items asociados al concepto de limite, Meel encontré que los

estudiantes de TRAD tenian desempefios significativamente mejores que los estudiantes de
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C&M. Con base en estos resultados Meel concluye que los estudiantes de TRAD estan mas
capacitados que los del C&M en tareas con y sin componentes pictoricas y ademas que los
estudiantes de C&M requieren de mayores componentes pictoricos cuando enfrentan un

instrumento sin apoyo tecnolégico.

En cuanto al analisis cualitativo del instrumento de lapiz y papel, Meel presenta un analisis
detallado de los items correspondientes a cada uno de los tres conceptos abordados en este
estudio (limites, diferenciacion e integracidon). Sus analisis revelaron que los estudiantes de
C&M se aproximaron a las definiciones de los conceptos matematicos y proporcionaron
explicaciones con un kit de herramientas del lenguaje informal y de visualizacion. De otro
modo, los estudiantes de TRAD estuvieron mas familiarizados con formulaciones
simbodlicas precisas; sin embargo, en muchos casos, estos estudiantes se redujeron a discutir
estas definiciones formales usando lenguaje informal, el cual tenia muchos de los mismas

caracteristicas erréoneas asociadas con los estudiantes de C&M.

Con respecto a los protocolos de solucion de problemas, la investigacion de Meel muestra
que los estudiantes de C&M evidenciaron mayor flexibilidad en la busqueda de estrategias
que los estudiantes TRAD. Aunque algunos estudiantes de ambos tipos tuvieron
dificultades en la determinacién inicial de una estrategia de solucién, los estudiantes de
TRAD fueron mas rigidos en la aplicacion de la estrategia seleccionada asi condujera a
resultados poco razonables, mientras que los estudiantes de C&M fueron capaces de revisar

y analizar el problema desde multiples perspectivas.

Los analisis de Meel correspondiente a los protocolos de comprension evidencian que los
estudiantes de ambos curriculos tienen diferencias poco significativas en sus compresiones

de los conceptos de limites, derivada e integral.

Finalmente, Meel afirma que por medio de su investigacion, particularmente a través de las
cuestiones que emergieron en la entrevista de comprension, los estudiantes de ambos
curriculos conciben los conceptos de limite y diferenciacion de tal manera que no alcanzan
a capturar completamente su esencia, sin embargo con respecto a la integracion, los

estudiantes evidencia una comprension compatible con la definicion formal de integracion.
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Con base en los reportes presentados en esta seccién, se puede observar coémo la teoria de
Pirie y Kieren ha llamado la atencion de cierto numero de investigadores realizando
estudios en diferentes campos de las matematicas y mostrando la teoria como una

herramienta pertinente para la descripcion de la comprension matematica

3.2.4 Extensiones de la teoria de Pirie y Kieren

La teoria de Pirie y Kieren ha sido ampliamente aplicada para describir la comprension de
diferentes conceptos. Algunas de las investigaciones realizadas han requerido nuevos
desarrollos del modelo lo cual ha originado algunas extensiones, convirtiéndola de esa
manera enuna teoria dindmica y susceptible de ser falseada, caracteristicas que son propias
de una teoria formalmente constituida (Schoenlfeld, 2000; citado por Meel, 2003). A

continuacion presentare algunas de estas extensiones.

Martin, Towers, y Pirie (2006)ofrecen una discusion sobre el crecimiento de la
comprension matematica desde una perspectiva colectiva. Estos autores sefialan que
aunque el trabajo de Pirie y Kieren (1994) ofrece un poderoso marco teoérico para la
observacion del crecimiento de la comprension matematica como un proceso dinamico y
que es un modelo que basicamente permite abordar dicho proceso de manera individual;
podrian usarse algunos elementos de tal teoria para observar la evolucion de la

comprension matematica colectiva. En ese sentido, Martin et al. (2006) sefialan que:

[...] consistent with Pirie and Kieren’s perspective on personal mathematical
understanding, we view collective mathematical understanding as constantly
changing and emerging. In particular, it is the recursive aspect of their theory
that we draw on here when considering collective understanding and how this
might be observed (p. 150).

Para Martin et al. (2006) la evolucién de la comprensidn ocurre en contextos y, por tanto,
un estudio de dicho crecimiento necesariamente debe tener en cuenta las interacciones que
una persona tiene con tales contextos, incluyendo la interacciones con los materiales, otros
compafieros y profesores. Martin y sus colaboradores retoman los trabajos de Cobb, Cobby
Yackel sobre la “improvisation” y junto con la teoria de Pirie y Kieren provee una poderosa
manera de coordinar los analisis individuales con los colectivos. Sin embargo, Martin y sus
colaboradores, sefialan que “we also recognize that an analysis of the growth of

understanding at the individual and the collective level may not be either possible or
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appropriate (p. 154) ”. Para el desarrollo de su propuesta, estos investigadores introducen el

término coaccidn (coaction) el cual describen del siguiente modo:

We use the term coaction as a means to describe a particular kind of
mathematical action, one that whilst obviously in execution is still being
carried out by an individual, is also dependent and contingent upon the
actions of the others in the group. Thus, a coaction is a mathematical action
that can only be meaningfully interpreted in light of, and with careful
reference to, the interdependent actions of the others in the group (Martin,
Towers, & Pirie, 2006, p. 156).

Los autores eligieron el término co-accion en lugar de interaccidn para enfatizar la nocion
de actuacion en relacién con las ideas y acciones de otros y de manera conjunta. En su
articulo, Martin y sus colaboradores presentan la Comprension como un proceso colectivo

que tiene implicaciones para el aula de clase y para el contexto de las tareas de clase.

Otra extension mas reciente de la teoria de Pirie y Kieren la presenta Martin (2008). En su
trabajo, Martin examina en detalle el aspecto clave del folding back (redoblado), de esta
manera alcanza a desarrollar elementos tedricos de categorias y subcategorias que
describen mas completamente dicho fenémeno. Martin (2008) reconoce que aunque el
redoblado es una caracteristica esencial de la teoria de Pirie y Kieren, la definicion ofrecida
por sus creadores es poco elaborada y poco desarrollada; asi mismo sefiala que habia una
falta de datos sustanciales que demostraran el redoblado y un entendimiento limitado del

cOdmo y por qué éste ocurre.

En su investigacion, Martin desarroll6 una teoria fundamentada en los términos de Glaser y
Strauss, de tal manera que le permitiera reelaborar la teoria ya existente. En dicha
indagacion participaron siete pequefios grupos de estudiantes que hacian parte de diferentes
niveles educativos (desde primer afio de educacion secundaria, hasta estudiantes de

posgrado en formacion de profesores) los cuales abordaron diferentes tareas matematicas.

En la llustracion 9se presenta un diagrama en el que resume la propuesta de Martin para

profundizar en la naturaleza del redoblado.

Mediante el andlisis de los resultados emergieron tres categorias de niveles superiores que
caracterizaron en redoblado, los cuales, a su vez, poseen un abanico mas general de

subcategorias. Las tres categorias superiores son: la fuente de la intervencién, la forma del

63



redoblado y los resultados de dicho redoblado. Estas tres categorias puede evidenciarse en
la llustracion 9, a traves de las siguientes tres preguntas, ;cual es la fuente de la

intervencion? ¢ Cual es la forma de redoblado? ;Cual es el resultado del redoblado?

What is the source of the intervention?

! !

Self Peer Matenal Teacher

3 y /

15 the imtervenion imentional or unintentional?

o

Unintentional

Intentional

:

Is the intervention explicit or unfocussed”

| Unfocussed I

A
What is the form of folding back?

/

Working at inner layer using Collecting at an nner layer Moving out of topic & Causing a discontinuity
existing understanding working there

N

What is the ourcome of folding back”?

L N

Effective folding back Ineffective folding back

'

Retwrn 1o owter layer?

A N

With external prompt Without external prompt

llustracion 9. El marco tedrico de Martin (2008, p. 72).
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La primera categoria, Martin (2008) la nombra la fuente del redoblado (the source of
folding back) la cual se denominé asi, ya que el redoblado puede ser motivado por la
intervencion del profesor (teacher intervention), de un estudiante (peer intervention), por
algunos materiales curriculares (material intervention), o incluso por el mismo estudiante
(self invoked). En esta primera categoria se pueden desprender algunas subcategorias
dependiendo de la intencionalidad o no de la intervencion. En caso que la intervencion haya
sido intencional, dos nuevas categorias emergen de acuerdo a que tal intervencion sea o no
focalizada. Con excepcion de los tipos de redoblado “intervencion del material intencional
explicita” e “intervencion del material intencional no focalizada” hay un ejemplo para cada

uno de los restantes nueve tipos de redoblado en Martin (2008, pp. 73-76)

La segunda categoria que caracteriza un acto de redoblado es denominada por Martin como
forma y se relaciona con el tipo de acciones con las que el estudiante se compromete en

respuesta a la intervencion proveniente de la fuente. Aparecen cuatro subcategorias, a saber:

e Trabajando en estrato interno y usando una comprensidn existente: En esta
subcategoria se involucran algunas alteraciones del trabajo del estudiante de una
manera menos sofisticada o matematicamente menos formal. Esto ocurre a traves de
la posesion o uso de un grado de autoconsciencia acerca de las limitaciones de sus
comprensiones existentes en un nivel externo. Esta forma de redoblado involucra al
estudiante, sea en la extension de su actual comprension mediante cambios en sus
primeros constructos del concepto, o a través de la generacién de nuevas
comprensiones.

e Recolectando en un nivel interno: Este tipo de redoblado implica retomar un
conocimiento previo para un proposito especifico y revisarlo o releerlo a la luz de
las necesidades de las actuales acciones matematicas. Tal recoleccion no es un
simple acto de evocar o re-llamar un conocimiento previo sino una manera de afinar
o engrosar’el redoblado. Este fenémeno ocurre cuando los estudiantes saben que

ellos conocen lo que necesitan.

® Uso los términos afinar o engrosar como una traduccion de “thickening” usado en el texto en inglés de
Martin.
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e Movingout & working there :EIl reconocimiento, por parte del estudiante de una
comprension inadecuada, se acompafia de una actividad en un estrato interno, la
cual al mismo tiempo no es solo una extension de su comprension sino que requiere
del desarrollo y refinamiento de los conceptos desde un &rea diferente de las
matematicas. Esta actividad se desarrolla de manera intencionada y proviene de la
necesidad de realizar el folding back. El propésito del folding back y moving out es
trabajar en un Primitive Knowing para posteriormente estar en la capacidad de
trabajar en un nivel externo.

e Causando una discontinuidad (Dicotomia): Esto ocurre cuando una intervencién se
toma como evocativa y la respuesta del estudiante permite retornar hacia un nivel
interior o comprensién y trabajar en €l. Sin embargo, ese retorno el estudiante
“reinicia (begins again)” tal vez para hacer una nueva imagen sin relacion con su
comprension actual. A pesar de que la comprension ha sido evocativa, esta ha

causado una ruptura en el desarrollo de la compresion de estudiante.

El tercer elemento de un acto de redoblado, se relaciona con lo que ocurre después de que
el estudiante se compromete en una de las forma del redoblado. En esta categoria puede
ocurrir que el redoblado haya sido efectivo y que extienda la comprension y se use para la
superacion de algun obstaculo. En este caso, el estudiante puede retornar al nivel externo
inicial suscitado por elementos externos o por si mismo. Otro hecho posible en esta
categoria es que el redoblado no haya sido efectivo, por tanto, el estudiante no extiende su

comprension para su trabajo o solucién de un problema.

Teniendo en cuenta que el redoblado es un poderoso mecanismo por medio del cual la
comprension matematica de un estudiante puede evolucionar, Martin (2008) estudia de
manera mas detallada dicho mecanismo de tal manera que se pueda describir y comprender
un acto particular de la comprension y predecir el tipo de acciones que un estudiante pueda
necesitar para comprometerse en la evolucion de su comprension. Asimismo, “the
particular strength and power of the framework developed in this study is its facility to
allow a teacher or researcher to focus in detail on understanding as it is seen to emerge

and grow moment by moment” (Martin L. , 2008, p. 83).
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Los elementos presentados en este capitulo permiten observar la comprension de un
concepto o idea matematica como un proceso evolutivo, dindmico y recursivo; y que a
pesar que desde sus inicios se enfoco en la compresion individual del estudiante, ya ha

habido desarrollos tedricos y empiricos que permiten observarla en colectivos de personas.

Tanto desde la ampliacion del campo de aplicacion, como de la extension elementos
tedricos de la teoria, la literatura reportada en este capitulo se convierte en evidencia del
creciente interés por la teoria de Pirie y Kieren y de su pertinencia para abordar fendmenos

como el que se indagd en esta investigacion.
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Capitulo 4

4. METODOLOGIADE LA INVESTIGACION

En este capitulo parto de la idea que en el desarrollo de toda investigacion no solo se
requiere de la definicidn de etapas, seleccidn herramientas, técnicas y procedimientos para
la recoleccion de datos, sino que también son necesarios otros fundamentos, que
articulados, constituyen el alma de la investigacion; por ejemplo, fundamentos que reflejen
la manera en que el investigador asume y construye el conocimiento (Borba y Aradjo,
2006).

En la misma direccion Lincoln y Guba (1985), Alves-Mazzotti (1998),Borba y Araujo
(2006) sefialan que para que una investigacion pueda ser conducida de manera significativa
y sus descubrimientos e interpretaciones no presenten discordancias, contradicciones y
problemas de credibilidad es necesario que haya cierta resonancia o armonia entre la
investigacion realizada, la vision epistemologica subyacente y la metodologia utilizada. En
este sentido, en la primera seccion de este capitulo me dedicaré a presentar algunas de las
ideas que me condujeron a optar por un abordaje cualitativo de la investigacion,
fundamentandome en la experiencia del grupo de investigacion EDUMATH, al cual se
encuentra adscrita la presente investigacion. Seguidamente, explicaré como el método de
casos se convierte en una herramienta util para lograr el objetivo planteado en este estudio,
para finalmente, mostrar las fases, instrumentos, participantes, analisis de los datos y demas

elementos implicados en el desing de la investigacion.

4.1 El camino metodoldgico

El grupo de investigacion EDUMATH, desde hace méas de diez afios viene adelantando
investigaciones en torno a los procesos de comprension de algunos conceptos matematicos,
principalmente de la interfase Bachillerato-Universidad. En sus trabajos Esteban y Pérez
(2002), Esteban (2003), Jaramillo (2003), Esteban y Llorens (2003), de la Torre (2003a;
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2003b; 2000), todos miembros del EDUMATH, han delimitado algunos caminos para la
comprension de conceptos de la Educacion Superior. Partiendo de sus investigaciones,
estos autores han asumido posiciones criticas frente a los marcos tedricos adoptados y
haciendo de la construccidn del conocimiento un proceso colectivo y reflexivo. De manera
explicita, estos investigadores han presentado una vision de la Educacion Matematica
como:

[...] un sistema social heterogéneo y complejo, en el cual se distinguen al menos
dos campos:

1. Laaccidn préactica reflexiva sobre el proceso de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. Este es el campo propio del profesor y se realiza principalmente en
las instituciones escolares.

2. La Didéactica de las Matematicas, que es una disciplina cientifica autbnoma en la
cual las matematicas constituyen el saber que se quiere transmitir. Este campo se
compone, a su vez, de dos areas de investigacion, a saber:

» La investigacion cientifica, que trata de entender la naturaleza del
pensamiento matematico y de explicar el funcionamiento de los
sistemas did&cticos.

» La investigacion aplicada a la tecnologia didactica. (De la Torre A. ,
2002)

Desde esta mirada, la Educacion Matematica para EDUMATH se ofrece como un espacio
para el analisis critico de los fendmenos asociados a la matematica escolar, de lo que se
hace y se actua desde una perspectiva ética y epistemoldgica. Es decir, si bien no se niega
que el conocimiento matematico involucra “objetos” con sus respectivas reglas sintacticas y
semanticas, relaciones, operaciones y aplicaciones, en las investigaciones del Grupo se
busca ir més alla, indagando por las formas de construccién que se efectia de tal
matematica en las aulas escolares, asi como de las formas en que los sujetos se relacionan

con ella y con el contexto.

Desde esta perspectiva, EDUMATH ha establecido un conjunto de lineas de investigacion
con diferentes focos y perspectivas desde las cuales ha venido construyendo conocimiento
cientifico en el marco de la Educacién Matematica. La construccion del conocimiento es
entendida como un proceso que se involucra en las interacciones sociales entre lo

individual y grupal; es decir, si bien el proceso de apropiacion del conocimiento puede ser
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individual, también es cierto que su construccién obedece a las relaciones y acciones que se

generan entre un colectivo y en un contexto determinado.

Una de las lineas con mayor produccion de conocimiento en el EDUMATH se denomina,
pensamiento matematico avanzado que, grosso modo, se inserta en la linea de trabajo
iniciada desde 1985 en el marco del PME cuyo objetivo primordial, para aquel entonces,
fue investigar por los procesos cognitivos asociados al calculo infinitesimal. En esta linea,
el EDUMATH se ha centrandose continuamente por algunos de los procesos involucrados
en la comprensidn de un concepto matematico preocupandose particularmente en aquellos

asuntos asociados a lo visual-geométrico y del paso al concepto del limite.

La presente investigacion realiza una conjuncion entre los elementos propios de la revision
de la literatura (capitulo 1) y los desarrollos alcanzados por el EDUMATH. Apoyado en los
elementos emanados de tal conjuncidon surgid la necesidad de profundizar en lo que
significa “comprender el concepto de tasa de variacibn como una manera de aproximarse a
una interpretacion variacional de la derivada”, y desde tal enfoque, pensé una investigacion

que diera cuenta de manera profunda y especifica de este hecho.

Es asi como al indagar por un proceso de comprension en los estudiantes se exige por parte
del investigador una mirada atenta a la forma en que parece ocurrir €sos procesos en su
contexto propio. Asi mismo, implica procesos de interpretacion y revision continua de los
hechos que van surgiendo durante todo el estudio de fendmeno escolar. Este tipo de
exigencias, me llevaron a orientarme por un abordaje cualitativo de la investigacion, ya que

segin Bogdan y Biklen (1994), la investigacion desde un abordaje cualitativo implica:

Que la fuente directa de datos sea el ambiente natural ,
Que la investigacion tenga un fuerte componente descriptivo;
Que los investigadores se preocupen mas por los procesos que por los resultados

Una tendencia a analizar los datos de forma inductiva;

o > w D oE

Y el significado se convierte en un elemento de importancia capital dentro de la

investigacion.
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En la convergencia de estas consideraciones con el proposito de esta investigacion y las
caracteristicas del marco tedrico surgio el estudio de casos como un método apropiado para
abordar el problema de esta investigacion. En el siguiente apartado, presento algunos

elementos sobre dicho método.

4.2 El método

Conforme he mencionado en diferentes apartados, en esta investigacion abordo el estudio

de la comprension de la tasa de variacion ofreciendo una respuesta a la pregunta:

¢ Como se desarrolla el proceso de comprension de la tasa de variacion como una manera
de aproximarse al concepto de derivada en estudiantes participantes de un curso de pre-

calculo?

Abordar esta pregunta implico profundizar, desde el punto de vista tedrico, en el
significado del término comprension, asi mismo, en cdmo estos elementos tedricos pueden
confrontarse empiricamente con el trabajo de estudiantes al abordar dicho proceso de

comprension.

Responder a un “como se desarrolla un proceso... "demandaba por parte del investigador
una inmersion detallada y profunda en el estudio del fendmeno de comprension. De ese
modo, seleccioné el estudio de casos como método de investigacion, ya que en palabras de
Goldenberd (2007), a través de una inmersién profunda y exhaustiva de un objeto
delimitado, el estudio de caso posibilita la penetracion en la realidad social no

necesariamente lograda con un andlisis estadistico.

Por su parte, Yin (2009) puntualiza que aungue no existe una formula que permita elegir el
método de estudios de casos; dicha eleccion esta en coherencia con la(s) pregunta(s) de
investigacidn. Este investigador agrega que las preguntas que se enfocan en el “cémo” o el
“por qué” de un fendmeno social son especialmente un indicador para optar por el estudio

de casos como método de investigacion.

El estudio de casos es un método de investigacion defendido por diversos autores; por
ejemplo Salkind (1999, p. 211) lo define como el “método empleado para estudiar a un

individuo o una institucion [en nuestro caso un fendmeno educativo] en un entorno o
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situacion unica y de una forma lo mas intensa o detallada posible”. Asi mismo, Yin (2009)
establece un estudio de caso como una indagacion empirica que investiga un fenémeno
contemporaneo con profundidad en su contexto real de existencia; especialmente cuando
los limites entre el fendbmeno y el contexto no son claramente evidentes. En ese mismo
sentido, Herndndez, Fernandez, y Baptista (2006, p. 223) apoyados en los trabajos de
Mertens (2005) afirma que “[un estudio de caso] constituye un método para aprender
respecto a una instancia compleja, basado en un entendimiento comprehensivo de esta
instancia como un ‘todo’ y su contexto, mediante datos e informacion obtenidos por

descripciones y analisis extensivos”.

Otros elementos que Yin (2009) proporciona para la caracterizacion del estudio de caso
como método de investigacién radica en que es una indagacién que hace frente a
situaciones técnicamente distintas en las cuales habra muchas mas variables de interés que
datos puntuales; los resultados se basan por tanto, en multiples recursos de evidencia, por lo
cual se hace necesario un proceso de triangulacién. Yin sefiala otros beneficios del estudio
de casos tanto en el desarrollo de orientaciones tedricas previas, como en la orientacion

para la recoleccion de datos y su respectivo analisis.

Todo estudio de casos debe obedecer, implicita o explicitamente, a un disefio. Para Yin
(2009) el disefio de un estudio de casos puede considerarse de manera coloquial como un
plan logico que se direcciona desde un aqui hasta un alla. El aqui tiene que ver con el
conjunto inicial de preguntas que se propone responder y el alla puede asumirse como el
conjunto de conclusiones (respuestas) acerca de tales preguntas. Entre el aqui y el alla
pueden encontrarse un nimero de pasos importantes que incluyen la recoleccién y andlisis
de los datos. Sobre este conjunto de pasos, Yin (2009) sefiala que mas importante que el

problema logistico es el problema l6gico que estad inmerso en la consecucién del plan.

Conforme explicitaré en el siguiente apartado, el disefio en esta investigacion no se asume
como una suma de procedimientos de obtener informacion, sino como un conjunto
articulado y no rigido de medios que estan en resonancia con las fuentes de informacion y

los propdsitos de la investigacion.
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4.3 El diseno

El disefio que oriento el desarrollo de esta investigacion tuvo en cuenta las orientaciones
presentadas por Yin (2009) en cuanto a las preguntas del estudio, las proposiciones, las
unidades de analisis, la l6gica que vincula los datos y las proposiciones; y finalmente, los
criterios para la interpretacion y analisis de los hallazgos, lo cual presentaré de manera

implicita en los siguientes apartados.

4.3.1 Lapreguntay las proposiciones

Tal y como fue presentado en los capitulos anteriores, la pregunta de esta investigacion se
centra en el estudio de un fendmeno educativo el cual he denominado la comprension del
concepto de tasa de variacion como una aproximacion a una interpretacion variacional de
la derivada. Aunque la pregunta tuvo su génesis en mi experiencia previa como profesor e
investigador, también es cierto que fue producto de un refinamiento que resultd de la
contina confrontacion con la revisiébn de la literatura. Como producto de dicha
confrontacion surgié la necesidad de adoptar un marco tedrico que permitiera una
interpretacion de la comprension matematica como un proceso evolutivo, dinamico y no
lineal; por lo tanto la Teoria de Pirie y Kieren posee unas caracteristicas interesantes que

responden de manera directa a la pregunta de investigacion planteada en este estudio.

En la conjuncion entre los aspectos que mencioné en el parrafo anterior surgieron algunas
orientaciones (proposiciones en los términos de Yin, 2009) las cuales, fueron analizadas
dentro de la esfera de accion del estudio. Dichas orientaciones se enmarcan en los

siguientes enunciados:

1. Prestar especial atencién a las diferentes maneras en que los estudiantes verbalizan,
representan, gesticulan, etc., ya que mediante ese tipo de exteriorizaciones se puede
ofrecer una interpretacion de la compresion matematica y la forma en que ésta va
evolucionando.

2. La comprension de la tasa de variacion como una manera de aproximarse a una
interpretacion variacional de la derivada supone que los estudiantes estén
implicados en situaciones cuyo contexto involucre el estudio de relaciones

dindmicas entre variables.
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Yin (2009) sefiala que algunos estudios, principalmente aquellos en los cuales el topico
es objeto de exploracidn, han legitimado razones para no establecer proposiciones; sin
embargo para este mismo autor, tales estudios deben hacer explicito sus propositos y los

criterios con los cuales seran juzgados con éxito.

4.3.2 El contexto

Las unidades de analisis son una componente de los estudios de caso relacionadas
estrechamente con el problema fundamental de establecer el caso a estudiar (Yin,
2009). En este sentido, presentaré en este apartado el contexto en el cual se aplico el
trabajo de campo y las razones por las cuales se seleccionaron las comprensiones de

cuatro estudiantes como unidades de andlisis.

Las cuatro participantes de esta investigacion eran estudiantes de un curso de
Matematicas Operativas (precalculo) de primer afio de universidad. Este curso de
Matematicas es ofrecido, regularmente, por el Instituto de Matematica de la
Universidad de Antioquia, a otras dependencias de la misma Universidad y fue servido

por el investigador quien asumio el rol de docente y a la vez de investigador.

El programa del curso constaba de 14 unidades tematicas con un marcado énfasis en el
desarrollo de habilidades de tipo procedimental en el algebra escolar. Entre las
tematicas que se encontraban en el programa del curso, se tienen: la proporcionalidad,
las expresiones algebraicas (polindbmicas y racionales), sus operaciones y relaciones, las
ecuaciones lineales y cuadraticas con sus respectivos ejercicios de aplicacion,
fracciones parciales, para finalizar con las nociones de funciones exponenciales y
trigonométricas. El curso se desarrollo durante el primer semestre académico del afio
2010 y en su transcurrir acontecieron diversos factores enddégenos a la dindmica
universitaria, lo cual, no solo afectd la continuidad del procesos de ensefianza, sino
también la poca asistencia al curso y la comunicacion entre los estudiantes y entre

algunos de ellos y el profesor.

Por estas razones invité a participar de la investigacion a cuatro de los estudiantes que
desde los primeros meses del curso evidenciaron interés, motivacion y mayor grado de

continuidad en su proceso educativo. Adicionalmente, estas cuatro estudiantes
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mostraron actitudes favorables para la participacion en las actividades de clase y
habilidades para comunicar de manera oral y escrita sus diversas inquietudes y avances
en sus comprension, lo cual estd en coherencia con una de las proposiciones
establecidas en el disefio de este estudio de casos; es decir, conforme lo planteado por la
Teoria de Pirie y Kieren, una interpretacion de la comprensiéon matematica sélo es
posible a través de las diferentes manifestaciones externas que los estudiantes puedan

evidenciar.

Tres de las cuatro estudiantes estaban asistiendo paralelamente a un curso de calculo
diferencial lo cual permiti6 la reflexion e interaccién entre el conocimiento construido

en dicho curso y la presente investigacion.

4.3.3 Las fuentesy los procedimientos

En este apartado presento los medios e instrumentos que permitieron obtener los datos
respectivos; dichos medios se plantearon en relacion directa con los propdsitos de la
investigacion. Por ser una investigacion de corte cualitativo, se hizo necesario hacer
alusion a una de sus caracteristicas mas importantes la cual es la multimetodologia; esto
quiere decir, que se pueden usar una gran variedad de procedimientos e instrumentos
para la recoleccién de los datos. Investigadores como Borba y Araudjo (2006) y Alves-
Mazzotti (1998)y Yin (2009) rescatan la importancia de esta multiplicidad de
procedimientos para darle solidez a los resultados de la investigacion, en cuanto a que
es importante valorar cualquier detalle o situacion que emerja durante el proceso de

recoleccién y analisis de la informacion.

Para la obtencidn de los datos empiricos se desarrollaron dos fases en las cuales estan
en relacién con las proposiciones presentadas en la seccion 4.3.1. A continuacion
describiré las fuentes que se usaron en la investigacion para la obtencion de la

informacion:

- Observacion- participante
Para Yin (2009) la observacidn-participante es un especial modo de observacién

en el cual el investigador no es s6lo un observador pasivo.
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Para el caso de la investigacion reportada en este documento, actué bajo los
roles de profesor e investigador. El rol de profesor me posibilito conocer el
contexto con una mayor profundidad, conocer las fortalezas y debilidades del
grupo con el cual estuve trabajando; dicho conocimiento del grupo jugd un papel
determinante a la hora de seleccionar los casos a estudiar, ademas de establecer
continuamente relaciones entre los conceptos y procedimientos abordados en
clase y las comprensiones que se iban desarrollando en el transcurso de la
investigacion.

Yin (2009) sefiala que la observacion-participante presenta muchas inusuales
ventajas para la recoleccion de los datos en un estudio de casos, pero a su vez
también presenta ciertas desventajas. Entre las ventajas, se encuentra el mayor
conocimiento del contexto y otras oportunidades que pueden ser fuente de
informacion (i.e. pequefias reuniones), pero la principal desventaja consiste en
sesgos y prejuicios que pueden producirse al interior de la investigacion pues el
investigador tiene menor habilidad para ubicarse como un observador externo
(Yin, 2009). Para aminorar los efectos de esta desventaja, se recurrié a un
didlogo continuo entre las observaciones del investigador y el marco teérico lo
cual fue posteriormente confrontado con otras fuentes de evidencia. Las
discusiones académicas desarrolladas en el seno del EDUMATH también fueron
determinantes para aminorar los efectos de tales de ventajas, pues contar con los
puntos de vista de otros investigadores, aporto elementos para ampliar la mirada,
que como investigador, se iba desarrollando sobre el fendmeno objeto de
estudio.

El rol de observador-participante se desarrollé basicamente al interior de las
sesiones de clase; como resultado de este hecho se tuvo la seleccion de los casos
0 unidades de analisis de esta investigacion. Posteriormente, cuando se
desarrollo el médulo de ensefianza, se llevo un registro de las observaciones a
través de un diario de campo; también, se hicieron grabaciones en video para su

analisis posterior.
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Documentos

Segun Alves-Mazzotti (1998) puede considerarse como un documento cualquier
registro escrito que pueda ser usado como fuente de informacion. En el caso de
esta investigacion, se usaron las producciones escritas elaboradas por las
estudiantes en el transcurso del trabajo de campo, particularmente, los
documentos proporcionados por ellas cuando resolvieron el cuestionario y las
anotaciones que realizaron en la medida que iban desarrollando las activiades
del médulo de ensefianza.

Este analisis de documentos presenta, entre otras, la ventaja que permite
confirmar evidencias proporcionadas por la observacion-participante y por las
entrevistas.

Cuestionarios

En el caso de esta investigacion usé un cuestionario con el cual inicié el proceso
de recoleccidon de la informacion. Dicho cuestionario indag6 por la manera en
que las estudiantes abordaron situaciones en las que se involucraba la variacion

(Ver anexo 1).

Entrevista

La entrevista ha sido considerada como una fuente esencial para la obtencion de
informacién en un estudio de casos. Para Yin (2009) una entrevista debe
concebirse como una conversacion guiada, mas que una consulta estructurada;
es decir, aunque se persigue una consistente linea de indagacion, las preguntas
deben surgir de manera fluida y no de una manera rigida.

Con respecto al papel del entrevistador, Yin (2009) sefiala que debe operar
desde dos actividades a la vez; o sea, satisfaciendo las necesidades de su linea
de indagacion mientras a la vez pone atencion a la manera “amigable” y no
“amenazante” de proponer las preguntas. Existen diferentes tipos de entrevistas;
sin embargo, considerando el objeto de esta investigacion la asumi como un
didlogo emergente de los contextos en los cuales se indaga por la comprensién.
En ese sentido, las entrevistas estuvieron integradas en toda la implementacion

del mddulo de ensefianza convirtiéndose en parte fundamental de éste.
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Adicionalmente en la tercera sesion se realizd una entrevista individual en la que
el investigador profundizo en las maneras particulares que en las estudiantes
habia abordado la situacion “rectangulo inscrito” y poder asi identificar las

principales caracteristicas de su comprension.

4.3.4 Las fases del desarrollo del trabajo de campo

El trabajo de campo de esta investigacion se desarrollo en dos fases. La primera de ellas, la
denominé fase de inmersién; en ella consegui hacer un reconocimiento de diversas
caracteristicas del contexto. La segunda fase, la denominé de profundizacion, pues fue en
ella en la cual pude determinar diferentes maneras en que las estudiantes consiguieron
aproximarse a la comprension de la tasa de variacion. A continuacion describo, de manera

mas detallada, cada una de estas dos fases:

Fase 1: Fase de inmersion.

Conforme mencioné anteriormente, esta fase tuvo su inicio con el reconocimiento de las
caracteristicas del grupo de estudiantes del curso, la seleccion de las cuatro estudiantes y la

implementacién de un cuestionario el cual describo a continuacion.

- El cuestionario

El cuestionario estuvo compuesto de cinco problemas cuyo proposito general fue identificar
las principales comprensiones de los estudiantes sobre el concepto de funcion,
particularmente, en cémo a través de algunas de sus caracteristicas se pueden representar
ciertos comportamientos de cantidades que covarian. Este cuestionario surgié al observar
que la comprensién del concepto de la tasa de variacién (media e instantanea) esta
involucrada en el estudio del concepto de funcion desde una perspectiva variacional. Por
otro lado, este cuestionario se mostrd bastante pertinente en la tarea de identificar los
conocimientos que las estudiantes deberian tener en el nivel primitive knowing en el marco

de la Teoria de Pirie y Kieren.

Los cinco problemas fueron presentados a las estudiantes en un documento escrito que
contenia los respectivos enunciados y las preguntas abiertas, es decir, preguntas en la que

los estudiantes podian describir ampliamente los procedimientos y los argumentos que
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encontraban en cada pregunta (ver anexo 1).Con el animo de aportar mayor informacion a
los elementos que emergieron del cuestionario, realicé una sesion de trabajo grupal de dos
horas en la cual pude discutir con las estudiantes sobre las respuestas que proporcionaron
en el cuestionario, de esa manera pude obtener mayores evidencias sobre las respuestas
ofrecidas por las estudiantes, y a través de preguntas, consegui profundizar en las maneras
en como estaban comprendiendo los elementos variacionales que intervinieron en el

cuestionario.

Fase 2. Profundizacion

En esta fase se implementaron las actividades del médulo de ensefianza las cuales

describiré a continuacion:

- El médulo de Ensefianza

El médulo de ensefianza al que hago alusion en esta investigacién, fue concebido como un
conjunto flexible e intencionado de estrategias (situaciones, contextos, actividades,
herramientas, dialogos-entrevistas, etc.) interrelacionadas entre si. En este conjunto de
estrategias, el dialogo continuo entre las estudiantes, y entre ellas y el investigador cumpli6
un papel determinante para profundizar en los modos en que las estudiantes estaban
adentrandose en el proceso de comprension de la tasa de variacion. Las preguntas que iban
emergiendo de la “interaccion” se asemejaban, en su conjunto, a una entrevista en
profundidad, en la cual el investigador pregunta a los “entrevistados” por elementos claves
acerca del tema en cuestiéon o incluso, acerca de sus opiniones sobre un hecho o evento
(Yin, 2009). Segln Yin, el entrevistado debe considerarse como un “informante” mas que

un simple “contestador”.

La caracteristica de “flexibilidad” del moédulo de ensefanza a la que hice alusioén en el
parrafo anterior, significa que las estrategias empleadas se iban modificando y adecuando,
e incluso, permitian el surgimiento de nuevas actividades de acuerdo con los
requerimientos y particularidades que fueron emergiendo a la luz de su implementacion con

las estudiantes.

En total, el modulo se desarrolld en cuatro sesiones de dos horas cada una. Las sesiones se

describen a continuacion:
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Sesion 1. Rectangulo inscrito: En esta situacion se usé el software GeoGebra para
presentar una nueva version del trabajo: “Rectangulo Inscrito” presentado en Villa-Ochoa y
Mesa (2009) y Villa-Ochoa (2011). Para analizar la tasa de variacion de las cantidades que
se incluian en la situacion, usé las opciones del software para construir una herramienta que
permitiera la visualizacion dindmica de la tasa de variacion media, y en la que
simultdneamente intervinieran sus registros graficos, numéricos y algebraicos. La
“herramienta” construida, permitio una aproximacion desde la tasa de variacion media a la
tasa de variacion instantanea mediante la determinacion de intervalos de variacion cada vez
mas pequefios. En la lustracion 10 se recrea el ambiente en el que se desarroll6 la situacion

“rectangulo inscrito”.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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¥ Funcion Area

llustracion 10. Ambiente de la situacion desarrollada en la sesion 1

Sesion 2. La velocidad y la aceleracion: Las actividades de esta sesion surgieron desde la
necesidad que se hizo explicita en la sesion 1, en la cual las estudiantes se aproximaron a la
nocion de tasa de variacion instantanea como el limite de la tasa de variacion media, pero

consideraban dicho valor como una “suposicion” o inferencia y no aceptaban su existencia.

Las actividades disefiadas para esta sesion estuvieron basadas en la simulacion de
movimiento uniforme y acelerado a través del software “Modellus” version 4.01. Se hizo
uso de las opciones grafico, tabla y modelo, para establecer relaciones entre la simulacion

del movimiento y las representaciones matematicas de la misma. Otras graficas se
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construyeron para validar las inferencias de las estudiantes con respecto a la aceleracion. En

la llustracion 11 se muestra el ambiente de la simulacion.
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llustracién 11. Simulacién de un movimiento con el software Modellus.

Sesion 3. Analisis de la funcion tasa de variacion: Para esta sesion desarrollé una
“herramienta” en el software GeoGebra; con dicha herramienta se pueden observar
maltiples triangulos que permiten dar la idea de la tasa de variacion como una funcion. La
herramienta fue usada para analizar el comportamiento de la tasa de variacion de varias

funciones. En la llustracion 12 se muestra una de ellas.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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llustracion 12. Ambiente de la herramienta para estudiar la funcion tasa de variacion
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En la ilustracion anterior se tiene una funcion definida en dos tramos y los triangulos que se
muestran se forman en el intervalo definido por los puntos A y B de acuerdo al valor del
deslizador n. Los puntos que se muestran en la ilustracion representan los valores de la tasa

de variacion de cada uno de los triangulos.

Sesion 4. Descarga de un archivo: En esta situacién se usa la grabacion de la manera en
que se descarga un archivo, para indagar por la forma como las estudiantes comprenden las
tasas de variacion que se involucran en ella. La grabacién se hizo con el software Camtasia
cuando se estaba descargando un archivo de internet con el software VDownloader cuyo fin
fue identificar y estudiar la “tasa de transferencia” o velocidad con la cual se descarga el
archivo, asi como los cambios de ésta misma (aceleracién). En la llustracién 13se presenta el

ambiente de la situacion.

Formato de salida

=qdCqCSARaM Descggue | |MPEG

llustracién 13. Ambiente de la situacidén, descarga de un archivo

En todas las etapas del modulo de ensefianza, estuve atento a las diversas manifestaciones
de las estudiantes en las que dieran indicios sobre su comprension; de ese modo,
emergieron preguntas con las cuales se promovieron discusiones y socializaciones sobre las
producciones de las alumnas. Las preguntas emergentes (tipo entrevista) tuvieron un papel
clave para poder profundizar en la manera como ellas se adentraban en la comprension de
la tasa de variacion; asi mismo, para promover espacios alternativos en los cuales las

estudiantes evidenciaban otros formatos para materializar sus comprensiones.

Las fuentes de informacion en esta segunda fase de la investigacion fueron todas las

producciones (orales, gestuales y escritas) de las estudiantes al enfrentarse a un médulo de
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ensefianza. La informacion fue registrada a través de diarios de campo elaborados por el
investigador, los documentos escritos producidos por las estudiantes y a traves de video y
audio usando el software Camtasia; este software registraba en video todos los
movimientos realizados por las estudiantes en la pantalla del computador; asi mismo, el
software usaba la cAmara de video y el micréfono para registrar las acciones, gestos y

verbalizaciones que ellas realizaban en su interaccion con el médulo de ensefianza.
4.3.5 Anélisis de la informacion

En el analisis de la informacidn se observa la l6gica a la que Yin (2009) hace referencia, y
la cual permitid establecer los vinculos entre la informacidn recogida, las proposiciones
presentadas en la seccion 4.3.1,y la pregunta y objetivos de esta investigacion. En ese

sentido, el analisis atendid a los siguientes momentos:

- Analisis paralelo: Consiste en un primer acercamiento a los datos recogidos
simultdneamente a su recoleccién. Este tipo de analisis ha sido sugerido por Creswell,
(2008)y para este estudio permitié obtener un “sentido general” de la informacion. En esta

investigacion, este analisis se realizd de la siguiente manera:

Una vez realizado el primer cuestionario, hice un primer analisis de los elementos que en
él se presentaban; de esa manera, pude determinar la necesidad de realizar una sesién de
trabajo grupal en la cual se profundizé en las comprensiones de las estudiantes. Del mismo
modo, al finalizar cada sesién del médulo de ensefianza, revise las anotaciones hechas
durante la sesion, los videos y los documentos de las estudiantes, y basado en los elementos
que surgian de dicha revision, preparaba el material para la siguiente sesion. El trabajo y las
discusiones con el colectivo de investigadores adscrito al EDUMATH fue determinante en

las primeras interpretaciones y disefio de las sesiones del modulo de ensefianza.

- Organizacion del material: Durante todo el proceso de recoleccion de los datos, los
documentos producidos por las estudiantes fueron duplicados y digitalizados. Asi mismo,
los diarios de campo, los videos y audios fueron duplicados y agrupados por caso, es decir,
dado que las unidades de analisis declaradas para este estudio fueron las comprensiones de

cada estudiante, organicé el material de acuerdo con la informacién presentada por cada
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una de las estudiantes y asi poder realizar en analisis del proceso de comprension de cada
una de ellas. De esta manera se abrio el camino para realizar la categorizacion individual

que se muestra a continuacion.

- Categorizacién individual: Las categorias individuales fueron a priori, las cuales
surgieron de la interpretacion del marco tedrico adoptado para esta investigacion. En esta

fase desarrolla en dos momentos, a saber:

Andlisis inicial: ElI material fue revisado con el &nimo de detectar las
manifestaciones de las estudiantes que dieran cuenta del nivel de comprension en el
cual se encontraban, asi como los elementos que pudieron ocasionar dicha
comprension. De este analisis pude detectar los “fragmentos” que ejemplificaban la
informacidn buscada y los organicé y codifiqué en una matriz que tuvo en cuenta los
siguientes aspectos: nombre del material (archivo, documento, video, audio),
descripcion fragmento, y codigo para identificarlo en el material (tiempo en el que
se presenta para el caso de los videos y audios; 0 una marca para el caso de los

documentos, y diarios de campo).

Transcripcion y categorizacién de segundo orden: Una vez obtenida la matriz
para cada caso, la tarea a seguir fue transcribir los fragmentos, e interpretarlos a la
luz del marco tedrico; de este modo de analisis emergieron tres subcategorias, a
saber: Estratos de comprension, elementos involucrados en la evoluciéon de la
comprensién, y la relacion con otros conceptos matematicos. Las dos primeras
subcategorias estan cada una en correspondencia con los objetivos de la
investigacion descritos en el capitulo 2 de este documento; por su parte, la tercera
categoria surgio al observar como en el proceso de comprension de la tasa de
variacién eran evocados otros conceptos matematicos. En esta categorizacion se
hizo una primera triangulacion entre las diferentes fuentes de evidencia y la teoria

de Pirie y Kieren.

- Estudio transversal de los casos. Consistié analizar los hallazgos de cada uno de los casos
reportados en la categorizacion individual y confrontarlos. En dicha confrontacidon se

detectaron dos nuevas subcategorias, a saber: Procesos y dificultades, las cuales fueron
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interpretadas a la luz del marco teérico y la revision de la literatura presentada en el primer

capitulo de este documento.

Finalmente, analicé las diferentes categorias (apriori y emergentes) con las cuales se
detectaron relaciones entre ellas y se jerarquizaron entre si. Segun Creswell (2008) este tipo

de analisis puede aportar al “rigor” y ofrecer nuevas ideas o “luces” al estudio.

Al confrontar las comprensiones de cada una de las estudiantes se materializ6 otro tipo de

triangulacion denominada “triangulacion de casos”

- Escritura y discusion de interpretaciones: este momento consistio en el disefio un cuadro
de categorias que daba cuenta de las jerarquias y demas relaciones entre las categorias, asi
mismo, este cuadro incluyé las principales inferencias y algunos ejemplos de las evidencias
que las soportaban. Dicho cuadro de categorias, fue presentado y discutido con el colectivo
de investigadores adscrito al EDUMATH. De las discusiones surgieron nuevos insight para

el refinamiento, profundizacion y reescritura de los analisis y conclusiones.

Al realizar las confrontaciones entre las diferentes fuentes de informacion, y de éstas con el
marco tedrico y el colectivo de investigacion, se pudo desarrollar la linea convergente de
indagacion a la que Yin (2009) hace referencia en su texto. De esta forma, hubo mayores
evidencias y, por tanto, el grado de confiabilidad en las interpretaciones y resultados

aumento.

4.4Validez y Limitaciones del estudio

Una de las criticas que frecuentemente se le hacen a los estudios de caso radica en la
pregunta: ¢Hasta qué punto, los casos seleccionados son representativos de una
comunidad?; pregunta que tiene su origen en la idea de generalizacion de los resultados a

partir de una muestra, para todo un conjunto social.

En este sentido y dado que esta investigacion indago por el proceso de comprension de un
concepto particular de las matematicas, se hizo necesario profundizar en la manera en que
emergen las imagenes, relaciones y propiedades del concepto abordado; por tanto, los

resultados deben ofrecer una explicacion del desarrollo de tal comprension; sin pretender
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con ello establecer algin tipo de generalizacion, ni extrapolacion a contextos donde
probablemente existan condiciones diferentes a las presentadas en esta investigacion. A
pesar de ello, las conclusiones de este estudio, permiten generar reflexiones y otros
elementos que, tanto docentes como investigadores, puedan usar para sus disefios

particulares en investigacion o en el aula de clase.
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Capitulo 5

5. LA COMPRESION DE LA TASA DE VARIACION. UNANALISIS DESDE
LA TEORIA DE PIRIE Y KIEREN

En este capitulo, me propongo mostrar y analizar los resultados de la investigacion en la
cuanto a la evolucion la comprension que desarrollaron las estudiantes de la nocion de tasa
de variacion. Las cuatro estudiantes las he denominado con los seudonimos de Marcela,

Alexandra, Estefania y Cristina.

Conforme lo mencionado en el capitulo relativo la revision de la literatura, la comprension
de la tasa de variacion estd en los cimientos de una interpretacion variacional de la
derivada. De igual manera, la literatura también indica que las dificultades con el concepto
de tasa de variacion y su vinculacion al tipo de funcion (lineal o cuadréatica) podian tener su
origen en una comprension debil del concepto de funcién (Orton, 1983). Partiendo de estas
consideraciones, encontré necesario indagar por las comprensiones que las estudiantes
tenian frente a los conceptos de funcion y razon, y asi identificar el Primitive Knowledge

que las estudiantes tenian para iniciar la comprension de la tasa de variacion.

5.1 El conocimiento primitivo asociado a la comprension de la tasa de
variacion
La informacion que presento en este apartado fue obtenida de la implementacion del
cuestionario (ver anexo 1) y de su respectiva confrontacion con una sesion de trabajo grupal

desarrollada entre las estudiantes y el investigador.

A nivel general, la Tabla 5muestra los principales rasgos encontrados en las comprensiones
de las estudiantes en aspectos asociados a la nocion de tasa de variacion en funciones. Para
cada estudiante se muestran los items correspondientes a la situacién del cuestionario; asi

por ejemplo, S3b, significa el item b de la situacion 3 del cuestionario 1.
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‘ Indicadores Marcela Cristina Alexandra Estefania

No realiza la actividad S2b, S2¢, S2e
Verbalizaciones de Sic, S2a, S3b S2a, S2b,
correlaciones directa e S2c,
inversamente

proporcional

Percepcion y/o S1b, Slc,S2a, Sb5a, Slb Sib, Sic, Sla, Slb, Sic, S2 a,
determinacion de la S2b, S2¢, S2d, S2,a, S2b, S2e, Sha, Sbh,

tasa de variacion S2e S5a, S5b

constante

Percepcion de la tasa de s2d S2b, S2c, S2d
variacion no constante

Percepcion concavidad S4a, S4b S4a, S4b

y los cambios en la tasa

de variacion

Tabla 5. Resultados globales del primer cuestionario

Estas percepciones de la tasa de variacion asociadas al concepto de funcidn se convirtieron
en el Primitive Knowing que las estudiantes poseian. A continuacion presentaré un analisis
mas detallado de estos resultados, asi como su triangulacién con la sesion de trabajo grupal

que se hizo posterior a la aplicacion del cuestionario.
5.1.1 Unacomprension cualitativa de la variacion

El movimiento es un estado continuo en la naturaleza; y el intento por comprenderlo y
modelarlo dio origen en la historia al concepto de funcion. Al respecto Aleksandrov et al.
(1981) afirman que:
Todas las cosas de la naturaleza, desde las mas pequefias particulas hasta los
cuerpos de mayor masa estan en un estado de eterna creacion y aniquilacion, en un
flujo perpetuo, en un movimiento y cambio incesantes. En ultimo término toda
ciencia natural estudia algin aspecto de este movimiento. El analisis [y el concepto
de funcion como elemento de ella] es la rama de la matematica que proporciona

métodos para la investigacion cuantitativa de los distintos procesos de cambio,
movimiento y dependencia de una magnitud, respecto de otras (p.92).

En ese sentido parece 16gico que, tanto en desde la interaccion cotidiana con el movimiento
como desde las experiencias en las aulas de clase, los seres humanos hayamos alcanzado

cierto nivel de percepcidon o sentido variacional (Posada y Villa-Ochoa, 2006).
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Las estudiantes involucradas en esta investigacion identificaron ciertas correlaciones entre
las cantidades que intervinieron en cada una de las situaciones propuestas en la primera fase
de la investigacion. Enunciados como “a mayor tiempo mas poca agua en el tanque” en el
S1 o “[...] eso depende del tiempo transcurrido” en el S5 se convierten en evidencia de la

presencia de cierta “intuicion” para el reconocimiento de covariaciones.

En el desarrollo de las diferentes actividades del cuestionario 1 prevalecio la identificacién
de relaciones proporcionales como una manera de describir la covariacidn entre cantidades.
Este hecho es coherente con las respuestas proporcionadas por las cuatro estudiantes a los
diferentes items del cuestionario que correspondian a funciones lineales. En este tipo de
funciones, Alexandra, Marcela y Estefania consiguieron ir mas alla de las descripciones
cualitativas que daban cuenta de la manera en cdmo se relacionaban las cantidades; ellas
lograron realizar algunos calculos numéricos en los casos que eran requeridos. Cristina, por
su parte, consiguid identificar relaciones proporcionales como las descritas anteriormente,
pero no presentd evidencia de establecer calculos aritméticos para justificar sus

afirmaciones.

Cuando las relaciones entre las cantidades no correspondian a funciones lineales, por
ejemplo en S2b y S2c, tanto Cristina y Marcela como Alexandra se limitaron a hacer
afirmaciones que daban cuenta de la identificacion de relaciones directa e inversa de
covariacion. En los items S2b y S2c¢ se indagaba por relaciones de tipo cuadratico; en ellos,
las estudiantes respondieron con enunciados como: “para que el volumen se triplique es
necesario que el radio también se triplique”, o, “si el radio se duplica, la altura debe
reducirse a la mitad para que el volumen permanezca constante”, 10s cuales muestran un
predominio de la variacién proporcional, ain, en situaciones donde no tiene pueden
aplicarse estas nociones. Este resultado sugiere que las estudiantes al abordar la pregunta
centraron su atencion en los aspectos de la situacion que cambian y en una aproximacion
cualitativa para describir como cambia. En esta parte del desarrollo de las actividades no
hubo indicios de que las estudiantes intentaran cuantificar aspectos asociados a la

covariacion.

Contrario a sus compafieras, Estefania se apoy6 en la expresion algebraica del volumen (S2)

para asignar valores numéricos a las variables que en ella intervienen vy, asi, analizar la
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relacion entre el volumen y el radio del cilindro. Esta manera de analizar el problema le
permitio a Estefania observar que la tasa de variacion entre el volumen y el radio estaba
cambiando. Sus respuestas a los items preguntas S2b y S2c estuvieron enfocadas en
ejemplo particulares como: “El radio debe aumentar 1y % =3/2” y “La altura debe pasar
de 4 a 1”. Sin embargo, esta estudiante no alcanzé a establecer proposiciones generales
sobre el comportamiento global de la variacion entre tales cantidades, ni de la manera en

cOmo estaban variando.

Con las preguntas S2d y S2e me propuse indagar por la manera cémo las participantes
representaban graficamente la relacion entre el volumen y el radio del cilindro. Los gréficos
que construyeron Alexandra, Estefania y Marcela (Cristina no los realiz6) dan cuenta de
una diversidad de maneras de abordar la situacion y, por tanto, de comprender la

correlacion entre las cantidades.

Marcela esboza tanto para S2d como para S2e lineas rectas con pendiente positiva lo que
confirma que ella continua asociando las relaciones entre las cantidades involucradas en el
volumen a comportamientos proporcionales. En los casos de Alexandra y Estefania se
encontré una grafica curva concava hacia arriba, representando la relacion entre el volumen
y el radio cuando la altura es constante. Las graficas elaboradas por dichas estudiantes se

presentan en la llustracion 14 (a) y (b) respectivamente.
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lustracion 14. Grafico de la relacion entre volumen y radio de un cilindro por Alexandra y Estefania

A pesar de que Alexandra y Estefania presentaron graficos similares, una mirada a la
manera cémo los construyeron y a sus argumentaciones dan cuenta de comprensiones

diferentes. A continuacion analizo cada una de estas dos maneras de construir sus graficas.
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La comprensidn de variaciones no lineales en Alexandra y Estefania

Desde un primer acercamiento a la informacion proporcionada por Alexandra, parecia no
haber correspondencia entre las relaciones que la estudiante represento a nivel escrito y los
graficos que produjo; puesto que, a nivel verbal, la estudiante observa relaciones de
proporcionalidad directa (lineal) pero en la grafica cartesiana parece representar a una
relacion cuadratica (Ver S2b y S2d en la Tabla 5).

Aparentemente Alexandra podria haber comparado V y 2 y no V' y r como se le solicitaba
en la actividad, esta idea surgio del registro algebraico que la estudiante hizo en ese item
(3r2); sin embargo, esta consideracion se descartd posteriormente cuando en el item S2c,
que indagaba por la relacion inversa entre el radio y la altura, la estudiante respondié que al
duplicarse el radio la altura tenia que disminuirse a la mitad (3#). Contrario a lo expresado
por escrito, Alexandra comenzo a graficar una linea recta, pero ligeramente se dio cuenta
que la relacion entre el radio y el volumen no era lineal y, por tanto, trazd una la curva

concava hacia arriba (llustracion 14(a)).

Tanto en la respuesta al cuestionario como en la sesion grupal, Estefania evidencio haberse
apoyado en un conjunto de céalculos numéricos con los cuales determind tres puntos del
grafico y trazo la curva “suave” que pasara por ellos. Se observa que su manera cuantitativa
se convirtid en un apoyo para desvirtuar la idea de linealidad y proporcionalidad de los
datos; sin embargo, por medio de la sesion grupal fue posible confirmar que la construccion
de la grafica correspondié a la ubicacion de puntos coordenados y no a un reconocimiento

de la tasa de variacién que en ella se involucra.

Para profundizar en las comprensiones de las estudiantes, desarrollé una sesion de trabajo
en la que participaron las cuatro estudiantes y el investigador. A continuacion describo el
episodio en el cual Alexandra y el investigador generan un dialogo con base en la gréafica

construida por esta estudiante (llustracion 14(a)).

Investigador :  Bueno, vamos a hablar un poco sobre el trabajo del cilindro, ¢lo
recuerdas?
Alexandra :  Si
Investigador :  ¢Recuerdas tu grafica?
Alexandra : [la estudiante observa el documento]Si
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Investigador :  ¢De donde sali6 ese grafico?

Alexandra :  Pues era volumen sobre el radio, ¢cierto? entonces, ... yo dije que asi,
porque el radio es al cuadrado; entonces yo despejé, uhmmmm espere
YO Veo.
Investigador :  Porque yo veo que hiciste un intento de hacer un segmentico, una
recta.
Alexandra :  Si, un poquito! es que intenté que me quedara como coherente,
uhmmm
Investigador :  ¢COmo una recta?
Alexandra :  Si
Investigador :  ;Qué viste en el problema que...[la estudiante no dejo terminar la
pregunta y paralelo al profesor respondid lo que sigue en la siguiente
linea]
Alexandra :  Porque al... al radio aumentar al cuadrado no me daba algo como

para crecer asi [dibuja en el tablero un segmento de recta oblicuo con
centro en el origen de un eje coordenado]

En este didlogo, Alexandra expresa que inicialmente pretendia graficar una recta para ser
coherente con sus interpretaciones proporcionales previas, pero al detallar la expresion
algebraica, ella observo una relacion cuadratica y por tanto, dibujo una curva. A pesar del
reconocimiento de esta relacion cuadratica, la estudiante no corrigid las descripciones
proporcionales que habia presentado en los items anteriores, con lo cual se observa como
ciertos “juicios contradictorios” pueden hacer presencia en una misma situacion a través de
dos sistemas de representacion diferente. Analizar una situacion a través de la descripcion
cualitativa de las relaciones proporcionales fue el “procedimiento” que, en las estudiantes,
se mostro predominante para iniciar el estudio de las demés de variacion implicadas en este

estudio.

Este resultado es coherente con la experiencia que las estudiantes obtuvieron en el
desarrollo del curso “matematicas operativas” en ¢l que la proporcionalidad fue la Unica
tematica que se desarrollé haciendo énfasis en las relaciones variacionales; pues, gran parte
de las tematicas del curso estuvieron enfocadas al desarrollo de habilidades de tipo

procedimental.
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5.1.2 Nocion de razon y tasa de variacion promedio
Las nociones de razon y tasa de variacion promedio hicieron presencia de manera no
homogénea en las comprensiones de las estudiantes; es decir, a través de sus respuestas se

puedo observar una diversidad de aproximaciones a estas nociones.

Cristina por ejemplo no consiguio reconocer la nocion de razon ni de tasa de variacion en la
situacion 1 (cuestionario 1), esto se evidencia en las respuestas que presento en los items
S1b y Slc. En el primero de ellos, la estudiante escribi6: “el tanque 2 esta derramando
mayor cantidad de agua por unidad de tiempo”; sin embargo, esta respuesta parece no
obedecer al reconocimiento de alguna caracteristica de la variacién en el gréfico, pues por
un lado, es el tanque 1 quien tiene la mayor tasa de variacion en el grafico de S1 'y, por otro
lado, la pregunta presentada en S1c indagaba por el reconocimiento de la tasa de variacién
en cada tanque a lo que la estudiante respondio : “a mayor volumen mayor agua se derrama
y a mayor tiempo mds agua se derrama’. ESta respuesta puede considerarse como una
descripcion cualitativa que no corresponde con la pregunta formulada. Asi mismo, en S5 la
estudiante sélo se limitd a describir la cantidad de Kb al tiempo, pero no los relacion6 con
la velocidad, a pesar que la situacion lo solicitaba de manera explicita. En la sesion grupal,
el investigador solicitd a Cristina describir el comportamiento de los dos archivos. Durante
el dialogo, el investigador le formulé las preguntas: ¢Entre el 5seg y 6 seg, qué pasa en el
archivo A? ;Cuanto descarga?, la estudiante responde “60 kb”. Después de interactuar con
sus compafieras Cristina corrige su respuesta y dice “70 kb”. Ante su respuesta, el
investigador replica ¢en cuanto tiempo? A lo que la estudiante responde “70 kilobytes en 1
segundo” A pesar que esta declaracion de la estudiante es consistente con una
representacion retérica de la tasa de variacion, no puede catalogarse como una manera de
interpretar dicho concepto, pues la estudiante sélo esta describiendo dos cantidades como
respuesta a las dos preguntas hechas por el investigador y no como una razon, ni como una
“nueva” cantidad de magnitud (velocidad de descarga) que emerge de la comparacion de la

cantidad de Kb descargados por unidad de tiempo.

Por su parte, Marcela, Alexandra y Estefania presentaron diferentes aproximaciones a la
tasa de variacion; por ejemplo, Marcela pregunté en el item Slc por el significado de la
palabra razon, y, al igual que Alexandra, en la S1 del primer cuestionario la estudiante

calculd las tasas de variacion (de los graficos lineales) usando los extremos de los
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segmentos alli representados; una muestra de ello se observa en que, para el tanque 2,
Y .2 4 .
Marcela y Alexandra representaron la tasa de variacion con la fraccion ;¥ posteriormente

en la sesion grupal, se determind que dicha fraccion se calcul6 a través de la lectura de los
puntos (0,4) y (12,0) que hacian parte de los extremos del segmento que representa el
comportamiento de dicho tanque. No hubo registro de una fraccién mas simplificada ni de
las unidades correspondientes a las cantidades de magnitud, que intervienen en esa

situacion.

. e . 3 1 .- ..
Estefania, por su parte, presentd las fracciones LY para describir las tasas de variacion de

los tanques T1 y T2 respectivamente. Segun lo expresd verbalmente en la sesion grupal,
Estefania trazo lineas horizontales y verticales que convergia en puntos de las graficas para

calcular dichas tasas de variacion.

En la situacion 5 del primer cuestionario, Estefania, Alexandra y Marcela calcularon las
tasas de variacion como una manera de interpretar la “velocidad con la que se descarga un
archivo”. Dado que dos datos estaban presentados en un registro tabular, predominé el
céalculo de dichas tasas a traves del cociente de diferencias en cada intervalo (1 seg). Sin
embargo, no dieron ningun indicio que permitiera comparar dichas velocidades para dar

cuenta de la “manera” como se estaban descargando en general los archivos.

En estas tres estudiantes, la tasa de variacién promedio aparece como una nueva “cantidad
de magnitud” la cual puede compararse entre si; enunciados como “del segundo 2 al 7 los
archivos se descargaron a la misma rapidez, al igual que del segundo 8 al 9~ se convierten

en evidencia de este hecho.

Con excepcién de Cristina, las estudiantes interpretan tasa de variacion (velocidad de
descarga, o tasa de transferencia) se observa como un “resultado” que surge en la
comparacion dos estados (inicial y final) y cuantificado a través del cociente de diferencias;
sin embargo, la preocupacion por lo que puede o no decir dicha tasa sobre el
comportamiento al interior del intervalo no aparecié6 de manera explicita en las

comprensiones de estas estudiantes.
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En ausencia de graficos cartesianos, la tasa de variacion promedio parece interpretarse

como una constante en todo el interior del intervalo, una muestra de ello, se observa en el

siguiente dialogo retomado de la sesion grupal:

Investigador

Estefania
Investigador
Alexandra
Marcela
Investigador
Simultaneamente

¢Qué quiere decir 50 kb/seg aca?[refiriéndose al intervalo entre 1
seg y 2 seg del archivo A]

Quiere decir que baja 50 kilobytes en cada segundo

¢En dénde?

En todo ese segundo

Ahi dentro

O sea ¢en cualquier fraccion de segundo entre 1y 2?

Si

las tres estudiantes

responden

Sin embargo, en presencia de graficos cartesianos dicha interpretacion cambia como puede

observarse en el siguiente episodio:

Investigador

Alexandra

Investigador
Alexandra
Estefania
Marcela
Alexandra

¢Como identificaron las velocidades en el problema de los
tanques?[S1del cuestionario 1]

Por ejemplo yo hice como la relacion entre el volumen y el tiempo y
puse uno sobre el otro, en el tanque 1 yo dije que la relacion era ocho
sobre seis

Ahhhja,¢por qué ocho sobre seis?

Porque en ocho, ..., pues al llenar ocho metros cubicos...

Seis hora

Se vaciaba

Si, seis hora

En este momento el investigador ejemplifica en el tablero lo que Alexandra expreso

dibujando un gréafico cartesiano, ubicando los puntos (0,8) y (6,0) y trazando la recta.

Posteriormente el investigador traza una curva concava hacia abajo con extremo en los

mismos puntos y pregunta:

Investigador
Alexandra
Marcela
Alexandra
Investigador

Entonces acé [en el grafico]¢cual seria esa velocidad?
Uhhh, ya tendriamos que mirar cada, mmmm, cada...
Intervalo

Intervalo [confirmando lo expresado por Marcela]

Por qué cada intervalo? ¢Como lo harias?
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En este momento, Alexandra intenta describir, con algo de inseguridad, un procedimiento
que consistio en trazar lineas horizontales por cada niamero natural entre cero y ocho el eje
de las ordenas (y). Este episodio evidencia que los graficos cartesianos proporcionaron una
visualizacién que permitié llamar la atencion sobre las diferentes maneras como puede
ocurrir la variacion al interior de un intervalo, y que no siempre se puede inferir con la

determinacién de la tasa de variaciéon media.

Los resultados de este apartado muestran entonces las diferentes maneras como la tasa de
variacion aparecio en las comprensiones de las estudiantes; particularmente, se observé que
verbalizaciones como “4metros por 3segundo” no necesariamente se estan refiriendo a una
razén, sino que puede aludir a un conteo o descripcion de datos en cuyo caso seria
interpretacion estatica, puesto que no estd relacionando la manera como covarian dos
cantidades de magnitud. Se observa la necesidad de que Cristina avance hacia el
reconocimiento de la razénla fraccion y el reconocimiento de una “unidad” en la

comparacion de dichas cantidades de magnitud.

Hubo otras formas de interpretacion de la tasa de variacion, la cual esté relacionada con una
generalizacion de dicho concepto a un comportamiento “uniforme” en un intervalo a partir
de su célculo usando los extremos de éste. Se hizo necesario promover actividades en las
que las estudiantes interpretaran la tasa de variacion media como un “valor relativo”, es
decir, un dato que proporciona cierta informacion sobre la manera como covarian las
cantidades de magnitud, pero no siempre determina el comportamiento “absoluto” en el

interior del intervalo.

En la siguiente tabla, resumo las principales caracteristicas del conocimiento primitivo de

las cuatro estudiantes implicadas en este estudio:
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Cristina Estefania Marcela Alexandra
El concepto | Reconoce los simbolos que Identifica cambios en las variables Identifica cambios en las Identifica cambios en las
de variable | corresponden a las Y las representa a través de la variables y las representa a variables y las representa a través
variables una expresion operacion diferencia. Representa través de la  operacion de la operacion diferencia.
algebraica mediante simbolos, el cambio de diferencia. Reconoce que la Representa mediante simbolos, el
algunas cantidades de magnitud variacion puede ser cambio de algunas cantidades de
variables. representada por variables en magnitud variables.
que posteriormente se
relacionan a través de funciones.
Identifica las cantidades Analiza las expresiones algebraicas Establece conexiones entre Usa e interpreta la representacion
que se involucran en una Mediante valores numéricos para comportamientos de correlacion grafica para describir
situacién. Interpreta los ejes determinar  tendencias en el directa e inversa en funciones comportamientos de covariacion.
comportamiento de la funcién. con comportamientos
y los puntos de . . . Establece  conexiones  entre
Explica  algunos  hechos o proporcioanles en la misma. ) _
coordenadas. Observa . . . comportamientos de correlacion
o fendmenos a patir de la Explica algunos hechos o ) ]
Concepto de | cualitativamente la » o ] . directa e inversa en funciones con
representacion grafica de los fenomenos a patir de la
fo correlaciones entre dos . . - - comportamientos proporcioanles
funcion mismos. Analiza algunos representacion gréafica de los P prop
i i . . . en la misma. Explica algunos
variables. Describe algunas comportamientos en las funciones a  mismos. P g
; , hechos o fendmenos a patir de la
tendencias  entre  1as  través de los valores puntuales en P
. representacion grafica de los
variables. ellos.
mismos.
Usa la tasa de variacion Reconoce la tasa de variacion Determina la tasa de variacion Reconoce la tasa de variacion
constante para describir constante en las represetaciones Unicamente como el cociente de constante en relaciones lineales
Tasa de gréfica y tabular de funciones diferencias entre los extremos entre cantidades de magnitud y la
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variacion
promedio

constante

Tasa de
variacion
promedio no

constante

algunos comportamientos
entre las variables; sin
embargo, no alcanza a

determinarla cuando no se
presenta de manera

explicita en un enunciado.

No

variacién en situaciones en las

reconoce la tasa de

cuales ella varia.

lineales. Usa la tasa de variacion

constante para describir
comportamientos entre las variables
gue interviene en una situacion.
Interpreta la tasa de variacion
promedio como un resultado que da
cuenta del comportamiento global
de las cantidades de magnutud en
un intervalo. Reconoce la tasa de
variacion como la rapidez en

contextos en los cuales esta

cantidad de magnitud tiene sentido.

Reconoce que en  algunas
situaciones la tasa de variacion no
es constante y por tanto, las graficas
corresponden a funciones no

lineales.

de un intervalo. Reconoce la
tasa de variacién constante en
las represetaciones grafica y
tabular de funciones. Usa la tasa
de variacion constante para
describir comportamientos entre
las variables que interviene en
una situacion. Interpreta la tasa
de variacién promedio como un
resultado que da cuenta del
comportamiento global de las
cantidades de magnitud en un

intervalo.

No reconoce la tasa de variacién
en situaciones en las cuales ella

varia.

usa para describir algunos

comportamientos  entre  ellas.
Interpreta la tasa de variacion
promedio como un resultado que
da cuenta del comportamiento
global de las cantidades de
magnutud en un intervalo.
Reconoce la tasa de variacion
como la rapidez en contextos en
los cuales esta cantidad de

magnitud tiene sentido.

Reconoce que en algunas

situaciones la tasa de variacién no
es constante y asocia esta
caracteristica con el hecho que las
funciones no

graficas  sean

lineales.

Tabla 6. Caracteristicas del conocimiento primitivo de las estudiantes
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5.2 La comprensidn de la tasa de variacion. Unos primeros pasos en su
evolucion

En el ultimo diadlogo descrito en el apartado anterior, presenté la discusion que surgio en el
grupo frente a la manera como podria describirse la velocidad (tasa de variacion) en una
grafica cartesiana cdncava hacia abajo con extremos en los puntos (0,8) y (6,0). Dicha
pregunta exigio que las estudiantes analizaran de alguna manera las graficas. Alexandra
inicid su estudio marcando en cada uno de los ejes los puntos que representaria los nimeros
naturales entre 0 y 6 para el eje x, y entre 0 y 8 para el eje y. Partiendo de los valores
marcados sobre el eje de las ordenadas, Alexandra traz6 lineas horizontales que unen los
extremos de los intervalos con puntos de la grafica tal y como se muestran en la llustracion
15.

(6,0

llustracion 15. Comparacion entre la variacion lineal y no lineal
La pregunta reiterada del investigador por la tasa de variacion, suscitd en las estudiantes
una estimacion de los valores de x que corresponderia a cada valor de y marcado en la
gréfica. Por ejemplo, Alexandra decia “en siete estd m&s 0 menos en tres, o sea que bajo
uno en tres minutos” y luego “en seis estd mas o en cuatro punto cinco, o sea que bajé uno

’

en un minuto y medio’

En las verbalizaciones de Alexandra, pude observar que ella hace estimaciones de algunos
valores para sefialar la manera cémo se derrama el agua en el tanque, dependiendo de la
variable tiempo. Posteriormente, con la ayuda de sus comparieras, Alexandra comienza a
trazar algunas lineas paralelas y unos triangulos sobre la grafica anterior (ver Ilustracion
16) con la cual las estudiantes observaron que la tasa de variacion decrecia pero no de

manera constante.
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(6,0
llustracion 16. Procedimiento para describir la tasa de variacion en funciones no lineales

Con base en el “procedimiento”, Alexandra y Estefania encontraron en la tasa de variacion
una manera para explicar que el comportamiento de las cantidades involucradas en el
grafico no eran directamente proporcionales; sin embargo, no alcanzaron a establecer
alguna regularidad en la manera como cambia la tasa de variacion, ni relacionarla con la

grafica.

El trazo de segmentos paralelos a los ejes, la lectura de los valores en los puntos de corte y
la comparacion de dichos valores, fueron elementos que caracterizaron el procedimiento
que desarrollaron Alexandra y Estefania para intentar describir el comportamiento de la
tasa de variacion en grafico de funciones no lineales. Este procedimiento rapidamente fue
asumido también por sus otras dos compafieras, convirtiéndose en el punto de partida para
el analisis del comportamiento de la tasa de variacion. Estas acciones realizadas por
Alexandra y Estefania se observan como un intento de formarse una idea de la nocién de
tasa de variacion para en graficos de funciones no lineales, y de esta manera, también se
convierten en un primer paso en la evolucion hacia el estrato Image Making de la
comprension de la tasa de variacion conforme ha descrito por la Teoria de Pirie y Kieren.
Este primer momento, la comprension de un concepto se genera cuando se realizan
acciones (fisicas o0 mentales) con el fin de crear una idea del nuevo tema o concepto (Thom
y Pirie, 2006). Para Pirie y Kieren (1994) en este segundo estrato, el estudiante es capaz de
realizar distinciones con base en capacidades y conocimientos anteriores; como resultado,
las acciones que se realizan en este estrato involucran el desarrollo de las concesiones entre

los referentes y los simbolos.
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En el estudio de una situacion posterior, el investigador retomd el procedimiento descrito
anteriormente y fue reorientado para hacer énfasis en los triangulos que pueden construirse,
y en la interpretacion de la tasa de variacion como la razon entre dicho segmentos. Una
imagen de este procedimiento ya fue presentado en la Ilustracion 1de este documento y
discutido en Villa-Ochoa y Mesa (2009) y Villa-Ochoa (2011).

En las descripciones anteriores puede observarse que, a través la pregunta por el
comportamiento de la tasa de variacién en un grafico no lineal, las estudiantes se
comprometieron en buscar estrategias con las cuales fueron capaces de hacer distinciones
entre la tasa de variacion en funciones lineales y no lineales (Estrato IM), llegando
finalmente a la construccién de la imagen, la cual se hizo evidente cuando las estudiantes
afirmaban que la tasa de variacion en funciones no lineales no se comporta de manera
constante (Estrato IH). Segun Pirie y Kieren (1994), estas imagenes le permiten al

estudiante reconocer propiedades globales de los objetos matematicos.

A pesar de que Alexandra habia observado tipos de variacion diferente a la lineal y habia
desarrollado un procedimiento para estudiar el comportamiento de la tasa de variacion, la
nociones de proporcionalidad directa e inversa seguian emergiendo, como una manera de
describir la correlacion directa o inversa entre cantidades. En la llustracion 18(b), se
presenta de manera diagramatica la evolucion de la comprension de Alexandra en los
niveles iniciales, y particularmente, se muestra el primer folding back producido por el
“llamado” recurrente de las nociones de proporcionalidad’. Este hecho también se present6
en la primera situacion (rectdngulo inscrito) en donde el investigador sugirié a las
estudiantes que desplazaran el punto E a lo largo del lado AD del cuadrado ABCD (ver

llustracion 17).

" En el apartado 5.6 mostraré cémo en varias oportunidades, las estudiantes, en particular Alexandra, realiza
folding backs hacia nociones de la proporcionalidad.
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DjEa=

[ Primar momento
F Rectangulo inscrito

™ segundo momento

d

™ Transferir medidas a los ejes

:/ .

Elige y Mueve
Arrastrar o seleccionar abjetos (Esc)

12

@ Entrada:

llustracion 17. Momento 1 de la situacion “Rectangulo inscrito”

Partiendo de esta experimentacion, se generd el siguiente dialogo.

Investigador
Alexandra
Investigador
Simultaneamente
Cristina 'y
Alexandra
Investigador
Cristina
Investigador

¢ Cuales cantidades interviene en la situacion?
El area de las figuras, la medidas de los lados
Y ¢cudles de ellas cambian?

El area
¢Cual area?

La de adentro [refiriéndose al area del rectangulo inscrito]
Y ¢de qué depende esa area?

Simultaneamente las estudiantes respondieron a esta pregunta:

Estefania
Cristina
Alexandra
Marcela

Del punto E

De donde esté E

Del segmento [refiriéndose al segmento AE]
De E

El didlogo continud en los siguientes términos:

Investigador

Alexandra

¢ Como es esa dependencia?[hubo un momento de silencio que indicd

que las estudiantes no habian comprendido la pregunta],
Pues, ¢cémo cambian estas dos cantidades?
Cuando el segmento aumenta, el area aumenta
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Investigador : ¢Siempre aumenta?

Alexandra : Siiii,¢nooo?[el tono de la voz reflejaba duda]
Cristina @ No, solo hasta la mitad
Investigador : Y ¢qué pasa en la mitad?
Cristina : Baja de nuevo
Investigador : Entonces, ¢como es el comportamiento de esas dos cantidades?
Alexandra : Directa e inversamente proporcionales [con una de sus manos realiza un
gesto de como seria la grafica, representado una especie de “V” invertida]
Investigador : ¢Estan seguras?

Ante esta pregunta hubo un momento de silencio, ninguna de las estudiantes se atrevio
confirmar lo que decia Alexandra, pues la pregunta del profesor, les trasmitia que algo de lo
que dicha estudiante habia afirmado no era cierto. De nuevo, en este aspecto hubo un
folding back en las cuatro estudiantes, aunque en esta oportunidad fue producido por
diferentes fuentes, pues para el caso de Alexandra, este redoblado fue producto de las
“imagenes arraigadas” de la proporcionalidad como la principal manera de describir la
correlacion directa e inversa (auto-invocado, Martin, 2008) y para el caso de Marcela,
Cristina y Estefania, fue un folding back no intencional producida por un colega(Martin,
2008). La llustraciéon 18muestra el folding backexibido por las estudiantes que fue dirigido

hacia las imagenes construidas previamente sobre la proporcionalidad.
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Proporcionalidad

Estefania

Proporcionalidad

Tasa de variacion

Alexandra

Proporcionalidad

Cristina

Proporcionalidad

Tasa de variacion

. Marcela

llustracion 18. Evolucion inicial de la comprensién en los estudiantes

Ante esta situacion, el investigador propuso a las estudiantes que activaran la opcion

“transferir medidas a los ejes”. Dicha opcion representa sobre eje de las abscisas la medida

del segmento AE, en las ordenadas presenta el area, y el punto L representa el punto de

coordenadas de estos dos valores. Tal punto L deja “rastro” a medida que se desplaza el

punto E (Ver llustracion 19).
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Elige y Mueve
Arrastrar o seleccionar objetos (Esc)
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¥ Primer momento

. ¥ Rectangulo inscrito
Esta opcion o ; )
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[ Segundo momento
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I............"
| e o

llustracién 19. Transferencia de medidas a los ejes en la situacién 1

En el momento que las estudiantes observan la secuencia de puntos obtenida por el rastro
del punto L, de inmediato tanto Alexandra como Estefania afirman rotundamente que es
“una cuadratica”. Ante esta afirmacion, el investigador solicita argumentos del porqué de
una funcion cuadrética, para lo cual Cristina se apoya en la forma de la gréfica y Estefania
en el hecho que la grafica representa la funcion area y que, como tal, debe ser una
cuadratica. Ante ello, el investigador sugiere el reconocimiento de las variables y les
solicita usen el rectdngulo para determinar la expresion algebraica del area. Nociones del
teorema de Pitdgoras, variables, area, entre otros; surgieron sin ningun tipo de
inconveniente para determinar que la expresion del area esta dada por la expresion A(x) =

2x(6 — x).
Una vez confirmado que la funcion correspondia a una cuadrética, el investigador retoma la
discusion sobre la proporcionalidad, generandose el siguiente dialogo:

Investigador Entonces, ¢si es directamente proporcional?

Marcela : No,
Investigador : ¢Por qué?
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Simultaneamente, responden Marcela y Alexandra

Marcela : Porque no es lineal
Alexandra : Porque es cuadratica
Investigador : Entonces ¢cémo analizamos la tasa de variacién?
Alexandra : Con los triangulitos de la Gltima vez [refiriéndose al procedimiento

descrito en la sesion anterior]
Segun lo descrito anteriormente, las estudiantes, a pesar de encontrarse en el estrato 3 (IH),
evocaron de nuevo algunos elementos del estrato 1(Primitive Knowing). En el caso de
Alexandra, estos elementos surgen como manifestacion de un aprendizaje que la estudiante
tienen de la proporcionalidad y que se muestra como “arraigado” y como producto de una
sobre-generalizacion o extension a campos en el cual no es aplicable (Villa-Ochoa,
Jaramillo, & Esteban, 2011).

Para el caso de este folding back, el conocimiento que emergio (“arraigado” y “sobre-
generalizado” de la proporcionalidad) se mostré6 como un conocimiento limitaba la
comprension de la tasa de variacion y, por tanto, requeria ser abordado y modificado,
permitiendo asi una avance en la comprension de la nocion en mencién. Estos elementos,
confirman una vez mas lo que Cavey y Berenson (2005) puntualizan acerca de la naturaleza
compleja del proceso del folding back sefialando, que no todos los actos de redoblado son
necesariamente efectivos para la extension de la comprension matematica y que, por tanto,
la efectividad del redoblado depende tanto de la estructura del contexto como del

estudiante.

Cabe anotar que el “procedimiento de tridngulos” para estudiar el comportamiento de la
nocion de tasa de variacion, que se habia introducido con anterioridad, se desarroll6 en un
ambiente grafico. Dicho procedimiento surgié ante la necesidad de describir algunas
caracteristicas de esta nocién en funciones no lineales. En el caso del episodio descrito
anteriormente, tanto Alexandra como sus compafieras estaban estudiando algunos
comportamientos presentados entre cantidades de una situacion de movimiento particular, y
solo hasta cuando el software sugirié un ambiente grafico (no lineal), Alexandra consiguio
evocar nuevamente dicho “procedimiento de tridngulos” y revertir sus argumentos a favor

de la proporcionalidad.
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5.3 La tasa de variacion media como razon aritmética
Continuando en la situacion “rectangulo inscrito”, el investigador introdujo la herramienta
“tasa de variacién en intervalo” la cual fue disefiada de tal manera que promoviera la
comprension de las estudiantes a través de un ambiente que combinara las representaciones

graficas y numeéricas.

Herramienta:
tasa de variacion
en intervalo
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llustracion 20. Segundo momento de la situacion “rectangulo inscrito”

2

Conforme se muestra en la Ilustracion 20, la herramienta “tasa de variacion en intervalo
fue disefiada de tal manera que permitiera trazar un triangulo rectdngulo que describiera la
tasa de variacion en un intervalo dado. De igual manera, la herramienta muestra el “texto
dindmico” en el cual se registran los valores de cociente incremental a medida que se

cambian los extremos del intervalo.

Las estudiantes se comprometieron en esta actividad y consiguieron usar la herramienta
“tasa de variacion en intervalo” para determinar el valor de la tasa de variacion en tantos
intervalos como preguntas hacia el investigador; sin embargo, no alcanzaron a determinar

regularidades entre dichos valores. Estas acciones confirman nuevamente que las
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estudiantes avanzaron nuevamente hacia el estrato 2 (IM); y a su vez, condujeron a la
construccion de una imagen de la tasa de variacion como el resultado proporcionado por el
software de una division entre “valores” del area y valores respectivos del segmento; en
este sentido, las estudiantes parecian estar coordinando el movimiento del segmento en el
contexto dindmico del rectdngulo inscrito con los valores numéricos proporcionados por el
software en la expresion Tvy, (ver llustracion 21). Para ilustrar esta asercion presento el
siguiente dialogo:
Investigador : ¢Cudl es la tasa de variacién entre uno y dos?

Cristina y Alexandra : Seis
Investigador : Y ¢entre tresy cinco?

Las estudiantes comenzaron a mover los puntos en el eje x hasta ubicarlos respectivamente

en tres y cinco. A su debido tiempo las estudiantes ofrecieron la respuesta: -4

Investigador : ¢Por qué menos cuatro?
Marcela : Porque eso da la division
Investigador : ¢La division de qué?
Marcela : De lo que cambia el areay el segmento
Investigador : ¢Qué dicen ustedes?[preguntando al equipo formado por
Estefania y Alexandra]
Estefania : Pues si, de la division
Alexandra : ¢No profe?

Conforme fue confirmado posteriormente en la entrevista individual, las estudiantes no
habian alcanzado a coordinar los valores numéricos de la expresion (Tvy) con los cambios

en los segmentos del triangulo (ver llustracion 21).
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llustracion 21. No coordinacion entre los segmentos del triangulo y el registro numérico.

Con el animo de promover la identificacion de algunas regularidades para el

comportamiento de la tasa de variacion, el investigador propuso a las estudiantes comenzar

a determinar las tasas de variacion de valores cercanos a x=2; generandose asi el siguiente

dialogo:

Investigador
Estudiantes
Investigador
Estudiantes
Investigador

Cristina,
Estefania y
Alexandra

Investigador
Alexandra

Investigador

¢Cudl es la tasa de variacion entre 1y 2

Seis

JYentrel5y2?

Cinco

Ok, entonces sin usar la herramienta del GeoGebra, ¢cual seria la
tasa de variacion entre 1y 1,5?

Uno

¢Por qué uno?

Porque entre uno y dos fue 6, ahora entre uno con cinco y dos es
cinco, o0 sea que en el anterior debe ser uno... jno?

Verifiquenlo en el software

Las estudiantes usan la herramienta “tasa de variacion en intervalo” para calcular el valor

solicitado; y agregan:

Cristina
Marcela
Estefania,
Marcela 'y

iAhyyyyy no!
Da siete

¢ Por qué profe?
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Alexandra
Alexandra : ¢No deberia dar uno?
Investigador :  No sé... diganme ustedes!

En el didlogo se hace evidente como el razonamiento de tipo aditivo prevalece en las
estudiantes. Con el animo buscar alguna explicacion para ese hecho las estudiantes usaron
varias veces la herramienta “tasa de variacion en intervalo” construyendo simultdneamente
varios triangulos y sus respectivas valores de la tasa media de variacion. La llustracion
22presenta la construccion realizada por Cristina y Marcela, la cual fue tomada del software
Camtasia (Se aplicaron algunos efectos a la imagen de tal manera de no revelar la identidad
de las estudiantes).
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llustracion 22. Construccion de Cristina y Marcela en la Situacion rectangulo inscrito.

En esta oportunidad, la interaccion de las estudiantes con la herramienta “tasa de variacion
en intervalo” construida en el software GeoGebra se convirtié en una posibilidad para que
las estudiantes rompieran con esa “l0gica aditiva” y visualizaran otras maneras de concebir
este tipo de comportamientos. En la entrevista que se hizo posterior, Alexandra revelo que
el hecho de ver ese comportamiento no aditivo, le habia llamado la atencion pues era algo

en lo cual no habia pensado y para lo cual aln seguia buscando explicacion.
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Con el surgimiento de estas relaciones aditivas y el aporte del software en la visualizacion
de nuevas maneras se observa un nuevo folding back y una nueva evolucion hacia el estrato

3 (IH) de la comprension de la tasa de variacion.

5.4 Refinamiento de una imagen
Continuando con el desarrollo de la actividad “rectingulo inscrito”, el investigador
promovid un didlogo en el cual las estudiantes usaban la herramienta “tasa de variacion en
intervalo” para calcular la tasa de variacion media en intervalos cada vez pequefios y
cercanos a x=2. En este aspecto, la herramienta zoom del software junto a la pregunta
“ccudl es la tasa de variacion entre...?” se convirtieron en un motor que impulséd la
consolidacion de un vinculo entre la imagen de la tasa de variacion como una razén
aritmética y los extremos del intervalo sobre el cual se calculaba. Dicho vinculo parecid
emerger como una generalizacidon que las estudiantes hicieron de su experiencia en el uso
intensificado de la herramienta “fasa de variacion en intervalo” pues, conforme lo descrito
anteriormente, la herramienta proporcionaba la tasa de variacion dados los extremos de un
intervalo y; por tanto, las estudiantes parecieron vincular la existencia de la tasa de

variacion solo a los extremos de un intervalo.

La evocacién de esta imagen se presentaba recurrentemente cuando el investigador
preguntaba por la tasa de variacion en un punto (tasa de variacion instantanea). Por
ejemplo, cuando el investigador preguntaba por la tasa de variacion en x=2, las estudiantes
ofrecian respuestas como: “de dos a qué?”, “entre dos y quién mas?”. El siguiente

diagrama pretende ilustrar esta evolucidn de la comprension al interior del estrato 3 (IH).

llustracion 23. “Refinamiento” de la imagen razdn aritmética de la tasa de variacion
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5.5 Hacia la nocion de tasa de variacion instantanea
En el desarrollo de la situacién rectangulo inscrito surge un dialogo en cual el investigador
cuestiona a las estudiantes por el valor de la tasa de variacion en los intervalos [1,5, 2], [1,7,
2], [1,9, 2], [1,99, 2], Marcela y Cristina expresaron que la tasa de variacion en cada

intervalo decrecia, tal y como se muestra en el siguiente dialogo:

Investigador : ¢COmo se esta comportando ese resultado?
Cristina : Baja
Marcela : Decrece, ;no? [Simultaneamente]
Investigador : ¢Hasta donde decrece?
Estefania : Hasta uno
Investigador : ¢Seguras?

Las estudiantes contindan usando la herramienta “tasa de variacion en intervalo” para
calcular los valores de la tasa en intervalos cada vez méas pequefios (con 2 en el extremo
derecho del intervalo). El investigador preguntd de nuevo: ¢seguras que decrece hasta cero?
A lo que las Cristina y Estefania respondieron con gestos que indicaban su respuesta
negativa. Seguidamente el profesor preguntd: ¢Entonces, cudl es el valor al que nos
acercamos cuando el punto se acerca a 2? Simultaneamente las cuatro estudiantes
respondieron “cuatro”. Este hecho se convierte en evidencia de la presencia de una imagen
del concepto de limite, el cual fue observado como “tendencia”; sin embargo, un “choque
conceptual” se produjo cuando Marcela superpuso los puntos en el dominio y observéo que
en el texto dinamico el valor de la tasa de variacion se no se presentaba y, en su lugar, solo
aparecia un interrogante (llustracion 24). Este hecho propicié en Marcela la creacién de una
imagen del limite como “una tendencia” el cual adquiria un estatus de “supuesto” pero no

de “existencia”. Para ilustrar este hecho, transcribo el siguiente didlogo:

Investigador : Entones, ¢cudl es la tasa de tasa de variacién en 2?
Marcela : No existe!
Investigador : ¢Por qué no existe?
Marcela : Porque cero sobre cero no existe!
Estefania : Esindeterminado!
Investigador : Y entonces, ¢qué significa ese cuatro que encontraron?
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Marcela

[refiriéndose al valor del limite inferido por medio de la
aproximacion]

Pero dijimos que daba cuatro porgue nos aproximabamos, pero no
es cuatro, porque en dos se anula.

Las demas compafieras se limitaron a escuchar y observar la pantalla del computador

evidenciado una act

itud de extrafieza.
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superpuestos

. Estrategia para el calculo de la tasa de variacion instantanea realizada por Marcela

Para profundizar en la manera cémo las estudiantes estaban interpretando el concepto de

limite, se propuso una entrevista individual con cada una de las participantes la cual se

realizd en una sesion posterior. En dicha entrevista, el investigador retoma la experiencia de

calculo del limite de la situacion “rectangulo inscrito”; en el caso de Marcela se presenta el

siguiente dialogo:
Investigador

Marcela
Investigador
[*IMarcela
Investigador
Marcela
Investigador

Marcela
Investigador
Marcela

Entonces vamos nuevamente a mirar aqui la pregunta que de la situacion de
la clase pasada. ¢Cuanto fue que nos dio en 2?

En dos?...

La variable en 2, exactamente en 2

De 2 a...[evocd nuevamente la imagen de la tasa de variacion media]
No, en 2!

Ahhhhh, en 2!

Esa fue la pregunta que... [Marcela de inmediato respondi6 dejando el
comentario del investigador inconcluso]

Ahh, en 2 daba infinito, daba indeterminado

¢Daba indeterminado?

Pues, cuando yo lo pongo directo,... Los dos puntos en 2.
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Investigador :  wjum...Daba indeterminado ; por qué era que te daba indeterminado?

[**]Marcela :  Porque.... Porque por estas restas daba 0 sobre 0. Porque cuando el drea
estd,..., el area es,..., porque cuando el segmento esta en 2, el area es 16 y si
lo vamos a comparar, pues, si...no me acuerdo![silencio]Daba
indeterminada, porque este segmento....[sefialando el segmento variable del
cuadrado. Hay un momento de silencio]

Se observa en la linea marcada con [*] en el dialogo anterior como Marcela, a pesar de
haber usado la nocion de limite como tendencia, evoca nuevamente la imagen de la tasa de
variacion en intervalo tal y como fue descrito en el apartado anterior. En la linea marcada
con [**] Marcela evidencia a través de sus dos momentos de silencio, que no alcanza a
determinar argumentos para justificar, desde el contexto del rectangulo inscrito, por qué la
tasa de variacion en dicho punto es “indeterminada”. Continuando con el diadlogo, el
investigador le dice a la estudiante “O sea que yo no puedo decir ¢como cambid el area
cuando cambio el segmento?”, a lo cual la estudiante responde: “N0000 pues el area es 16,

puede decir eso, pero no lo puedo comparar con otro punto”

Las respuesta de Marcela, muestran que para evolucionar en la comprension de la tasa de
variacién media a la tasa de variacion instantanea, se hace necesario superar la imagen de

asociada a los extremos de un intervalo.

La nocion de limite, que la estudiante habia desarrollado en sus cursos de calculo
diferencial, parece ubicarse en el estrato 3 Image Having (IH) de la Teoria de Pirie y
Kieren, pues imagenes las imagenes como “tendencia” no parecian haber sido superadas a
pesar de tener un excelente desempefio algebraico para el calculo de los mismos. Otras
imagenes de la nocion de limite “valor supuesto” 0 “tendencia sin llegar” se hacen

evidentes en el siguiente dialogo:

Investigador :  Ante la pregunta nuevamente, ¢Cuanto cambia exactamente cuando
yo llego a dos? ¢ Cual era la respuesta?
Marcela :  Cuatro
Investigador :  Pero hace un momentico me dijiste que era indeterminado? ¢Qué era
lo que pasaba ahi, entonces?
Marcela : ¢Cdomo asi que qué pasaba? ¢Por que acd no puede aparecer cuatro
exacto? O ¢que?
Investigador :  No,¢ por qué me dijiste que indeterminado ahorita?
Marcela :  Porque....
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Investigador

Marcela
Investigador
Marcela

Investigador
Marcela

Yo te pregunté cuanto daba en dos, y me contestaste: da
indeterminado,

¢(ENn 2?2

Y aqui me estas diciendo que da 4

Pues, 0 sea, ese cuatro lo sacamos como de suponer porque cada vez
se va acercando, se va a cercando, se va acercando pero no puede
tocar al dos.

Y entonces eso ¢Qué es?

Una asintota[una discusion para aclarar este término fue necesaria]

En los casos de Marcela y Alexandra se evidencia cierta resistencia a aceptar la

“existencia” de la tasa de variacion instantanea. El caso de Estefania, no fue la excepcion;

el siguiente didlogo se convierte en evidencia de este hecho.

Investigador

Estefania
Investigador
Estefania

Estefania
Investigador
Estefania

Investigador
Estefania

Bueno Estefania, ahi me estas diciendo que entre 1,003 y 2 esta
cambiando a esto, 5.994. Pero la pregunta inicial era, ¢Cuanto
cambia en dos?

En dos solito [aparece la imagen de la tasa de variacion en intervalo]
En dos solito, exactamente!

Corramos el punto [mueve el extremo izquierdo del intervalo, como
se muestra en la llustracién 25, al observar la ecuacion exclama lo que
se presenta en la siguiente linea.]

Haaa!, no crece! [lo dice con tono de voz agraciado]

[con una carcajada] ¢No crece? ¢ Por qué no crece?

Porque da cero!, porque se supone que el crecimiento da por la
pendiente, y ahi no hay pendiente. Pero, jahi si hay pendiente!
¢Entonces?

Uhmm, no sé.

Después de pensar un momento ella dice:

Estefania

No sé, porque es que por aca si crece [sefialando los puntos a la
izquierda de dos] y por acé también [sefialando los puntos ala derecha
de dos]

A pesar que se hizo nuevamente la aproximacion de los puntos, continuaba en la estudiante

la idea de que la tasa de variacion “no existe” en dos.
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llustracion 25. Manera como Estefania calcula la tasa de variacion instantanea

Se observa en Cristina que, a través de la mediacién del software, alcanzd identificar la
nocion de limite como una tendencia, pero al igual que sus comparfieras, solo observo el
valor del limite como una inferencia o una suposicion, lo cual fue confirmado de igual

manera en la entrevista.

Como se puede observar, la construccion de la tasa de variacion instantanea evoco ciertas
imagenes de la nocion de limite, mostrando una comprensiéon muy basica de dicho

concepto.

Con excepcion de Alexandra, las deméas estudiantes encontraron en la aproximacion
numérica, la Gnica manera para calcular el limite, aun cuando la expresion algebraica
hubiera sido encontrada en una sesion anterior. Alexandra por su parte, dijo que “por medio
de la ecuacion” ella podria calcular el limite sin necesidad de usar las aproximaciones del

computador.

Con Marcela, Estefania y Cristina se hizo necesario promover un folding back hacia la
nocion de variable; para ello, el investigador, en cada entrevista, comprometié a las

estudiantes con el movimiento del punto izquierdo acercandose al punto ubicado en x=2 y

Ay _fO-@

observando las coordenadas que en la ecuacion Tv,, = = (=2 A través de
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preguntas;¢qué varia en la ecuacion a medida que acerco el punto hacia dos?, ¢qué
permanece constante?, ;COomo representar esos valores variables?, etc. Las estudiantes
fueron tomando consciencia de como la nocion de variable sugeria el uso de la funcion

f(x)= 2x(6-x) para reemplazarse en la ecuacion de Tvp,.

Con excepcidn de Cristina (que no tenia ningin conocimiento previo del calculo) todas las

demas estudiantes realizaron, sin ningun inconveniente, los procedimientos algebraicos

2x(6—x)—16
x—=2

para determinar que lim,_,, = 4.

Sin embargo, se pudo observar, s6lo en Marcela y Estefania, una evolucion hacia el estrato
4 (PN) de la nocién de limite. Para el caso de Alexandra, ese procedimiento so6lo tiene
sentido para observar una manera de determinar el valor del limite; pero dicho valor, aun

sigue siendo un supuesto.

El siguiente didlogo se presenta entre el investigador y Alexandra cuando discuten sobre la

tendencia del &rea hacia cuatro, cuando el segmento se acerca a dos:

Investigador

Alexandra
Investigador

Alexandra
Investigador

Alexandra

Investigador
Alexandra

Investigador
Alexandra

Investigador

Alexandra
Investigador

[Esto] significa, que si me acerco otro tricito [pedacito]a dos, ya la
rapidez seria de 4. 004, o sea el cambio con respecto al otro. Cierto?
Ujum [sonido confirmativo]

Y que cuando me acerco otro [poco]; cuando paso por ahi; cuando el
segmento pase por 2 ¢seria cuanto el limite?

Seria cero

&Y por qué cero?

Porque ahi estoy evaluando el &rea en el punto 2, pues, los dos puntos
estan en 2

¢pero yo si estoy evaluando?

No, estd midiendo la... seria como...[no completa sus ideas y evidencia
dudas en sus razonamientos]

¢ Yo necesito reemplazar para poder saber si me da 4?

Si, pero si uno reemplaza no te da 4. Da cero. Porque seria restar,
arriba seria restar... 16 menos 16 y da cero; y abajo estariamos
evaluando el punto... Y también me da cero porque es 2 menos 2. Y eso
me daria indeterminado.

Y cuando yo reemplazo el 2, ...,, y en el otro también remplazo en 2 ¢si
estoy encontrando esa tendencia? ¢0 estoy encontrando el “valor
exacto ” ahi?

Yo creo que la tendencia

¢Si es la tendencia? ¢ Por qué la tendencia?
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Alexandra : Yo creo que es la tendencia porque es hacia donde se va acercando,
hacia qué namero va llegando cuando te estas acercando al 2.
Investigador : Y entonces para poderme acercar ¢tengo que montarlo encima?
Alexandra :  No, no necesariamente. Muy muy cerquita muy cerquita puede ser 1.
9999 y también acercarse con 2.0001 y ahi se va produciendo la
tendencia, o sea nimeros muy cercanosy no tiene que ser el nimero
exacto,¢, no?
Investigador :  Ujum. Ok Alexandra.

Conforme he mostrado hasta aca, en la compresién de la nocion de tasa de variacion
instantanea, las estudiantes registraron un folding back, el cual consistio en evocar algunas
imagenes de la nocidn de limite, lo que al mismo tiempo, exigi6é un folding back hacia la
nociones de variable y funcién. En la llustracion 26,se representa de manera diagramatica

la evolucion de la comprensidn en cada estudiante hasta este momento.

Tasa de variacién

a. Marcela b. Estefania
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iable y funcién

Limite

A

Vari
N
A

Tasa de variacion

c. Cristina d. Alexandra

llustracion 26. Folding back hacia las nociones de variable, funcion y limite

5.6 Nociones “arraigadas” de la proporcionalidad directa. Un factor
desencadenador de folding backs

Posterior a la entrevista, las estudiantes se comprometieron en el desarrollo de una
actividad en la cual, a través del software Modellus, se simulaba el movimiento de un
vehiculo, obedeciendo a la misma ecuacion usada en la en la situacion del triangulo

inscrito.

Las estudiantes se comprometieron con la simulacion y rapidamente encontraron algunas
relaciones entre los elementos que alli se implicaban. Después de explorar el movimiento,

el investigador pregunta:

Investigador :  ¢Qué pasa con la gréafica cuando se devuelve? [refiriéndose a movil
mostrado en la simulacion],
Estefania :  Comienza a decrecer
Investigador :  En el momento que el carro para [se detiene], ¢Qué puedo decir ahi?
Estefania :  Que su velocidad es cero.
Investigador :  ¢Si? ¢Si estamos de acuerdo? [preguntando al resto del grupo]
Marcelay :  Siiii,
Cristina
Estefania :  Se supone que la tasa de crecimiento es la tangente y la tangente en
ese punto es cero, o0 sea que la velocidad en ese punto si seria cero.
Investigador :  Entonces, ¢cual seria la tasa de crecimiento en dos?
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En ese momento, las estudiantes responden simultdneamente con cierto tono de asombro en
su voz ¢en dos? Y de inmediato se acercan a la pantalla del computador evidenciando mas

aun una actitud de estar cuestionadas.

En ese momento, Alexandra le dice a Estefania: “mirdlo ahi!” Estefania de inmediato se da
a la tarea de hacer un movimiento con el cursor del mouse que da cuenta del triangulo
trabajado en las sesiones anteriores para estudiar la tasa de variacion. La llustracion 27(a)
muestra una secuencia de imagenes que describen el movimiento realizado por las
estudiantes, asi mismo, la llustracion 27 (b) presenta un resumen dicho movimiento. Dicho

movimiento fue realizado por las estudiantes tres veces.

(a) (b)

llustracién 27. Secuencia de movimientos realizados por Estefania y Alexandra

Sin embargo, la presencia de esta imagen en las estudiantes, no fue suficiente para que
usaran la herramienta “tridngulo incremental” para calcular la tasa de variacion, semejante
a como se habia realizado en la sesion anterior. Contrario a ello, emergid de nuevo aspectos

asociados a la proporcionalidad. El siguiente dialogo presenta evidencia de este hecho:

Investigador :  ¢Qué es la velocidad?
Alexandra :  Lavelocidad...
Marcela : Ladistancia sobre el tiempo
Alexandra :  distancia sobre el tiempo
Investigador :  ¢Tendra algo que ver con la razén de cambio?
Estefania : ¢La distancia? Siiii
Marcela : (Qué? ¢La distancia?
Investigador :  Siiii [también hace un gesto afirmativo con la cabeza]
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Alexandra :  No, la distancia no creo que influya mucho!
Investigador :  Pueden también usar la tabla!

En ese momento, Alexandra y Estefania comenzaron a animar en la pantalla del
computador “paso a paso” el trayecto del vehiculo, y observaron los valores de la tabla que
ofrece el software. En este instante, el investigador pregunta a las estudiantes cual seria la
velocidad en t=2; las estudiantes inicialmente leen los valores de la grafica y responde 16,
lo que da cuenta que ellas atn no han alcanzado abstraer la relacion tasa de variacion de la
grafica, pues dicha cantidad no se observa directamente en la grafica. El siguiente dialogo

se convierte en evidencia de este hecho:

Investigador :  En el momento en que el tiempo es dos, ¢Cual es la velocidad?
Alexandra :  Essss....
Estefania :  Tiempo 2 segundos la velocidad es 16
Investigador : ¢16? O a una distancia 16?
Alexandra :  Noo, el tiempo es 16
Marcela : 16...
Cristina : Noooo
Estefania :  El tiempo son 2 segundo y la distancia es 16
Marcela : Ladistanciaes 16.
Alexandra 'y
Marcela : Lavelocidad es 16
simultdneamente
Marcela : Lavelocidad es 16 en 2 segundos

Seguidamente se desencadend una discusion sobre la ecuacion de la velocidad,
concluyendo que es “distancia sobre tiempo” de esa manera leyeron los datos de la tabla y
calcularon que la velocidad era “8 cm/seg” obtenido del cociente entre 16 y 2. EI
investigador cuestiond de nuevo este resultado, pero las estudiantes, en su conjunto, se

mostraban muy seguras de ese resultado.

Es posible observar que nuevamente emergen imagenes previas de la proporcionalidad,
pues las estudiantes, a pesar de observar que la velocidad no es constante, siguen
estableciéndola como la razdn entre la distancia y el tiempo, y no como la razon entre los
cambios entre ellas. Este hecho constituye mayor evidencia que confirma una vez mas los
planteamientos de Villa-Ochoa et al. (2011, p. 10) cuando sefialan que “existen estudiantes

en los cuales hay aspectos ‘arraigados’y que se muestran como producto de una sobre-

121



generalizacion de las propiedades de la proporcionalidad”, en este caso, de la

proporcionalidad directa.

Ante este hecho, como investigador propuse a las estudiantes realizar un cambio en la
ecuacion que se estaba trabajando y convertirla en una ecuacion lineal, de esa manera las
estudiantes pudieron observar que el vehiculo “se fite a velocidad constante”, y calcularon
la velocidad en este caso. Una imagen de la animacion obtenida por una de las parejas de

las estudiantes se puede observar en la llustracion 28.

llustracion 28. Movimiento de un vehiculo usando el software Modellus.

En el momento que las estudiantes observaron que el movimiento del vehiculo era

constante, el investigador pregunt6 por la velocidad en ese caso, presentandose el siguiente

didlogo.
Investigador :  Entonces, ¢a qué velocidad va ahi?
Alexandra : Ahora si aplicariamos la [simultineamente Cristina dice “la
formula”] la formula! Y diriamos que, [risas], en un segundo son...
Marcela : 10 metros por segundo?
Investigador :  ¢Entodo momento?
Marcela : Si
Investigador : ¢ Por qué si?
Alexandra :  Noooo, ¢Si es diez? [simultdineamente Marcela responde: porque es
constante]
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El anterior dialogo muestra como Marcela, una vez mas, establece que la tasa de variacion
constante supone un movimiento uniforme y, aunque ella no encontro el valor preciso de
dicha velocidad, si establecid diferencia este movimiento uniforme y el acelerado cuando la
tasa de variacion es o no constante. Esta diferenciacion permite sefialar que Marcela
evolucioné hacia el estrato de Property Noticing (PN) en la comprension de la
proporcionalidad directa; ya que, segun Pirie y Kieren (1994), una vez que el estudiante
haya construido varias imagenes, puede examinarlas, establecer conexiones y distinciones

entre ellas.

A pesar que Marcela habia alcanzado el estadio de PN, este no fue el caso de las demas
compafieras, y contrariamente continuaba la duda y hubo la necesidad de seguir con la

exploracion del software identificar las regularidades en los valores de la tabla.

Ante la duda de las estudiantes, Estefania fue a su cuaderno para buscar informacion, el
investigador le preguntd “Estefania, ;jqué estds haciendo?” a lo que ella respondid
“buscando en el cuaderno de calculo” y posteriormente agregd “la férmula de la velocidad
instantanea”. Sin embargo, en el analisis del video se observa que tanto Estefania como
Alexandra se comprometen con la identificacion de como la derivada podria ayudarla a
calcular la velocidad instantanea, pero el s6lo analisis no fue suficiente para extrapolar
hacia la identificacion de la velocidad en la funcion cuadratica con la que se habia
comenzando la situacion;, y, rapidamente, se dejaron influenciar por las otras comparfieras
en el célculo de la velocidad a través del analisis de los valores de la tabla obteniendo que
la velocidad era de —2 /. Se infiere que este intento de folding back autoinvocado no
fue efectivo (Martin L. , 2008), pues rapidamente fue abandonado por la estudiante (ver

linea punteada en la llustracion 31(b))

Adicionalmente, con esta experiencia las estudiantes identificaron que la ecuacion
“distancia sobre tiempo” se desprende del hecho que la velocidad es constante. De igual
modo, que dicha ecuacion no podria ser usada en el caso inicial (cuya ecuacion de posicion
es 2t(6-t) ya que la velocidad alli variaba). Este hecho puede observarse cuando el
investigador pregunta: “En este problema,[refiriéndose al movimiento uniforme del
vehiculo] ¢valdria la ecuacion que tenemos de distancia sobre tiempo? ” y las estudiantes

responden simultdneamente:
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Cristina :  Siiil

Alexandra :  Claro que si!, la velocidad es constante [manejando un tono de voz
como si fuera obvio]
Marcela :  Esconstante
Estefania :  Si, es constante

El didlogo continuar en los siguientes términos:

Investigador : Y ¢en el otro entonces?[refiriéndose al movimiento acelerado que se
produjo al simular la ecuacién 2t(6-t)]
Alexandray :  Nooo,
Estefania
Alexandra :  Porque no es constante!

Basado en estos episodios es posible sefialar que en el proceso de comprensién de las
estudiantes realizaron diferentes folding backs hacia nociones de la proporcionalidad y, una
vez alli, su comprension evolucioné hacia el estrato de Property Noticing de tales nociones

(ver llustracién 31).

Segin he mencionado en los parrafos anteriores, la presencia de ciertas imagenes
arraigadas de la proporcionalidad fueron desencadenadoras de folding back; este hecho
permite observar un factor adicional a los reportados por Martin (2008) como fuentes de
folding back. En la siguiente ilustracion se ubica este factor como un complementa el

aporte de Martin (2008) en la teoria de Pirie y Kieren.

What is the source of the intervention?
Sell ‘ Peer Matenal Teacher

itmagenes

arraigadas

La imagen de la linealidad estuvo presente en todos los momentos del desarrollo del
modulo de ensefianza; sin embargo en las Gltimas situaciones no se mostrO como una

“limitante” de la comprension sino como una informaciéon que en caso de obtenerse

124



permitiria abordar con mayor propiedad la situacion. Particularmente en la situacién final
“descarga de un archivo” las cuatro estudiantes evocaron dichas imagenes pero en esta
oportunidad como una posibilidad de ofrecer una respuesta mas acertada a las para
responder a la pregunta sobre la cantidad de archivo descargado. En el siguiente dialogo,

marcela y Cristina hacen explicito este hecho:

Investigador :  ¢Cudl seria la cantidad de archivo descargado?
Marcela : No se puede saber

Investigador :  ¢Por qué?

Marcela : Porque no es constante

Investigador :  ¢No es constante qué?

Cristina . Lavelocidad

Este episodio presenta algunos aspectos fundamentales que son precisos de resaltar:

- El surgimiento de nociones asociadas a la proporcionalidad, extrapoladas a
contextos donde no son aplicables.

- El papel que desempefid el software Modellus en la (re) construccion de algunas
imagenes asociadas a la proporcionalidad directa en un contexto dindmico.

- El “intento” de folding back que Estefania hizo con respecto a algunas
aplicaciones del concepto de derivada y que, a pesar de haber involucrado a
Alexandra, finalmente no se consolidd en un avance hacia la comprension de la
tasa de variacion como un limite.

- El reconocimiento de la necesidad de buscar una manera diferente de analizar la

velocidad cuando no es constante.

En este Gltimo aspecto el papel del software Modellus fue trascendental para promover la
evolucidén de la comprension de la tasa de variacion instantanea como un limite, ese hecho

sera abordado en el siguiente apartado.
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5.7 Los estadios Property Noticing (PK) y Formalising (F) en la comprension
de la tasa de variacion

Después que las estudiantes reconocieron las cantidades que intervenian en el movimiento
del vehiculo, el investigador promovié un espacio en el que buscd que las estudiantes
comparan los elementos de las situaciones: “rectangulo inscrito” y “movimiento de un
vehiculo”; y a partir de tal comparacion, pudieran identificar algunas relaciones entre ellas.
Los hallazgos en este aspecto muestran que, a pesar de que en ambos casos se abordé la
misma funcion y se hizo un anélisis de la tasa de variacién de forma semejantes, las
estudiantes no hicieron una “transferencia automatica” de las caracteristicas de un problema
a otro; asi por ejemplo, al preguntarles por lo que significaba la cantidad A (area del
rectangulo inscrito) en la situacion N°1 y X en la simulacion del movimiento del vehiculo,
ellas no conseguian identificar la misma variables para ambos contextos. Intentando hacer
una analogia entre ambos contexto, Estefania afirma que: “en el problema, mientras crece
el segmento el &rea crecia o disminuia” y estuvo de acuerdo cuando el investigador sefialo

que el comportamiento de las cantidades era semejante en ambos casos.

Investigador

Lo que alla era el segmento [refiriéndose a la situacion N°1] ;que es

aqui?
Estefania La distancia
Alexandra El...[interrumpe Marcela y dice que el movimiento del carro]
movimiento del carro
Cristina El movimiento del carro
Investigador El movimiento del carro...;Seguras?
Estefania y Si!
Alexandra
Investigador Y lo que all& era el area, ¢qué es aqui?
Estefania y La velocidad
Alexandra
Investigador Seguras
Cristina La distancia
Alexandra A mi me parece que es la velocidad, ¢no?

En vista que la respuesta de Cristina estaba en coherencia con los dos valores, se le

cuestion6 sobre el porqué de su respuesta; pero no dio justificacion alguna. Ante este

panorama, el investigador escribio en el tablero las ecuaciones:
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A=2x(6—-x) X=2t(6—-1)
para la situacion N°1. Rectangulo inscrito para la situacion de movimiento del

vehiculo

El investigador cuestiond de nuevo, ¢Son iguales estas ecuaciones? A lo que
simultdneamente las estudiantes respondieron: “si”. Y partiendo de la comparacion entre A
y X; x y t, ellas, con excepcion de Cristina, lograron concluir que:

El incremento de A sobre incremento de X, [en la situacion “rectangulo inscrito”]
es andloga a “triangulito [incremento] de x sobre incremento de t”.

Simultaneamente el investigador escribio en el tablero la ecuacion AA—f.
Ante esta respuesta, mientras el investigador sefialaba el cociente incremental escrito en el
tablero, preguntd: ¢qué seria el cambio de la distancia con respecto al cambio del tiempo?
A lo que simultineamente, Alexandra y Marcela respondieron: “la velocidad”.
Nuevamente el investigador replica ¢Qué es la velocidad? Y Marcela responde: “la
relacion entre la velocidad y el tiempo”; Alexandra complementa diciendo “la variacion de

’

la distancia con respecto a la variacion del tiempo”.

Las evidencias presentadas en este apartado, muestran que tanto Estefania, como Alexandra
y Marcela establecieron conexiones entre las imagenes construidas en las dos situaciones,
lo cual da cuenta que estas estudiantes alcanzaron el estrato 4 (PN), y, como Pirie y Kieren
sefialan, la diferencia entre Image Having y Property Noticing es la habilidad para resaltar

una conexion entre imagenes y explicar el método para verificar la conexién.

Tal y como habia mencionado en los apartados anteriores, aunque en la situacion:
“rectangulo inscrito” las estudiantes reconocieron la nocidon de limite como una tendencia,
ellas no consiguieron aceptar su existencia, en parte, por el valor de 0/0 que se presenta en
el momento. En este aspecto, la simulacién del movimiento de un vehiculo, a través del
software Modellus, se mostr6 como un elemento fundamental para la que las estudiantes

consiguieran aceptar la existencia de dicho limite.

Para iniciar en el reconocimiento de la tasa variacion instantanea, el investigador formula la
pregunta: ¢Cual es la velocidad en dos? Y, aunque se esperaba que las estudiantes

respondiera de inmediato “cuatro”, fueron diversas las aproximaciones en cada una de
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ellas, por ejemplo: Estefania se mostro pensativa y respondio “16” mostrando asi que
estaba focalizada en la posicion y no en la velocidad. Por su parte Alexandra, sefialo que
era necesario hacer los calculos nuevamente con los triangulitos o sacar el limite; después
de unos segundos, la estudiante dice con sorpresa, “ey, no seria también cuatro”; ante esto
el investigador pregunta: ¢;Porqué cuatro? Y de inmediato, Estefania y Marcela
argumentaron que porque era la misma ecuacion y la misma tendencia. Esto se convierte en
evidencia de un movimiento de la comprension al interior del estadio PN, pues las
estudiantes llegan a la conclusién que:
En la situacion N°1, cuando x (el segmento) se acercaba a dos, cociente
incremental del &rea con respecto al segmento se acercaba a cuatro. Es analogo a

que, en la situacidn actual, cuando el tiempo se acerca a dos, la velocidad se acerca
a cuatro.

En este momento, el profesor les recordd a las estudiantes que en la sesién anterior, ellas
afirmaban que la tasa de variacion cerca de dos era cuatro, pero que exactamente en dos,
ellas decian que no existia porque les daba cero sobre cero. En este momento, el
investigador retoma la analogia del problema del movimiento del vehiculo y genera el

siguiente dialogo:

Investigador : Yo puedo preguntar: ¢;cual es la velocidad que lleva el carro en
dos?
Alexandra : Si

Ante el silencio de las otras tres compafieras, el investigador simula con su cuerpo el

movimiento del vehiculo, cuenta el tiempo y para cuando dice “dos”. Luego pregunta:

Investigador :  Exactamente en dos, ¢Cual es la velocidad?
Simultaneamente
Marcelay : Ocho [mientras sus compaferas responden, Estefania se muestra
Alexandra preocupada, y pensando]
responde
Investigador :  ¢Por qué ocho?
Marcela : Porque son 16 centimetros digamos, en 2 segundos![Estefania
sigue en la actitud pensativa]
Investigador :  ¢Pero ahi no tendriamos un supuesto?
Marcela :  Pero, ¢usted no nos lo esta preguntando en ese punto?
Investigador :  Si, les estoy preguntando por la velocidad exactamente en dos!
Estefania : jCuatro! [La estudiante rompi6 su silencio y ofrecid esta respuesta
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con ahinco ]

Alexandra :  ¢Siseria cuatro?
Investigador :  ¢Por qué cuatro?
Estefania : Nosé

Nuevamente, se observa que tanto en Marcela como en Alexandra evocaron imagenes de la
relacion de proporcionalidad directa entre la posicion y el tiempo, la cual fue revisada una

vez que el investigador afirmo que eso implicaba un supuesto.

Unos segundos después de dialogo anterior, Alexandra tuvo ciertos insight que fueron
evidenciados en el tono enérgico con el que verbalizd “si, es que es la tendencia”. Y
argumento en el acercamiento por medio de intervalos. Sin embargo, Marcela no alcanz6 a
entender lo que Alexandra afirmé y replicd: ¢O sea que es cuatro? ¢Siempre va a ser
cuatro? A lo que Alexandra le contestd: “Cuando se acerca a dos, es cuatro, ya en otro

punto seria otro valor”.

Para apoyar las conclusiones de Alexandra, el investigador propuso que analizar la el

cociente incremental a través del software y registrar su comportamiento en la tabla (ver

llustracion 29).

tasa de variacion

llustracion 29. Tasa de variacion en el software Modellus
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Esta experiencia con el software, fue determinante para que las estudiantes, en particular

Marcela y Cristina, pudieran visualizar nuevamente la tendencia de la velocidad en el

tiempo: 2 segundos (ver llustracion 30).

Tabla =
or | O Oy

14,62 1.70 5.40[ ]
51 180 E.00|
1558 130 4.60
16.00 2.00 4,20
16.38 2.10 S0
16.72 2.20 5,40
17.02 2.30 o0[
17.28 2.40 2.60
17.50 2.50 2.20
17.68 260 1.80
17.82 2,70 140
17.92 2.80 1.00
17.98 290 0.60
18.00 3.00 0.20] w

llustracion 30. Tabla de la tasa de variacién en el software Modellus.

En el trabajo a seguir, se verifican algunos valores cercanos a t=2, y como la tasa de

variacion esta cada vez mas cerca de cuatro, confirmando asi lo que se presenta en la tabla

de valores.

Nuevamente, la imagen del limite como una tendencia aparecié cuando las estudiantes

verbalizaron: “mientras mds me acerco a dos, la velocidad estda mas cerca de cuatro”;

Pero en esta oportunidad, la pregunta por la velocidad en dos, ofrecia como respuesta

cuatro, contrario a lo que acontecia en el mismo caso, en la situacion “rectangulo inscrito”

cuando ante la misma pregunta, las estudiantes respondia: “no existe”. El siguiente dialogo

se convierte en evidencia de este hecho:

Investigador

Estudiantes
Investigador
Alexandra,
Marcela, y
Estefania
Investigador
Estefania y

Cuando el tiempo esta cerquita de dos, la velocidad va estar
cerquita de:

Cuatro

Y exactamente en dos, ¢Cual va a ser la velocidad?

Cuatro

¢ Tiene sentido hablar de cuatro?
Si.
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Alexandra

Investigador Hay algun problema si yo, con GeoGebra montara [superpusiera]
el punto y me diera cero sobre cero?
Estefania : No!
Alexandra : No, porque se puede calcular por limites!
Estefania : Se pueda hallar por limites.

En este punto, el investigador hace la reflexion con las estudiantes sobre “su resistencia a
aceptar la existencia del limite, y que para ellas solo era una suposicion”. Ante lo cual las
estudiantes sefialaron que “seria como decir que en dos, el carro no tendria velocidad” y

es claro que si la tiene.

Es evidente en estos episodios que las estudiantes Alexandra, Estefania y Marcela,
consiguieron abstraer la existencia del limite, a partir de la abstraccién de diferentes
imagenes de la tasa de variacion media. Este tipo de abstracciones les permitié a las

estudiantes reconocer la propiedad:

TVinstantinea = lim —

Superar la idea de limite como un “supuesto”, para reconocerlo como un valor numérico
que existe y que da cuenta de la tasa de variacion instantdnea, permite ubicar a las
estudiante en el estrato de formalising (F), ya que, en palabras de Pirie y Kieren, en este
estrato, el estudiante es capaz de conocer las propiedades para abstraer caracteristicas
comunes de clases de imagenes. Segun estos investigadores, el lenguaje usado para
describir un concepto no tiene que ser un lenguaje matematico formal; sin embargo, las
descripciones generales suministradas por los estudiantes deben ser equivalentes a la

definicién matematica apropiada.

En la superacion de la imagen de limite como “supuesto” hubo al menos dos aspectos que

vale la pena reconocer y discutir, a saber:

e El uso de una cantidad de magnitud como la velocidad para interpretar la tasa de
variacion (desde el contexto de la fisica) parece haber sido un factor que potencio la
existencia del limite. Verbalizaciones como “seria como decir que en dos, el carro
no tendria velocidad” se convierten en evidencia de la necesidad de involucrar

ciertos contextos en el estudio de conceptos matematicos. La tasa de variacion
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instantanea en la situacion del rectangulo inscrito, no se mostré natural, ni facil de
entender para los estudiantes, quizas porque la cantidad que se obtenia por medio de
2

“Cm 29

la tasa de variacion no es una magnitud fisicamente tangible, ni

cotidianamente perceptible, contrario a ello, es un poco artificiosa, mas aun, cuando
en la muchos casos, los contextos de area y perimetro, son usados para determinar
maximos y minimos, pero pocas veces, para determinar tasas de variacion.

e El papel del software Modellus fue fundamental, no solo para recrear el ambiente de
un movimiento uniforme y acelerado, sino también porque mediante su
manipulacion, las estudiantes pudieron observar diferentes registros de
representacion de manera simultdnea y asi poder aproximarse a una comprension de

la tasa de variacion instantanea.

En la llustracion 26 se mostrd cémo transcurria la comprension de la tasa de variacion.
En dicha ilustracion, Marcela y Estefania habian alcanzado el estrato PN de la nocion de
limite, de otro modo, Cristina y Alexandra, solo habian alcanzado al estrato IH de dicho
concepto. Estos elementos se convierten en el punto de partida del proceso que se
muestra en la llustracion 31. Dicha ilustracion pretender recoger los elementos de los
apartados 5.6 y 5.7 que describe en proceso de evolucidn de la comprension de la nocion

tasa de variacion:

Proporcionalidad Derivada Proporcionalidad
Limite Limite I
K \
- .'
J )
0

asa de variacion

(a) Marcela (b) Estefania
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Proporcionalidad Proporcionalidad

Limite

asa de variacion asa de variacion

(c) Cristina (d) Alexandra

llustracion 31. Representacion diagramatica de la comprension de las estudiantes

5.8 La comprensién de la funcidn tasa de variacion
En el apartado anterior fue posible observar que a través de la interaccién con un fendmeno
de movimiento simulado con el software Modellus, las estudiantes consiguieron superar sus
imagenes de limite como un “supuesto”, para aceptar su existencia como tasa de variacion
instantanea. En este apartado presento mayor evidencia de este hecho; de igual forma,
muestro la manera en que las estudiantes consiguieron extender la idea de tasa de variacion
como una nocion local (tasa de variacion en un punto), hacia la nocion de “funcion tasa de
variacidbn” que posteriormente se convirtid en un eslabon para introducir la funcion

derivada.

Este proceso comenzé con el célculo de la velocidad instantanea de algunos valores del
dominio de la funcion; fue asi como las estudiantes calcularon la tasa de variacion en t=1,
t=3, t=4 y t=5, las cuales rapidamente conjeturaron como una secuencia lineal y
decreciente de nimeros. Para ofrecer mayores argumentos visuales a dicha conjetura, el
investigador propuso usar el software para representar la tasa de variacion, tal y como se

muestra en la lustracion 32.
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. Funcion tasa de variacion en Modellus

Al realizar el grafico cartesiano de la velocidad (ver la parte central de la llustracion 32 )el
investigador nuevamente hizo la analogia con la situacion N°1 (rectangulo inscrito). Sin
ninguna dificultad, las estudiantes respondieron que dicha recta “representan la tasa

variacion entre el drea y los cambios en la longitud del lado”. En ese momento, el

F(x)=f(2)

investigador escribe en el tablero la ecuacion lim,._,, "

y sobre ella genera el

siguiente dialogo:

Investigador

¢ Qué representa esta ecuacion?

Alexandra El nimero cuatro
Cristina La variacion
Investigador ¢Cudl variacion?
Cristina La de f con respecto de x
Investigador Si, pero en este problema quienes son fy x
Estefania La posicién y el tiempo

Investigador
Simultidneamente

Entonces, ¢qué es este limite?

Estefania y La velocidad
Alexandra
Investigador Bien, y ¢qué es la velocidad de la posicion?
Estefania ¢Como asi?
Alexandra No entiendo!
Marcela y [silencio]
Cristina

134



Investigador

Estefania
Marcela
Investigador
Marcela

Pues! Como obtengo la velocidad de la posicion?¢;Qué relacion
hay entre ellas?

Es la tasa de variacion!

Ahhhh!, es la derivada

¢Cual derivada?

La derivada en un punto

Las demas compafieras atendieron el comentario de Marcela e hicieron gestos que

confirmaban dicho comentario. El dialogo continda en los siguientes términos:

Investigador
Simultaneamente
Marcela,
Alexandra y
Estefania
Investigador
Estudiantes
Investigador
Estudiantes
Investigador
Marcela 'y
Estefania

Entonces qué es la velocidad aca [sefialando t=1]

iLa derivada![Cristina respondid: “la tasa de variacion”]

La derivada ¢en donde?

En un punto

¢En cual punto?

En uno

Y aca? [sefialando t=3 ]

La derivada en 3 [su tono de voz parecia que daban cuenta de algo
obvio]

Estefania, Marcela y Alexandra respondieron de igual manera cuando el investigador les

preguntd por el valor en t=4 y t=5. Ante este panorama el investigador pregunto,

¢Entonces, esta grafica a qué corresponde?, a lo que ellas respondieron casi en

simultdneamente: “a la derivada” (Cristina guardaba silencio).

Investigador

Estudiantes
simultaneamente
Investigador

Marcela 'y
Alexandra
Marcela
Investigador
Marcela

Entonces, esta grafica a qué corresponde? [sefialando la grafica de la
velocidad]

A la derivada [El tono de la voz y los gestos Alexandra y Marcela,
dieron cuenta de ciertos insights en su comprension].

O sea que en cuando yo pido, en otro problema, el cambio de una
cosa con respecto al cambio en otra en un punto, ¢de qué estoy
hablando?

De la derivada

iAhhhh, esa derivada es mi idola!

[risas, risas, risas], jtu idola!...;por qué es tu idola?

No pues, me parece chévere!, como con una misma cosa, decir
derivada, se puede relacionar con muchas cosas.
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El didlogo anterior muestra que Alexandra, Marcela y Estefania consiguieron construir una
interpretacion de la derivada como una tasa de variacion instantanea, de esa manera
generaron algunos vinculos entre las nociones abordadas paralelamente en el curso de
calculo, con problemas en los cuales la derivada puede interpretarse como tasa de
variacion. En el andlisis de los videos correspondientes al didlogo anterior se pudo observar
como los gestos de las estudiantes y el tono de su voz daban cuenta haber “descubierto”
ciertos vinculos entre las nociones abordadas en el curso paralelo de calculo y las
situaciones variacionales que se abordaron en este estudio. En dichos vinculos se
materializa una comprensién de la tasa de variacion instantdnea como la derivada de una

funcioén en un punto.

Para el caso de Marcela, el hecho de comprender la derivada como una tasa de variacion
instantanea, la llevo a resaltar, emotivamente, “jAhhhh, esa derivada es mi idola!” y lo que
posteriormente la llevo a revisar su proceso de aprendizaje del calculo, afirmando que
“ahhhj, es que ese profesor es muy pegado de las definiciones y las operaciones, y uno no
alcanza a ver todo”. Marcela consiguié observar que la nocion de derivada va mucho mas
alla de la manipulacion algebraica de simbolos, y como tal, tiene sus aplicaciones en
aquellas situaciones en las cuales la variacion tiene un papel fundamental. Estos elementos,
se convierten en evidencia que Marcela alcanzé el estrato Observing de la teoria de Pirie y
Kieren ya que segin estos autores, este estrato supone la habilidad para considerar y
consultar su propio razonamiento (aspecto metacognitivo) formal. En el estrato Observing
el estudiante es capaz de observar, estructurar y organizar procesos personales de
pensamiento como también, reconocer las ramificaciones de procesos de pensamiento. Del
mismo modo, ha progresado hacia la produccion de verbalizaciones de los conocimientos
del concepto formalizado. El siguiente didlogo se convierte en evidencia adicional, a los

elementos acé planteados.

Investigador :  [...]si tengo una expresion que da cuenta del nimero de clientes
que voy teniendo de acuerdo al precio que le pongo a un producto,

Marcela :  ¢Una funcion?
Investigador Si, y si yo quiero saber como cambia la cantidad de personas con

respecto al precio, para determinado precio, ¢qué debo hacer?®

& Aunque en este ejemplo, se debe suponer continuidad para poder resolverlo usando las “derivadas”, no se
hizo discusidn al respecto por salirse del foco de la discusién en ese momento.
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Marcela
Alexandra
Investigar
Estefania
Investigador

Estudiantes
simultaneamente

Investigador

Marcela

Derivar

Hallar la derivada

Queda claro que una interpretacion de la derivada es:

Las tasas de crecimiento en funciones

En este problema[refiriéndose a la situacion del movimiento de
vehiculo en el software Modellus] la tasa de variacion se llama:
Velocidad

Y, ¢en el problema anterior?[refiriéndose al problema del
rectangulo inscrito]
Se llamaba variacion del &rea con respecto al segmento.

Contrario a sus comparieras, Cristina sélo alcanzd determinar la velocidad instantanea

como la tasa de variacion de la funcion posicion con respecto al tiempo, lo cual es

perfectamente claro, dado que esta estudiante no habia estudiado paralelamente las

nociones del calculo; de este modo, Cristina consiguio alcanzar el estrato Property Noticing

segun la teoria de Pirie y Kieren.

Para profundizar en el estudio de la tasa de variacion como una funcidn, se disefid una

herramienta con el software GeoGebra que permite construir un conjunto variable de

triangulos (dependiendo del deslizador n) y mostrar los puntos que representan los tasa de

variacion en cada intervalo (ver llustracion 33).

A 3 = . o[ ez | Desplazarvista Granica

Al /| > G)., Oﬂ \ _— | I || Desptaarvits Grbes o s aptscuas +Dasolan

W Opigtoe Libres - ' = ¥ tasa de variacidn

3 n=60

Ji Objstos Dependientes
@ A=10,0)

@ B= (375
3 10 = Sifx <5, %", x+ 20
O n=0.62659
@ nstal = {0.123, 0.36901
@ listaz = (10.31326, 0621
G sta3 = {10, 0), (0.5265¢
L ODjetos Aunliares

00000000090 00000000000000000000000000000800000008880C
o ] [ £ E] E E E

llustracion 33. Herramienta: Tasa de variacion en funciones
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El trabajo con las estudiantes se inicié con el estudio de la funcion f(x) = 2x(6 —x) y
mostrando solo los triangulos de la tasa de variacion (los puntos que representan la tasa de

variacion estuvieron ocultos para un estudio posterior, verllustracion 34).
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llustracién 34. Ambiente de la herramienta “tasa de variacion en funciones” disefiada en GeoGebra

A través de la interaccion con esta herramienta emergieron algunas imagenes relacionadas
con el “procedimiento de triangulos” (descrito al inicio de este capitulo) para estudiar en
comportamiento de la tasa de variacion. De esta manera, al preguntarse ;cOmo se esta

comportando la tasa de variacion?, las estudiantes afirmaron:
Alexandra: inicialmente va mas lento, ..., después aumenta negativamente
Estefania y Marcela:  cada vez va mas lento
Cristina: disminuye.

Estas imagenes fueron producto de visualizar, a través del software GeoGebra, que para
incrementos horizontales uniforme, hay crecimientos verticales cada vez mas pequefios (ver

llustracion 35)
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lustracion 35. Analisis de la tasa de variacién media

El trabajo a seguir, fue usar la herramienta “tasa de variacion en funciones” para describir

el comportamiento de la tasa de variacién en tales funciones. Se observa en las

verbalizaciones de las estudiantes que ellas asocian correctamente las concavidades de las

funciones a los comportamientos de la tasa de variacion. El siguiente didlogo ocurre entre

el investigador y las estudiantes después de haber analizado el comportamiento de la tasa de

variacion de la funcion presentada en la ilustracion anterior.

Investigador

Marcela
Alexandra

Y si yo hubiera hecho una gréfica al contrario [dibuja en el tablero
un tramo de grafica concava hacia arriba]¢como darian los
incrementos?

Mayor, mayor, mayor

Mayor y mayor hasta que, ...uhhhh, hasta que se acabe la grdfica.

Estefania y Cristina guardaron silencio, pero estuvieron atentas a lo que acontecia entre

Alexandra, Marcela y el investigador, los gestos realizados con su cabeza, dan cuenta que

estan de acuerdo con lo que esta aconteciendo. El dialogo continta de la siguiente manera:

Investigador
simultaneamente
Alexandra 'y
Marcela

Cristina
Investigador
Marcela

Cristina

Estefania

O sea que ese cambio ¢tendra que ver con la forma de la grafica
iClaro! [el tono de la voz muestra que ellas concibe este hecho
como obvio]

Si

¢qué tendré que ver?

La concavidad

Si, porque llega hasta cierto punto y, ...[interrumpe y deja que
Estefania termine el comentario]

Si va hacia arriba o si va hacia abajo
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Investigador :  ¢Cudando es concava hacia arriba?

Marcela : Cuando es positiva
Investigador : ¢ Positiva quién?
Marcela : Lasegunda derivada

Se observa en el didlogo que Marcela acude a sus nociones de célculo para justificar la
concavidad de las gréficas; por el contrario, Alexandra, Cristina y Estefania presentan
argumentos desde la experiencia trabajada para decir que “la funcion es concava hacia
arriba si la tasa de variacion crece ”. Este hecho pudo confirmarse una vez mas cuando las
estudiantes abordaron la situacion “descarga de un archivo” en la cual tomaron algunos
valores discretos para formarse una imagen del comportamiento de la tasa de variacién, y
posteriormente de manera cualitativa se aproximaron a las graficos cartesianos a través del

descripciones cualitativas de los cambios de la tasa de variacion (ver numeral 5.9).

Continuando con el episodio anterior, se le pide a las estudiantes que activen la opcion tasa

de variacién y de esa manera, alcanza a confirmar el comportamiento decreciente de la tasa
de variacion que habian inferido anteriormente.
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llustracién 36. Gréafica de algunos valores de la funcion: tasa de variacion

En este momento del desarrollo de la situacion, continud la discusién a través de las
pregunta que el investigador iba proponiendo. Preguntas como: ¢Por qué es decreciente? A

que corresponde esta grafica?, fueron direccionando la discusion que se presenta a
continuacion:
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Investigador : ¢Por qué me da para abajo esta?[refiriéndose a la secuencia
decreciente de puntos]

Estefania :  Porque el crecimiento esta disminuyendo
Marcela :  Porque [latasa de variacion]estadisminuyendo
Investigador : Exactamente; la grafica esta creciendo, pero la rapidez o la

variacion estd... [el investigador pone un tono de voz, de tal
manera que las estudiantes completen la frase que €l esta diciendo]

Todas las :  Esta disminuyendo
estudiantes
Investigador :  Entonces, esta es la grdfica de la...
Estefania,
Marcelay : Derivada
Alexandra

El didlogo anterior pone de relieve que las estudiantes hicieron un folding back hacia una
imagen de la derivada como tasa de variacion, pero descuidaron un aspecto de esta nocion
como es el limite; es decir, la secuencia de puntos correspondia a la descripcion de la tasa
de variacion media, pero para poder afirmar que es la derivada, se hace s necesario el hecho

de hacer tender cada incremento a cero.

Con la idea imprecisa que la secuencia de puntos representa la grafica de la derivada, las
estudiantes continuaron estudiando el comportamiento de las graficas. En la Ilustracién 37,

se muestra la secuencia de graficos estudiados.

(@) (b) ()

llustracion 37. Secuencia de graficos para estudiar el cambio de la tasa de variacién

Con respecto a la secuencia de gréaficas presentada en la llustracion 37, Estefania afirmo:

“Ahi la derivada va bajando ya que el crecimiento se va haciendo mas
pequefio, ¢cierto?. Pero si lo aumentamos [refiriéndose a mover los puntos
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para formar la llustracién 37(b)]Jella también va a aumentar, el crecimiento va

a ser mas grande. Va a ser concava hacia arriba”.
Las demas compafieras evidenciaron estar de acuerdo con los planteamientos de Estefania.
En ese momento, el investigador pregunta por el significado del punto donde la tasa de
variacion cambia de ser decreciente a creciente. Sin embargo, las estudiantes no dieron
cuenta de asignarle un significado a tal punto. Fue asi como el investigador realiz6 con su
cuerpo una simulaciéon del movimiento descrito por la funcién presentada en llustracion 37.
A traves de un desplazamiento en el aula de clase, el investigador mostré un movimiento en
el cual la velocidad decrecia hasta que se hacia cero, para posteriormente arrancar de nuevo
aumentando su velocidad. Con esa simulacion cinemética las estudiantes alcanzaron a
sefialar que en dicho punto “la velocidad es cero” y con la ayuda del profesor lograron
verbalizar que en dicho punto la velocidad cambia de “ser decreciente a ser creciente”.
Reiteradamente, el profesor pregunté por el nombre de ese punto, sin embargo las
estudiantes manifestaron no conocerlo; finalmente el investigador les informd que dicho
punto se llama “punto de inflexion” y de inmediato, Marcela y Alexandra evidenciaron

recordar dicha nocién como el cambio en las concavidades.

En la discusion sobre la interpretacion de dicho punto, el investigador pregunto:

Investigador :  En el problema del movimiento que yo hice, ¢Ddnde esta el punto
de inflexion?
Estefania : jEn el cero!
Alexandra : Cuando para [se detiene]
Marcela : Cuando para [se detiene]
Investigador : Ok, entonces, ¢Qué es un punto de inflexion? Un punto de inflexién

es cuando la variacion cambia de...[el investigador deja la frase
inconclusa y maneja un tono de voz de pregunta de tal manera que
promovio en las estudiantes terminar la oracion]

Estefaniay :  Crecer a decrecer
Alexandra
Marcela : O de decrecer a crecer
Investigador :  Muy bien, ;Como seria el movimiento al contrario?. Voy cada vez
mas...
Alexandra :  masrapido, y,..., va a comenzar a decrecer
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En el anterior episodio, puede evidenciarse como a pesar que Marcela, Alexandra y
Estefania habian estudiado previamente la nocion de punto de inflexion, esta solo se habia
asociado a una “definicion” como el cambio de concavidades sin que ello implicara una

transferencia para interpretarse desde los fenémenos de variacion.

La construccién de una imagen del punto de inflexion asociada al cambio en la tasa de
variacion permitio que Alexandra, Marcela y Estefania fueran capaces de abstraer
propiedades en el comportamiento de la tasa de variacion, por tanto segun la teoria de Pirie
y Kieren, estas estudiantes experimentaron un avance en la comprension de esta nocion el

interior del estrato formalisig.

Segun lo presentado anteriormente, esta evolucion en la tasa de comprension ocurrio en un
contexto en el cual las estudiantes asociaban la funcién tasa de variacion promedio con la
funcidn derivada. Ante este hecho, el investigador propuso a las estudiantes graficar la
funcion f(x)=sen(x) la cual habia sido analizada algebraicamente en el curso de
Matematicas Operativas, en el que estaban matriculadas las estudiantes. El profesor
pregunta, ; COmo va a ser la tasa de variacion de dicha funcion? Ante lo cual las estudiantes
comienzan a hacer descripciones verbales como: “va creciendo hasta aqui”, “por acé
decrece”, “va a ser para el lado contrario (esta verbalizacion evoca una imagen visual que
tiene la estudiante frente a la grafica de la funcién seno y coseno)”, etc. Dichas
verbalizaciones atendieron a la relacion observada anteriormente entre la tasa de variacion
y la concavidad. Después de un momento, Marcela dice: “ahh pues profe, la derivada del

seno es el coseno”, de esta manera el dialogo sigue en los siguiente términos:

Investigador :  Entonces ¢Como va a ser la gréfica de la tasa de variacion?
Estefania :  Pues la funcion coseno
Alexandra :  Ah por eso yo decia que era como inversa

El investigador solicita a las estudiantes aumentar el valor del deslizador y trazar usar el
software para graficar la funcién f(x)= cos(x). En la Ilustracion 38 se muestra la construccion

elaborada por Marcela y Cristina.
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llustracién 38. Andlisis de la tasa de variacion de f(x)=sen(x)

Una vez que Marcela y Cristina construyeron la grafica que se muestra en la llustracion 38,

el investigador comenzo a cuestionarlas generando el siguiente dialogo.

Investigador : a medida que yo aumento esto [deslizador n del software] los
puntos se van aumentando también, ¢cierto?, ésta grafiquita que se
esta formando acé con esos puntos cual es?

Marcela : Lavariacion

Investigador : La variacion, bien. Las nifias de alli [refiriéndose al equipo de
Alexandra y Estefania]lme dijeron que era el coseno. ¢es el coseno
0 no es el coseno?

Marcela : Pues se supone que los puntos de variacion son el coseno,
ehhhh[corrige] son la derivada y la derivada del seno es coseno.
Entonces si es.

Respuesta similar obtuvieron Alexandra y Estefania. Ante ello, el investigador les propuso
que graficaran la funcién f(x)=cos (x) y que compararan la secuencia de puntos con dicha
funcion. De esa manera, las dos parejas de estudiantes obtuvieron un grafico semejante la

que se presenta en la llustracion 39.

144



'.—.--—w——-—---.— |

AR ~E LA WIS VAN D O L Ownes Veste Grttce !
{‘- L @ Bo | 1%\ O | N QN *.": Cotptaie voets Crahia ¢ Loe Maincutnt + Caupticnr) ,'

'
4 Onaen Liwes
LA TR ’

e
i
4 9 - conimy
s

L mena Dejenderte
@ A= 0100
@80
L0
# Wint - (R 00OR). 6008 |
& Wbl s LAt e |
W) « UM 0, 0

L Ohee ey

€ cwere

llustracion 39. Grafica construida por Marcela y Cristina de f(x)=sen (x), g(x)=cos(x) y de la tasa de
variacion de f(x)

Ante estas imagenes las estudiantes respondieron simultaneamente: “son iguales”,
“coinciden, perfectamente”. En ese momento, el investigador les solicita que usen la
herramienta zoom del software para acercarse significativamente a los puntos.
Rapidamente, las estudiantes se comprometieron con esta actividad, observando que en un
zoom bastante cercano a los puntos, ellos no coinciden con la funcién coseno. El tono de la
voz de las estudiantes reflejaban cierta emocion y los gestos de sus rostros mostraban un

alto grado de sorpresa (ver llustracion 40).
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Al preguntarles el porqué de ese acontecimiento, se generd el siguiente diélogo.

Investigador
Marcela

Estefania

Investigador

¢Por qué no es el coseno?

Por que no da, no coincide exactamentel. (risas risas risas)
engafiados, engafados!

Que nos engafaron porgue nos dijeron que la derivada del seno
era el coseno

¢Seguras que las engafiaron?

La estudiantes intentaron presentar un argumento que justificara este hecho, sin embargo no

lograron encontrarlo; afirmaban: “de primer ojazo coincide” “‘jummm, como de cincuenta

mil ojazos coinciden, pero no da”. Las estudiantes seguian bastante motivadas y solicitaron
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al investigador una explicacion del hecho; ante ello, el investigador les pidi6 que, una vez

los puntos se observen separados, aumentaran el valor del deslizador (ver llustracion 41)
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llustracién 41. Procedimiento para observar la relacion entre las funciones: tasa de variacién y derivada

El uso reiterado de este procedimiento permitio que Cristina verbalizara: “a medida que n
aumenta el punto se acerca a la funcion”. A pesar de ello, una explicacion de tal
fendmeno, aun era necesario. En las inquietudes de las estudiantes, se formulan algunas

preguntas que conducen a una justificacion.

Marcela

Investigador
Estudiantes
Marcela
Investigador
Estudiantes
Investigador
Estefania
Investigador
Marcela y Cristina
Investigador
Alexandra
Investigador
Estudiantes
Estefania
Investigacion
Alexandra
Investigacion

Profe! Pero por qué no da? Si se supone que la tasa de variacion
es la derivada!

Bien, ¢cual tasa de variacion es la derivada?

Uhhhhhmmmmmm

La tasa de variacion instantanea,

¢Entonces?

[silencio]

Acd, ¢esta es la derivada? [sefialando un triangulito de la grafica]
No, porque es la tasa de variacion media

Entonces, ¢ese punto es la derivada?

Es la tasa de variacion media

Entonces para que fuera la derivada que tiene que pasar

Para que fuera la derivada tenia que hacerlo en el punto.

Y para ello ¢qué necesito?

Uhmmmmm

Acercase mas!

Y eso ¢cémo se hace?

¢Aumentando n?

Exacto, entonces, ¢esta grafica que tengo acé es la gréafica de la
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derivada?

Estudiantes : Noooo
Investigador :  Es la ¢grafica de quién?
Alexandra : De latasa de variacion media
Investigador : Y para obtener la derivada que tiene que pasar
Alexandra :  Acercarse mas!

En ese momento, el investigador explica el por qué ese acercamiento ocurre cuando se

aumenta el deslizador n. asi las estudiantes consiguen observar la propiedad

“El limite de la funcion tasa de variacion media cuando los segmenticos
[distancia horizontal de los tridngulos que representan la tasa de variacion

media] se acercan a cero, es la derivada de la funcion”

Se observa en este ultimo episodio que, a pesar de haber relacionado la nocion de tasa de
variacion instantdnea con la nocion de limite para obtener la derivada, facilmente se
desvincularon de dicha nocion, obteniendo asi el vinculo entre la funcion tasa de variacion
no instantanea y la derivada. En ese sentido, cuando el zoom del software posibilito la
confrontacion entre sus nociones erréneas y la derivada se propicié un movimiento en el
proceso de comprension hacia el establecimiento de una “propiedad” que le asocia al limite

de la funcion tasa de variacion, la funcion derivada (ver lustracion 42)
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llustracion 42. Relacidn entre la funcion tasa de variacién y la funcion derivada
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5.9 Imagenes asociadas al cambio de la tasa de variacion

En el apartado anterior presenté evidencia de cémo las estudiantes consiguieron asociar
cualitativamente los cambios de la tasa de variacion con las concavidades. A pesar que
Marcela habia presentado argumentos con respecto a la segunda derivada, su abordaje de la
situacion “descarga de un archivo” dio cuenta que, al igual que sus compafieras, inicia con

una descripcion del cambio de la tasa de variacion asociado con las concavidades.

Para formarsen una idea de cdmo cambia la rapidez con la que descarga el archivo, las
estudiantes construyeron un registro numérico de algunos datos de la descarga del archivo y
a partir de alli generaron descripciones como “va mas rapido”, “en este intervalo se vuelve

mas lenta” etc. y simplificaron algunos datos generaron una tabla

Marcela
Cristina

Investigador
Cristina
Marcela

Investigador
Marcela
Cristina

Investigador
Estudiantes
Investigador
Marcela
Investigador

Empieza muy rapido

Empieza como de una profe![indicando un cambié demasiado
rapido]

Si empieza de una es porque qué?

Empieza muy ligero a descargar

Empieza demasiado rapido

Ok, empieza demasiado rapido, ¢Y luego?

Luego disminuye mucho

Ujummm [confirmando lo que habia dicho Marcela]. O sea, es
como que de 12 salta como a 13 y luego como a 20.

Ustedes me dijeron que ahi habia una aceleracion ¢cierto?

Si

Esa aceleracion es cada vez mas rapida o ¢qué?

Empez6 como fat [muy rapido] y ya empez6 como a bajar

Con eso que me acaban de decir, ¢Como seria la gréafica en ese
pedacito de tiempo?

La llustracion 43 se muestra el primer acercamiento que tuvieron Cristina y Marcela a la
comprension de la tasa de variacion involucrada en la situacion “Descarga de un archivo”
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llustracion 43. Registro numérico y gréfico de la tasa de variacién elaborado por Cristina y Marcela

Por su parte, Estefania y Alexandra dieron cuenta que haberse enfocado inicialmente en los
crecimientos y decrecimientos mas que en las concavidades. En las siguientes ilustraciones
se muestra la grafica construida por Alexandra y la secuencia de acciones fisicas que
Estefania hizo con sus manos para expresar la forma de la gréfica que representaba la
descarga del archivo. Fue asi como a través de la pregunta: “;COmo cambia esa rapidez?”
estas dos estudiantes también comenzaron a observar mayor cantidad de valores del
comportamiento de la descarga y asi decir “va mds lento, por eso la grafica es asi”

describiendo una concavidad hacia abajo.
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llustracion 44.Gréfica construida por Alexandra

150




En un segundo momento de la situacion: “descarga de un archivo” las estudiantes se
involucraron en la descripcion de la manera como se descargaria un archivo dada la grafica

de la relacion velocidad vs tiempo. La grafica considerada corresponde a una funcion por

llustracion 45. Secuencia de acciones fisicas mostradas por Estefania

tramos (ver llustracion 46) presentada a través del software GeoGebra.
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llustracion 46. Ambiente del segundo momento de la situacion “descarga de un archivo”

En esta parte de la situacion las cuatro estudiantes mayores evidencias de establecer las

relaciones entre concavidades y la manera en que cambia la tasa de variacion. Por ejemplo,
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en la medida que Cristina y Marcela iban desplazando el cursor del mouse sobre la curva
(Nlustracion 47) iban diciendo “aca va mas rapido” con lo cual evidenciaba haber reconocido
que en la medida que la grafica concava hacia arriba crece, la tasa de variacion cambia cada

VezZ mas.

llustracion 47. Secuencia de movimientos realizados por Cristina y Marcela en el desarrollo de la situacion

Los elementos aca expuestos presentan mayor evidencia a los planteamientos de Villa-
Ochoa (2011) quien sefiala que, aun cuando algunos estudiantes no hayan desarrollado
nociones del formales del célculo, pueden establecen relaciones entre la manera como

cambia la tasa de variacion y las concavidades de la grafica.

Observando la grafica de la funcion por tramos de la llustracion 46, Estefania y Alexandra
determinaron el cambio en el comportamiento de la funcién en el punto x=2. El
investigador las cuestiono frente al comportamiento de la variacion de la funcion, y ellas de
manera discreta, calcularon algunos valores de la tasa de variaciéon media en cada tramo de
la funcion. A partir de sus célculos aritméticos determinaron que la tasa de variacion del
tramo cuadratico correspondia a una recta y que en el punto x=2 la tasa de variacion
también cambiaba. En la llustracion 48 Alexandra representa con sus manos el punto en cual

hay un cambio en la manera como se comporta la tasa de variacion.
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llustracién 48. Representacion de Alexandra del cambio de tramo de la funcién.

El cambio del comportamiento de la funcién tasa de variacion de un tramo lineal (oblicuo)
un tramo de un funcidén constante hacia que las estudiantes se sintieran cuestionadas y

dudosas de tal comportamiento. El siguiente didlogo se convierte en evidencia de este

hecho:
Alexandra Hace una diferencita, pero muy chiquita, ¢si me entiende? [ver
gestos en la ilustracion 48]Pero, del dos para alla se vuelve recta
[constante].
Estefania Porque cada vez va creciendo uno, pues es constante
Investigador ¢ Es constante quién?
Alexandra La tasa de variacion, y tiene una pendiente de dos antes de dos y

luego es recta [constante].

Después de revisar los valores discretos que las estudiantes habian calculado, Alexandra

pregunta:

Alexandra Profe ven, pero tengo una pregunta: hasta dos va una recta, pero
del dos al tres comienza en uno, entonces ¢ empiezo de aqui un
recta asi pa’ alla?[refiriéndose a la manera de dibujar la
discontinuidad de la derivada]

Investigador Y ¢Cuél es la duda?
Alexandra Que...jeso si queda asi tan raro?
Investigador ¢ Por qué ese salto tan raro?
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Estefania
Investigador
Alexandra
Investigador

Estefania
Investigador

Estefania
Alexandra
Investigador
Estefania
Alexandra

Investigador
Estefania
Alexandra
Estefania
Investigador
Estefania

Porque no es continda

Y ¢por qué tendria que ser continta?

Porque es no es normal, rsrsrsrsrsrs

Ahora viene entonces una pregunta que todavia...[sin terminar la
pregunta Estefania interrumpe y dice:]

En el dos... [reflejaba cierto grado de cansancio]

Si, que pasa entonces en el dos? ¢ Como es la tasa de variacion en
dos?

No hay!

Si hay, nos toca hallarla con el limite

Aja

Pero... el limite ...

El limite no existe porque cuando se acerca por derecha... ahi yo
siempre me confundo, derecha o izquierda en la grafica, mmmm,
bueno, cuando me acerco por derecha tiene a tres pero cuando me
acerco por izquierda tiene a uno.

Entonces, ¢Cual es la tasa de variacion en dos?

No existe!

No

No existe porque los limites laterales no existen

Y eso ¢cOmo se ve en la gréafica?

Discontinua

En ese momento las estudiantes construyen la grafica que se presenta en la Ilustracion 49
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llustracion 49. Gréfica construida por Alexandra en el segundo momento de la situacion “descarga de un

archivo”

Esta accion de establecer relaciones entre las concavidades y la manera como cambia la

tasa de variacién, puede interpretarse como un indicador del estrato cinco
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(Formalising)pues, en palabras de Pirie y Kieren, en este estrato el estudiante esta en la
capacidad de conocer las propiedades para abstraer caracteristicas comunes de clases de
imagenes, y aunque el lenguaje no sea estrictamente un lenguaje matematico formal las
indicaciones de los estudiantes deben ser equivalentes a la definicibn matematica

apropiada.

Un elemento adicional que confirma la presencia de estas estudiantes en el estrato del
Formalising fue que ellas pudieron usar algunas de las propiedades de conocimientos
previos como el de limite, para visualizar algunas propiedades de la funcién tasa de
variacion. En este caso, la definicion de la existencia de un limite a partir de la comparacion
de los limites laterales se convirtié en un conocimiento previo que permitié comprender la
discontinuidad en la funcién tasa de variacion y la no existencia de la tasa de variacion
instantanea en un punto de “pico” de una funcidon puesto que hay un cambio brusco en la

funcién tasa de variacion.

Con el desarrollo de estas actividades se observa como el proceso de comprension de las
estudiantes transcurre de maneras diferentes y a través del uso de las herramientas y medios
que se convierten en “motor” de comprension. En el siguiente capitulo, me dedicaré a
realizar algunos andlisis adicionales frente a los medios y demas aspectos que intervinieron

en el proceso de comprension.
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Capitulo 6

6. LA COMPRENSION DE LA TASA DE VARIACION. ALGUNOS ANALISIS
ADICIONALES

En el capitulo anterior se observdé como en el desarrollo del médulo de ensefianza, las
cuatro estudiantes que participaron de este estudio, iban evolucionando de diversas maneras
en la comprension de la tasa de variacion. En este capitulo, me dedicaré a presentar algunos
de los elementos que promovieron la evolucion de dicha comprension y los analizaré

enmarcado en otros desarrollos tedricos sobre el tema.

6.1 El papel de los software: GeoGebra y Modellus en la evolucion de la
comprension de la tasa de variacion

Actualmente en Educacion Matematica existen diversas investigaciones que aportan
elementos tedricos y empiricos acerca del uso de la tecnologia en las aulas de clase.
Algunos de estos elementos han permeado, con diferentes niveles de profundidad, las

teorias, enfoques y perspectivas desarrolladas en el seno de la Educacién Matematica.

En el caso particular de la teoria de Pirie y Kieren, investigadores como Martin y Pirie
(2003) han generado algunas reflexiones en torno a como el uso de herramientas
tecnoldgicas puede contribuir a la evolucién de la comprension matematica. En su articulo,
Martin y Pirie mencionan el trabajo de Borba y Villarreal (1998) cuando afirman que el
verdadero poder de la computadora es reorganizar la actividad humana y el pensamiento; vy,
por lo tanto, se hacen importantes a la hora de disefiar tareas que deliberadamente
aprovechen la energia de la computadora con el fin de evitar que no solo sea utilizada

para la "verificacion de los resultados o la ilustracion de un tema determinado”.

Como pudo evidenciarse en los capitulos precedentes, para esta investigacion se disefio un
modulo de ensefianza el cual estuvo orientado por situaciones en las cuales los software:

GeoGebra y Modellus recrearon procesos de variacion dinamizando la comprension de la
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nocion de tasa de variacion. El uso de software educativo se convirti6 en uno de los
elementos que promovié en las estudiantes la comprension de la tasa la tasa de variacion;
para ilustrar este hecho analizo en las secciones 6.1.1, 6.1.2 y 6.1.3 algunos episodios en los
cuales el uso de software fue un elemento primordial para la evolucion de la comprension

de dicha nocién.

6.1.1 Larepresentacion simultanea ofrecida por el software GeoGebra

Tal y como se observd en el capitulo anterior, en la situacion “rectangulo inscrito” el
software GeoGebra proporcion6 una visualizacién de un proceso dindmico en el cual el
area de un rectangulo variaba conforme se movia uno de los vértices del mismo. La
situacién involucré una simultaneamente las representaciones: cinematica (la situacion en
movimiento), cartesiana y numérica del fendmeno dinamico. Esta simultaneidad de
representaciones se obtuvo como resultado de los analisis obtenidos en el apartado 5.1 en
donde se mostr6 que la comprension de las estudiantes divergia de acuerdo con la
representacion que se estuviera usando. Es decir, las estudiantes tenian imagenes de un
mismo concepto que, al depender de la representacion usada, se daban cuenta de diferentes

estratos de comprension paralelamente.

A pesar que el software proporcionaba la simultaneidad de las representaciones, pudo
observarse en los apartados 5.2 y 5.3que no hubo una coordinacién automatica entre
algunas de ellas. En la llustracion 50se presenta el ambiente con el cual se inicid el estudio
del movimiento de la situacion “rectangulo inscrito”; en ella puede observarse de manera
general los momentos por los cuales las estudiantes pasaron de la representacion cinematica
a la gréfica. Particularmente, el segundo momento: “transferencia de medidas” mostré que
el movimiento de los segmentos IJ y JL dependia del movimiento realizado en el punto E
del cuadrado. Las estudiantes rapidamente asociaron el segmento 1J al segmento e y JL al
area A del rectangulo inscrito; de la misma manera, la opcién traza permitio establecer la
relacion entre el grafico de la funcion cuadratica y la representacion cinematica. Después de
activar el momento correspondiente a la “transferencia de medidas” se presento el siguiente
dialogo:
Investigador :  Que significan esos dos segmentos [refiriéndose a 1J y JL]
Estefania :  ¢Son el punto?
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Investigador
Estudiantes
Alexandra
Investigador
Cristina
Marcela

¢Cual punto?

[silencio y continuaban moviendo en punto E]
Son el areay el punto E

¢Por qué Alexandra?

Mire que tienes los mismos valores

Si, tiene los mismo valores

Estas verbalizaciones de las estudiantes se convirtieron en evidencia de que las estudiantes

observaron que las variables dependiente e independiente estaban en correspondencia tanto

en la representacion cinematica como en la gréafica. Estos elementos parecieron ser

suficientes para que coordinacion entre estas dos representaciones se mostrara mas natural.
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llustracién 50. Coordinacion de las representaciones cinematicas y grafica

La coordinacion entre las representaciones geomeétrica (triangulo incremental) y numérica

(la ecuacion numérica representada por el “texto dinamico”, ver llustracion 51) no se

presentd. Tal y como se observé en el apartado 5.3, en las entrevistas dieron cuenta de la

necesidad de un dialogo que promoviera tal coordinacién. Esta falta de coordinacion, pudo

ser consecuencia de la ausencia de indicaciones en la situacion que sugirieran en las

estudiantes centrar la atencion en la conexidn entre dichas representaciones.
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llustracién 51. Coordinacidn entre las representaciones proporcionadas por GeoGebra

Estos resultados sugieren que aunque el software GeoGebra proporciona una simultaneidad
de representaciones, no es suficiente con ello para lograr que las estudiantes a coordinarlas
de manera inmediata. De ese modo, se confirma una vez los planteamientos de Villarreal
(1999) cuando reporta la necesidad de coordinar representaciones a través de ambientes

computacionales superando la dicotomia entre algunas de ellas.

Con el disefio de orientaciones que se propongan promover la coordinacion entre las
diferentes representaciones que intervienen en una situacion como la discutida en este
apartado, se espera obtener mayores oportunidades que permitan sustentar las ideas

planteadas por Villa-Ochoa y Ruiz (2010) quienes sefialan que:

“[...] la representacion matematica proporcionada por el software GeoGebra
[...] mas que una suma de representaciones [cinematicas], algebraicas,
numeéricas y geomeétricas, puede considerarse como una Unidad en la cual los
registros estan armonizados, es decir dindmicamente relacionados,
promoviendo la coordinacion y la comprension de los objetos matematicos
(Villa-Ochoa y Ruiz, 2010, p. 527).

6.1.2 GeoGebray Modellus en la comprension de la tasa de variacion
Instantanea

En el apartado 5.5 se mostré como a través de la interaccion con el software GeoGebra, las
estudiantes alcanzaron a construir una imagen del concepto de limite. Particularmente Ilama

a atencion el caso de Cristina, quien era la Unica estudiante que no estaba cursando la
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asignatura Calculo pues ella, junto con sus compafieras, consiguié “inferir” el valor del
limite de la funcién a través de acercamientos sucesivos a x=2. La presencia del “texto
dinamico”(ver llustracion 52) en el ambiente de la situacion jugo un papel fundamental
para observar que la imagen de limite construida a través de la aproximacién numérica no
era suficiente para ofrecer a dicho valor un estatus de “existencia”, pues sélo a través de ese
procedimiento el limite s6lo es un valor “supuesto”.
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llustracion 52. Ambiente de la situacion “rectangulo inscrito”

En el apartado 5.7 se presentaron los diferentes momentos por los cuales atravesaron las
estudiantes hasta llegar a comprender la tasa de variacion instantanea (velocidad
instantanea). En este proceso, el software Modellus posibilité la visualizacion simultanea de
las representaciones cinematica, grafica, simbdlica y tabular. Ello, aunado con el hecho de
observar la nocion de limite como una velocidad instantanea (cantidad de magnitud fisica
con un estatus de existencia) ofrecié elementos para superar la nocién de limite como
“supuesto” y poder asi aceptarlo como un valor “real”. Como evidencia de este hecho

retomo el siguiente dialogo:

Investigador :  Cuando el tiempo esta cerquita de dos, la velocidad va estar cerquita de:
Estudiantes :  Cuatro
Investigador : Y exactamente en dos, ¢Cual va a ser la velocidad?
Alexandra,
Marcela,y Cuatro
Estefania
Investigador :  ¢Tiene sentido hablar de cuatro?
Estefaniay :  Si.
Alexandra
Investigador : Hay algun problema si yo, con GeoGebra montara [superpusiera] el

punto y me diera cero sobre cero?
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Estefania : No!

Alexandra : No, porque se puede calcular por limites!
Estefania : Se pueda hallar por limites.

6.1.3 GeoGebray Modellus en la comprension de las funciones derivada y tasa
de variacion

El uso de los software GeoGebra y Modellus promovid en las estudiantes una evolucién de
la comprension que, para que caso de la funcion tasa de variacion, estuvo comandada por
procesos de razonamiento inductivo de los cuales se obtuvo como resultados la funcién tasa

de variacion.

Conforme fue descrito en el apartado 5.8, después que las estudiantes construyeron la
nocion de tasa de variacion instantdnea comenzé el proceso hacia la construccion de la
nocion de funcion de tasa de variacion. Dicho proceso se inicié con el calculo de la
velocidad instantanea de algunos valores del dominio de la funcion usando el software
Modellus; de este modo, las estudiantes calcularon las velocidades instantdneas en t=1, t=3,
t=4 y t=5, obteniendo las velocidades v=8, v=0, v=-4 y v=-8 respectivamente. Al observar
esta secuencia de velocidades las estudiantes rapidamente conjeturaron que era una
secuencia lineal y decreciente de nimeros. En este aspecto, las gréafica proporcionada por el
software Modellus se convirtié en una herramienta que ofrecié argumentos visuales para

validar dicha conjetura (ver llustracion 32).

El uso “ingenuo” de software como el GeoGebra puede proporcionar en los estudiantes la
visualizacién de algunos comportamientos que, en ocasiones, conllevan a la formulacion de
“propiedades” que son falsas generando asi posibles errores de tipo conceptual. Este riesgo
pudo evidenciarse cuando al estudiar la funcion tasa de variacion las estudiantes la
asumieron como equivalente a la funcion derivada. En la medida que las estudiantes
interactuaban con el software visualizaban que los puntos de la funcion tasa de variacion
“coincidian” con la grafica de la funcion derivada. En la llustraciéon 53 la secuencia de
puntos negros representa la tasa de variacion y la otras dos funciones corresponden a las

funciones f(x)=sen(x) y f’(x)=cos (x).
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llustracion 53. Funcion tasa de variacion y funcion derivada de f(x)=sen(x)

En el caso de esta investigacion, este tipo de visualizaciones condujo a que las estudiantes
omitieran la nocion de limite e hicieran una igualdad entre la funcion tasa de variacion y la
funcion derivada. Sin embargo, el mismo software propicio las posibilidades para que con
el uso adecuado de algunas herramientas, se pueda ofrecer argumentos para demostrar la
invalidez de tales conjeturas. Fue asi como al finalizar el apartado 5.8, a traves de la
herramienta zoom, las estudiantes pudieron visualizar que los puntos se separaban de la
grafica de la funcion derivada. Esto condujo a una discusion en la que se concluyé la
importancia de la nocion de limite para una definicion entre las funciones tasa de variacion

y derivada.

Los dos episodios presentados en los numerales 6.1.1 y 6.1.2, son s6lo una muestra del
papel que jugd el uso de los software: GeoGebra y Modellus en la evolucion de la
comprension matematica de la tasa de variacion. Todo ello se convierte en evidencia de que
dicho proceso de comprension fue mediado por las diversas potencialidades del software vy,
a su vez, ofrece elementos para apoyar las ideas presentadas por Martin y Pirie (2003)
cuando afirman que para el promover la evolucion de la compresion matematica no es
suficiente con exponer a los estudiantes a la tecnologia, sin proporcionar intervenciones
apropiadas de ensefianza de acompafiamiento, aunque inicialmente puede ser un elemento
motivador y fructifero, puede también actuar para limitar y reducir las posibilidades de un
entorno en el que los estudiantes, el ordenador y profesor podrian ser comparieros de

ocasion y promulgar el crecimiento de la comprensién matematica.
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A pesar de lo anterior, los elementos discutidos en este capitulo también permiten contrariar
los postulados de los mismos autores cuando afirman que la computadora o calculadora
son solo una herramienta, nada mas. Su valor radica en la forma en que complementa el
ambiente total de aprendizaje (Martin & Pirie, 2003).Contrario a ello, se observa en varios
apartes del capitulo 5 cémo el uso de la tecnologia fue creando caminos en ese proceso de
comprension confirmando asi los posicionamientos de Villarreal y Borba (2010) cuando
afirman que la separacion entre seres humanos y medios no tiene sentido, pues los medios
son componentes del sujeto epistémico, no son simples auxiliares ni complementos, sino
una parte esencial y constitutiva de éste. Para estos investigadores, los medios son tan
relevantes que el uso de diferentes tipos de ellos conduce a la produccion de diferentes

tipos conocimiento.

Un los productos que se deriva de esta tesis doctoral es el trabajo que se desarrolla en el
marco de la Maestria en Educacion titulado: “Génesis instrumental en el estudio de las
conicas como lugares geométricos: el caso de GeoGebra” En dicho trabajo, su autor bajo
mi asesoria, analizamos los aspectos dinamicos que emergen en el estudio de las conicas, y
analogo a lo que acontece con la comprension de la tasa de variacion, se observa que el uso
del software GeoGebra posibilita la creacion de un ambiente en que se permite reorganizar
la actividad humana y el pensamiento. Como producto de ambas investigaciones en Villa-
Ochoa y Ruiz (2010) (ver anexo 3) discutimos como a través de la visualizacion
proporcionada por el software GeoGebra nuevas relaciones matematicas van emergiendo de

tal manera que promueven nuevos elementos para la comprension matematica.

En el articulo mencionado anteriormente usamos los elementos tedricos de Borba y
Villarreal (2005) quienes presentan un constructo teérico denominado Humans—with-media
en el cual se discute como el conocimiento matematico es el resultado de una construccion
de un colectivo pensante de seres-humanos-con-medios. Estos autores puntualizan que los
medios empleados para comunicar, representar y para producir ideas matematicas
condicionan el tipo de matematicas que son construidas y el tipo de pensamiento a ser
desarrollado en esos procesos.

El constructo teorico de estos investigadores esta fundamentado epistemoldgicamente en

los planteamientos de Lévy (1993) quien, segin Borba y Villarreal (2005), afirma que la

163



tecnologia y los artefactos deben ser vistos en interrelacién con los seres humanos, de dicha
interrelacion depende la manera en que producimos conocimiento; segun Leévy, las
bibliotecas, las ciudades y los artefactos son parte de la manera en que conocemos (Villa-
Ochoa & Ruiz, 2010, p. 517).

Los elementos plateados en este apartado ofrecen evidencia de como la evolucion de la
comprension de la tasa de variacion fue un proceso mediado por los medios proporcionados
por el ambiente en el cual se desarroll6 (software educativo, tablero, lapiz y papel,
profesor); esto crea la necesidad reformular aquellos posicionamientos filosofico que
asumen la tecnologia como simples herramientas, para ofrecerles, mas que ello, un estatus

de reorganizadores del proceso de comprension.

6.2 La comprension de la tasa de variacion. Una mirada desde la literatura

Desde la revision de la literatura presentada en el primer capitulo de este documento se
observo que, aunque el concepto de derivada ha sido objeto de investigacion desde
multiples acercamientos, aun los procesos de comprension asociados a este concepto por la
via de la variacion son un campo abierto y fructifero de investigacion. En este apartado
ofreceré una mirada a los resultados presentados en el capitulo anterior desde las

principales investigaciones reportadas en el primera parte de esta tesis.

6.2.1 Momentos conceptuales en la comprension de la tasa de variacion

En esta investigacion se pueden identificar tres grandes momentos conceptuales asociados a
la comprensién de la tasa de variacion como una manera de aproximarse al concepto de
derivada; ellos son: la comprension de la tasa de variacion media, de la tasa de variacién
instantdnea y de la funcion tasa de variacion. Estos tres grandes momentos, estan en
coherencia con los planteamientos de Zandieh (2000), Carlson et al. (2003), Dall'anese
(2006), Sanchez-Matamorros et al. (2008), Navarro y Pérez (2010), entre otros; sin
embargo, es esta pesquisa estos tres momentos no fueron mutuamente excluyentes, sino
que, por el contrario, en la medida que la comprension de la tasa de variacion iba

evolucionando requeria de imagenes asociadas a los momentos precedentes.
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A continuacion describiré como se dio el desarrollo de estos tres momentos en el marco de

esta investigacion.

Momento 1. La tasa de variacion media de variacién

Basado en las evidencias presentadas en el capitulo anterior, el momento de la tasa de
variacion media (razon de cambio promedio) estuvo caracterizada por creacion y obtencion
diferentes imagenes, por ejemplo: uso de descripciones cualitativas, comparacion
aritmética de dos estados, cantidad magnitud que describe el cambio promedio de una
cantidad por unidad de cambio de la otra unidad; cada una de estas imagenes estuvieron
comprometidas en los estratos 1, 2 y 3 de la teoria de Pirie y Kieren y a su vez, estuvieron
precedidas por nociones como las de razén, proporcion, variable, funcion y por la
capacidad de aceptar la nocidén de funcién como una manera de matematizar una relacion
de variacion en un contexto dinamico. Estos elementos son en buena parte coherentes con
los planteamientos de Navarro y Pérez (2010) cuando determinan los prerrequisitos que los
estudiantes deben tener para iniciar el estudio de la tasa de variacion (Nivel 0, en el modelo

de van Hiele).

En el marco del modelo de van Hiele, Navarro y Pérez (2010) puntualizan que en la
conversion de las palabras en imagenes y en el comienzo del proceso de reconocimiento de
las caracteristicas visuales del cambio se presenta la evolucion al nivel 1. En coherencia
con ello, en esta tesis pudo observarse un proceso analogo al descrito por estos
investigadores; por ejemplo, cuando las estudiantes se comprometieron en buscar algin
procedimiento para describir el comportamiento de la tasa de variacion en funciones no
lineales (ver llustracion 16); sin embargo, estas imagenes estuvieron disponibles en
diferentes momentos del desarrollo de la investigacion y fueron evocadas en repetidas

ocasiones a traves de la caracteristica folding back de la teoria de Pirie y Kieren.

Otro elemento, en el cual el estudio de Navarro y Pérez (2010) y esta investigacion
coinciden, estd asociado con la idea de geometrizar la tasa de variacion, es decir, construir
imagenes visuales que permita una interpretacion geométrica de la tasa de variacion. La
importancia de ofrecer elementos visuales para el estudio de la variacion y la derivada

también ha sido recomendada por diversos investigadores (Carlson et al., 2003; Dolores,
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2007, Dolores et al., 2009; Villa-Ochoa, 2011) y cuya implementacion en este estudio
surgié de los trabajos previos reportados en Mesa y Villa-Ochoa (2007)y Villa-Ochoa y
Mesa (2009) en donde proponemos el uso del mecanismo de triangulos (ver llustracion 16 e
lustracién 35) para atender la necesidad de estudiar la variacion en términos de su razon de
cambio y la relacion con sus formas graficas en cuanto al crecimiento y concavidad. La
propuesta de Navarro y Pérez (2009) armoniza con la de Carlson et al (2003) cuando
Ilaman la atencion sobre la necesidad de que los estudiantes construyan graficas a partir de
la comprension del fendmeno, sin ecuaciones Yy sin niameros; por ejemplo, la forma como
varia el nivel de un recipiente cuando en él fluye agua (ver situacion 3 del cuestionario 1 en

el anexo 1 de este documento).

Cuando las estudiantes consiguieron observar la tasa de variacion media como una
invariante que en un conjunto de situaciones responde a la pregunta ¢a qué tasa varian?
(apartado5.7) se generaron conexiones entre las diferentes imagenes que posibilitaron una
evolucion hacia el estrato 4 (PN) de la teoria de Pirie y Kieren. Previo a ello, los estudiantes
ya habian explorado la nocion de limite y la habian entendido como un valor “supuesto”

que se inferia de un proceso de aproximacion.

Momento 2. La tasa de variacion instantanea

Superar la idea de limite como un “supuesto”, para reconocerlo como un valor numérico
que existe y que da cuenta de la tasa de variacion instantanea implicé un movimiento hacia
el estrato de formalising (F) pues, en palabras de Pirie y Kieren, en este estrato, el
estudiante es capaz de conocer las propiedades para abstraer caracteristicas comunes de

clases de imagenes.

Segun los resultados presentados en las secciones 5.5 y 5.7, el estatus de “existencia” de la
nocion de limite fue promovido por el estudio de un fenémeno de movimiento simulado por
el software GeoGebra. El reconocimiento de la tasa de variacion instantanea en una
cantidad de magnitud fisica se mostré bastante importante para la superacion de la
evolucion de la imagen de limite como un “supuesto”. Este tipo de abordajes de la derivada

a través del estudio de la cinematica han sido recomendados por Zandieh (2000, p. 112)
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quien sefiala que este tipo de contextos son propicios para ofrecer una interpretacion de la

derivada como “velocimetro”.

Si bien es cierto que en esta investigacion se hizo énfasis principalmente en los aspectos
visuales de la variacion y la tasa de variacion, también es cierto que dichos aspectos
siempre estuvieron simultineamente apoyados de una representacion cinematica, numérica
y una algébrica; ésto contribuy6 a que desde su génesis, el proceso de comprension
estuviera mediado por este tipo de representaciones. A través de la interaccién con el
software GeoGebra, las estudiantes, desde sus primeras experiencias con el software,
tuvieron la oportunidad es observar que el cambio de una variable se mide por la operacién
algebraica de la diferencia y, de la misma manera, que la tasa de variacion entre dos
variables esta dado por la razén del cambio de la segunda variable con respecto a la
primera. En este sentido, estos resultados se alejan de los planteamientos de Navarro y
Pérez (2010) quienes sefialan que dicha observacion es uno de los descriptores del nivel 2

para el caso de la tasa de variacidn segtn el modelo de van Hiele.

Momento 3. Las funciones: derivada y tasa de variacion

Para ubicarse en momento conceptual de comprensién de la funcién tasa de variacion se
observo en el apartado 5.8 que las estudiantes regresaron a los estratos iniciales (IM, 1H) de
la tasa de variacion media y a partir de alli consiguieron construir, a través de un proceso
inductivo, la nocion de funcion tasa de variacion que posteriormente, con las imagenes de
concepto de limite, condujo a la funcién derivada posibilitandose nuevamente un
movimiento hacia el estrato F. Puede observarse entonces que el proceso de comprension
reportado en esta tesis atraviesa por ciertos estratos, que contrario a las ideas presentadas en
otros modelos, no se asumen como niveles que etiquetan de manera categorica y absoluta a
un proceso de comprension sino que contrariamente, desde la misma definicion de
comprension de Pirie y Kieren, la comprension se observa como un fendmeno no lineal y

recursivo.

6.2.2 Algunas dificultades en la comprensién de la nocion de tasa de variacion

Conforme mencioné en el primer capitulo de esta tesis, algunos autores han reportado

algunas dificultades en la comprension de la nocion de derivada. Por ejemplo, Artigue
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(citada por Sanchez-Matamorros et al., 2008) sefiala que hay dificultades que se

manifiestan en el significado de la nocion de derivada como limite de un cociente

Flx+Ax).~f(x) 6 lim, _,, f(x)-f(a)

incremental (representacion analitica; limp,_q ™ -~

) 0 en su

interpretacion geométrica como pendiente de la recta tangente. Con respecto a estos
elementos, en esta investigacion las dificultades que se presentaron estuvieron basadas en
dos aspectos; el primero de ellos tiene que ver con la omisién frecuente de la nocion de
limite que se evidenciaba en la ecuacion de la derivada en un punto; y la segunda, esta
asociada al uso del concepto de variable como una representacion de una cantidad que

varia.

Con respecto al primer elemento, pudo evidenciarse en las discusiones del apartado 5.2que
tres de las participantes de esta investigacion ya tenian una imagen de la ecuacién derivada
en un punto. Este hecho se hizo evidente en la situacion “rectangulo inscrito” cuando la
herramienta disefiada para estudiar la tasa de variacion presentaba el “texto dinamico” que
artimetizaba dicha tasa. Cuando Estefania y Marcela vieron el texto de la ilustracion 20, de
imediato dijeron: jla derivadal. Sin embargo, al preguntarles el porqué de la derivada,
ninguna de ellas ofrecid respuesta alguna, y a pesar que Estefania consulté su cuaderno de
céalculo, no alcazo de determinar que la diferencia entre la expresion presentada en el la

pantalla del computador (%) diferia de la derivada en la nocion de limite. Conforme
fue desarrollado en el apartado 5.8, las estudiantes aun después de haber superado la
imagen de limite como “supuesto” continuaron omitiendo dicho expresion en la funcién

tasa de variacion.

Con respecto a este aspecto, vale la pena notar que no solo fue una dificultad en la
notacion, sino que mas alla de ello, esta omisidn reflejo una subordinacién de los procesos
infinitos inmersos en dicho proceso. Una prueba feaciente de este hecho se observo en el
estudio de la funcion tasa de variacion; cuando las estudiantes después de observar a través
del zoom que la tasa de variacién no coincidia con la derivada, dijeron: “nos enganiaron” ,
“la derivada del seno no es el coseno”. Sin embargo, tal y como fue presentado a comienzo

de este capitulo, la confrontacion entre la imaginario de las estudiantes y la visualizacion
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del software reivindié nuevamente la importancia de esta nocién en la comprension de la

derivada.

La nocion de variable también present6d dificultades en las estudiantes, 1o que a su vez
contribuyd para que ellas no coordinaran las representacion algebraica con la grafica y
cinematica.Esa poca coordinacion entre las representaciones, ya habia sido reportada por
Habre y Abboud (2006) cuando, a través de su investigacion, establecieron que diversas
comprensiones de la derivada en la representacion analitica divergen de las comprensiones
en la representacion grafica. Esta falta de coordinacién entre las representaciones de la
funcion fue obsercada en los resultados que Alexandra proporciono al primer cuestionario.
De igual manera, en la situacion “rectangulo inscrito” también se hicieron evidentes esa
falta de coordinacion entre las reprentaciones cinematica, humeérica y geométrica. Ante este
hecho en casi todos los momentos en los que intervinieron los software GeoGebra y
Modellus se implicaron simultaneamente varias representaciones, hecho que ya fue

presentado en la primera parte de este capitulo.

Finalmente, un elemento que también fue recurrente y se mostr6 como dificultoso de
superar fue la imagen “arraigada” de correlacion, que en la mayoria de los casos era
asociada con la nocion de proporcionalidad. Esta los efectos de estas nociones “arraigadas”

fueron presentadas en el capitulo 5 y discutidas en Villa-Ochoa et al. (2011).
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Capitulo 7

7. CONCLUSIONES

En el primer capitulo de esta investigacion presenté una revision bibliografica desde la cual
mostré que, a pesar de que existen gran cantidad de articulos discutiendo sobre el concepto
de derivada, la investigacion en este campo sigue siendo pertinente. Particularmente, se
observo como en muchos de los casos, el estudio de la derivada desde una perspectiva
geométrica esta hegemonizada por la interpretacion de la tasa de variacion media e
instantanea como la pendiente de una recta secante y tangente respectivamente.
Particularmente como lo afirma Tall (1989, citadoDa Costa André, 2008) esta nocion es
intuitiva, de ese modo, esta investigacion se dedicd al estudio de la tasa de variacion
observada desde un mecanismo de tridangulos como habia sugerido en algunos de mis
trabajos previos (Posada y Villa-Ochoa, 2006a, 2006b, Mesa y Villa-Ochoa, 2007; Villa-
Ochoa y Mesa, 2009 y Villa-Ochoa, 2011). Con la implementacion de este mecanismo no
pretendo abolir la presentacion clasica de la derivada como la pendiente de la recta
tangente, contrario a ello, considero que un posterior abordaje desde esta perspectiva podria

ser méas fructifero en la comprension del concepto de derivada.

El mecanismo de tridngulo se mostr6 como un elemento que promueve una interpretacion
alternativa a la tasa de variacion puesto que al usar simultineamente representaciones
geométricas, numéricas y cinematicas los estudiantes pueden hacerse una imagen directa
del crecimiento de una variable con respecto al crecimiento de la otra, idea que puede
resultar mas artificiosa en la recta tangente. De esta manera, en esta investigacion pudo
observarse que dicho mecanismo aport6 elementos para la interpretacion dindmicas de las
concavidades de gréaficas cartesianas confirmando los elementos reportados en Villa-Ochoa

y Mesa (2009) y Villa-Ochoa (2011) lo cual presenté en el segundo capitulo.

Con respecto al proceso de evolucién de la comprension de la nocion de tasa de variacion,
pudo observarse en los casos de Alexandra, Estefania y Marcela que una instruccion
enfocada en los aspectos procedimentales y algebraicos del calculo, no garantiza una

transferencia de dichos elementos para generar una mayor compresion matematica. Estos
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casos ponen en evidencia la necesidad de involucrar situaciones en el aula que promuevan
diferentes aproximaciones e interpretaciones de un topico matematico, de esa manera, se
van construyendo imagenes, relaciones e interpretaciones nuevas que redundan en una

mayor comprensién de tal topico.

El caso de Cristina pone de relieve que aun cuando un estudiante no ha desarrollado
nociones formales del calculo, puede visualizar imagenes sobre tales nociones,
Particularmente, se observo que a travées del desarrollo de la primera situacion (rectangulo
inscrito) ella alcanz6 a construir una imagen de la nocién de limite como una tendencia y
como un “supuesto”. De igual manera, a través de las visualizaciones proporcionadas por el
GeoGebray el Modellus esta estudiante observo algunas propiedades de las graficas de
funciones que relaciona el cambio de la tasa de variacién con las concavidades de la
grafica. De este modo, se proporciond mayores evidencias que confirman los elementos
expuestos en Villa-Ochoa (2011) cuando sefiala que, aun cuando los estudiantes no hayan
desarrollado una comprension de la nocion de limite, ni de la tasa de variacion instantanea,

se pueden ofrecer interpretaciones de las concavidades desde una funcion.

Basado en las evidencias presentadas en esta investigacion, presento una primera
implicacion para el aula de clase la cual tiene que ver con el estudio de las concavidades de
las funciones en los cursos previos al céalculo donde generalmente prima una secuencia
didactica que se inicia en la definicion y termina en las aplicaciones, pero que exiguamente
hace alguna referencia a las concavidades (Villa-Ochoa, 2011). En este sentido, mas alla
del estudio de las propiedades de crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos de una
funcion no lineal, puede realizarse una interpretacion de sus concavidades a través del

estudio del cambio de la tasa de la variacion media.

Con respecto al marco tedrico presentado en el capitulo tres pudo observarse, en esta
investigacion, que la teoria de Pirie y Kieren se mostré apropiada para describir algunos
aspectos de la comprension de las estudiantes. De manera particular, el folding back
evidencio que el proceso de comprension es un camino complejo de “ir y venir” sin que
ello implique una involucion en dicho proceso; contrariamente, como lo puntualizan Pirie y

Kieren, cuando los estudiantes retornan a los estratos precedentes lo hacen con el
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conocimiento construido hasta el momento de donde se desprende mayor riqueza

conceptual en dichos estratos previos.

Los casos reportados en esta investigacion, pero en especial el caso de Alexandra,
evidencian que existen estudiantes en los cuales tienen presencia algunas imagenes
arraigadas de conceptos matematicos (i.e. la proporcionalidad) que al no evolucionar
pueden convertirse en desencadenadores de folding backs que son poco efectivos para
promover la comprension; de esa manera, los elementos presentados en este investigacion
permiten apoyar la idea de Cavey y Berenson (2005) quienes sefialan que no todos los actos
de folding back son necesariamente efectivos para la extension de la comprension

matematica.

En su articulo de 2008, Martin presenta una clasificacion de los actos de folding back
encontrados en su investigacion, dicha clasificacion atendid inicialmente a tres categorias
generales, a saber: la fuente de la intervencion que produce el folding back, la forma del
mismo y los resultados que este tiene para la comprension. Para Martin, todos los actos de
folding back, cuya fuente es el mismo estudiante, son voluntarios; sin embargo en esta
investigacion, el caso de Alexandra evidencia que las imagenes de proporcionalidad son
para ella misma una fuente que desencadena folding back pero que no se muestran como un
acto voluntario, sino que por el contrario, estan en relacion con el nivel de “arraigamiento”

que dichas imagenes tienen en la estudiante.

Tales imagenes “arraigadas™ permiten discutir sobre dos nuevas implicaciones, en este caso

una para la teoria de Pirie y Kieren y una mas para el aula de clase.

- Con respecto a la teoria puede observarse en Alexandra un acto de folding back
cuya fuente es el mismo estudiante pero no voluntario; asi mismo, dicho acto se
muestra como poco efectivo en la promocion de la comprensién de la nocién
que se aborda como objeto de estudio. Este hecho aporta nuevas evidencias para
complementar la extension de la teoria de Pirie y Kieren que Martin (2008) ya

habia propuesto.

- De otro modo, las evidencias de este estudio muestran que es necesario propiciar
experiencias en el aula de clase en las cuales los estudiantes vayan construyendo

su comprension sobre determinados topicos matematicas, pero en las cuales se
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incluyan “modos de comparacion” de otras situaciones en quienes dichas
imagenes no se muestren extrapolables; asi por ejemplo: en el aprendizaje de la
proporcionalidad es importante que las estudiantes entren en contacto con
cantidades variables que son directa o inversamente correlacionadas; pero al
mismo tiempo, se hace importante el analisis de situaciones en las cuales, a

pesar de estar correlacionadas, no son directa ni inversamente proporcionales.

La compresion de la tasa de variacion implicd en las estudiantes evolucionar por imagenes
como: razon, tasa de variacion media, tasa de variacion en un intervalo, tasa de variacion
instantanea y de éstos al concepto de derivada como nocidn local y como una funcién. A lo
largo de este proceso otras nociones fueron requeridas, por ejemplo: variable, funcion,
limites. Los casos reportados en esta investigacion se convierten en evidencia que algunas
de estas nociones no fueron producto de un “simple llamado” para avanzar en la
comprension del tépico que se asume como foco de comprensidn, sino que por el contrario,
dicha comprension exige la evolucion paralela de las otras nociones. Particularmente
resalto cdmo la nocion de limite se vio involucrada en la comprension de la nocion de tasa
de variacion, sin embargo se mostr6 como un hecho en el cual la comprension de este
ultimoatravezé por diferentes estratos (limite como aproximacion, como supuesto, como
valor que existe). La siguiente ilustracion, en la que se muestra el proceso de evolucion de

la comprension de Cristina se convierte en un elemento que da fuerza a dicha asercion.
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Proporcionalidad

Limite

Tasa de variacion

asa de variacion

llustracion 54. Evolucion de la comprension de Cristina

Estos elementos se convierte en argumentos para observar que, existen casos en los que la
comprension matematica no es un proceso mono-conceptual, es decir, aunque en esta
investigacidn la atencion estuvo centrada a la manera como las estudiantes comprendia la
nocion de tasa de variacion, fue necesario hacer folding backs hacia otros conceptos en los
cuales las estudiantes paralelamente iban evolucionando en su comprension. Es asi como
los resultados de esta investigacion sugieren elementos adicionales para caracterizar la
nocion de comprension propuesta por Pirie y Kieren. En ese orden de ideas, la comprension
matematica, mas alla de ser “todo” estratificado y no lineal, también es un proceso que
involucra relaciones dindmicas no solo intra-conceptuales sino también inter-conceptuales
en las cuales la comprension de otros topicos de la matematicas evolucionan de manera

recursiva y no lineal.

La nocion de comprension como un “todo” puede acarrear una semantica absolutista, no
relativa, de la comprension y quizas atendiendo a una evolucion de la comprensién en
términos de las relaciones intra-conceptuales. La comprension como un conjunto de
relaciones dindmicas se enmarca en una concepcion de la comprension que atiende a las
individualidades, aleatoriedad y condicionamientos entre el sujeto, las matematicas y los
contextos en los cuales surgen dichas comprensiones. Ademas, parece recrear de manera
mas amplia la idea de Pirie y Kieren en cuanto a que la comprension es un proceso

inacabado y va evolucionando de acuerdo a diferentes niveles de sofistificacion.
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Con respecto al desarrollo del pensamiento variacional, pudo observarse en esta
investigacion que en el proceso comprension de la tasa de variacion las estudiantes
atravesaron por diferentes momentos que parecen involucrarse en el desarrollo del tal
pensamiento; a saber: captacion y descripcién de una relacion (IM, IH, PN), creacién de
una estrategia (IM), surgimiento de conjeturas (PN, O), construccion de representaciones
gréficas y algebraicas de tales relaciones (PN, O), la confrontacion de refutacion (O).
Tales momentos fueron dinamizados en la interaccion entre las estudiantes y de ellas
mismas con el investigador y los software Geogebra y Modellus. Aunque el lapiz y el papel
fueron necesarios para apoyar los andlisis de las estudiantes, siempre estuvo subordinado
por las imagenes que fueron emergiendo de la visualizacion proporcionada por el software.
Estos elementos ponen de manifiesto que la visualizacidn es un proceso que va mas alla del
simple acto de mostrar una imagen, ni mucho menos una herramienta adicional u opcional
en el proceso de comprension, pues como afirman Borba y Villarreal (2005), los medios
hacen parte de nuestra naturaleza y de esa manera el proceso de aprendizaje se observa
como una unidad donde la separacién entre lo interno y externo no tiene sentido, ya que
dicha dicotomia carece de valor puesto que los limites entre ellos no son claros para el ser

cognitivo.

Basado en los anteriores elementos, la visualizacion proporcionada por los software
GeoGebra y Modellus se convirtié en un agente promotor de la comprension de la nocién

de tasa de variacion. De igual manera, otros factores que influyeron fueron:

e La interaccién entre las estudiantes: con excepcion de la entrevista, en todas las
actividades las estudiantes estuvieron abordando las situaciones en trabajo
colectivo. En dicho trabajo, el didlogo entre ellas mismas y con el investigador fue
un elemento primordial para generacion de folding back confirmando una vez mas
los planteamientos de Martin (2008) cuando sefiala que algunas veces un colega o el

profesor mismo se convierten en fuentes de tal caracteristica.

e En el caso de esta investigacion, la interaccion entre el investigador y las estudiantes
estuvo marcada por la presencia de preguntas que emergian en la medida que las

estudiantes avanzaban en su proceso de comprensién. Dichas preguntas tuvieron un
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papel importante como promotores de comprensidn pues, fue a través de ellas, como
las estudiantes profundizaban en los por qué de sus conclusiones y tomaban
consciencia de las relaciones que se establecian entre las imagenes del tdpico
matematico estudiado. En este sentido, esta investigacion aporta mayores elementos
para sustentar la importancia que las situaciones sean flexibles, es decir, situaciones
en la que los estudiantes no son sometidos a una secuencia rigida de preguntas, las
cuales ellos deben ir abordando, como si fuera un cuestionario; sino que por el
contrario, son situaciones en las que, teniendo en cuenta los propdsitos de la
investigacion, se incorporan los asuntos que van emergiendo del trabajo
experimental en el aula, asi como la formulacion de nuevas preguntas, de tal manera
que se promuevan confrontaciones entre los razonamientos, hipotesis y conjeturas
de los estudiantes (Villa-Ochoa y Ruiz, 2010).

La representacion proporcionada por los software dinamizaron el estudio de los
fendmenos de cambio, asi mismo involucraron diferentes representaciones
(cinematicas, cartesiana, numérica, geométrica, etc). Estos elementos concuerdan
con los argumentos de Vasco (2006) cuando afirma que el pensamiento variacional
es una forma de pensar dinamica y que es un tipo de pensamiento que estd en
estrecha relacion con los procesos de modelacion matematica. Sin embargo, sefialo
que este tipo de pensamiento no se restringe de manera Unica al proceso de
modelacion exclusivamente, ni mucho menos a la manera de construir
representaciones de problemas de variacion. Como se observa en esta
investigacion,a través de software se puede proporcionar un ambiente para
reconocer la naturaleza dinamica de algunos conceptos matematicos sin que

necesariamente se esté implicando un proceso de modelacion matematica.

Con base en lo anterior, es importante resaltar el uso que tuvieron los software Modellus y

Geogebra, pues como sefialan Villarreal y Borba (2010), en la literatura se esta

demandando una exploracion del potencial de los computadores con el fin de evitar el uso

de estos medios de manera anticuada. En ese sentido tanto en esta investigacion, como en la

de Ruiz (tesis de maestria derivada de esta tesis doctoral) se observa como a través de la
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interaccién con el software surgen nuevos cuestionamientos que alimentan la exploracion

del software mismo y redimensionan la mirada sobre los objetos matematicos.

Los elementos hasta aca presentados apoyan la vision de Gerson y Walte (2008) cuando

sefialan que:

Students’ sense-making and understanding of mathematics necessarily
include both content and connections among content (...). We suggest that
analyzing both understandings of foundational calculus content and
connections students make amongst content, context, and previous
knowledge will give us a richer picture of the emergent meanings students
are creating as they explore meaningful mathematics tasks (p. 65).
Asi mismo, los resultados de esta investigacidn sugieren abrir nuevas investigaciones en las
cuales se muestre como el proceso de comprension matematica es un producto de la
interaccidn social de los estudiantes, los profesores y los medios lo cual puede enmarcarse

en el constructo tedrico de Humans-with-Media propuesto por Borba y Villarreal (2005).

Finalmente vale la pena aclarar que desde esta investigacion no se acudié al uso de
software como un medio para comprender matematicas de manera mas facil sino que, a
través de ellos, la construccion de conocimiento matematico es diferente y parece
armonizar con los elementos de una parte de nuestra sociedad en donde el uso de chats,
celulares, computadores, internet, redes sociales y software libre se ha masificado e

incorporado tanto a la cotidianidad, que ya hacen parte inherente de la cultura.
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ANEXO N°1

Cuestionario de la Investigacion
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UNIVERSIDAD DE ANTIOQUIA
FACULTAD DE EDUCACION
PROYECTO DE INVESTIGACION:
LA COMPRENSION DEL CONCEPTO DE DERIVADA DESDE
UNIVERSIDAD
DE ANTI(b)QUIA UNA PERSPECTIVA VARIACIONAL

1803

Cuestionario N° 1
Reconocimiento de aspectos variacionales en el concepto de funcion

Apreciada estudiante, en primer lugar quiero agradecer su disposicion para participar de
esta investigacion, espero que con este trabajo logremos construir aspectos significativos
para todos.

A continuacion encontrards un conjunto de actividades que pretenden marcar el punto de
partida de la investigacion a través de la identificacion de algunas caracteristicas
variacionales del concepto de funcién. Asi que por favor responde tranquilamente cada
pregunta y, si lo consideras necesario, describe de manera mas amplia los aspectos que
pensaste para llegar a la respuesta.

Actividades

1. La siguiente grafica representa la relacion entre el volumen y el tiempo de dos
tanques de agua, cuyo liquido se esta derramando por un orificio en la parte inferior
de cada uno de ellos.

3
Tiempo (horas)

Con base en la informacion presentada en la gréfica, responde:
a. ¢En qué tiempo los dos tanques tienen el mismo volumen?
b. ¢Cual de los dos tanques esta derramando mayor cantidad de agua por unidad de
tiempo?
c. ¢Aqué razon se esta derramando el agua en cada taque?
2. Considere un recipiente cilindrico como se muestra en la siguiente figura:

188



H: altura del cilindro

r: radio del cilindro

r

e

Se sabe que el volumen del cilindro es V = nr2H. Responda las preguntas que se
consideran a continuacion:

a.

Si el radio se considera fijo, ¢qué debe ocurrir con la altura para que el volumen se
duplique?

Si la altura permanece fija, ¢qué debe ocurrir con el radio para que el volumen se
triplique?

Si el radio se duplica, ¢qué debe ocurrir con la altura para que el volumen del
cilindro permanezca constante?

Representa en un grafico cartesiano la relacion que existe entre el volumen vy el
radio del cilindro, sabiendo que la altura permanece constante.

Representa en un grafico cartesiano la relacion que existe entre el volumen y la
altura del cilindro, sabiendo que el radio permanece constante.

Un vehiculo se aleja del centro de la ciudad de la siguiente manera: desde el
momento que sale del centro hasta los 5 kildbmetros avanza a una velocidad de 30
km/h. Entre los 5 km y los 15 km avanza a una velocidad de 60 km/h; y finalmente,
después de los 15km adquiere una velocidad de 80 km por hora.

Grafica en un plano cartesiano las siguientes relaciones:
a. Velocidad y distancia recorrida.

b. Velocidad y tiempo transcurrido.

c. Distancia recorrida y tiempo transcurrido.

El recipiente que se muestra en la siguiente figura se llena con agua que gotea
constantemente de un grifo®,

® Tomado con modificaciones del Examen de Admisién de la Universidad de Antioquia Ano-Semestre: 2009-
2, jornada 2.
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a. ¢Cudl de las graficas que se muestran a continuacion puede describir la forma
como varia el nivel del agua a través del tiempo

MNivel del MNivel del MNivel «del MNieet del

Td Eua

-2 B 2 "
Tiempo Fiempo Fiempo Cicmpo

A B C I

b. Dibuja una grafica que represente la forma como cambia la altura del nivel de
agua con respecto al volumen.

5. Se descargan dos archivos de computador A y B con igual tamafio. La siguiente
tabla representa la relacion entre el tiempo y la cantidad de archivo descargado en el
computador.

Tiempo (seg) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Cantidad de | Archivo | 50 | 100 | 150 | 200 | 260 | 330 | 390 | 480 | 580 | 610
Kb A
descargados

Archivo | 20 | 40 | 90 | 140 | 200 | 290 | 350 | 420 | 520 | 610
B

a. Usando la informacion de la tabla, determina en cuales momentos los dos archivos
se descargan con la misma tasa de transferencia (rapidez). Argumenta tu respuesta

b. En cuéles intervalos de tiempo la rapidez con la que se descarga el archivo A es
mayor que la rapidez con la que se descarga el archivo B. Argumenta tu respuesta.

c. ¢Encudl de los dos archivos la tasa de transferencia es mayor cuando el computador
marca exactamente 4 segundos?
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Resumen
El presente articulo es producto de una investigacion en la cual, a través del estudio
de casos, se uso la teoria de Pirie y Kieren para indagar por la manera cémo se
desarrolla el proceso de comprension de la nocidn de tasa de variacion. De manera
particular, este articulo presenta algunos elementos asociados a la evolucion de la
comprension de dicha nocién en los tres primeros estratos. Finalmente, se discute
sobre la imposibilidad de determinar de manera “absoluta” las nociones y
procedimientos asociados al Primitive Knowing y como, en el proceso de evolucion
de la comprension de la tasa de variacion, emergen ciertas nociones “incompletas”
que requieren ser abordados y refinados.

Palabras clave: comprension matemdtica, teoria de Pirie y Kieren, tasa de variacion,
proporcionalidad, folding back

1.La nocion de tasa de variacion en el estudio del concepto de derivada

La tasa de variacion o razon de cambio ha sido un concepto que ha llamado la atencion de
diversos investigadores, en parte, porque se encuentra en relacion con otros conceptos
fundamentales del andlisis matematico; por ejemplo: la derivada (Cantoral, 2004; Dolores C. ,
2007) y el concepto de funcién (Posada y Villa, 2006). Por otro lado, Tall (2009) resalta la
importancia de abordar el estudio de conceptos del analisis matematico haciendo énfasis en los
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procesos dindmicos que subyacen a ellos, por ejemplo, las funciones y la derivada en relacion
con la variacion y tasa de variacion respectivamente.

La literatura internacional sobre el tema en mencioén, reporta que muchas de las
dificultades asociadas al estudio de conceptos, como el de derivada, radica en una débil
comprension de los procesos de variacion que subyacen a ellos; es asi como Dolores (2007)
sefala que:

La ensefianza del cadlculo diferencial (CD) en el nivel medio superior, en muchos paises
enfrenta un problema generalizado: los estudiantes escasamente comprenden sus ideas
basicas, especialmente las relacionadas con la derivada. Las evidencias mostradas [...] son
coincidentes, al terminar sus cursos de CD cantidades significativas de estudiantes logran
un dominio aceptable de los algoritmos algebraicos para calcular limites y derivadas pero
dificilmente comprenden el significado de esos procedimientos. Incluso, dificilmente
logran reconocer las ideas asociadas al concepto de derivada en la resoluciéon de
problemas elementales de variacién y cambio a pesar de que en los problemas de este tipo
se encuentra la esencia de este concepto (p.I).

Asi mismo, otros investigadores reportan que el concepto de derivada esté influenciado por
el contexto en el cual se desarrolla su estudio; por ejemplo, la investigacion Bingolbali,
Monaghan, y Roper (2007) sugirié que los estudiantes de un curso de ingenieria mecdnica
conciben la derivada como una razén de cambio y ven las matemadticas como una herramienta,
por tanto prefieren los aspectos de aplicacién de conceptos como la derivada; en contraste con
esto, el estudio establece que los estudiantes de Matematicas se muestran proclives a su
interpretacion como tangentes.

Las causas por las cuales los estudiantes no alcanzan a comprender los aspectos
variacionales asociadas a la derivada son de diversa indole. Por ejemplo, Cetin (2009) sefiala que
en los cursos de célculo, con frecuencia se favorece la manipulacidn de representaciones
algebraicas para ensefiar reglas que permitan esbozar la gréfica de una funcion; en ese sentido
para este autor, mientras los estudiantes calculan la derivada de una funcién por medio de una
expresion algebraica con la ayuda de las reglas de derivacion, no alcanzan a hacerse conscientes
de la importancia de interpretar la derivada como la tasa de variacion instdntanea de una funcion.

Por su parte Zandieh (2000) propuso un marco tedrico para explorar la comprension que
tienen los estudiantes sobre la derivada; con dicho marco, Zandieh discute y analiza
sistematicamente las preguntas relativas a la comprension individual, su comparacién con otras
comprensiones, las estrategias de ensefianza, la efectividad de las précticas pedagdgicas y la
evaluacion de los materiales curriculares. En su trabajo, esta investigadora resalta el papel de la
tasa de variacion media e instantanea como un componente importante para la comprension de la
derivada.

Con base en los multiples aspectos que desde la literatura se reportan, se desarroll6 una
investigacién en la cual se indagé por el proceso de comprension de la tasa de variacién' como
una manera de aproximarse al concepto de derivada; para ello, se adopté como marco tedrico la
teoria para la evolucion de la comprension matemdtica de Pirie y Kieren. Los aspectos
generales de esta teorfa se describen en el siguiente apartado.

' La investigacién se desarroll6 en el marco del programa de Doctorado en Educacién
(Matemdtica) de la Universidad de Antioquia-Colombia.
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2.La teoria de Pirie y Kieren

La teoria para la evolucion de la comprension de Pirie y Kieren tiene sus origenes en un
enfoque constructivista para la comprensién matemadtica. En su publicacién de 1994, Pirie y
Kieren reconocen que su pensamiento se vio estimulado por la teoria bioldgica de la cognicién
en los sistemas auto-referenciados de Maturana y Varela (1980, 1987) y de Tomm (1989); asi
mismo, afirman que su teoria pretende elaborar en detalle la definicion constructivista de la
comprension como un proceso continuo de organizacion de las estructuras de conocimiento
personal tal y como fue presentado por von Glaserfeld en 1987.

Pirie y Kieren (1994) describen la comprension como un todo dindmico, estratificado,
recursivo, no lineal y jerarquizado de una reorganizacién de las estructuras del conocimiento. La
teoria de Pirie y Kieren se constituye en una herramienta que actia como un lente a través del
cual puede observarse la compresion matematica de un individuo o de un grupo individuos.

La teorfa Pirie y Kieren considera que la comprension matemadtica de un individuo
particular en tépico matematico especifico, evoluciona a través de ocho estratos potenciales, los
cuales se modelan en el diagrama de la Ilustracion 1.

%)

Tlustracién 1. Representacion diagramatica de la Teoria de Pirie y Kieren.

El modelo representa los ocho estratos por medio de un conjunto de circunferencias con un
punto en comun. Cada circulo representa un estrato, el cual incluye los estratos precedentes y, a
su vez, estd incluido en los estratos subsecuentes. Estos estratos pretenden dar cuenta de las
caracteristicas creciente e inacabada de la comprensién matemadtica.

Para Pirie y Martin (2000), aunque este conjunto de circunferencias se muestra creciente
hacia afuera, hacia estratos mds abstractos y generales, la comprension evoluciona de manera
diferente; es decir, la evolucion de la comprension se produce mediante un movimiento continuo
hacia atrds y adelante a través de niveles de conocimiento. Los caminos que pueden describirse
para la evolucion no son ni lineales ni unidireccionales.

Los estratos son denominados: Primitive Knowing (PK), Image Making (IM), Image
Having (IH), Property Noticing (PN), Formalising (F), Observing (O), Structuring (S) e
Inventising (I). Adicionalmente, la teoria de Pirie y Kieren presenta otras caracteristicas, a saber:
la fractalidad, los limites de falta de necesidad, el redoblando (folding back), y la
complementariedades de la accidon y la expresion. Dado que el interés del presente articulo se
centra en los tres primeros estratos, y en la caracteristica del folding back se profundizara en
estos aspectos y se sugiere al lector remitirse a los textos referenciados en la bibliografia para
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ampliar en las demads caracteristicas de la teorfa.
Estrato 1- PK. Conocimiento primitivo (Primitive Knowing)

El “conocimiento primitivo” hace referencia al conocimiento inicial, primordial o bésico.
Thom y Pirie (2006) afirman que con este término no se pretende transmitir ningun juicio en
cuanto al nivel de sofisticacion de las matemaéticas o, de hecho, cualquier otro conocimiento que
la persona posee. Este conocimiento estd conformado por todo lo que una persona trae "en su
mente" a la tarea actual; por ejemplo, sus experiencias en la situaciones reales, sus ideas y
concepciones frente a la matematica y al concepto mismo. El adjetivo primitivo no significa que
califica a este conocimiento como precario o en un nivel matemdtico bajo.

Estrato 2-IM. Construccion de la Imagen (Image Making)

Un primer momento en la evolucion de la comprension de un concepto se genera cuando se
realizan acciones (fisicas o mentales) con el fin de crear una idea del nuevo tema o concepto
(Thom y Pirie, 2006). Para Pirie y Kieren (1994) en este segundo estrato, el estudiante es capaz
de realizar distinciones con base en capacidades y conocimientos anteriores; como resultado, las
acciones que se realizan en este estrato involucran el desarrollo de las concesiones entre los
referentes y los simbolos. Thom y Pirie (2006) afirman que en este estrato se comienza la
evolucion de la comprension al hacer distinciones matemaéticas a través de las acciones, todo
sobre la base del conocimiento primitivo. La intencién del trabajo en este estrato radica en que se
da lugar a la creacién de nuevas imdgenes matemadticas que puedan existir en su forma mental,
verbal, escrita o fisica.

Estrato 3-IH. Comprension de la Imagen (Image Having)

Pirie y Kieren (1992) afirman que las imagenes asociadas a una sola actividad se
reemplazan por una imagen mental. El desarrollo de estas imdgenes mentales, 0 mas
precisamente imagenes orientadas por un proceso mental, libera a las matematicas del estudiante
a partir de la necesidad de realizar acciones fisicas particulares. Para Pirie y Kieren estos objetos
mentales han sido discutidos con los nombres de “concepto imagen”, “marcos”, “representacion
de estructuras de conocimiento” y “esquemas alternativos de los estudiantes”. El estudiante

puede usar estas imdgenes para reconocer las propiedades globales de los objetos mateméticos.

asta este punto, los dos ultimos estratos evocan el término “imagen’ el cual, Pirie
Hasta est to, los dos tlt trat 1t “ ” el cual, P
Kieren (1994), usan para significar cualquier idea que el estudiante pueda tener sobre algiin
topico en particular, cualquier representacion “mental”’, no necesariamente visual o pictdrica.
Esta teoria postula que, en la evolucién de su comprension matemadtica acerca de un topico
particular, un estudiante elabora, sostiene y extiende imdgenes particulares.

Caracteristica del Redoblado (folding back)

Pirie y Kieren (1992) afirman que cada uno de los ocho estadios de comprension se
encajan uno en el otro, pero siempre permitiendo un acceso a todos los estadios anteriores.
Consideran la evolucién de la comprension de una persona con respecto a un tema, cComo un
movimiento de avance y retorno entre actividades de los diferentes estadios. A este proceso de
adelantar y retroceder los autores lo denominan Folding Back (Redoblado).

Para Pirie y Kieren (1991), el redoblado es una de las caracteristicas mas importantes de la
teorfa, ya que representa un aspecto dindmico y no monodireccional de la comprension. Pirie y
Kieren (1994) creen que cuando un estudiante se enfrenta con un problema, que no se puede

XIII CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 201 1.



Aspectos emergentes en la comprension de la tasa de variacion 5

solucionar de inmediato, éste puede necesitar volver a un estrato interno de comprension, de este
modo, el redoblado permite la reexaminacion de la comprension en un estrato de una forma
mucho mds enriquecida a la presentada cuando se trabajo inicialmente en ese estrato. Pirie y
Martin (2000) agregan que el resultado de este folding back es que el individuo es capaz de
extender su actual comprension (inadecuada o incompleta) mediante reflexion y luego
reorganizar sus construcciones iniciales del concepto, o incluso en caso que sean insuficientes,
generar y crear nuevas imdgenes para abordar el problema. Sin embargo, ahora la persona tiene
un grado de auto-consciencia el cual ha sido informado por las operaciones del estrato externo.
De esta manera, la actividad realizada sobre el estrato interno no es idéntica a la realizada
inicialmente, sino que la persona, efectivamente, ha construido una comprensién mas “fina” en el
estrato interno para extender su comprension en el estrato externo (Pirie y Martin, 2000).

Pirie y Kieren (1991, 1994) resaltan la importancia del Redoblado para promover la
evolucion de la comprension; afirman que de esta forma, el avance se presenta doblando de
nuevo hasta que repetidamente se reconstruya y reorganice el conocimiento del estrato interno de
la persona y, de esta manera, extienda la comprension del estrato externo.

En su articulo Pirie y Martin (2000) ofrecen una mirada a uno de los aspectos del folding
back al que ellos denominan collecting. Segun estos investigadores el collecting ocurre cuando
el estudiante sabe lo que necesita para solucionar un problema y que su comprension es
insuficiente para evocar ese conocimiento. El proceso de folding back to collect implica la
recuperacion de conocimientos previos para un proposito especifico y volver a verlo o leerlo de
nuevo a la luz de las necesidades de las actuales acciones matematicas. De este modo, para Pirie
y Martin (2000), el collecting no es simplemente un acto de evocacion, sino que tiene el efecto
de “engrosamiento” o “refinamiento” de la comprension. Este folding back to collect es
retomado nuevamente por Martin (2008) para proponer una extension de la teoria de Pirie y
Kieren.

3.El estudio

Conforme fue mencionado anteriormente, este estudio indaga por la manera como se
desarrolla el proceso de compresion de la nocion de tasa de variacion. Responder a un “cémo se
desarrolla un proceso...” demandé de los investigadores una inmersion detallada y profunda en
el estudio del fenémeno de comprension. De ese modo, se selecciono el estudio de casos como
método de investigacion; ya que, en palabras de Goldenberd (2007), a través de una inmersion
profunda y exhaustiva de un objeto delimitado el estudio de caso posibilita la penetracion en la
realidad social no necesariamente lograda con un andlisis estadistico.

Para Yin (2009), aunque no existe una formula que permita elegir el estudio de casos como
método en una investigacion, si es cierto que dicha eleccidon debe estar en coherencia con la(s)
pregunta(s) de investigacion. Este autor agrega que las preguntas que se enfocan en el “cémo” o
el “por qué” de un fendmeno social son especialmente un indicador para optar por el estudio de
casos como método de investigacion. Asi mismo, Yin (2009) establece un estudio de caso como
una indagacién empirica que investiga un fendmeno contemporaneo, con profundidad en su
contexto real de existencia; especialmente cuando los limites entre el fenémeno y el contexto no
son claramente evidentes.
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En este estudio participaron cuatro estudiantes que se designaron con los seudénimos de
Alexandra, Marcela, Estefania y Cristina, las cuales estaban matriculadas en un programa de
ingenieria en una universidad estatal. Las estudiantes fueron seleccionadas entre un grupo de 37
estudiantes de un curso de pre-cdlculo atendiendo a que, durante el desarrollo del curso ellas
habian evidenciado interés, motivacién y mayor grado de continuidad en su proceso educativo.
Adicionalmente estas cuatro estudiantes mostraron actitudes favorables para la participacion en
las actividades de clase y habilidades para comunicar de manera oral y escrita sus diversas
inquietudes y avances en sus comprension, lo cual estd en coherencia con los planteamientos de
la Teoria de Pirie y Kieren, para quienes una interpretacion de la comprension matemadtica sélo
es posible a través de las diferentes manifestaciones externas que los estudiantes puedan
evidenciar.

Las fuentes que se usaron para la obtencién de la informacion fueron: la observacion-
participante, documentos, cuestionarios y entrevistas. Dichas fuentes estuvieron presentes en dos
fases: en la primera ellas se hizo un reconocimiento de las diversas caracteristicas del contexto; y
en la segunda fase, se determinaron las diferentes maneras en que las estudiantes consiguieron
aproximarse a la comprension de la tasa de variacion; en esta segunda fase se incorpord un
conjunto de cuatro situaciones, a saber: Tridngulo inscrito, la velocidad y la aceleracion, la
descarga de un archivo, y andlisis de la funcion tasa de variacion.

Paralelamente a la recoleccion de los datos, se hizo un primer acercamiento a ellos. Este
tipo de andlisis ha sido sugerido por Creswell (2008) y, para el caso de esta investigacion,
permitié obtener un “sentido general” de la informacion y ofreci6 ciertos lineamientos en la
estructuracion de las actividades que continuarian en la intervencion. Al finalizar el proceso de
recoleccion de los datos, se continud con el proceso de organizacién y clasificacion de la
informacion; los diarios de campo y los documentos fueron duplicados y digitalizados, las
entrevistas transcritas y los videos fueron analizados por el equipo de investigacion, generando
una matriz de codigos asociados a los diferentes aspectos de la teoria de Pirie y Kieren. El paso a
seguir consistié en generar un conjunto de categorias individuales en los cuales se daba cuenta de
los elementos de la comprension de cada una de las estudiantes teniendo en cuenta los niveles de
comprension, los elementos involucrados en la evolucion de la comprension, y la relacion con
otros conceptos matemdticos; posteriormente se hizo una categorizacion de segundo orden por
medio de la triangulacion de los elementos que surgieron en la categorizacién individual.
Finalmente, se escribieron y se discutieron los resultados con el colectivo de investigacion.

Conforme fue presentado anteriormente, el presente articulo se centra en los elementos que
describen la evolucién de la comprension de la tasa de variacién en los tres primeros niveles,
particularmente se discute cdmo en dicha evolucidn aparecen nociones “incompletas” de otras
nociones relativas a la proporcionalidad.

4.Elementos que influyen en la comprension de la tasa de variacion

Conforme fue presentado en el marco tedrico, la Teoria de Pirie y Kieren sugiere que el
proceso de comprension de un topico o concepto matematico debe tener en cuenta el conjunto de
nociones, procedimientos y herramientas los cuales se convierte en el punto de partida de la
comprension. Para el presente estudio, se inicio el proceso investigativo una vez las estudiantes
habian abordado, junto a los demds compafieros del curso, las temdticas de proporcionalidad y
funciones lineales, cuadréticas, exponenciales y logaritmicas. Asi mismo, otras temadticas fueron
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abordadas como por ejemplo: operaciones con polinomios, expresiones racionales, potenciacion
radicacion, ecuaciones, y fracciones parciales.

El desempefio de las estudiantes en estos contenidos habia sido sobresaliente para dos de
ellas, mientras que para las otras dos habia alcanzado un nivel satisfactorio. Adicionalmente, en
el inicio del trabajo de campo se desarrollé un cuestionario que incluia cinco situaciones en las
cuales la tasa de variacion podria reconocerse en ambientes grafico, algebraico o tabular. Con
base en la confrontacién entre los documentos producidos por las estudiantes y una discusion
grupal, se pudo determinar algunos elementos que hicieron parte del Primitive Knowing de las
estudiantes. Dichos elementos se presentan a continuacion:

Reconocimiento e interpretacion de la tasa de variacion constante, situaciones
contextualizadas, asi mismo en funciones representadas gréfica, tabular y
algebraicamente.

Reconocimiento de la dependencia entre cantidades de magnitud.

Buen desempefio algebraico.

Reconocimiento grafico de funciones no lineales.

Reconocimiento de la tasa de variaciéon media en contextos donde se interpreta como
velocidad; asi mismo, cuando se presenta en una representacion tabular.

En el desarrollo de las actividades pudo observarse como la comprensién de la tasa de
variacion evoluciond en los estratos iniciales de manera diferente en cada estudiante. En la
ilustracion 2 se usa el diagrama de la teoria para describir la manera en la que la comprension de
las estudiantes evolucioné del Primitive Knowing hasta el Image Having y su posterior folding
back hacia su Primitive Knowing en conceptos de la proporcionalidad.

En este proceso inicial de comprension, las estudiantes construyeron imagenes para la tasa de
variacién como: cociente (IM), comparacion de dos estados (IH) y razon (IH).

Proporcionalidad Proporcionalidad

Tasa de variacion Tasa de variacion

Estefania Alexandra
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Proparcionalidad Proporcionalidad

Tasa de variacion Tasa de variacion

Cristina Marcela

Tlustracion 2. Evolucion de la comprension en los niveles iniciales

Como se menciond anteriormente, el reconocimiento de la tasa de variacion constante,
para el caso de las funciones lineales, fue un elemento clave que se identificaba en diferentes
formas de representacion. Sin embargo, ese no fue el caso de funciones en las cuales la tasa de
variacion no era constante; ante este hecho, se desarroll6 con las estudiantes un procedimiento
con el que se pudo analizar discretamente los cambios de la tasa de variacion media de la grafica
(Tlustracion 3).

=T |

A

Ay

Tustracién 3. Mecanismo para el andlisis discreto de la variacién

En una sesion de trabajo posterior, las estudiantes se comprometieron con el desarrollo de
una situacién “Rectangulo Inscrito” disefiada en el software GeoGebra. En la situacion, se
presenta un rectdgulo inscrito en un cuadrado y cuya drea varia con respecto al movimiento del
punto E (ver Ilustracién 4). En el primer momento de la situacién, las estudiantes hicieron un
reconocimiento de las variables y observaron una correlacion entre ellas.

(<]

leccionar objeos (Esc)

Area=16.65

Aea= 1655 3

@ ervaa |

Tlustracién 4. Momento 1 de la situacion “Rectangulo inscrito”

XIII CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 201 1.



Aspectos emergentes en la comprension de la tasa de variacion

Las estudiantes rdpidamente observaron que el drea del rectdngulo dependia del valor del
segmento AE. Al indagar por las caracteristicas de tal dependencia, se dio el siguiente didlogo:

¢ Como es esa dependencia?hubo un momento de silencio y algunos gestos

Investigador
que indicaron que las estudiantes no habian comprendido la pregunta],
Pues..., ;como cambian estas dos cantidades?
Alexandra Cuando el segmento aumenta, el drea aumenta
Investigador /Siempre aumenta?
Alexandra Siiii,;nooo? [el tono de la voz reflejaba duda]
Cristina No, solo hasta la mitad
Investigador Y ;qué pasa en la mitad?
Cristina Baja de nuevo
Investigador Entonces, ;como es el comportamiento de esas dos cantidades?
Alexandra Directa e inversamente proporcional [con una de sus manos realiza un gesto
de como seria la gréfica, representado una especie de “V” invertida]
Investigador (Estdn seguras?

Se observa en el didlogo que, a pesar de haber construido el “procedimiento de tridngulos”
para analizar el comportamiento de la tasa de variacion en los casos de funciones no lineales, la
nociones de proporcionalidad directa e inversa siguen emergiendo, como una manera describir la

correlacion directa o inversa entre cantidades.

Ante esta pregunta hubo un momento de silencio, ninguna de las estudiantes se atrevid
confirmar lo que decia Alexandra, pues la pregunta del profesor parecia informar que algo de lo
que dicha estudiante habia dicho no era cierto. Ante esta situacion, el investigador propuso a las
estudiantes, activar la opcion “transferir medidas a los ejes” la cual representa sobre eje de las
abscisas la medida del segmento AE, en las ordenadas el drea y el punto L es el punto de
coordenadas de estos dos valores el cual deja “rastro” a medida que se desplaza el punto E (Ver

Ilustracién 5)

\.]_ Elige y Mueve
A Arrastrar o seleccionar objetos (Esc)

18

I [ e

¥ Primer momenta

s ¥ Rectangulo inscrito
Esta opcicn g_
¥ Transferir medidas a los ejes
144
™ Segunde momento

LLTTT
480004,
*00ee
bl

b , |
o T 473 4 )

Tlustracién 5. Transferencia de medidas a los ejes en la situacion 1

En el momento en que las estudiantes observan la secuencia de puntos obtenida por el

rastro del punto L, de inmediato tanto Alexandra como Marcela afirman “una cuadrdtica” ante
esta afirmacion el investigador solicita argumentos del porqué de una funcién cuadrética, para lo
cual Cristina se apoya en la forma de la grafica y Marcela en el hecho que la grafica representa la
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funcion drea y que como tal, debe ser una cuadrética. Ante ello, el investigador sugiere el
reconocimiento de las variables y les solicita usen el rectdngulo para determinar la expresion
algebraica del 4rea. Nociones del teorema de Pitdgoras, variables, drea, entre otros; surgieron sin
ningun tipo de inconveniente para determinar que la expresion del drea estd dada por la

expresion A(x) = 2x(6 — x),

Una vez confirmado que la funcion correspondia a una cuadratica, el investigador retoma
la discusidn sobre la proporcionalidad, generdndose el siguiente didlogo:

Investigador Entonces, ; st es directamente proporcional?
Marcela No,
Investigador ;Por qué?

Simultdneamente responden Marcela y Alexandra

Marcela Porque no es lineal
Alexandra Porque es cuadrdtica
Investigador Entonces ;como analizamos la tasa de variacion?
Alexandra Con los triangulitos de la iiltima vez [refiriéndose al procedimiento

descrito en la sesion anterior]

Segtn lo descrito anteriormente, las estudiantes a pesar de encontrarse en el estrato 3 (IH)
evocaron de nuevo algunos elementos del estrato 1(Primitive Knowing). En el caso de
Alexandra, estos elementos surgen como manifestacion de un aprendizaje “arraigado” que la
estudiante tiene de la proporcionalidad, en el cual ha sobre-generalizado (extendido) a campos en
el cual no es aplicable; dichos elementos se continuaron presentando en otras situaciones
posteriormente. En el caso de Marcela, Estefania y Cristina estos elementos de proporcionalidad
fueron inducidos por las verbalizaciones de Alexandra. Este aspecto de “volver” a un estrato
precedente es equiparable con la caracteristica del folding back de la teoria de Pirie y Kieren, el
cual se observa de manera diferente entre las estudiantes; para el caso de Marcela, Cristina y
Estefania, fue un folding back no intencional producida por un colega (Martin, 2008), pero en el
caso de Alexandra, el folding back fue producido por ella misma (Martin, 2008) provocado a su
vez por una imagen previa que la estudiante posee de la proporcionalidad en la cual sélo tiene en

cuenta las correlaciones entre las cantidades y no las caracteristicas de producto o razén

constante.

Otro aspecto que emergio en la comprension de la tasa de variacion también estd asociado
con una comprension “incompleta” de los elementos de la proporcionalidad. Con el 4nimo de
promover la identificacion de algunas regularidades para el comportamiento de la tasa de
variacion, el investigador propuso a las estudiantes comenzar a calcular tasa de variacion en
intervalos cercanos a x=2. Generdndose asi el siguiente didlogo:

Investigador ¢ Cudl es la tasa de variacion entre 1y 27
Estudiantes Seis
Investigador Yentre L5y 2?
Estudiantes Cinco
Investigador Ok, entonces sin usar la herramienta del GeoGebra, ;cudl seria la tasa

Cristina, Estefania

de variacion entre 1y 1,5?

y Alexandra Uno
Investigador ;Por qué uno?
Alexandra Porque entre uno y dos fue seis, ahora entre uno con cinco y dos es cinco,
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o sea que en el anterior debe ser uno... ;no?
Investigador :  Verifiquenlo en el software

Las estudiantes verificaron en el software y encontraron que ese valor era siete. Con
sorpresa, las estudiantes evocaron su conocimiento de la proporcionalidad en busca de una
justificacién para este hecho; pero no consiguieron encontrarlo. Este episodio pone en evidencia
que las experiencias que las estudiantes tuvieron en el aprendizaje de la proporcionalidad, no
fueron suficientes para desvirtuar algunos aspectos del razonamiento aditivo que parecia
prevalecer sobre su compresion de estos topicos.

5.Discusion y conclusiones

A través de esta investigacion se pudo apreciar que, como observadores e investigadores,
no fue posible determinar de manera absoluta el Primitive Knowing de nuestros estudiantes, y, tal
como lo afirman Thom y Pirie (2006), es posible construir diversas interpretaciones a partir de la
evidencia de que se ponga a nuestra disposicion a través unas acciones fisicas, verbales o
escritas. Los datos presentados en este documento dan cuenta que, aunque los estudiantes han
estudiado algunos conceptos previamente, no siempre alcanzan a comprender todos los aspectos
involucrados en ellos. De esa manera, aspectos “incompletos” o “imprecisos” van emergiendo en
la comprension de otros conceptos relacionados con los primeros.

En el caso de esta investigacidn, se observé cémo en la comprension de la tasa de variacion
se involucran nociones como: variable, funciones, limites, proporcionalidad, entre otros; y, como
se muestra en este articulo, algunas nociones “imprecisas” de la proporcionalidad emergen y de
manera reiterada a pesar de haber sido estudiadas y creerse “superadas” previamente. Este tipo
de aspectos emergentes plantean la necesidad de profundizar en los aspectos didacticos que
podrian ocasionar dicho surgimiento reiterado, asi como las posibles maneras de abordarlas y
modificarlas.

El caso de Alexandra evidencia que existen estudiantes en los cuales hay aspectos
“arraigados” y que se muestran como producto de una sobre-generalizacion de las propiedades
de la proporcionalidad. Asi mismo, tales aspectos se evidencian como un acto de folding back y
que necesitan en ocasiones ser abordados y refinados para posibilitar la evolucién de la
comprension. Estos elementos, confirman una vez mds los planteamientos que Cavey y Berenson
(2005) puntualizan acerca de la naturaleza compleja del proceso del folding back seiialando que
no todos los actos de redoblado son necesariamente efectivos para la extension de la
comprension matemadtica, y que, por tanto, la efectividad del redoblado depende tanto de la
estructura del contexto como del aprendiz.

Cabe anotar que el “procedimiento de tridngulos” para estudiar el comportamiento de la
nocion de tasa de variacion se desarroll6 en un ambiente grafico y respondiendo a la necesidad
de describir algunas caracteristicas de esta nocion en funciones no lineales. En el caso de los
episodios descritos anteriormente, tanto Alexandra como sus compafieras estaban estudiando
algunos comportamientos presentados entre cantidades de una situacién de movimiento
particular (sin gréficos), y s6lo hasta cuando el software sugirié un ambiente grafico (no lineal),
Alexandra consiguié evocar nuevamente dicho “procedimiento de tridngulos™ y revertir sus
argumentos a favor de la proporcionalidad. Estos elementos sugieren profundizar en la discusién
de cdmo la comprension matemdtica requiere de la coordinacion de diferentes representaciones
y, a su vez, en el papel de la visualizacion proporcionada por los software educativos como
elementos mediadores en la evolucién de dicha comprension.
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Pensamiento variacional: seres-humanos-con-GeoGebra en la
visualizacion de nociones variacionales

Variational thinking: humans-with-GeoGebra
in the visualization of variational notions

JHONY ALEXANDER VILLA-OCHOA!
MAURICIO RUIZ VAHOS?
Resumen

En este articulo mostramos cémo a través de la interacciéon de un colectivo de investigadores
con el software GeoGebra surgieron algunas ideas para el disefio de estrategias que potencian
el desarrollo del pensamiento variacional. Usamos el constructo teérico de seres-humanos-con-
medios propuesto por Borba y Villarreal (2005) para analizar dos episodios de nuestra
experiencia como investigadores. Desde dicho andlisis pudimos observar como a través de la
necesidades de la investigacion se pudieron crear algunas “herramientas” del sofiware, que a
su vez permitieron estudiar, establecer y demostrar nuevas conjeturas acerca de algunos
conceptos matematicos.

Palabras clave: Pensamiento variacional;seres-humanos-con-medios; GeoGebra; visualizacion

Resumo

Neste artigo apresentamos como, por meio da interacdo entre um coletivo de investigadores
com o software GeoGebra, surgiram algumas ideias para o desenho de estratégias que
potencializam o desenvolvimento do pensamento variacional. Usamos a construcéo teorica de
seres-humanos-com-midias proposta por Borba e Villarreal (2005) para analisar dois
episodios de nossa experiéncia como investigadores. Desta analise pudemos observar como por
meio das necessidades da investigacdo foi possivel gerar ‘‘ferramentas” do software, que por
sua vez permitiram estudar, estabelecer e demonstrar novas conjecturas de alguns conceitos
matematicos.

Palavras chave:Pensamento variacional; seres-humanos-com-midias; GeoGebra; vizualizag&o.

El pensamiento variacional. Una introduccion

La nocion de variacién se ha convertido en los ultimos afios en un elemento que ha
Ilamado la atencidn de investigadores al interior de la Educacion Matematica, tanto por
su estrecha relacion con algunos conceptos matematicos (proporcion, tasa de variacion,
funcién, derivada, integrales, ecuaciones diferenciales, entre otros) como porque
permite caracterizar un estilo propio de razonamiento (CARLSON, JACOBS, COE,
LARSEN, & HSU, 2003; VILLA-OCHOA Y MESA, 2009) y de pensamiento
(CANTORAL Y FARFAN, 1998; VASCO, 2006).

! Estudiante Programa de Doctorado en Educacion (Matematica) de la Universidad de
Antioquia. Medellin- Colombia. Grupo de Investigacion en Educacién Matematica e Historia
(UdeA-Eafit). Docente Universidad de Antioquia. javo@une.net.co

? Estudiante Programa de Maestria en Educacion (Matematica) de la Universidad de Antioquia.
Medellin-Colombia. Grupo de Investigacion en Educacion Matematica e Historia (UdeA-Eafit).
Docente Universidad el Antioquia y Colegio Vermont-Medellin. mruizxp@gmail.com
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Investigadores como Tall (2009) resaltan la importancia de los aspectos dinamicos de la
matematica y el papel de software en la reproduccion de efectos visuales del célculo.
Este autor también sefiala que el célculo estd compuesto fundamentalmente por
conceptos dindmicos, por ejemplo: el deseo de cuantificar las cosas que cambian (el
concepto de funcion), la razon en la cual ellas cambian (derivada), la manera en la cual
ellas se acumulan (la integral) y las relaciones entre ellas (Teorema fundamental del
calculo y la solucidén de ecuaciones diferenciales).

Dolores (2007; 1999), por su parte, llama la atencion sobre la necesidad de acercarse a
la nocion de derivada desde un estudio de la variacion y desarrolla una propuesta en la
que reflexiona sobre algunas de las dificultades inherentes a la compresion de este
concepto. Por otro lado, el establecimiento de relaciones entre los principios basicos del
calculo y la cinematica ocupd la agenda de investigacion de Doorman y Gravemeijer
(2009).

En Latinoamérica ha habido un creciente interés por el estudio de la variacién, hasta el
punto de gestarse un programa de investigacion denominado Pensamiento y Lenguaje
Variacional del cual, algunos de sus antecedentes se muestran en el trabajo de Cantoral
y Farfan (1998). Este programa es entendido como una linea de investigacion que,
ubicada en el seno del acercamiento socioepistemoldgico, permite tratar la articulacion
entre la investigacion y las practicas sociales que dan vida a la matematica de la
variacion y el cambio en los sistemas didacticos (CANTORAL Y FARFAN, 1998).
Algunas de las investigaciones de este programa pueden encontrarse en: Dolores, Chi,
Canul, Cantd, y Pastor (2009), Diaz (2005), Dolores y Cuevas (2007), Reséndiz (2006).

En Colombia, el estudio de procesos de variacion en las aulas escolares ha sido sugerido
por los Lineamientos Curriculares para el area de Matematicas (COLOMBIA, 1998) y
apoyados posteriormente con la publicacién del documento de los Estandares Basicos
de Competencias (COLOMBIA, 2006) emanados por el Ministerio de Educacion
Nacional-MEN de Colombia. En este Gltimo documento se describe el pensamiento

variacional en los siguientes términos:

[...] este tipo de pensamiento tiene que ver con el reconocimiento, la
percepcion, la identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio
en diferentes contextos, asi como con su descripcion, modelacion vy
representacion en distintos sistemas o registros simbolicos, ya sean verbales,
iconicos, graficos o algebraicos.

Uno de los propdsitos de cultivar el pensamiento variacional es construir
desde la Educacion Béasica Primaria distintos caminos y acercamientos
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significativos para la comprension y uso de los conceptos y procedimientos
de las funciones y sus sistemas analiticos, para el aprendizaje con sentido del
calculo numérico y algebraico y, en la Educacion Media, del calculo
diferencial e integral. Este pensamiento cumple un papel preponderante en la
resolucion de problemas sustentados en el estudio de la variacién y el
cambio, y en la modelacién de procesos de la vida cotidiana, las ciencias

naturales y sociales y las matematicas mismas (p. 66).
Con el proposito de aproximarse a ese tipo de pensamiento, Vasco (2006) presenta un
articulo en el que, ademas de describir el pensamiento variacional, sugiere algunos
elementos para su desarrollo y establece algunas relaciones de éste con la modelacion y

la tecnologia. En ese sentido este investigador sefiala que:

El pensamiento variacional puede describirse aproximadamente como
una forma de pensar dindmica, que intenta producir mentalmente
sistemas que relacionen sus variables internas de tal manera que
covarien en forma semejante a los patrones de covariacion de
cantidades de la misma o distinta magnitud en los subprocesos
recortados de la realidad (p. 138).

De acuerdo con las anteriores descripciones, el estudio de fendmenos asociados a la
percepcion, comprension, representacion y caracterizacion de la variacion hace parte
fundamental del “pensamiento dindmico” aludido por Vasco anteriormente. Es
precisamente en este aspecto donde la Tecnologia interviene como una manera de
indagar no so6lo por procesos asociados a la modelacion desde fendmenos de variacion
en otras ciencias; sino también, como una forma de producir y reproducir las relaciones

variacionales que se dan entre algunos objetos matematicos.

Bajo la anterior mirada de la tecnologia, hemos observado en nuestras investigaciones
como en el desarrollo del pensamiento variacional se involucran procesos de
experimentacién con software, a partir de los cuales, tanto estudiantes como
investigadores, visualizan, generalizan y abstraen relaciones y propiedades de los

objetos matematicos estudiados.

Al interior de nuestras investigaciones hemos disefiado un conjunto de situaciones
flexibles, es decir, situaciones en la que los estudiantes no son sometidos a una
secuencia rigida de preguntas, las cuales ellos deben ir abordando, como si fuera un
cuestionario; sino que por el contrario, son situaciones en las que teniendo en cuenta los
propdsitos de la investigacion se incorporan los asuntos que van emergiendo del trabajo
experimental en el aula, asi como la formulacién de nuevas preguntas, de tal manera que
y se promuevan confrontaciones entre los razonamientos, hipotesis y conjeturas de los

estudiantes.
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En este articulo analizamos dos de los episodios que surgieron en dos investigaciones,
que, aunque estan relacionadas, indagan por aspectos diferentes del conocimiento
matematico. -El primer episodio hace parte de una investigacion, que tiene como
propdsito indagar por el proceso de comprension de la tasa de variacion como una
manera de aproximarse a una interpretacion del concepto de derivada; esta investigacion
se desarrolla en el marco de la tesis elaborada por uno de los autores junto al programa
de Doctorado en Educacidn, en la linea de Educacion Matematica de la Universidad de
Antioquia en Colombia. -El segundo episodio surge, de igual manera, de una pesquisa
que indaga por el proceso de génesis instrumental en el estudio de las cénicas, esta
investigacion se encuentra adscrita al Programa de Maestria en Educacion (Matemaética)

de la misma Universidad.

Ambos episodios surgen de la interaccion entre el colectivo de investigadores con el
software GeoGebra, en ellos pretendemos mostrar como desde dicha interaccién
pudimos acceder a ciertas relaciones matematicas las cuales no habiamos explorado con
anterioridad, ni habiamos encontrado en los libros de texto de los estudiantes.
Discutimos asi, cOmo estas relaciones surgieron de un colectivo de seres-humanos-con-
GeoGebra y para ello usamos el constructo tedrico de Humans-with-Media desarrollado

por Borba y Villarreal (2005) al cual nos referiremos en el siguiente apartado.

1. Seres-humanos-con-GeoGebra

En Borba y Villarreal (2005) se presenta un constructo teérico denominado humans-
with —media en el cual se discute como el conocimiento matematico es el resultado de
una construccion de un colectivo pensante de seres-humanos-con-medios. Estos autores
puntualizan que los medios empleados para comunicar, representar y para producir
ideas matematicas condicionan el tipo de matematicas que son construidas y el tipo de

pensamiento a ser desarrollado en esos procesos.

El constructo tedrico de estos investigadores esta fundamentado epistemoldgicamente
en los planteamientos de Lévy (1993) quien, segin Borba y Villarreal (2005), afirma
que la tecnologia y los artefactos deben ser vistos en interrelacion con los seres
humanos, de dicha interrelacion depende la manera en que producimos conocimiento;
segun Lévy, las bibliotecas, las ciudades y los artefactos son parte de la manera en que

conocemaos.
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Villarreal y Borba (2010) sefialan que el constructo tedrico de Seres-humanos-con-
medios estd soportado en dos pilares, a saber: que la cognicién no es un trabajo
individual sino mas bien de naturaleza colectiva; y que la cognicion incluye
herramientas, dispositivos, artefactos y medios con los cuales el conocimiento es
producido. Dentro de este constructo teorico, la separacion entre seres humanos y
medios no tiene sentido, pues los medios son componentes del sujeto epistémico, no son
simples auxiliares ni complementos, sino una parte esencial y constitutiva de éste. Para
estos investigadores, los medios son tan relevantes que el uso de diferentes tipos de

medios conduce a la produccion de diferentes tipos conocimiento.
La visualizacion en Seres-humanos-con-medios

La vision del constructo tedrico Seres-humanos-con-medios permea diferentes esferas
de investigacion al interior de la Educacion Matematica, tal es el caso de la modelacién
matematica, la experimentacion, la educaciéon on-line y la visualizacién. Dado que el
interés de este articulo se focaliza en nuestra interaccion con el software GeoGebra y en
cémo a traveés de la visualizacion surgieron algunas ideas para el disefio de estrategias al
interior de las investigaciones; centraremos nuestra atencion en los elementos tedricos

que sobre la visualizacion se desarrollan en seres-humanos-con-medios.

Para Borba y Villarreal (2005) la visualizacion ha sido considerada como una forma de
razonamiento en la investigacion en matematicas y en educacion matemética. Basados
en una amplia revision de la literatura, estos investigadores presentan dos niveles en los
que puede considerarse la visualizacion: el primero asociado a su uso en la prueba
matemaética formal; y otro, relacionado con su uso en otras actividades matematicas
tales como la elaboracién de conjeturas, la solucion de problemas o los intentos de
explicar algunos resultados matematicos a colegas o estudiantes. Borba y Villarreal, se
apoyan en las palabras de Hanna (2000) para puntualizar que en el primer caso las
representaciones visuales no son aceptadas como parte de una prueba formal sino como
un acompaflamiento heuristico a la prueba que inspira a un teorema 0 a Su
demostracidn; en la segunda, la visualizacion -no es mas que un recurso periférico o

pedagdgico.

Es asi como los autores sefialan que, a pesar de haberse iniciado movimientos
internacionales para aumentar el estatus de la visualizacién, contindan ciertas
resistencias de reconocer la importancia del razonamiento visual en la investigacion

matematica.
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Aun cuando existe un acuerdo “tedrico” sobre el valor pedagogico de la visualizacién
en la ensefianza y el aprendizaje de las matemaéticas, los estudios de Borba y Villarreal
(2005) notan cierto tono de desconfianza con respecto a la visualizacion que, para estos
investigadores, puede implicarse de la influencia que la préactica cientifica de las
matematicas tiene sobre las practicas pedagogicas. En todo caso, estos investigadores
presentan argumentos desde el acceso y comprension del conocimiento matematico y
de las maneras de resolver problemas para justificar la importancia de la visualizacion

en la Educacién Matematica.

Al interior del constructo tedrico presentado en este apartado, la visualizacion es un
proceso que va mas alla del simple acto de mostrar una imagen. Al ser el constructo
tedrico Seres-humanos-con-medios asumido como una unidad, la separacion entre lo
interno y externo no tiene sentido, pues dicha dicotomia carece de valor ya que los
limites entre ellos no son claros para el ser cognitivo. Para los autores, esta vision es
compatible con los planteamientos de Nemirosky y Noble (1997) cuando sugieren que
nuestras experiencias, memorias e intenciones se llevan con nosotros. La experiencia
que estamos teniendo, o tuvimos con cualquier tipo de medio dado, es parte de esa
unidad Seres-humanos-con-medios asi no esté disponible en ese mismo momento
(BORBA Y VILLARREAL, 2005).

2. Dos episodios

Conforme describimos anteriormente, en este articulo discutimos acerca de dos de los
episodios que surgieron en el disefio de las situaciones que utilizariamos posteriormente

con los estudiantes que intervendrian en nuestras investigaciones.

Episodio No 1. La comprension de la tasa de variacidon como una aproximacion al

concepto de derivada

El primer episodio al que haremos referencia en este articulo emerge de una
investigacion cuyo proposito general fue indagar por el proceso de comprension de la
tasa de variacion como una manera de aproximarse a una interpretacién variacional de
la derivada. La investigacion involucrd varias situaciones en las cuales los estudiantes
debian describir y cuantificar la manera como covariaban las cantidades que intervenian
en dichas situaciones. Posteriormente, ante el requerimiento de representar la tasa de
variacion para las gréficas de algunas funciones, surgio la necesidad de construir una

“herramienta” que simplificara este procedimiento a través del uso del software.
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El proceso de construccion de tal herramienta involucrd, en primera instancia, una
forma de construir un triangulo rectdngulo en el cual se pudiera interpretar el cociente
incremental que representa la tasa de variacion en un punto. En la figura 1 (a) se
observa la construccion realizada con el software GeoGebra. En ella, el segmento BE

representa Ax =a, ED representa Ay = f(x+ Ax)— f(x) y el segmento AF

representa la razon entre los segmentos ED y BE. Adicionalmente se construyé el punto

F(x,4, AF)cuyas coordenadas corresponden a la abscisa del punto A y la ordenada a la

. s Ay
tasa de variacion (ﬁ)

a=0.74
- 5 a=0.74

(@) (b)

FIGURA 1.Construccion grafica de la tasa de variacién en un punto

El propdsito inicial de esta herramienta fuera calcular la tasa de variacion en intervalos
cada vez mas pequefios segun el movimiento del “deslizador a”. De ese modo, el punto
F que representa la tasa de variacion de f en el intervalo AC, se acercaria al punto que
representa el valor de la derivada en A en la medida que el deslizador toma valores
cercanos a cero. Surgié entonces la pregunta, ;como el estudiante sabria que se

aproximaria a la derivada?

Usamos entonces la herramienta derivada [f] del GeoGebra para graficar tal funcion vy,
de esta manera, pudimos observar que la longitud del segmento AF coincidia con el

valor de la derivada en el punto de la grafica cuya coordenada en x esta en el punto
medio de AC. Ver figura 1 (b).

Al desplazar el punto A sobre el eje x encontramos que el punto F siempre se ubica en la
recta que representa la derivada (recta azul de la figura 1 (b)); hecho que también se

cumplia para una funcion f descrita por una expresion lineal. A partir de la experiencia

nos surgio la primera conjetura:
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Sea | el intervalo [x,,x,] en el cual una funcién f (lineal o cuadratica)

esta definida; sea M{===2, 0), entonces la derivada de la funcion f es el

Xyt
a
i

x, +g f':x:}—f':x;})

r

lugar geométrico de todos los puntos F(

[ 2 e
Z 1

A pesar de que esta conjetura pudo ser validada de manera inmediata como una
consecuencia del teorema del valor medio para derivadas, nos causé especial inquietud,
pues sugiere la igualdad entre la funcion tasa de variacion y la derivada de funciones
lineales y cuadraticas prescindiendo la nocion de limite. Ademas, tal y como se presenta
en muchos libros de texto de célculo, nuestro abordaje del teorema del valor medio era
visto s6lo como un resultado local y estatico. Por medio del software GeoGebra
pudimos establecer una interpretacién dinamica y mas global de este teorema y

relacionarlo con la funcién tasa de variacion.

Posteriormente exploramos la construccion simulando un procedimiento con regla y
compas. Usando el software GeoGebra desarrollamos la construccion, tal y como puede

observarse en la Figura 2.

f d a by
7 Protocolo de la Construccién =
54 Archivo Vista Ayuda
N® |N0mbre Definicidn |Va\ur
1 |Mdmero k k=1
a4 2 |Funciénf fix)=»
h 3 |Punto A Punto e A=(161 258
4 Rectaa Recta que pasaporA ax=1.61
5 |Punto B Punto de interseccion de B=(161,0)
i 8 |Circunferencia c Circunferenciacon centro B ¢ (x- 1.61F+y¥ =1
7 |Punto C Punto de interseccion de ¢, |C=(0.61, 0)
7 |Punto D Punto de interseccion de ¢, |D =(2.61, 0)
21 8 |Rectab Recta que pasa porD bx=261
9 Rectad Recia que pasa por C d: x=0.61
10 |Punto E Punto de Interseccion de f, b |E = (261, 6.79)
19 11 Punte F Punto de Interseccion de f, d |F =(0.61, 0.37)
¢ s 12 Rectae Recta que pasa por F e y=0.37
13 |Punto G Punto de interseccidn de b, e G = (2.61, 0.37)
. i . \D. c < D . 14 [Segmentog  Segmenta [F, G] g=2
2 2 b o 1 2 3 4 15 Segmentoh  Segmento [E, G] h=6.42
16 |Punto P (x(A), h i g) P={161,3.21)
417 Funciénf Derivada de f flx)=2x%
™ 18 Lugar Geomét.. LugarGeométricolP, Al lugar1
2l 1 < | 18118 | B2 2l

FIGURA 2. Construccion y protocolo de construccion de un posible trazo de la derivada con regla y
compas.

Con excepcion del trazo negativo de la derivada en el tercer cuadrante, la traza
construida (lugar geométrico) de la funcién tasa de variacién y la derivada coincidian en
todos sus puntos sin importar el radio de la circunferencia construida. Este resultado
sugeria una construccién con regla y compas para la derivada de una funcion lineal y

cuadratica. Decidimos experimentar con funciones trigonométricas, exponenciales y
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polindbmicas de grado mayor que 2. Con esta experiencia conseguimos observar la
presencia de la nocion de limite, ya que la funcion tasa de variacion (lugar geométrico

obtenido por el punto F) tiende a la funcién derivada a medida que el radio de la

circunferencia se hace mas pequefio. Este resultado nos ofrecié méas argumentos
visuales para justificar en la primera conjetura que habiamos plateando sobre el
Teorema de valor medio y las funciones lineales y cuadréticas. Finalmente creamos
entonces un deslizador k que representara el radio de la circunferencia y de esa manera
pudimos observar que la funcién derivada podria definirse en términos del limite de la

funcion tasa de variacion (£, ver figura 3). De la siguiente manera:

lim £,(x) = £ ()

d a (!':‘]
k=086 73 Protocolo de la Construccién =
54 Archivo Vista Ayuda
N |N0mbre |Deﬂmcwén |Va\ur
1 MNdmero k k=0.86
ad 2 |Funciénf fix) = 2%
4 Rectaa Recta que pasa por A ax=161
N 5 |PunteB Punto de interseccion de B=(161,0)
& Circunferencia c Circunferencia con centro B ¢ (x- 1.61F+y*=0.74
7 |Punto C Punto de interseccién de ¢, |C=(0.75, 0)
7 |PuntoD Punto de interseccidn de ¢, D =(2.47,0)
21 G 8 Rectab Recta que pasa por D b:x=247
9 Rectad Recta que pasa porC d:x=075
10 |Punto E Funto de Interseccidn de f, b |E = (247, 5.52
1 / 11 |Punto F Punto de Interseccion de f, d |F = (0.75, 1.68)
12 Reclae Recta que pasa por F e y=168
/ ¢ 13 |Punto G Punte de interseccidn de b, /G = (2.47, 1.68)
- - . . o C. Gl . o . . 14 |Segmento g Segmento [F, G] g=172
4 2 2 A o 1 2 3 41| 15 |Segmentoh  Segmento|[E, G) h=385
\/ 16 |Punto P (x(A), h / g) P={161,224)
17 Funcion f Derivada de f fix) = 2% In(2)
™ 18 Lugar Geomét... LugarGeométricalP, A] lugart
2] ERIEREREERIED

FIGURA 3. Gréfica que muestra relacion entre f,, y /.

A partir de nuestra comprension de los conceptos matematicos involucrados en esta
experiencia, observamos una alternativa para introducir el concepto de derivada por
medio del estudio de la tasa de variacion, tanto a nivel local como global. De este modo,
preguntas como: ¢Seria posible calcular el “error” de aproximacion de f,(x) hacia
f'(x) dependiendo del valor de k? y ;Cual es el valor de verdad del reciproco de la
primera conjetura plateada anteriormente? Fueron surgiendo y abordandose a través de
la interaccion con el software GeoGebra y en los casos necesarios, apoyados con

calculos a lapiz y papel.

Episodio No 2. La variacion del “segmento central” de una elipse
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El episodio que narramos a continuacion se desprende de la tesis de maestria que lleva
por titulo “la génesis instrumental en el estudio de las cdnicas como lugares
geométricos: el caso de GeoGebra”. Este episodio tiene lugar en las discusiones del
colectivo de investigacion al analizar las producciones de los estudiantes cuando
describian algunas caracteristicas de una elipse a través del uso del GeoGebra. Entre las
caracteristicas que los estudiantes reconocian se tienen: “Dos puntos fijos” (focos), “una
distancia constante” (suma de las distancia de un punto de la elipse a los focos) y “un
radio que varia” (refiriéndose al segmento que trazado desde cualquier punto de la

elipse al centro de la misma, al que llamamos “segmento central ).

Al escuchar en las verbalizaciones de los estudiantes “radio que varia” de inmediato se
nos ocurri6 matematizar esa variacion. Para ello surgieron preguntas como: ¢De qué
depende esa variacion? ;Como varia? Las respuestas a estas preguntas nos permitieron
determinar que la funcidén que estdbamos analizando describia la covariacién entre el

angulo e y la longitud del “segmento central” OP (ver figura 4).

:[ € Protocolo de la Construccién =

Archivo Vista Ayuda
N [Nombre | Definicién
MNimero a

(SR

Nimero b
Elipsec Kia+yipi=1

)

e w

5 PuntoB Punto de interseccidn de EjeX, EjeY

oo

Angulo 8 Angulo entre C, B, P
10 Lugar Geométrico lugar1 LugarGeométricolP’, P]
11 PuntaV, Vértice de c

=

Funto V, Vértice de ¢

11 PuntoF Vértice de ¢
11 Punto G Vérice de ¢
12 FuntoF, Foco de ¢
12 PuntoF, Foco de ¢

R RN

FIGURA 4. Covariacion entre la longitud del segmento central de la elipse y el angulo central de la
misma.

En la exploracién de algunas propiedades de esta funcion cambiamos la excentricidad
de la elipse con lo cual pudimos conjeturar cierto comportamiento en la grafica de tal
funcion. En la figura 5 se muestra una secuencia de funciones que se obtiene al cambiar

la excentricidad de la elipse.
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FIGURA 5. Comportamiento de la funcion dependiendo de la excentricidad.

De la secuencia anterior pudimos establecer las siguientes caracteristicas:

e Cuando la distancia entre los focos tiende a cero la funcion se acerca a una
constante.

e Cuando la distancia entre los focos se hace cada vez mayor, se generan
cambios cada vez mas “bruscos” en los valores de 8 = n.

e La funcion es periddica y su periodo es .

e La abscisa del intercepto de la elipse con el eje positivo x corresponde a la
ordenada del intercepto de la funcidon con el eje .

Algunas de estas conjeturas fueron validadas de inmediato con el establecimiento de
relaciones entre la elipse y la circunferencia. Para la validacion de otras fue necesario

determinar la expresion algebraica que representaba la funcioén “segmento central”.

En la interaccion entre la visualizacion del software y las anotaciones en lapiz y papel

pudimos determinar que la funcion “segmento central” que estabamos analizando esta

dada por la ecuacion f(8) = ab,/(b*cos?8 + a’sin®6)~! donde a y b son los

+E=1 La graficaf (&) se

r:l ]

respectivos parametros de la ecuacion de la elipse

muestra en la figura 6.

I3 Objetos Libres x
I3 Objetos Dependientes
d A=(50)
# B=(50)
- @ C=(0,2)
- @ D =(-5.23,-0.48)
- @ E=(0,0)
- @ F=(5,0)
- @ G=(3.23, 5.25)
3 H=(5.39,0)
3 1=(5.39,0)
4 a=525
J €1 6h¢ + 464y° = 1856
- @ (D) = Sqr1(5.39% 2° [ (2* Cos(X)* + 5.39" Sin(xF))
- @ a=323rad

FIGURA 6. Gréfica de la funcion eje central.

El estudio de esta funcion abrio el panorama para estudiar otras funciones que se pueden

determinar en la elipse, las cuales a su vez se convierten en una generalizacion de las
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funciones trigonométricas presentadas en los curriculos colombianos de Educacién

Media (16-17 afios). Algunas de esas funciones se observan en la figura 7:

{a)=dsen(a)

. J |
0 1 2 3 a 5
g(a)=deos(n)

FIGURA 7.Generalizacién de las funciones trigonométricas en la elipse.

Con nuestro estudio de estas funciones nuevos cuestionamientos emergieron, entre
ellos:
e ;Desde cual perspectiva podria ser pertinente el estudio de estas funciones en
el aula de clase?
e ;Cual es la importancia que representa para el desarrollo del pensamiento

variacional el estudio de estas funciones en las matematicas escolares?
e Podria integrarse el estudio de estas funciones al curriculo escolar?

Discusion y conclusiones

Durante nuestra interaccion con el software GeoGebra pudimos observar maneras
alternativas de aproximarse a los conceptos matematicos y al software mismo. Las
necesidades que van surgiendo aunadas a los momentos de incertidumbre
experimentados en la interaccién con el software, hizo que nuevas preguntas emergieran
y al abordarlas se pudo ampliar tanto nuestra vision de algunos objetos matematicos
como de las potencialidades del software. Consideramos de suma importancia el papel
de tales preguntas, ya que en la misma interaccion se van desencadenando conjeturas y

surgen mayores evidencias para su confirmacion o refutacion.

En el proceso de disefio de las situaciones atravesamos por diferentes momentos que
parecen involucrarse en el desarrollo del pensamiento variacional a través del uso de un
software como el GeoGebra, a saber: captacion y descripcion de una relacion, creacién
de una estrategia, construccion de herramientas, surgimiento de conjeturas, construccion
de representaciones graficas y algebraicas de tales relaciones, refutacién o demostracion

formal de las conjeturas. Los anteriores momentos fueron dinamizados en la interaccién
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de un colectivo-de-investigadores-con-GeoGebra® y, aunque el uso de lapiz y papel fue
necesario para apoyar el andlisis y demostracion formal de las conjeturas, estuvo
subordinado por las ideas que fueron emergiendo de la visualizacion proporcionada por

el software.

Villarreal y Borba (2010) observan que en la literatura se estd demandando una
exploracion del potencial de los computadores con el fin de evitar el uso de estos
medios de manera anticuada. En ese sentido observamos desde nuestra experiencia,
como a traves de la interaccion con el software surgen nuevos cuestionamientos que
alimentan la exploracion del software mismo y redimensionan la mirada sobre los
objetos matematicos, a la vez, de tales cuestionamientos emanaron nuevas necesidades
con las cuales conocimos otras potencialidades del software, hasta el momento no
exploradas por nosotros. Sin embargo el surgimiento de relaciones variacionales como
las presentadas en el episodio 2, -ponen de relieve nuevos cuestionamientos sobre la
pertinencia 0 no de incorporar esos conceptos en el aula de clase. Desde nuestra
experiencia como profesores de una institucion educativa de caracter privado, hemos
observamos que los estudiantes (15-16 afios) pueden aproximarse con menores
dificultades al estudio de algunas relaciones como las presentas en el episodio
mencionado. Sin embargo, la discusion queda abierta, y cada aproximacion a estos
cuestionamientos ofrecerd nuevos elementos para la discusion sobre como el uso de la
tecnologia puede redimensionar los contenidos de las matematicas (DEVLIN, 1997,
citado en BORBA Y VILLARREAL, 2005) y a la vez a los curriculos en las

matematicas escolares.

La posibilidad de generar “herramientas” en el software, transformarlas y usarlas en el
estudio de algunos objetos matematicos, permitié un didlogo entre la visualizacion y los
procedimientos algebraicos con papel y lapiz y, permitieron la validacion formal de
algunas conjeturas. Con esto no pretendemos suprimir la polémica de la relacion de la
visualizacion y la demostracion a los que Borba y Villarreal (2005) hacen alusion, pero
si mostrar otras evidencias de como el pensamiento matematico, en este caso el
variacional, se va transformando cualitativamente en la interaccion de un colectivo

pensante de seres-humanos-con-Medios.

* Usamos el término colectivo-de-investigadores-con-Geogebra para referirnos a los miembros
de nuestro grupo de investigacion quienes periédicamente se relnen para discutir sobre la
manera de construir conocimiento matematico a través del software Geogebra
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Basados en esta experiencia, en otros elementos proporcionados en nuestras
investigaciones y en los principios epistemolégicos del constructo teérico seres-
humanos-con-medios ofrecemos una mirada alternativa a la representacion matematica
proporcionada por el software GeoGebra; discutimos entonces cOmo esta
representacion (en singular) mas que una suma de representaciones algebraicas,
numericas y geomeétricas, puede considerarse como una Unidad en la cual los registros
estan armonizados, es decir, dindmicamente relacionados, promoviendo la coordinacién
y la comprension de los objetos matematicos. Desde la investigacion esperamos aportar
mayores evidencias que contribuyan a la caracterizacion de dicha unidad de

representacion proporcionada por el GeoGebra.

Finalmente vale la pena aclarar que desde nuestras investigaciones, no consideramos el
uso del software como un medio para ensefiar 0 aprender matematicas de manera mas
facil, sino que consideramos que, a través de un colectivo pensante de seres-humanos-
con-GeoGebra, la construccion del conocimiento matematico es diferente y parece
armonizar con los elementos de una parte de nuestra sociedad en donde el uso de chats,
celulares, computadores, internet, redes sociales y software libre se ha masificado e

incorporado tanto a la cotidianidad, que ya hacen parte inherente de la cultura.
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