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Resumen

El estudio de series de tiempo que presentan un comportamiento estacionario o pe-
riodico han sido importantes en el andlisis y extraccion de informacion. Los procesos
autorregresivos son una buena herramienta para modelar un comportamiento de este
tipo; existen métodos tradicionales para la estimacion de los parametros, el problema
recae cuando la serie no tiene un comportamiento estacionario, en este caso, la esti-
maciéon tradicional queda corta ya que no logra capturar los cambios estructurales. En
el presente trabajo se estudian las propiedades y caracteristicas principales de las se-
ries estacionarias empleando modelos ARMA. Al igual que el analisis de la serie en el
dominio de las frecuencias empleando la densidad espectral, con el fin de estudiar el
aporte que hace el periodo de un fenémeno a la varianza del proceso. Por ultimo se
estudiara series no estacionaria, especificamente procesos localmente estacionarias, la
cual se modelard por medio de un proceso autorregresivo con coeficientes variando en
el tiempo, estimando los parametros empleando una expansion en series de wavelets de
tal manera que minimice el error cuadratico medio.

Palabras Claves: Serie de Tiempo, Proceso Autorregresivo, Localmente Estacionario,
Coeficientes Variando en el Tiempo, Wavelets.
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Capitulo 1

Introduccion

Una serie de tiempo es el resultado de observar los valores de una variable aleatoria
a lo largo del tiempo en intervalos regulares y su objetivo es pronosticar informacion
dados los datos historicos. Entre las ramas de aplicacion méas frecuentes se encuentra las
ciencias econémicas y financieras, marketing e incluso en estudios sociales considerando
los valores obtenidos en el tiempo de una variable de interés para extraer informacion
relevante.

Con el fin de estudiar el comportamiento de las series de tiempo estacionarias se inves-
tigara los modelos ARIMA estacionales los cuales se basan en escribir las observaciones
del presente como combinacion lineal de valores pasadas y ruidos blancos, ademas, se
introducird una componente estacional para el caso de una serie con comportamiento
periddico [1]. No obstante, cuando la serie en consideracion no es estacionaria en co-
varianza se estudiard una extension de los procesos autorregresivos introduciendo una
dependencia temporal en sus coeficientes, denominado proceso autorregresivo con co-
eficientes variando en el tiempo ARtv(p) [2]. Si se asume que la serie es conducida por
un ARtv(p), el problema se centra en estimar los coeficientes funcionales a;(t) € Lo.
Tradicionalmente se supone un comportamiento estacionario en una vecindad pequeiia
de un punto fijo tg y se estiman por el método tipico de Yule-Walker. La desventaja de
esta técnica es que conduce a estimaciones suaves y saltos abruptos comunes en senales
son imposibles de ser detectados. En este trabajo se utilizara una técnica alternativa
basada en una expansion de a;(t) en funciones ortogonales de energia finita, las cuales
son generadas por la dilatacién y traslacion de una funcién de escala ¢ y una funcion
wavelet ¢, que tienen ubicacién tiempo y frecuencia [3].

Con el fin de desarrollar los objetivos planteados, el trabajo estd dividido en 5 capitulos.
En el primer y segundo capitulo se introduciran las nociones basicas de un espacio de
probabilidad (2, X, P), ademds del modelo ARIMA con su identificacion, estimacién y
pronéstico [1], [1]. En el capitulo 3 se analizard las propiedades de la serie en el dominio
de las frecuencias y se demostrara la convergencia de la densidad espectral por medio
del periodograma, que servira para determinar las frecuencias que mas aportan a la
varianza del proceso y mostrando una aplicacion a datos reales empleando el modelo
ARIMA estacional [1],[5]. En el capitulo 4 se mostrara que a partir de la dilatacién y
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traslacion de una funcién escala ¢ es posible construir una secuencia de espacios vec-
toriales V; encajados cuya unién es densa en L y asi aproximar funciones por medio
de las wavelets Haar y Daubechies [0],[7],[8], y referencias en [9],[10],[11]. Finalmente
en el capitulo 5 se introducira el proceso autorregresivo con coeficientes variando en
el tiempo cuyos coeficientes funcionales seran estimados realizando una expansiéon en
funciones de wavelets minimizando el error cuadratico medio. El desempeno de dicho
modelo se estudiard via simulacién [2],[3].
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1.1. Preliminares

Un proceso estocastico es una sucesion de variables de interés que al ser observada
se obtiene una serie de tiempo, veremos en esta seccién los conceptos necesarios para
la manipulacién e interpretacion de estas observaciones y ademas se definird medidas
de dependencias que tiene una variable respecto a la otra.

Definicién 1.1.1. Un proceso estocdstico es una secuencia de variables aleatorias
(x4)ter definidas en un mismo espacio de probabilidad (2, X,P), donde T' se denomina
conjunto indicador o de tiempo y el espacio S donde las variables aleatorias toman
valores es denominado espacio de estado.

Considerando S C R y tomando la o-algebra de Borel en R restringida a S, se puede
considerar un proceso estocastico como una funcién de dos variables

x: T xQ— R,

donde para cada par (¢,w) se le asocia un tnico valor real z(t,w) = x;(w), si se fija en el
conjunto temporal un ¢y, la asignacién w — x;,(w) es una variable aleatoria, mientras
que si se fija un wy € €2, la asignacion ¢ — x;(wp) se denomina realizacién del proceso.

Ejemplo 1.1.2. Suponga que una entidad bancaria cuenta el nimero de quejas recibidas
diariamente durante un ano, es decir, cada ano se obtiene 365 observaciones y se define
xy como el numero de quejas del dia t,

365

al realiza este procedimiento por varios anos, es posible determinar el comporta-
miento probabilistico de x;, para un ty fijo, es otras palabras como es la distribucion de
Ly -

Una serie de tiempo (x;),cr es una posible realizacién de un proceso estocastico,
por ejemplo, los valores que toma la gréafica azul (z;(w;))er, constituyen una serie de
tiempo que en adelante solo se denotara por z; a no ser que se diga lo contrario.
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Una descripcion de una serie de tiempo observada como una coleccién de n variables
aleatorias en t; con ¢ € {1,..n} es dada por la funcién de distribucién conjunta (FDA),

Foer,c0yy00) =Py, <cqyeyxy, < ), donde (c1,co,...,c,) € R™.

Lamentablemente obtener esta funciéon conjunta no es tan sencillo.

Se denota la marginal de la FDA como Fi(z) = F,,(x) = P(z; < z), y se define la
funcién de densidad de probabilidad como

Definicién 1.1.3. Suponiendo la existencia de la integral ji.,, la funcion media estd
definida como

oy, = /Rxft(a:)da: =E(x),

st no hay ambigiedad con la serie, se denota i, = .

Con el fin de obtener relaciones de dependencia de la serie con ella misma se intro-
duce la funcién de autocovarianza y autocorrelacion, las cuales serviran de herramienta
para determinar la dependencia lineal de la serie a lo largo del tiempo.

Definicién 1.1.4. Sea x; una serie de tiempo, se define la autocovarianza como:

%S(S’ t) = E[(xt - /Lt)(ajs - NS)]>
en el caso particular cuando s =t se obtiene la varianza de xy,

Ya(t, t) = E[(z; — Mt)2] = Var(z,).

Intuitivamente la funcion de autocovarianza mide la dependencia lineal entre dos
observaciones de una misma serie en distintos momentos del tiempo, ademds, series
suaves exhiben funciones de autocovarianza que permanece grande aun cuando |s — t|
es grande y series discontinuas tienden a tener funciones de covarianza casi nulas para
separaciones grandes.

Si no hay confusion con el tipo de la serie se escribird (s, t) en lugar de v,(s,t).

Definicién 1.1.5. Sea x; una serie de tiempo, se define la funcion de autocorrelacion,

v(s,t)

Vs, s (t 1)

Al igual que en la funcion de autocovarianza la autocorrelacion exhibe la relacion
lineal que existe entre dos observaciones, dandole valores en el intervalo [—1,1], mds
aun, si es posible predecir x; totalmente desde x4 hasta una relacion lineal x; = Lo+ frxs
entonces la correlacion serd 1 cuando By > 0 y -1 cuando B < 0.

p(s,t) =
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Definicién 1.1.6. Una serie de tiempo w; generada por variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas (i.i.d) con E(w;) = 0 y varianza o2 < oo, se le
llama ruido blanco y se denota como wy ~ Wn(0,02).

Observacion 1.1.7. De la definicion anterior se tiene que

o2 sit=s
Blwews) = 0 st t#s

Ejemplo 1.1.8. Para el proceso conducido por una caminata aleatoria

se tiene que,

t S
cov(xy, x5) = cov Zwi, ij
i=1 j=1
t S
e[ (su) (2w
i=1 j=1
t s
=D E(wuwy)
i=1 j=1
= min(s,t)o?.

1.1.1. Series estacionarias

Por lo general una serie de tiempo es descrita por una cantidad finita de obser-
vaciones obtenidas a lo largo de un periodo de tiempo dado, si la serie sin importar
el momento en que se tomd las observaciones conserva su comportamiento o distribu-
cién en cada instante del tiempo entonces podemos decir que la serie es estacionaria
en sentido estricto, ahora, si la serie conserva su valor esperado y ademas si la depen-
dencia lineal entre dos momentos de la serie z;, s solo depende de la distancia de s
y t, la serie se considerara débilmente estacionaria, esta tultima suposicion facilitara
significativamente las propiedades estadisticas de la serie.

Definicién 1.1.9. Una serie de tiempo estrictamente estacionaria es aquella para la
cual el comportamiento probabilistico de cada conjunto de valores {xy,, Ty, ..., a1, } €S
idéntico al conjunto de tiempo desplazado {Ti,+h, Ttyshy -, Tro1n} €Sto es,

P(Ih S Clvxtz S Co, "'7$tk S Ck‘) - ]P(xtl—l—h S 617$t2+h S Co, "'7$tk+h S ck:)) Vk S N7

donde los ty, es una subcoleccion del tiempo T y los ¢, niumeros reales.
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Observacion 1.1.10. La condicion de ser estrictamente estacionaria es dificil de ga-
rantizar porque necesita una estabilidad en toda la serie, y a priori no se tiene tanta
informacion, veremos a continuacion una condicion menos fuerte.

Definicién 1.1.11. Una serie de tiempo débilmente estacionaria x;, es un proceso de
varianza finita tal que:

1. la funcion de valor medio p; es constante o no depende del tiempo.

2. la funcion de autocovarianza y(s,t) = cov(xs, x;) depende de s y t solo a través
de su distancia |s —t|.

Se usara el termino estacionario para referirse a que la serie z; es débilmente estacio-
naria y si es estrictamente estacionaria diremos que es estacionario en sentido estricto,
ademas, en el sentido estricto con k = 2, tenemos que si la varianza existe,

P(xy, < 1,2, < 2)=P(x,4n < 1,240 < ¢2) y por lo tanto se tiene que cov(xy,, 4,) =
cov (X, +h, Tiytn), €sto es que la covarianza solo depende de la distancia de las observa-
ciones y no del tiempo real.

Ejemplo 1.1.12. Estacionario no implica estrictamente estactonario.
Consideremos (y)ien una sucesion de variables aleatorias i.i.d donde cada x; tiene
distribucion de Cauchy, esto es que su funcion de densidad esta dada por.

1

fi(x) = —7r(1—|—x2)’ —00<x <00

E(z,) = /R 2 fi(x)dz

_/ xdx
= )
L[ du

:g R U
= +00 — (400) = ind.

Para una serie x; estacionaria, dado que su funcién media es constante se puede
denotara por u; = p y la funcién de autocovarianza (s, t), de dos observaciones z; y
x solo depende de la diferencia |s — t|, por tanto es posible simplificar la notacién, si
s =t + h, donde h representa el tiempo de retraso la autocovarianza se puede expresar
como

(s, t) = cov(Tiyn, ) = cov(xp, xo) = Y(h,0) = vy(h).

Definicién 1.1.13. (Funcién de autocovarianza de una serie de tiempo es-
tacionaria) La autocovarianza se puede expresar como:

Y(h) = E[(z¢ — p)(@4n — )]
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t
Observaciéon 1.1.14. El proceso definido por una caminata aleatoria x; = Zwi no
i=1

es estacionario ya que en el ejemplo (1.1.5), cov(xy, x5) = min(s,t)o?, la cual no es
funcion de la distancia de s y t.

Definicién 1.1.15. (Funcion de autocorrelaciéon de una serie de tiempo es-
tacionaria) La autocorrealacion se puede expresar como:

_ V(t+h,t) _ (R
plh) = VAEFht+ Ryt 7(0)




Capitulo 2

Proceso ARMA(p, q)

En el capitulo anterior se introdujo la funcion de autocorrelacion y autocovarianza
como una herramienta para la exploracién temporal de la serie con un retraso h.
En la siguiente seccién se definira lo que es un proceso autorregresivo y un proceso de
media moévil, ademas se utilizara la funcién de autocorrelacién para la identificacién de
estos procesos, también sera necesario la introduccién de una nueva funcién que brinde
méas informacién del orden de dependencia del proceso AR(p) para su identificacion,
esta funcion se conoce como la funcion de autocorrelacién parcial.

2.1. Definicién y propiedades.

Definiciéon 2.1.1. Sea x; una serie de tiempo estacionaria de media cero, se dice que
x; es conducida por un proceso autorregresivo de orden p, denotado por AR(p) si tiene
la siguiente representacion:

P
Ty = E OiTi—i + Wy,
i=1

donde los ¢; son constantes, ¢, # 0, w; es un ruido blanco.

Como alternativa a la representaciéon autorregresiva en la cual se considera una
combinacion lineal del pasado de x;, el modelo de media moévil de orden ¢ asume una
combinacion lineal del pasado de w; para reconstruir los datos observados.

Definiciéon 2.1.2. Sea x; una serie de tiempo estacionaria de media cero, se dice que
x; es conducida por un proceso de media movil de orden q, denotado por M A(q) si tiene
la siguiente representacion.:

q
Ty = E Oiw—; + wy,
i=1

donde los 0; son constantes, 0, # 0, w, un ruido blanco.
Definicién 2.1.3. Sea una serie de tiempo x;, se define el operador retardo B por:

Bxy = 41,

Bfe, = x4, para k> 1.
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Definicién 2.1.4. Sean x;,y; series conducidas por un proceso AR(p) y un proceso
MA(q), respectivamente se definen los polinomios:

p
» ¢(B) =(1—- Z ¢;B"), polinomio autoregresivo de ;.

i=1

q
» 0(B)=(1+ Z 0;B"), polinomio de media maévil de y;.

i=1

P
» Op(B%) = (1— Z q)iBiS), polinomio autorregresivo estacional de orden P.
i=1
Q .
» Og(B*) = (1+ ZHZ'B”), polinomio de media mdvil estacional de orden Q.
i=1

El entero positivo s es denominado periodo estacional.

Observacion 2.1.5. De los polinomios anteriores se puede escribir las series Ty, y;
conducidas por un procesos AR(p) y MA(q) como, ¢(B)x; = wy, O(B)w; = yq, respec-
tiwamente.

En la definicion (2.1.1) la media de x; es cero, en el caso en el que p es distinto
de cero, se reemplaza x; por xy — |

p
me— =Y il — p) +w
=1

p
Ty =+ Z GiTp—i + Wy,

i=1
donde o = (1 — @1, ..cy —Pp).

Definicién 2.1.6. Sea x; estacionaria de media cero, se dice que x; es conducida por
un proceso ARMA(p,q), si tiene la siguiente representacion:

o(B)xy = 0(B)wy,
donde 0,, ¢, # 0 y o2 > 0.

Observaciéon 2.1.7. Para evitar términos redundantes ¢ y 0 no tienen factores comu-
nes.

Definicién 2.1.8. Un serie z; conducida por un proceso ARM A(p, q)
o(B)xy = 0(B)wy, se dice que es causal si se puede escribir como:

Ty = Zl/fjwt—j = Y(B)w,
=0

Y(B)=> B, Y || <oo, Wo=1
3=0 j=0
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Observacion 2.1.9. Si x; es una serie de tiempo causal, entonces cov(xy, w;) = o2 y

cov(xy, wiyp) = 0, para h > 0.

El siguiente teorema brinda condiciones necesarias y suficientes para garantizar que
un proceso ARM A(p, q) sea causal, para ello es necesario que las raices del polinomio
autorregresivo ¢, estén fuera del circulo unitario.

Teorema 2.1.10. Una serie de tiempo x; que es conducido por un proceso ARM A(p, q),

es causal si ¢(z) # 0, para todo z < 1, ademds los coeficientes de x; = ijwt,j, se

determinan resolviendo:

_Oo .ija(z)
=20 = 50

Demostracion. Ver [1](pagina 531).

Definicién 2.1.11. Un serie x; conducida por un proceso ARM A(p,q),
é(B)x; = 0(B)wy, se dice que es invertible si se puede escribir como:

[o¢]
wy = Zﬂjxt_j =m(B)xy,
§=0

o0 o0

— E J E =

= 7TjB , |7Tj‘ < oo, mo=1.
J=0 J=0

Al igual que para una serie causal el siguiente teorema brinda las condiciones necesarias
y suficientes para garantizar que un proceso sea invertible, y es necesaria es que las raices
del polinomio de media mdovil 8, estén fuera del circulo unitario.

Teorema 2.1.12. Una serie x; que sigue un proceso ARMA(p, q) es invertible si0(z) #

0, V(z < 1), ademds, los coeficientes de w; = ijxt —; se determinan resolviendo:
7=0

Z)
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2.1.1. Funcién de Autocorrelacion

Si z; es una serie de tiempo conducido por un proceso AR(p) causal y teniendo en
cuenta la observacion (2.1.9), para h > 0,

P
cov(xy, Tign) = cov(xy, Z GiTiph—i + Wetn)

=1

p
= dicov(xr, Trpn—i) + cov(wy, wipn) (2.1)
=1

=1

por lo tanto al dividir por v(0) a ambos lados de la igualdad,

p

p(h) =Y ¢ip(h—i) =0, h>0,

i=1

la cual es una ecuaciéon en diferencia. Resolviendo dicha ecuacién se tiene que, si
{#1,22,..., 2} las raices diferentes del polinomio ¢(z) (2.1.1), cada una con multi-
plicidad m; respectivamente para ¢ = 1,2,...,ry Y., m; = p, la autocorrelacién se
puede expresar como:

p(h) =Y 27"P.(h), h > p,
=1

donde P;(h) es un polinomio en h de grado m; — 1.
Observacion 2.1.13. Como el proceso es causal por el teorema (2.1.10),
lim p(h) =0,
h—o00
esta es una caracteristica importante para identificar un AR(p), ya que para un h
suficientemente grande su funcion de autocorrelacion es cero.

Ejemplo 2.1.14. La funcion de autocorrelacion (acf) de un M A(q) esta dada por,

(o
> 0i04n
= — si1<h<g
o) ={ 113 ¢
=1
| 0 ,st h >q

Observacién 2.1.15. En los procesos M A(q) después del rezago q la (acf) es cero,
algo que no ocurre en los AR(p), por tanto se quiere buscar una funcion de tal manera
que para un rezago mayor que p se anule.
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2.1.2. Funcién de Autocorrelacion Parcial

La idea de la autocorrelacion parcial, (pacf) es obtener més informacién del or-
den de dependencia del proceso AR(p). El siguiente ejemplo servird para ilustrar el
comportamiento de esta funcion.

Ejemplo 2.1.16. Para un AR(1) causal, x;, = ¢px;_1 + wy

")/(2) = COU(¢$t71 + wy, iL't,Q)
= COU(¢2$t—2 + Qw1 + Wy, Ty_2)
= ¢*7(0) # 0,
v(2) # 0 ya que ¢ y x4 dependen mutuamente de x;_1, quitando esta dependencia

lineal se tiene que la Cov(xy — pxy_1, 21 9 — dxy_1) = Cov(wy, 249 — dxy_1) = 0.

Sea Z;.p la regresion de 4, para h >2 en {zyyp_1,..., 2441} , la cual se escribe
como:

ZTivn = P1%ign—1 + BoXisn_2, -..; Brh—1Te41.

considerando la media cero, en caso contrario se reemplaza x; por x; — u, ademds, se
denotard z, la regresién de z; en {x41..., 24451} entonces,

Ty = B1ir1 + Bo%ivo + ooy Bro1Tipn1-

Ya que la serie es estacionaria, se puede verificar que los coeficientes i, ..., Bp_1
son los mismos en ambas definiciones, esto se debe a que la dependencia de x; y x4
es igual a la dependencia de xy1p, v 4ip_, para k=1,... h —1.

Definicién 2.1.17. Si el proceso es estacionario, denote ¢y, para h >17,
¢11 = Corr(xesr, x) = p(1),
Ohh = COTT(QUHh — Ty, Ty — 3%t>~

La autocorrelacién parcial calcula la dependencia lineal de z; y x4, quitando la
dependencia que tienen compartida con {x4i1, ..., Tpn_1}-

Ejemplo 2.1.18. La funcion de autocorrelacion parcial de un proceso AR(1),

Ty = priq +wy, || <1
on = P(l) = 0.

Para calcular ¢o5 es necesario calcular Ty y Ty,

E(we2 — &142)” = 7(0) — 28y(1) + %7(0),

IRegresién en el sentido que, Z¢4n es la combinacién lineal de {ziyp—1,...,T¢4+1} tal que minimiza

” . h—1
el error cuadrdtico medio, E(z1n — 35—, ajTii)?.
Cov(z,y)

2Corr(z,y) = ar@Vary)
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donde el valor minimo se alcanza cuando 5 = p(1), andlogamente para &y se va a tener
que = p(1) y asi,

P22 = CO?"T($t+2 — QTy_1, Ty — ¢37t71)

= Corr(wyy g, xy — ¢pxi1) = 0.
Mas adelante se verd que para un AR(p), ¢n, =0 para n > p.

Afirmacion 2.1.19. Para una serie x; conducida por un proceso autorregresivo de
orden p

p
Tith = E PjTiyn—j + With,
i=1

p
Tith = E ¢j$t+h—j,

i=1
Onh = 007"7“(33t+h — Tyqn, Ty — fi’t)

Gnn = Corr(wep, vy — ) = 0, para h > p.
Por lo tanto para un modelo AR(p) la funcién de autocorrelaciéon parcial es nula

para un rezago mayor que p.

2.1.3. Estimacion

En la seccién anterior se estudié el proceso AR(p) donde los pardmetros {¢; };_; eran
conocidos, en la siguiente secciéon se exhibira la forma tradicional de estimacion de estos
parametros, iniciando con el estimador de Yule-Walker para un proceso autorregresivo
el cual es una alternativa al estimador de minimos cuadrados, ademas, para una muestra
suficientemente grande, la probabilidad de que sean iguales es muy alta.

Estimador de Yule-Walker

Con la formula (2.1) podemos deducir las siguientes ecuaciones.

Definicién 2.1.20. Las ecuaciones de Yule-Walker estan dadas por

p
v(h) = quﬁ(h —1i), para h=1,2,3,...,p,
i=1
o =7(0) — ¢17(1) — ..., oy (D),
en notacion matricial las ecuaciones de Yule- Walker son:
Lp=2v y  on=70)—¢",

donde T, = {v(k — j)}?k:1 es una matrizp X p , ¢ = (P1,...,¢,)" un vector p x 1, y
Yo = (Y(1),...,7(p)), ademds, si se tiene una muestra {1, xs,...,x,}, y se aplica el
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método de los momentos, reemplazando v(h) por la autocovarianza muestral * 4(h),

b -1z ~2 2 A AT
¢ - Fp ’Yp Y Ow = 'Y<O> —p Fp ’Ypa
estas ecuaciones se les conocen como el estimador de Yule- Walker.

Teorema 2.1.21. Sea x; una serie de tiempo conducida por un proceso AR(p) causal,
Vi —¢) % NO,oIL), 6n o
Demostracion. Ver[1](pigina 534).

Lema 2.1.22. Para un proceso autorregresivo de orden p, causal,
N N N(0,1), para h>p,

donde (ﬁhh es el estimador de Yule-Walker para la funcion de autocorrelacion parcial.

Estimador de Minimos Cuadrados

Otra técnica para estimar estos coeficientes es notar que los verdaderos valores de
{1, ..., pp}, en virtud del teorema de la proyeccién, minimizan el error cuadratico medio,

2
p

(51,52,---,5;)) = E | (z, —p) _Zﬁi(xtfi_,u) )

=1

el estimador de minimos cuadrados estd definido reemplazando la funcién por una
combinacién lineal de la observacion x = {1, xs, ..., 2, }, para n > p y las constantes
é1, ..., p minimizan el residuo,

n

(617527 "'75[)) — Z (xt - ﬁlmtfl -t 5pxtfp)27

t=p+1

dado los datos x = {z1, x9,...,x,} de un AR(p), con n > p se define

€ Zo T s Ti—p
To T o s To—p

Y - 9 X - . . . 9
Tn Tn—-1 Ln—2 T LTn—p

entonces es posible escribir el proceso como,
Y =¢X+W,

donde W = (wy,ws, ..., w,)', ¢ = (é1,...,0p)", v la solucién de minimos cuadrados
satisface que,
¢* — (X,X)_IXIY.
n—h

3La autocovarianza muestral estd dada por 4(h) = n~! Z($t+h —Z)(xy—Z), h=0,1,...,n—1.
i=1
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Observacion 2.1.23. Se puede mostrar que el estimador de Yule-Walker y el estimador
de minimos cuadrados cumple que

2.1.4. Pronostico

La idea de esta seccién es poder predecir el valor de la serie de tiempo futura x,, ,,
para m > 1 basada en x={z1,z,...,x,}, asumiendo x; estacionario y que conocemos
el modelo paramétrico, para resolver lo anterior se necesitan unos conceptos del espacio

de Hilbert.

Definicién 2.1.24. Para un espacio de medida (2, X, P) se definird £»(2, X, P) como
el conjunto de todas las variables aleatorias x tales que ||z||* := E(|z|*) < oco. Si no hay
confusion se denotard solamente por 2.

Sean x,y € £ y decimos que x ~ y <= x =y, salvo en un conjunto de medida
cero, esta relacion es de equivalencia y por lo tanto induce una particion de %, al
espacio cociente definido por esta relacion se denotard como Ly = %5/ .

Observacién 2.1.25. 3 = (Ly,E(-)) es un espacio de Hilbert *, donde el producto
interior estd definido como (x,y) = Cov(z — fiz, Yy — f1y)-

Teorema 2.1.26. (Teorema de la proyeccion). Sea M un subconjunto cerrado de un
espacio de Hilbert, sea y € €. Entonces y puede expresarse de manera unica como:

y=9+z,

donde § € M, tal que (y — g, w) = 0 para todo w € A . Adicionalmente de todos los
elementos de . , 1 es el mas cercano a y en el sentido que,

ly = 9ll < lly = wl|, para todo w € .4,

y la igualdad se da si y solo siw = .

Se denotard la proyeccion de y en M como y := Py, ademds, el espacio cerrado

de un conjunto finito de puntos {xy,xs,...,x,} de elementos del espacio de Hilbert es
n

definido como el conjunto de todas las combinaciones lineales w = Zaiazi, donde los
i=1
a; € R, este subespacio es denotado por M = Span{xy,xs,...,T,}.

Sea Xy C X una sub o-algebra de la o-algebra X, la coleccién de todas las varia-
bles y € Ly(€2, X, P) X¢-medibles es un espacio lineal cerrado, por lo tanto cumple las
hipotesis del teorema de la proyeccién asi es posible definir la proyeccién de y sobre el
espacio generado por Xj.

4Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interior que es completo bajo la métrica d(x,y) =
<$ — YT = y>
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Se utilizara la esperanza condicionada para pronosticar el valor futuro de una serie
dado los datos conocidos y se utilizara el teorema de la proyeccién para determinar
sistematicamente los coeficientes que me pronostican este valor.

Definicién 2.1.27. (Esperanza condicional 1) La proyeccion de x© € Lo($2, X, P)
sobre el subespacio cerrado La(§), Xo,P) es la variable aleatoria denominada esperanza
condicional de x dado Xo y se denota como E(x|Xy).

La esperanza condicional de x dado X se puede interpretar también como la variable
aleatoria 2’ tal que el valor esperado sobre cualquier A € X es el mismo valor esperado
que el de x sobre A.

Definicién 2.1.28. (Esperanza condicional 2) La esperanza condicional de una
variable aleatoria x dado Xy no negativa o E(x) < oo, es una variable aleatoria Xy -
medible =" tal que E[(x — 2')1 4] = 0, para todo A € X .

Mejor predictor lineal (BLP).

Estudiaremos el caso en que .# = Span{xy,xs,...,x,}, y para aligerar la notacién
denotaremos la esperanza condicionada de z,,,, dada la o-algebra generada por
x= {21, %2, ..., } tal que casa z; es medible, como E(z,4m|x) =2,
Si se tiene las observaciones {zi,zs,...,x,}, y se quiere pronosticar z,,,, para
m > 0, en virtud del teorema (2.1.26) y la definicién (2.1.27), a7, = € A y tiene
la representacion,

n
n —
=1

donde los «; son constantes tal que minimizan el error cuadratico medio, 7., es
denominado el mejor predictor lineal (BPL).

Observacion 2.1.29. Se puede mostrar que si {x1,z,...,x,} son gaussianos entonces
el mejor predictor lineal coincide con la esperanza condicionada, esto se debe a que para
un proceso gaussionano las observaciones solo tienen dependencia lineal.

Existen varias formas de encontrar el mejor predictor lineal, los dos teoremas siguientes
brindan técnicas para obtenerla, la primera se basa en la forma matricial y la sequnda
basdindose en la definicion alternativa de la esperanza condicional (2.1.28).

Teorema 2.1.30. Six; € R™, i =1,2....n, M4 = Span{xy, s, ...,x,} entonces,
Proj s = Xp,
donde X es la m x n matriz con j™ columna z;,

X'X3 = X'z.
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Teorema 2.1.31. Ecuacion de prediccion. Dados los datos x1,x, ..., T,, el mejor
n

predictor lineal, xy,, = o+ g aLTy se encuentra solucionando:
i=1

E [(mn+m - $Z+m) xk} =0, para k € {0,1,...,n}, Ty = 1,

esta ecuacion es conocida como la ecuacion de prediccion, la cual genera un sistema de
ecuaciones, donde la solucion al sistema brinda los coeficientes del mejor predictor.

Observacién 2.1.32. i, E(z;) = p, y k =0 se tiene que pp = E(zp4r) = E (27,,,)
E($Z+m) =E &0+ZOék$k s
i=1

W= g+ Z arE(zy),

k=1

p—ant > au
k=1

n
despejando ay, se tiene que ag = | 1 — Z ag | y reemplazando en el predictor
k=1

T = 104 Y o(r — pr),
k=1

T — =Y a(wx — p),
k=1

asi se puede considerar = 0, y en caso contrario reemplazar x; por xy — L.
Ejemplo 2.1.33. Supongamos que tenemos {x1, xa, ..., x, } y se quiere pronosticar x, 1,
n

Tpy = g GnjTni1—j, lamando o; = ¢y n—jr1 y usando la ecuacion de prediccion(2.1.51),

j=1

E || 21— Z¢nj:vn+1_j Tpt1-k| =0, para k€{1,2,...n},
j=1

n
E(Zni1Zni1-k) = Z¢njE(xn+1xn+lfk>7
j=1

~v(k) = Z(bnjy(k —7j), para todo k € {1,2,..,n}.
j=1
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En la notacion matricial, T'pé, = v, donde ¢, = (Pn1, ..., Onn)’,también denotaremos
el predictor de error cuadrdtico medio como P, = E(z,41 — 27.,)?, donde,

E(xn+1 - $Z+1)2 = 7(0) - 'Y;zrgl')'n-

Observacion 2.1.34. Por el teorema (2.1.31) y el ejemplo anterior se puede justificar
la afirmacion (2.1.19).



Capitulo 3

Analisis Espectral

3.1. Densidad Espectral

Hasta el momento se ha visto que un proceso estacionario puede tener un compor-
tamiento repetitivo o regular respecto al tiempo, el concepto de regularidad puede ser
mejorada si se expresa en términos de las variaciones periddicas que producen la serie,
uno de los objetivos principales del andalisis espectral es encontrar las frecuencias do-
minantes de una serie. La razon de usar esta técnica alternativo es poder justificar un
fenémeno empirico y una explicacién que incluye unas pocas oscilaciones primarias es
mas sencillo de trabajar y a la hora de una explicacion es fisicamente més significativo
que una coleccion de parametros estimados.

Los comportamientos periédicos estan muy poco correlacionados entre si y por esto se
facilita la escritura de probabilidades basadas en métodos estadisticos clasicos.

= Se definird un ciclo como un periodo completo de una funcién seno y coseno
definida en un intervalo de tiempo uniforme.

= Se medira la frecuencia w en ciclos por puntos de tiempo.

= El periodo descriptivo de una serie de tiempo se define como el nimero de puntos
en un ciclo.

Considere el proceso:
x; = Acos(2nwt + @), para t € Z,

e A : Amplitud de la funcion.
e ¢ : la fase, es decir, el punto de inicio de la funcién coseno.

o Introduciendo variaciones aleatorias de tal manera que la amplitud y la fase
sean variables aleatorias y usando la formula de suma de angulos del coseno,
podemos escribir el proceso x; de la siguiente manera,

xy = Uycos(2mwt) + Ussen(2mwt), (3.1)

19
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U, = Acos(¢), Uy = —Asen(¢),

A=/U+ U3, ¢:mn1(_UZI).

Comunmente se toma U;, Uy ~ N(0,1) independientes y por lo general una serie de
tiempo puede tener mas de una frecuencia con diferentes amplitudes,

q
Ty = Z Uk, cos(2mwyt) + Uy, sen(2mwyt),
k=1

{Up,, U, }i_y,  i-i,d con media cero y varianza oy,

si la serie x; es estacionaria, es posible calcular la covarianza con la representacion
anterior la cual tendra la forma:

q
~v(h) = Z orcos(2mwyt).
k=1

El siguiente teorema da existencia y unicidad de una funciéon que servira para de-
terminar cudles son las frecuencias que mas aportan a la varianza del proceso.

Teorema 3.1.1. Una funcion y(h) es definida no negativa si y sélo si puede expresarse
como:

v(h) = /2 exp{2miwh}dF (w),

donde F(-) es no decreciente, continua por derecha con soporte en [—1 L

2 5} y unica tal
que F(—3) =0y F(3) =(0).

Demostracion. Ver [1](pdgina 540 ).
Ejemplo 3.1.2. Sea wy fijo, x; estacionario con la representacion de la ecuacion (5.1).

v(h) = o*cos(2mwot)

) e—27riwoh + 627riw0h
=0
2

_ / C g (),

NI

, 81w < —wy

F(w) , 81 w € [—wp,wp)

I
Qw SIS <

, 81 W > Wy

A pesar de que F' no es una funcion de distribucion como tal, se le denomina funcion de
distribucion espectral puesto que comparte propiedades con la funcion de distribucion,
ademds, si la serie de y(h) es finita, entonces se garantiza la existencia de la funcion
de densidad espectral que servird para determinar las frecuencias que mds aportan a la
varianza del proceso.
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Teorema 3.1.3. Si la funcion de autocovarianza de un proceso estacionario satisface,
> (k)] < o0,
heZ

entonces 7y se puede representar como:

[NIE

A = [ e ),

SIS

donde f es denominada la funcion de densidad espectral y tiene la representacion:

@) =Y Ah)e?mn para — 2 !

—<w< -
2 72
heZ
la densidad espectral de un proceso ARM A(p, q), tiene una formula cerrada la cual estd

relacionada con la representacion de un proceso causal. (2.1.10)

Teorema 3.1.4. Si{x;} es una serie de tiempo conducida por un proceso ARM A(p, q),
causal, ¢(B)xy = O(B)w;, entonces esta tiene funcion densidad espectral dada por:

B i
= 2 e

Demostracion. Si z; es causal entonces por definicién x; = E VrWi_k,
keEN

’Yx(h) = COU(l"ta $t+h)

= cov Z wkwt—lm Z QZ)Swt—l—h—s

keN seN

— Z Z Yrhscov(wWi—k, Wirn—s)
keN seN

= Z Z¢k¢s7w<h —s+ k)
keN seN

=SS v, [ et
keN seN _%

,Yx(h) _ /2 Z ¢k627riwk Z ¢se—2ﬂiws 627riwhfw (w)dw,

1
2\ keN seN
igualando la representacién espectral del lado izquierdo con el lado derecho, se tiene
que,
2

/2 €2mwhfz(w)dw _ /2 Zd’keizm’ws eQMthw(w)dw,

1 _1
2 2 | seN
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por tanto f,(w Z e ™| f,(w), salvo en un conjunto de medida cero, y por
seN
teorema (2.1.10) Zz/zs = ﬁ
seN Z
|0(672m'w)|2

few) = fu(w),

Pl

p(e—2mi) |2 Ow-

fe(w) =

OJ
En el caso particular de un AR(p) la funcién de densidad espectral esta dada por:

0.2

W)= —2=L___
fm( ) ’¢(6727mw>’2
Ahora se quiere encontrar una funcion de la muestra para poder estimar a la densidad
espectral f(w).

Definicién 3.1.5. Dados los datos x1,xs, ..., x, definimos la transformada de fourier
discreta (DFT) como:

d(w;) =n"2 > et para j€{0,1,.,n—1} y w; = z
n
t=1

las frecuencias w;j son llamados frecuencias fundamentales o de fourier, y la transfor-
mada inversa de fourier estda dada por:

[y

n—

T, =n"2 d(w;)e* it

<
I
o

Definicién 3.1.6. Dados los datos x1, xs, ..., T,, se define el periodograma como
I(wj) = |d(w;)|*, para j € {0,1,....,n—1}.
Proposicién 3.1.7. El periodograma tiene las siguientes propiedades:
1. I(0) = nz?.

n

Z(xt —z)e 2™t para j # 0.

t=1

(NI

2. d(w;) =n"

3. Si4(h)" es la funcién de autocovarianza muestral, entonces:

n—|h|

Y5(h) = Z (Ttg i) — Z) (2t — T).
t=1



Capitulo 3. Analisis Espectral 23

I(w;) =n~" Y A(h)e*mm.

|h|<n

Demostracion.

n
1. 1(0) = d(0)]> = n™1) @) = n|z* = na’
t=1

~ it 1 - 2 omid (1 —e7™)
—ZT? — 71'17 - 7T7»7 — .
2. Puesto que, tg_l e g_ ( ) T 0, para j #0,
) n - ) N L n
n-z E (z; — Z)e 2mwit = —n 2T g eIt = d(w;) + 0 = d(w;).

t=1 =1

~+

3. De la definicion de periodograma, se tiene que,

I(wj) = |d(wy)|” = nt g E xy —T)( a‘c)e_%iwj(t_s)
t=1 s=1
n—|h|

=nt Z Z (Teqin| — T) (2 — z)e 2Tt

|h|<n t=1

—1 § : 27rzw]

|h|<n

La idea es relacionar el periodograma con la funcién densidad espectral f(w) de una

serie de tiempo x; estacionaria, con 5 |7(h)| < 0o, usando el mismo argumento de la

heZ
demostraciéon 3 en la proposicién anterior con w; # 0, y sacando el valor esperado a

ambos lados de la igualdad se tiene que:

n—|h|
=07 Y (@ — 1) (e — p)e T

|h|<n t=1

E(I(w;)) =n"" Z(n — By (h)e2mieh

h<n
|h| —27iw,;h
E(I(w;)) = 1— y(h)e T,
|h|z<n ( " )

Se quiere justificar la convergencia de E(I(w)) — f(w), para cualquier frecuencia, no
necesariamente fundamental, para esto consideremos las siguientes proposiciones.

Proposicién 3.1.8.

Si Zl’y <o = nh_}n;Z% e mwik — (),

heZ =—n
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Demostracion. Dado ¢ > 0 existe N € N tal que para todo n > N.

D hE)I= > h) <e

kEZ
—(N+1) )
Yo hkl+ Y Wl <e
k=—00 k=N+1

||

sea n > N = = < 1 para todo |k| < n, por tanto,

|k L k] Rl
0< > —hRl= DY =h®+ Y Zhkl+ D —hkF)
k=—n k=—N k=N+1 k=—n
N |k}| n —(N+1)
<y (k) + Yo h®+ D k)
k=—N k=N-+1 k=—n
N |]{Z| 00 —(N+1)
<y &)+ Yo B+ D k)
k=—N k=N+1 k=—00
1K
<> M +e
k=—N
1K
como N es fijo, lim Z —|v(k)| = 0 y por teorema de compresion,
n—00 Pt n

o A o K
< —_— < — =
O—Jggok_E_ﬁ - |v(k>|_€:>gglgok_§_: —h (k) =0,

n n

k| omiwk |k| K| Comiwk
v k ﬂ'lw] < = k L k 7T’L’u)] — O.
k;nn'y()e _kzz_n”‘7<)|:>;€e22"7()e

O
Ya que el periodograma solo esta definido para frecuencias fundamentales, la idea es
que si existe una frecuencia no necesariamente fundamental, sea posible acercarse a ella
mediante una sucesién de frecuencias fundamentales, para conseguir esto, consideremos

la siguiente sucesion wj., = 2 tal que,

In | <% ~w|, paratodo k=1,2,...,n,
n n
es decir, {j,} son escogidos tal que wj., es la frecuencia fundamental mas cercana a w.

Proposiciéon 3.1.9. Dada una sucesion de frecuencias fundamentales (wj.,)nen, con
Wj.y, cOMo se especificd anteriormente, entonces:

Wi — w, con, w € (0,1).
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Demostracion.
Dado n € N fijo, considere el conjunto, {O, %, %, cee "T_l, 1} y para que
w € (0,1), se tiene que existe k, tal que % <w< %, ahora, dado que el tamano del
intervalo [ﬁ, w} es de < se tiene que,
n n n
ko1 k+1 1
w——< -, —w< -,
n o n n n
) { kE k+1 } 1
min§w — —, —w < —,
non n
de lo anterior se puede inferir que
B siw—E<EL_,
Win =4 jt1 , k - kil
R R R
en cualquiera de los dos casos se tiene, |wj., —w| < % = Wjy, — W. O

Volviendo al problema de encontrar E(/(w)), si se considera para una frecuencia fun-
damental w;j.,, y se aplica las dos proposiciones anteriores, se tiene que:

{ 1 |h| —27iw;
J:H;OE<I<W>=JLH;OZ( = ) (et
h|<n

= y(h)e?men

heZ
= f(w).

Ya se encontré un estimador para la funcién de densidad espectral, lo que sigue es
encontrar una distribucion para el periodograma y obtener un intervalo de confianza

para f(w).
Definicién 3.1.10. Dados los datos, {x1, s, ..., .}, se define la transformada coseno
Yy seno respectivamente como:

de(w;) = ne Z xrcos(2mw;t),
t=1

ds(wj) = nz Z xsen(2mw;t).

t=1
Observacion 3.1.11. La transformada discreta de fourier y el periodograma se pueden
representar por medio de las transformadas senos y cosenos de la siguiente manera:

d(wj) = de(wj) — ids(wy).

Iwj) = d2(w)) + d2(w)).
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Es posible determinar una distribucién para el periodograma si se considera que
las observaciones sigue una distribucién normal, mas especificamente, si x ~ N(0,T',,),
- / . o
donde, x = (21, @2, ..., ) vy (I'n)ij =71 —j), parai,7 =1,2,3,...,n

A continuacién se escribird una matriz con vectores a,b € R™ arbitrarios, para pos-
teriormente tomar los vectores apropiados que sirvan para determinar la distribucion

del periodograma.
!/

Si A= (a,> , donde a = (a1, as, ...,a,), y b= (b1, bs,...,0,),

b
[adx , _[d'Tyd dTV
AX - (blx> Y A FnA - <blrna/ b/Fnb> )

a'x N 0 aly,a dT',b
b'x 0/’ \bT,a UT,0

Tomando los vectores a, b de la siguiente forma:

y asi se tiene que,

m\»—-

n~2(cos (2mwj), cos (4mw;), ..., cos (2nmw;))’,

a=
b n’%(sm (2mw;), sin (d7w;), ..., sin (2nmw;))’,

y utilizando la linealidad del valor esperado, se tiene que,

a'Tha=n"" Z Z cos (2mw;s) cos (2mw;t)y(s — t)

s=1 t=1

=n" E cos (2mw;s) E cos (2mw;t)E(zzy)

n 2 Z cos (2mw;t)x ) (n5 Z cos (27ij3):cs>
s=1

E(d.(w = Cov(d.(wj), dc(wj)).

Anélogamente b'T',,b = Cov(ds(w;), ds(w;)) y V'Ta = Cov(ds(w;), de(w;)).
Ahora para poder definir una distribucién del periodograma, es necesario que

©:= 3 hll(h)| < ox.

heZ

Definicién 3.1.12. El término acotado en probabilidad, denotado por z, = O(a,),
significa que para todo € > 0, existe 6(e) > 0 tal que

IP’{E"|‘>6()} €
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para todo n.
Teorema 3.1.13. Sea S, (w,w) = E(|d(w)]?) entonces,

|Su(w,w) = fw)] < 7 <= Salw,w) = f(w) + O(n™).
Demostracion. Ver [1](pdgina 545.)
Teorema 3.1.14. Si wy, = % Y w = % con wg # wy, Y Sp(wk,w;) = ]E(d(wk)m),

|G (Wi, wy)| < & <= Sy (g, wi) = O(nh).

Demostracion. Ver [1](pdgina 545.)
Afirmacion 3.1.15. Con los dos teoremas anteriores se puede demostrar que,

sfwe) + 0™ st w, =w

COU(dc(wk)>dc(wl>) = { O(n—l) ;81 Wy 7& wi

sfwp) + 0™ siowp=w

Cov(dg(wy), ds(w;)) = { O(n1) 81wy # Wy

Cov(dy(wy), ds(w;)) = O(n™1).

Reemplazando lo obtenido anteriormente en la matriz ATT, A, se tiene que

Tr T T 3T
T _fa'Tha™ a'T'nb
AT A= (bTFnaT b'T,,b )

_ ((Jov(dc(wj), do(w;)) Cov(dy(w;), dc<wj>>>
Cov(d.(wj), ds(w; ), ds(w;

O(n—l) f(wj) + O(n—l)

_ (M FO@™) O™ )
regresando al comienzo, se tiene que,
dC(wj)
~ N(0,AT,A),
(dsw) 0. AT A)

y finalmente si se toma w;,, — w, se tiene la tiene la convergencia asintética a una
variable aleatoria normal,

de(wjin) | _d 1(fw) O
(ds(wj:n)> — N0, 2( 0 f(w)>
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Dado que I(wjy) = de(wjm)? + ds(wj.n)?, entonces 21}‘(‘23") —%5 \%(2). El siguiente teore-

ma generaliza lo anterior para una coleccion de m frecuencias diferentes y da existencia
de un intervalo de confianza para la densidad espectral.

Teorema 3.1.16. 5i © = Y _|h||y(h)| < oo,

heZ
Te= Y, D 1yl < oo,
jez jez

donde wy ~ iid(0,02), entonces para una coleccion de m distintas frecuencias
w; € (0,1/2) con wjy, — wj

21(%‘%) d 9
@) — x°(2),

donde f(w;) > 0 para j = 1,2...m y x*(2) es una distribucién chi-cuadrado con 2
grados de libertad.

Demostracion. Ver [1](Apéndice C.2).

3.2. Aplicacion

En la siguiente seccion se presentara una serie de tiempo basada en el ntimero de
quejas diarias por parte de los usuarios de una entidad bancaria, utilizando la densidad
espectral para identificar periodos ocultos en la serie y ademas se ajustara un modelo
SARIMA el cual no solo captura los comportamientos regulares, sino también, el com-
portamiento estacional de la serie.

Una entidad bancaria registr6 diariamente desde el primero de enero del 2014 hasta
el 2 de diciembre del 2019 el nimero de quejas recibidas por sus usuarios

Quejas
150 200
| |

100

50

2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020

Tiempo
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En primer lugar se encontrara la frecuencia mas aportante a la varianza utilizando el
periodograma de la serie anual por medio del software R con la funciéon spec.pgram

2014 2015 2016
. o 5
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s ] 3 2
g ® £ - £
= ] = = -
g 3 § o g
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] () ] o — " o
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La frecuencia con la densidad espectral més alta es w = 0,1430556 y su periodo es
P = % = 6,990289 =~ 7,

lo que indica que la serie tiene un comportamiento estacional por semanas.
A continuacién podemos ver la distribucién de los dias por ano que presentan un com-
portamiento senoidal
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La serie tuvo una intervencién a mediados del 2016 debido a un nuevo software
para el monitoreo de las transacciones, lo cual aumenté el nimero de usuarios y por
ende un aumento de la media, por lo tanto se estudiara la serie a partir de julio del 2016.

250
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Con ACF y PACF dadas por

(&)g_:Z::J:::.:::'::Z':ZIZZL:::::L::|:::':::Z::]::ZL:‘:::L:;:::'::::::'Z::|Z::I:::L::'::::::':::
=] [ I T T
5 10 15 20 25
LAG
%i_EZ::J:::f::}::ZF:Z::::L::‘:::l:::|:::::::Z::Z::ZliﬁﬁJ::::::I:::::::::IZ::Z::%:::-:::}::::::::::
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se observa una fuerte correlacién con rezagos miltiplos de 7 y por tanto se consi-
derard el proceso SARIMA con los operadores (2.1.4), tomando el periodo estacional
s=7T7

Op(B")@(B)z; = Oo(B")0(B)wy,

este proceso es denotado por ARIM A(p,0,q) x (P,1,Q)7 y el objetivo es encontrar los
ordenes P, p, (@, q que se ajusten mejor a la serie. Basado en el comportamiento de la
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ACF y la PACF los modelos tentativos fueron

ARIMA(1,0,2) x (0,1,2);
ARIMA(1,0,1) x (1,1,1)7
ARIMA(3,0,0) x (4,1,0)7
ARIMA(4,0,0) x (3,1,0)7
ARIMA(3,0,1) x (3,1,0);

En cada uno de los modelos se realizara un diagnostico a los residuales buscando simetria
respecto al cero y la no correlaciéon, para ello se utilizara la funcion de autocorrelacion y
el histograma de los residuales, ademas de lo anterior se escogera el modelo con menor
criterios de informacion de Akaike conocido como AIC y la capacidad de prediccion
empleando el error porcentual medio absoluto abreviado como mape, realizando el
andlisis con el 95 % y el 80 % de la serie para dejar el 5% y 20 % respectivamente como
la validacién del modelo.

MAPE | MAPE
MODELO AIC | BIC | "o o | g0
ARIMA(L,0,2) x (0,1,2)7 | 9.4255 | 9.4542 | 0.1943 | 0.1981

( ) x ( )
ARIMA(L,0,1) x (1,1,1)7 | 9.4507 | 9.4753 | 0.1965 | 0.1961
ARIMA(3,0,0) x (4,1,0)7 | 9.5616 | 9.5986 | 0.1664 | 0.2225
( ) % ( )
( ) % ( )

ARIMA(4,0,0 3,1,0)7 | 9.5713 | 9.6083 | 0.1656 | 0.2250
ARIMA(3,0,1 3,1,0)7 | 9.5717 | 9.6087 | 0.1655 | 0.2217

Para esta aplicacion se escogié el modelo ARIM A(1,0,2,0,1,2);, con residuales dados
por

Residuales

100 150

50
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0
|

-100 -50

T T T T T T T T
2016.5 2017.0 2017.5 2018.0 2018.5 2019.0 2019.5 2020.0

el histograma de los residuos muestra simetria al rededor del cero, ademas la funcién
de autocorrelacion muestra que no hay correlacién aparente.
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Residuales

Distribucion Residuales

ACF

32
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Al realizar el pronostico con el 5% de la serie se puede observar el comportamiento
de los préoximos 2 meses donde el modelo captura completamente los ciclos semanales,
aunque no logra capturar los datos atipicos puesto que la suposiciéon que la varianza
sea constante no se cumple, para solucionar este problema se realizé la transformacion
de Box-Cox para estabilizar la varianza pero al hacer esto el modelo pierde precision y
por tanto se optd por dejar la serie original.

Prondstico

A r V | '\l\
\ \ !
CUARTA SEMANA
Pronéstico | 63.74 | 146.91 | 170.72 | 170.49 | 164.08 | 154.96 | 98.02
Real &6 165 201 180 161 175 73




Capitulo 4

Wavelets

En 1800 Joseph Fourier descubrié que podia superponer funciones senoidales y cose-

noidales para representar otras funciones y hasta el dia de hoy ha sido una herramienta
poderosa en el analisis de datos y filtrado de informacién, a pesar de tener varias limi-
taciones al solo considerar funciones senoidales y cosenoidales las cuales tiene energia
infinita es imposible una localizacién temporal de la onda en un momento determinado.
El analisis de wavelets u ondaletas se basa en la idea de construir un sistema ortonor-
mal a partir de las funciones ¢ y 1, con un soporte compacto, los cuales van a tener
ubicacién tiempo frecuencia, ademas, a partir de la funcién ¢ se crea una secuencia
de espacios vectoriales Vo C Vi --- C V},---, donde V; es generado por traslaciones y
dilataciones de dicha funcién.
En este capitulo se exhibiran dos wavelets utilizadas frecuentemente en el analisis de
datos, una de ellas es la wavelets de Haar propuesta en 1909 por Alfred Haar, la cual
es la dilatacién y traslacion de la funcién indicadora del intervalo [0,1). La wavelets
Daubechies que fue propuesta por Ingrid Daubechies descrita en el articulo de 1988
[9], lleva a una familia de funciones de escala con soporte compacto y suaves, pero que
a diferencia de la wavelets de Haar que tiene una formula cerrada para cada una de
las funciones de escala y facilita la proyecciéon de una funcién de Ly(R) en el espacio
generado por estas funciones, las wavelets Daubechies no tienen una representacion de
esta forma y por lo cual es necesario encontrarlas mediante el algoritmo cascada que
brinda una rutina para obtener una buena aproximaciéon de la funciéon ¢.

Definicién 4.0.1. Una coleccion (V;)jez € La(R) se dice que es un andlisis de multi-
resolucion si:

1. V; C Vi

2. Vi = La(R).

JEZ

3. (Vi = {0}.

JET.

4. f(t) € Vo <= f(27t) € V.

33
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Ademds, existe ¢(t) € Vy tal que /gb(t)dt #£ 0, llamada funcion de escala tal que el

R
conjunto {(t — k) }rez es base ortonormal de V.

Un andlisis de multiresolucién nos da una buena manera de descomponer Ls(R)
teniendo espacios de aproximacién anidados V;, y por la propiedad (4) de la definicién
anterior es posible ir de un espacio a otro por medio de un reescalado de la funcion,
ademads, es posible utilizar ¢(t) para crear bases para Vp, Vi, -+, V; y por la propiedad
(3) estas bases no son redundantes.

4.1. Wavelet de Haar

Para poder definir el espacio de Haar se considera la funcién de escala ¢(t) = 19 1)
y en esta seccion se mostrara que induce un analisis de multinivel.

Lon(t) = 1 ,site|0,1)
SO 0 st g 0,1)

La funcién indicadora 1 1), definird un espacio vectorial constante en ciertos inter-
valos y discontinua posiblemente en los enteros, una tentativa es definir el espacio V
como el generado de las traslaciones de ¢(t) = 11, esto es,

fe%@f:Zam(t—k), an € R.

kEZ

Es importante notar que la serie estda indefinida y por tanto tiene sentido que darle
una restriccion para obtener una suma hasta un N > 0 dado, y obtener un espacio con
soporte compacto.

Definicién 4.1.1. Sea ¢(t) = 11, definimos el espacio Vi como
Vo = span{é(t — k) }rez N L*(R).
Observaciones 4.1.2. Dado un entero un entero k,
o(t — k) = g sy,
ademds, para cualquier par de enteros diferentes k, s, se tiene que
k,k+1)N[s,s+1) =0,

y asi (p(t — k))kez, es un conjunto linealmente y por tanto es base de Vi, mds aun,
(ot = 0.0t = 9)) = [ oft = Byot — s
R
= /R Loy gy (D)dl

1 ,sik=j

0 ,si k#j
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El objetivo es construir funciones definidas a tramos en diferentes resoluciones, es
decir, ya no construir funciones constantes en intervalos de la forma [k, k + 1), sino, por

ejemplo funciones constantes en intervalos de la forma, [g, %), para ello notemos que
1 .51 0<2t<1
o=

0 ,eo.c

)1 st 0<t<g

10 ,€.0.C

= 1oy
1 .51 0<4t<1
0 ,eo.c

)1 st 0<t<g
0 ,e.o.c,

= o)

En general para cualquier dilatacion de la funcién indicadora se puede definir el
espacio vectorial generado por sus traslaciones.

Definicién 4.1.3. Sea ¢(t) = 11y, se define el espacio vectorial V; como

V; = span{p(27t — k)} N Ly(R). (4.1)

Observacién 4.1.4.

1
0 ,e.o.c

0 , €.0.C

<m%r—mwa%—w>:{

Para cada V; definido en la ecuacion (/.1) y teniendo en cuenta la observacion (/.1.4),
es posible definir una base ortonormal para V.
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Definicién 4.1.5. Suponga que ¢(t) es la funcion de escala del andlisis de multireso-
lucion (V;) ez de Lo(R), para k € Z se define

$in(t) = 229(2t — k).

Si se fija j € Z, el conjunto (¢;x(t));ez es una base ortonormal para V; con soporte

compacto Supp(¢; ) = [2%, %]

Ahora se quiere mostrar que para cada j € Z, V; C V)4, para ello se puede notar
que

1 1
kk+1) = {k,k+§> U [kz+§,k+1>,
y por tanto,

Bpoert) = Lfp oy 1)0 k2 )

= ]l[k,k+%) + ]l[k+%,k+1)

— ]l[%’zkg-l) + ﬂ[%72k+21+1))7

ot — k) = o(2t — 2k) + (2t — (2k + 1))

Pox(t) = %(%,%(t) + d1,264+1(1)).

En general para cada par de enteros j, k, la ecuaciéon de dilatacion esta dada por

i1 k(t) = % (¢2k(t) + Djn41()) (4.2)

y dada la ecuacion (4.2) se tiene que V;_; C Vj}, y servird para ir de un espacio a otro
por medio de la siguiente dilacion,

J(t) € V; = [(21) € V.

Corolario 4.1.6. Los espacios V; generados por las dilataciones y traslaciones de la
funcion ¢(t) = Ly1)(t) cumplen que

(V= {0}.

J€T
Demostracion. Procediendo por doble inclusion,
(D) V; Es un espacio vectorial para cada € Z entonces 0 € V; para cada j € Z, esto es
que 0 € ﬂ V.
JEL
(C) Sea f € m V;, entonces f € V; para cada j € Z, y por tanto, f es constante en inter-
JEZ

valos de la forma [2%, %), ya que [2%, %) N [Qﬁl,%> # 0, se tiene que f(t) = a,
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con a € R, ademdas, f € Ly(R), esto es / f(t)dt < oo, y asi la unica opcion esa = 0. O
R

Ya se logré definir un andlisis de multiresolucion con 1), ahora se mostrara la
relacién que existe entre Vg y V4.

Proposiciéon 4.1.7. Supongamos que fi(t) € Vi, fi(t) = Z%%,k(ﬂ; entonces la

proyeccion de f1 en Vy estd dada por fy = Z brpox(t), donde

keZ
by = 2 dokeZ
k= 57 (ag + agr41), para todo k € Z.

Demostracion.

El coeficiente by de la proyecciéon estd dada por by, = <¢07k, f1> ,

be = (Gox, f1) = /Rﬁb(t — k) fi(t)dt
k1

puesto que [k, k + 1) N [£, =) # 0 solamente cuando s = 2k y s = 2k + 1,

k+1 k+1
b = \/§a2k/k ]l[k,%)(t)dt + \/§a2k+1/k 1[%,%1)@)&
V2

by, = T(G% + agp1)-
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9(i+1)/2

38

A2k+1 o——o°
\/75(@% + agp41) ¢ °
20 +D/2¢,, ——
ﬁ k+1/2 k+1
9j 9j 97

Hasta el momento se ha construido una funcion fy(t) como la aproximacién sobre
Vo para una funcién fi(t) en Vj, supongamos que el objetivo es el contrario, es de-
cir, se nos entregan fo(t) , fi(t) y debemos encontrar una funcién residuo go(t) tal
que fo(t) + go(t) = fi(t), para resolver este problema es necesario descomponer a
Vigr = V; @ W, donde W; es el complemento ortogonal de V; sobre Vj,; y encon-
tremos las funciones que generan a W;, para esto se define la siguiente funcién,

1 ,si 0<t<g3

Y(t) =p2t) — (2t —1) =< -1 ,si L <t <1
0 ,eo.c
U(t)

1 ?
:
:
:

E !
1
1
:

—1 é )
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Definicién 4.1.8. Sea v (t) la funcion introducida anteriormente, se define el espacio
de detalle Wy como

Wo = span{y(t — k) }rez N L2(R).
Observaciones 4.1.9.

w (Y(t — k))kez es un conjunto linealmente independiente, mds ain, es una base
ortonormal para Wy.

» Wy es el complemento ortogonal de Vi sobre Vi, es decir, Vi = Vo & Wy, donde
esto significa que

Voo Wo = {fo(t) +go(t) : fo € Vo,g0 € Wo} y Von Wy ={0}.

Esta idea se puede generalizar, considerando una dilatacion de la funcion ().
Definicién 4.1.10. Se define para cada j, k € Z, las funciones
Vik(t) = 2729 (27t — k),
y el espacio vectorial W;, como
W; = span{v; i }rez N L2(R).
Observaciones 4.1.11.

" (%’,k)kez es una base ortonormal para Wj.

» W; es el complemento ortogonal de V; sobre Vj;.

s Vip=VieW, =V oW, eW,; ==V W

Por lo tanto cualquier funcion a(u) € Ly[0,1] se puede aproximar a un nivel de resolu-
cion Vy por medio de

J—-127-1

a(u) = agd(u) + Y Bistx(u
=0 k=0

Jj=

donde los coeficientes dependen del nivel de resolucion, mds adelante se buscard un
valor apropiado para J.

Ejemplo 4.1.12. Realizar la aprorimacion de la siguiente funcion usando las wavelets
Haar para los niveles de resolucion J = 3,4,5,6,

—cos (L) st 1<t <512
f(t) =
0 , €.0.C
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4.2. Wavelet Daubechies

Ingrid Daubechies realiz6é una construccion de funciones continuas con soporte com-
pacto cuyo método se centra en construir el simbolo de la funcién de escala ¢, el cual
a su vez produce la ecuacion de dilatacion y la funcién ¢, para esto el simbolo debera
cumplir ciertas condiciones para garantizar la existencia del andlisis de multiresolucion.

Con las wavelets de Haar para ir de un espacio V;_; al V; se escribian los béasicos
de V;_; en términos de los basicos de V}, y en este caso la ecuacion de dilatacion es de
la forma ¢(t) = \/Li(gb(%) + ¢(2t — 1)), en el caso de Daubechies se hace un andlisis en
el dominio de las frecuencias y por tanto, la ecuacion de dilatacién debera cumplir que

~

¢(w) = H(

No| &

L
)Gﬁ(g), donde H(w) = % kzzohke—ikw_

Si |H(w)|? + |H(w+m)|*> = 1, entonces se garantiza que ¢ genera un sistema ortogonal,
ademds, se quiere que ¢ sea suficientemente suave, es decir, ¢ € CN7}(R), para esto

14_e—fiku
2

mio, [10], bajo estas condiciones es posible construir H(w), el método para construirla
se puede consultar en [12].

Ingrid Daubechies observé que H(w) debia tener a < como factor del polino-

Notacién 4.2.1. La funcion de escala Daubechies que corresponde al simbolo H(w)
para un N dado se denotard por Doy .

Ya que no existe una formula para las funciones de escala, existe una rutina llamada
algoritmo de cascada introducida por Ingrid y Jeffrey Lagarias en [11]; este algoritmo
inicia con una primera funcién ¢y y se itera mediante una ecuaciéon para obtener una
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mejor aproximacion ¢, (t), hasta obtener una buena aproximacion de ¢, el algoritmo
utiliza la ecuacion de dilatacion de la siguiente manera

Gni1(t) = V2D Iy (2t — k).

Dado que no existe una representacion explicita, éste es el tnico medio para tener
una aproximaciéon de ¢(t) y por tanto dependiendo de la funcién inicial y el simbolo
H(w) se generan diferentes funciones de escala. Para mas informacién del algoritmo y
la convergencia de ¢,, se puede consultar en, [10],[12].

Ejemplo 4.2.2. Usar el algoritmo de cascada para graficar la funcion de escala ¢(t)
de la wavelet Dy, usando ¢o(t) = Ly 1.

Se encuentra H(w) por medio del método utilizado en [172],

1++3 3++3

hy = ———, hy = ———,
4/2 442
3—3 1—+3

hy = = X°, hy = —~—.
42 42

Aplicando el algoritmo cascada,

¢n+1(t) = \/iz hk¢n(2t - k)?

$1(t) = V2hodo(2t) + V2h1do(2t — 1) + v/2hao(2t — 2) + V/2h3do (2t — 3).
$1(t) = V2holg 1) + V20l 1) + V2ol 3) + V2R3l s ).

G2(t) = V2hod1(2t) + V2h161(2t — 1) + v/2ha1 (2t — 2) + v/2h36:1 (2t — 3).
$a(t) = 2hg Lo 1) + 2hoha Ty 3y + -+ + 2hgha, +2h31 0 ).

De esta manera recursiva es como se obtiene una aproximacion ¢, (t) para la funcion
de escala ¢(t) de las wavelets Dy y con esta funcién ¢, es posible generar un anélisis
de multiresolucion, de la misma forma que en el caso de la wavelet de Haar.

En la practica se utiliza la wavelet de Haar cuando la funcién a analizar es abrupta y
tiene muchos saltos, y la wavelets Daubechies se usa cuando se quiere una aproximacion
mas suave.

Ejemplo 4.2.3. Realizar la aproximacion de la siguiente funcion usando las wavelets
Daubechies Dg, a los niveles de resolucion J = 2,3,4,5,

1
t7z s 1<t <512
f(t) = { .
0 , St e.0.c
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Capitulo 5

Proceso Autorregresivo con
Coeficientes Variando en el Tiempo

tvAR(p)

La estacionariedad siempre ha jugado un papel muy importante en el tratamiento
de series de tiempo, por ejemplo, los procesos ARMA son utilizados cuando la serie
tiene un caracter peridédico o estacionario, ademas, el concepto de estacionariedad es
la base de la teoria asintética general; la cual garantiza que el aumento del tamano
de la muestra conduce a més informacién de la misma, pero lastimosamente muchas
muestras no describen un comportamiento estacionario. Si se abandona este supuesto,
los posibles modelos que se pueden generar son demasiados, por ejemplo, los procesos
autorregresivos con coeficientes variando en el tiempo que son una clase de procesos no
estacionarios donde los coeficientes autorregresivos son funciones a;(-) € Ly(R).

El objetivo del presente capitulo es poder estimar el comportamiento de los coeficien-
tes autorregresivos si se tienen observaciones {1, xs, ..., 27} de un proceso estocédstico
arbitrario no estacionario, el problema es que si la serie x; no es estacionaria y posterior-
mente se hace tender T' — 00, es decir, extender el proceso hacia el futuro no brindara
informaciéon del comportamiento del proceso al comienzo del intervalo de tiempo, es
por esto, que se necesita una nocion asintética diferente.

Ejemplo 5.0.1. Supongamos la existencia del siguiente proceso,
xy = a(t)ri—y + wy, w; ~ Wn(0,02),

parat=1,2....T.

El objetivo es estimar la funcion a(-) definida en el intervalo [1,T] de la cual solo
tenemos informacion en los tiempos {1,2,... T}, la metodologia serd estudiar a(-) en
cuadriculas mads finas pero en el mismo intervalo, para ello se considera el siguiente

43
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proceso reescalado.

t
xt’T:a(T Tyi—117 + W, parat=1,2,...,T.

Los procesos autorregresivos con coeficientes variando en el tiempo no son estacio-
narios, pero entran en la clase de proceso localmente estacionarios definido en [2] donde
se garantiza la existencia de dicho proceso.

Definicién 5.0.2. ' Una secuencia de procesos estocdsticos xyr, parat = 1,2... T,
es llamado un proceso localmente estacionario con funcién de transferencia A° y media
[ si existe una representacion

t T .
Ty = b (?) —i—/ exp{it} A pdE(N),

que cumple :

1. &(A) es un proceso estocastico definido en [r, 7| con (X)) = E(—A) y el cumulante

k
de orden &, cum(d&(\), -+, dE()) = 0 [ DN | gk, Aeon)dAr -+ - dg,
j=1

donde n(A) = Z d(X\ + 27k) es la extension 27 periddica de la funcién delta de

kEZ
Dirac.

2. Existe una constante K y una funcién 27 periddica A : [0,1] x R — C tal que

Alu, =X) = A(u, \) y

t
sup | A% () — A(=,\)| < KT
tA ’ T
para todo T
A(u, \) y p se asumen continua en u, ademads, se tiene que |gr (A1, - -+, \e—1)| < Ck

donde C}, una constante que depende de k.

El proceso autorregresivo con coeficientes variando en el tiempo fue estudiado por Subba
Rao (1970), Grenier (1983), Hallin (1978) y Herteleer-de Schutter (1989).

Para simplificar las cuentas sea i = 0 y ;7 la solucién al sistema de ecuaciones en

diferencia
u t ¢
E a; ? Ti—51 =0 f W,

=0
donde ag(u) =1, wy ~ Wn(0,1),
aj(u):{aj(o) 81 u <0 a(u):{a(o) 8t u<0

a;(1) ,si u>1’

'Para mayor informacién [3].
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Observacion 5.0.3. La densidad espectral de un proceso autorregresivo con coeficientes
variando en el tiempo estd dada por:

-2
p
0_2

flu,A) = o Z aj(u)exp (iAj)

J=0

5.1. Proceso de Estimacion

En la seccién anterior se introdujo el concepto de proceso autorregresivo con co-
eficientes variando en el tiempo y se reescala el proceso al intervalo [0, 1] para poder
analizar la serie en el mismo intervalo de tiempo. Por lo general las funciones a;(-) son
desconocidas y el objetivo de esta seccion es que a partir de un proceso autorregresivo
sea posible reconstruir la funcién a;(-) por medio de una expansién de series de wavelets
hasta un nivel de resolucién J apropiado para el tamafio de la muestra y se analizara
la funcién a(-) via simulacién para poder observar el comportamiento probabilistico de
los coeficientes de wavelets, y asi realizar una estimacion de estos parametros y escoger
el nivel de resolucién 6ptimo para el problema.

Supongamos que tenemos una muestra de tamatnio T > p, {1, xs, - , 27}, conduci-
da por el proceso autorregresivo con coeficientes variando en el tiempo

p

Ty = Zai(t)xtq + Wy,

i=1
para poder realizar un andlisis en el mismo intervalo de tiempo se considera el proceso
reescalado

p
t
Ty = Zai (T) Ti—1,7 + Wy,

i=1

el objetivo es estimar a;(-) realizando una expansion en series de wavelets hasta un nivel
de resolucién J, por lo tanto, el proceso se escribira de la forma

p J—121-1
rr =y [agho(w) + DD B(w) | zerr + wr, (5.1)
1=1 7=0 k=0
J—127-1 '
donde a;(u) = 0461)0 (u) + 55-2%@@), U= %7 parat=1,2---,T.
§=0 k=0

Debemos encontrar los coeficientes que minimizan el error cuadratico medio de (5.1),
para esto se escribira el proceso de forma apropiada para obtener una matriz ¥ con
la informacién conocida y un vector B con los coeficientes desconocidos y poder llevar
el proceso que estda variando en el tiempo a la forma £ = WS + w. Para llegar a la
representacion anterior se define
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/B(Z) = <a67075(l)70a6{,076{11aﬁé,mﬁ%,la5372765137/6307 e a63_172J_1> )
parai=1,2,3,...,p,

donde B es el vector que contiene los coeficientes de wavelets de a;(u)

y sea el vector B = (1), 2 ... 3P)) con todos los coeficientes de wavelets.
considere la siguiente matriz para cada i =1,2,--- ,p
Qb(r%l)xp—i-l—i w0,0<1%1>xp+1—i T 1/&]71,2171([%1)%“—2'
o0 _ : ) ) |
o(E)zr; Yoo(B)zr—s o Yy (B)ar

¥ es una matriz de orden, T — p x 27, donde todas las entradas son conocidas y sea

ELER ’\I,<p>>’7

la concatenacién de las matrices ¥, por tanto la observacién, £ = (Tpt1, Tpras -+, x7)
con el vector de ruido blanco w = (wpi1, Wyyi2, -+ ,wr)’, puede ser escrita de la forma
=96+ w,

esta ecuacion se puede resolver por medio de minimos cuadrados generalizados y asi el
estimador que minimiza el error cuadratico medio esta dado por

B = (W, )T, s,

donde I'y, es la matriz de covarianzas de la serie w; ~ Wn(0,1) y se concluye que
ry,=Ir_,

B=(¥0)"'We.

5.2. Estudio de Simulacion

Supongamos que se tiene una muestra de tamano T' (xy, za, -+ , x7)’, conducido por

el proceso
t
Ty =a T Ti—1 + Wy,

con wy ~ N(0,1) y se quiere estimar la funcién a(-), escribiendo su representacién en
series de wavelets hasta un nivel de resolucion V;, este nivel se tiene que tomar de tal
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manera que asintéticamente no se pierda la eficiencia del estimador; en [3], se muestra
en la seccién 3 que el nivel de resolucién J, tal que 2771 < v/T < 27 es el mejor en el
sentido que se conserva la eficiencia del estimador para 1" grande y no hay una sobre
parametrizacion del modelo.

Sea u = % cont <T,

T
[y
)
<
[y

a(u) = ago(u) + Bi ki (u),

k=0

<.
Il
o

IB = (040,0, 50,0, 51,07 Bl,la 52,07 62,17 52,27 B2,37 63,07 ey 6J—1,2J—1)/7

¢(%)371 o 0(%) ¢J71,2J71(%)$1
v = : e : ,

¢(%)$T—1 ¢00(%)9€T—1 wj_l’gJ_1<%)$T_1

donde W es una matriz de orden, 7' — 1 x 27, B es un vector de orden, 27/ x 1 , y si
x = (29, - ,x7), w=(wy, -+ ,wr), entonces:

z=Y6+w,
y finalmente el estimador de minimos cuadrados esta dado por:

B= (0w v,

Para obtener una mejor aproximacion, supongamos que se tiene
W, = < (1) ng), . ,w§L)> ~ N(0,1,),

para cada k= 1,2,---, L conducido por el proceso

t
Ty = Q (T) Tp—q + wzgk),

realizando la estimacion para cada k, por el mismo método anterior se obtiene la ecua-
cion

donde B® es el vector con los coeficientes de wavelets estimados con el ruido blanco
(k)
wyy sea
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Ademas, el vector de coeficientes de wavelets estimado para k =1,2,--- , L, es

B(k) —

(O'w) " vz,

Con lo anterior es posible determinar la distribucién de cada coeficiente y asi escoger el
mas apropiado para la estimacion, en el siguiente ejemplo se tomé la mediana de cada

coeficiente.

Ejemplo 5.2.1. Considere el proceso conducido por x; = a(t)z,_1 + wy, donde

Xt

-5

-10

2mt -
—cos(m) ,st0 1 <t <512
a(t) =
0 ,€.0.C

tVAR(1)
T T T T T I
0 100 200 300 400 500

Tiempo

Se puede observar que el proceso no es

estacionario en media y tampoco en covarianza

y por tanto el analisis de series estacionarias no se puede aplicar, aunque la funciéon de
autocorrelacién y autocorrelaciéon parcial tienen un comportamiento similar a un AR(1)
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El nivel de resolucién se toma J = 5 ya que vT &~ 23 y 2¢ < /T < 2.
Al utilizar el software libre R, con library(wavelets), se puede obtener la aproximacién
de las wavelets Dg y Haar con una primera simulacion

Haar D8
o _| [=}
— -
v _| 2}
o [ -
g 5 T 2
o o
2] )
S = —
[ 1
o
o 2
— — Ar—
! T T T T T T T T T T T T
(o] 100 200 300 400 500 (o] 100 200 300 400 500
Tiempo Tiempo

Para mejorar la estimacion de Dy, se realiza la metodologia mencionada anteriormen-
te realizando 10 y 50 simulaciones, en las cuales a cada una se realiza el proceso de
estimacion y para la reconstruccion se tomara el coeficiente que més se repite.

tvAR(1)

%

-4 0 4

04 -6-22 -5

0 5-10

1510

}

50 5 -5
L1 1

5

5-10 0

%

Series 5 Series 4 Series 3 Series 2 Series 1

Series 10 Series 9 Series 8 Series 7 Series 6
10-6
N I I I O |

o 100 200 300 400 500 o 100 200 300 400 500

Tiempo Tiempo
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D8 D8
o A
— 1 sl
Lo o ]
f=) 1 o
= o T 3
< P < S
Lo 0
o <@
T [}
o o
> | = 4
- T T T T T T 1 T T T T T T
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Tiempo Tiempo
L=10 L=50

al analizar la distribucion de los coeficientes de wavelets, graficando el boxplot de cada
coeficiente, se tiene que

Distribucion Coeficientes de D8

B
o — '5%
[
. 1 oeq efTveT*°8OT§§TT°ge i
e T - R = I e e e e e e =
5 T sitelligiisseigiglessliin
T L R
=
| L N N L N N I N N Y N Y N N N DO B B B |
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31

lo que sugiere es tomar un nivel de resoluciéon més bajo, donde sélo se usen 8 coeficientes
de wavelets, y asi la estimacién reduce considerablemente el niimero de iteraciones
necesarias para tener una buena aproximacion
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Apéndice A
Codigos

2ty

entrada: TT = tamafio de la muestra , a;, = —cos(z;

salida : El proceso z; = a(t)z; + €.

set.seed(512): fija la muestra.
rnorm(512,0,1): toma 512 aleatorios normales con p =0y o = 1.
rep(0,512): una lista de ceros de tamatio 512.
fort=1,...,511 do
|z =a(t)r_ + e
end

return (x;)
Algoritmo 1: Serie temporal

set.seed (512)

e<-rnorm(512,0,1)

TT<-512; t<-1:512

fl12<-function(s){-1*cos(pi*(2*s/TT))}

at<-£112(t)

plot.ts(at)

xt<-rep(0,512)

for(i in 1:511){
xt[i+1]<-at[i+1]*xt[i]+e[i+1]

}
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entrada: tamanho.T = Tamano de la muestra,
tamanho.J = Numero de parametros,
k = El tiempo t en el que se encuentra

salida : Vetor.Psi una matriz con los valores de las funciones wavelets en el
tiempo k

rep(0,512): una lista de ceros de tamatio 512.

dwt() : Una clase de library(waveslim), donde las entradas
s$5,d$5,d$4,d$3,d$2,d$1, son los valores de los waveles del nivel de escala 1, y
nivel de detalles 1,2, 3,4, 5 respectivamente.

wf : Wavelet que se usara: haar y dS.

for k=1,...,32 do
| wetor.Psi = wav.dwt[1 : 32]
end

return vetor.Psi .
Algoritmo 2: matrix.coef

matrix.coef<-function(k){vetor<-rep(0, tamanho.T)
vetor [k]<-1

y=dwt (vetor ,wf="d8" ,n.levels=5)

wav.dwt<-c(y$sb, y$d5,y$d4, y$d3, y$d2, y$dil)
vetor.Psi<-wav.dwt [1:tamanho.J]

vetor.Psi}
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entrada: tamanho.T = Tamano de la muestra,
tamanho.J = Numero de parametros,
matrix.wav = Matriz con los valores de las wavelets.

salida : La solucién de minimos cuadrados de, x = ¥ + w.

A partir de la funcién matrix.wav que contiene los valores de las funciones de
wavelets, la funcién, ThetaX obtiene la matriz ¥, multiplicando cada fila de
matrix.wav por x;, para i = 1,2,...,511.

Algoritmo 3:

54

ThetaX<-matrix (0, tamanho.T-1, tamanho.J)

dim (ThetaX)

for(i in 1:511){
ThetaX[i,]<-matrix.wav[i+1,]*xt[i]

}

dim (ThetaX)

Beta<-(solve (t(ThetaX) %* %ThetaX)) %* %(t (ThetaX)) %* Jxt [2:512]
length (Beta)

hat<-matrix.wav /* %Beta
plot.ts(hat,xlab="Tiempo",ylab="a(t)",main="D8")

lines (at)




Conclusiones

Se abordo el concepto de serie de tiempo estacionaria y los procesos ARMA para
capturar los comportamientos regulares de la serie, se pudo analizar una serie con la
informaciéon de una entidad bancaria con el nimero de quejas recibidas diariamente
por parte de los usuarios. El analisis se realizé anualmente y se encontré que existia un
comportamiento estacional en la serie cada 7 dias, por lo tanto se ajusté un proceso
SARIMA con un periodo de 7, el cual logré capturar completamente los ciclos sema-
nales. Los datos atipicos o cambios estructurales entre semana no se lograron capturar
ya que la varianza del proceso no era constante, a pesar de realizar transformaciones
para estabilizar la varianza la predictibilidad del modelo disminuyé considerablemente
y por tanto se optd por dejar la serie original.

Por tultimo se estudié series no estacionarias, especificamente procesos localmente es-
tacionarios, el cual se model6 por medio de un proceso autorregresivo con coeficientes
variando en el tiempo y se estimé los parametros empleando una expansion en series
de wavelets de tal manera que minimice el error cuadratico medio. Los resultados mos-
traron que es posible reconstruir casi por completo los coeficientes por este método y
dependiendo de la wavelet empleada fue necesario diferentes niveles de resolucién, se
observo que para estimar una funciéon suave utilizando la wavelet de daubechies solo
fue necesario un nivel de resolucién de 23, mientras que en el caso de la wavelet de haar
fue necesario dejar la convencié de tomar un nivel de resoluciéon proporcional al tamano
de la muestra propuesto por Dalhaus. Se realizé6 una prueba con 10 y 50 simulaciones
y a partir de la distribucién de los coeficientes de wavelet se optd por utilizar la moda,
la cual mostré un buen ajuste a la funcion real.

Un posible trabajo futuro es estudiar la identificacion de un proceso localmente es-
tacionarios, complementando con un analisis de intervencion, donde se producen los
cambios estructurales, ademas de estudiar el analisis de wavelets en dos dimensiones
que son una herramienta poderosa para la reconstruccion de imagenes.
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