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論 文

六角形格子上の積符号を用いた符号化変調方式による PAPRの低減

北原 裕久†a) 森田 啓義†† 眞田亜紀子†††

PAPR Reduction of Coded Modulation Schemes Using Product Codes over

Hexagonal Constellations

Hirohisa KITAHARA†a), Hiroyoshi MORITA††, and Akiko MANADA†††

あらまし 小形通信機器を用いる無線通信においては，寸法や重量が制限されるため，より電力効率の良い通
信方式が求められる．本論文では，電力利用効率の良い通信方式として，六角形格子上の整数符号を用いた積符
号による符号化変調方式を提案する．六角形格子は信号点の密度が高いため，等方性の 19 点六角形格子のピー
ク対平均電力比は矩形 16 値直交振幅変調 (QAM: Quadrature Amplitude Modulation) よりも 0.56 dB 低く
抑えることができる．また，整数符号は，訂正可能な誤りを近接点に設定でき，遠方の信号点へ誤る確率よりも
近接点へ誤る確率の方が高いと言う実際的な通信路に適している．本検討では，19，37 及び 61 点の六角形格子
上で整数符号単体及び整数符号と負巡回符号またはリード・ソロモン符号の積符号のシミュレーションを行った．
その結果，整数符号とリード・ソロモン符号の積符号が，負巡回符号との積符号や各符号単体の結果と比べて
ビット誤り率 (BER: Bit Error Rate)の改善効果が大きいことを示すことができた．また，信号点数の近い矩形
QAMと比較して BERが 1.0 × 10−5 において 0.8 dB から 1 dBの符号化利得を得ることができ，提案符号化
変調方式による電力及び BER の改善効果を確認できた．

キーワード 整数符号，積符号，PAPR，六角形格子

1. ま え が き

ワイヤレスボディエリアネットワーク (WBAN:

Wireless Body Area Network) 等の小形通信機を用

いる無線通信 [1], [2]では，機器の寸法や重量が制限さ

れるため，より電力効率の良い通信方式が求められる．

電力効率の良い信号の送信を行うためには，電力増幅

器を飽和領域付近で用いる必要がある．そのために

は，入出力間の線形性のためバックオフが必要であり，

†電気通信大学大学院情報システム学研究科，調布市
Graduate School of Information Systems, The University

of Electro-Communications, 1–5–1 Chofugaoka, Chofu-shi,

182–8585 Japan
††電気通信大学大学院情報理工学研究科，調布市

Graduate School of Informatics and Engineering, The

University of Electro-Communications, 1–5–1 Chofugaoka,

Chofu-shi, 182–8585 Japan
†††湘南工科大学工学部情報工学科，藤沢市

Department of Information Science, Shonan Institute of

Technology, 1–1–25 Tsujido-Nishikaigan, Fujisawa-shi, 251–

8511 Japan

a) E-mail: k1462002@edu.cc.uec.ac.jp

DOI:10.14923/transcomj.2019JBP3024

ピーク対平均電力比 (PAPR: Peak-to-Average Power

Ratio)を低く抑えることが求められる．つまり，変調

信号が低 PAPRであることは，電力増幅器の効率的な

利用の必要条件である [3]．PAPRは，振幅方向に情報

を有しない位相変調 (PSK: Phase Shift Keying)であ

れば 1であるが，矩形直交振幅変調 (QAM: Quadra-

ture Amplitude Modulation)では振幅方向にも情報

を有し，多値化するにつれて PAPRは 3に近づいてい

く [4]．低 PAPRを実現するための変調方式の研究と

して，振幅位相変調 (APSK: Amplitude Phase Shift

Keying)をベースにするものと六角形格子をベースに

するものがあげられる．

APSKは，位相のみに情報を有する PSKに対して，

複数の振幅レベルを用いて更なる多値化を図るもので

ある．初期の研究としては 1960年にリング数と信号

点の関係の検討が行われた例がある [5]．ここで，リン

グという言葉は信号空間図上の環状の信号点配置のこ

とを指している．これは，以降においても同様である．

APSKにおける PAPRの研究例として，ハフマン符

号を用いるもの [6]，マルチレベル符号化変調を用いる
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もの [7]，レートコンパティブル変調のマッピングを改

良するもの [8] などが行われている．これらは，情報

を APSK に変調する前に符号化を工夫することによ

り PAPRを低減させることを提案している．ただし，

APSKの多値化には，複数のリング配置やリング内の

信号点数及び位相等を設定する必要があり，最適な方

式を決めるには慎重な検討が必要となる．

一方，六角形格子は 2 次元平面で最も密な充てん

を形成することができ，同様の構造により携帯電話の

基地局のカバーエリアを最大にする配置にも利用され

ている [9]．六角形格子に関する初期の報告としては，

1973年に 4ビットすなわち 16個の信号点の配置方法

についての研究例がある [10]．近年では，2 のべき乗

の信号点数の六角形格子と矩形 QAM を比較した例

があり，矩形 QAMに対する電力利得，シンボル誤り

率 (SER: Symbol Error Rate)やビット誤り率 (BER:

Bit Error Rate) の比較が行われていた [11], [12]．こ

れらにおいて，その充てん密度から平均エネルギー

では六角形格子が有利であることが示されたものの，

PAPR に関しては不利であることが示されている．

これは，六角形格子の信号点数を 2 のべき乗とする

ために，配置がリング状とならずに等方性が崩れた

ことが影響していると推定される．低 PAPR が課題

となる分野として直交周波数分割多重方式 (OFDM:

Orthogonal Frequency Division Multiplexing) があ

るが，この分野においても六角形格子を用いる研究が

行われており，64QAMとの比較が行われている [13]．

ここでは，64QAM の一部の信号点を 91 六角形格子

の 2点と対応させて拡張させたコンスタレーションを

用いることで OFDMの PAPRの改善が図られた．

また，六角形格子における符号化変調技術としては，

格子符号の研究が活発に行われている．格子符号は，

R
nのある格子点の部分集合であり，初期の報告例とし

ては，Conway と Sloane による高速符号化の例があ

る [14]，近年では，低密度パリティ検査符号 (LDPC:

Low Density Parity Check Codes) を格子構造に応

用する LDLC (Low Density Lattice Codes) が提案

され [15], [16]，その性能が注目されている．またこの

他のアプローチとして，低次元格子とリード・ソロモ

ン符号との組み合わせの研究例 [17]，有限インパルス

応答 (FIR: Finite Impulse Response) フィルタによ

りよる畳み込み格子符号の研究例 [18]等も報告されて

いる．これらの研究においては，符号化後の信号点は

ピーク電力を抑えやすいリング上で無く方形領域に制

限するものが多いが，電力効率の観点からではなく符

号化や復号アルゴリズムについての検討が主となって

いる．

本論文では，整数符号を用いた積符号を用いる六角

形格子上の符号化変調方式を提案する．多くの誤り訂

正符号は，使用する変復調方式とは別に設計されるた

め，信号空間図上での距離を考慮していない．しかし，

一般的に信号空間図上のある信号点に生じる誤りは，

遠方へ誤る場合よりも近接点へ誤る場合の方が多く，

誤りの発生確率は平等ではない．したがって，離れた

信号点へ移動した誤りを訂正できると言うことは，ほ

とんど発生しない誤りに対処することとなり，能力に

無駄が生じる．一方，整数符号は，訂正可能な誤りを

ある信号点の近傍に設定することができると言う利点

があり，使用する信号点配置と組み合わせた効率的な

符号化が期待できる [19]．また，誤り訂正符号は，幾

つかの符号を組み合わせることで，その能力が高まる

ことが知られている [20], [21]．そこで，六角形格子上

で定義される整数符号 [22] に負巡回符号 [23] または

リード・ソロモン符号を組み合わせた積符号の特性を

本論文で示す．

本論文では最外周の閉じた等方性のある六角形格子

について検討を行うが，この場合，一般的に信号点の

個数は 2のべき乗とはならない．しかし，処理の容易

さを考慮して，ビット列を配置する信号点の個数を六

角形格子の信号点の個数以下となる 2のべき乗とする．

つまり，それぞれの六角形格子ではビット列を割り振

らない信号点が生じる．ただし，論文中で使用する符

号は，全て組織符号 [20]を用いる．そのため，符号の

情報シンボルはビット割り当てのある信号点のみに対

応する一方，検査シンボルは非ビット割り当て信号点

含む全ての格子点に対応する．

先に示した六角形格子の研究例では，信号点数を 2

のべき乗とするために対称性を崩さざるを得ず，結果

として信号点をリング状に配置できず PAPR の増加

に繋がっていた．一方，六角形格子上で定義される整

数符号の信号点数は，19，37 のように最外周を閉じ

たピーク電力を抑える構造のものとすることができ

る [22]．そこで，ビット割り当てのない信号点がある

六角形格子において，隣接する信号点のハミング距離

を抑えながらビット列を割り振るアルゴリズムを次章

で示す．

本論文の構成は以下のとおりである．2.では，六角

形格子とマッピングについて，3.では使用する符号に
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ついて，4.では，積符号を用いた提案符号化変調につ

いて，5.では，シミュレーション結果について説明し，

6.でまとめを行う．

2. 六角形格子及びマッピング

前述のとおり本論文では，最外周の閉じた等方性の

ある六角形格子を主として扱う．この構造において，

リングの数が rであるときに信号点数N は，式 (1)と

表される．

N = 1 + 6

r∑
k=1

k (1)

図 1に 19点六角形格子の例を示す．シンボル間の距

離をAとすると，内側のシンボルの電力はA2，外周の

シンボルでは，3A2 と 4A2 の二種類が存在する．全シ

ンボル点の平均電力を 1とする場合，A =
√

19/48と

なる．したがって，19点六角形格子において，PAPR

は，4A2 = 1.583 (1.99 dB) となる．同様に 37 点に

おいては，A =
√

37/186であり，平均電力と原点か

らの最遠点の信号点電力により，PAPRは 1.79 (2.53

dB)となる．一方，矩形 16QAMにおいて PAPRを

求めると，M2-QAM において PAPR が式 (2) と表

されることから [4]，M = 4 とすると PAPR は 1.8

(2.55 dB)となる．

PAPRM2−QAM = 3
M − 1

M + 1
(2)

したがって，信号点の密度の高さにより，19点六角

形格子は矩形 16QAMよりも PAPRが 0.56 dB低く

なる．そして，信号点数が 2倍以上あるにもかかわら

ず，37点六角形格子の PAPRが矩形 16QAMとほぼ

同等の値となる．

図 1 19 点六角形格子における信号点
Fig. 1 Signal points over a 19-Hexagonal constella-

tion.

直交格子と最外周の閉じた等方性の構造をもつ六角

形格子において，各信号点が等確率で出現した場合の

信号点数 N と PAPR の関係を図 2 に示す．この図

から，六角形格子の信号点がいずれも等確率で出現す

る場合，信号点数 N の増加に対して PAPRの増加は

QAMの場合よりも抑えられたものであることが分か

る．このことから，等方性の六角形格子の形状は矩形

の QAMよりも電力効率的に有利な形状であることが

確認できる．

先に述べたように，六角形格子の信号点数 N は，2

のべき乗とならず，ビット列を割り振らない点が生じ

る．六角形格子には隣接する信号点が最大 6個存在す

るためビット列長 m によっては隣接する信号点間の

ハミング距離を全て 1以下にすることはできない．

そこで，隣接する信号点間のハミング距離を許容値

M 以下に抑えた割り当てを行うため，ビット割り当て

アルゴリズムを提案する．この提案アルゴリズムは，

信号点数が N の六角形格子においてビット列を割り

当てない信号点とM が指定された場合に，計算量を

抑えながら割り当てパターンを探索するために行い，

一つのパターンが見つかった時点で探索を終了する．

指定した条件で割り当て可能なパターンが存在するな

らば，それにヒットするまで探索を続けるが，M の値

が小さい場合には全探索に近い挙動を行い膨大な時間

が必要となる可能性がある．そのため，隣接点とのハ

ミング距離を抑えるためM は小さい方が好ましいが，

探索時間削減のためにM を増やす場合もあると考え

られる．本論文では，M = 2として探索を行った．

アルゴリズムにおいて，N 個の六角形格子上の信号

点数に対して m を N > 2m を満たす自然数とする．

図 2 等方性六角形格子と矩形 QAM の PAPR 特性
Fig. 2 PAPR characteristics of isotropy hexagonal

constellations and square QAM constellaions.
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このとき，ビット列を割り振らない信号点数を g とす

ると，g = N − 2m となる．

入力:

U = {u0, u1, . . . , ug−1}; // ビット列を割り振らない

信号点の集合

M ; // ハミング距離の最大許容値

N ; // 信号点の数

出力:

φ : {0, 1, . . . , N − 1}\U → {0, 1}m; // 信号点から割

り振ったビット列への全単射，初期値: NULL

内部変数:

i(0 ≤ i ≤ N − 1); // 信号点に付けたインデックス

V = {0, 1}m; // 未割り当てのビット列の集合

Li = {li,0, li,1, . . . , li,h−1}; // インデックス iの信号

点における隣接点の集合 (h ∈ {3, 4, 6})
f ; // あるインデックス iで割り当てできなかった返

却値，初期値: −1

Step. 1 i = 0とする．

Step. 2 i ∈ U ならば，i を U に含まれない値まで
i = i + 1，i > N − 1ならば Step. 7へ．

Step. 3 V 中の辞書的順序で最小のビット列を v と

する．(f == v) ならば，f の次に小さな値を v に．

f が V 中の辞書的順序で最大のビット列ならば失敗，
Step. 6へ．

Step. 4 Li に含まれる信号点にビット列の既設定値

があればその値と v とのハミング距離を計算．一つ

でもM を越えれば f = v として Step. 3へ．

Step. 5 Step. 4 で Li に含まれる信号点に既設定値

がないまたはハミング距離のいずれも M 以下なら

φ(i) = v とし，f = −1，V = V\{v}．
Step. 6 iで値を設定できれば i = i+1及び Step. 2，

できなければ iを U に含まれない値まで i = i− 1と

し，f = φ(i)，φ(i) = NULL及び V = V ∪ {f}とし
て Step. 3 へ．i = i − 1 の結果 iが負になるときは

Step. 7へ．

Step. 7 計算を終了する．

図 3 及び図 4 に，19点格子及び 37点における各信

号点への提案アルゴリズムによるビット割り当て結果

を示す．これらの図におけるインデックス配置は，次

章の整数符号で用いる原始元に基づく．また，図中の

非ビット割り当て信号点は対称性を考慮し，19点格子

では U は {5，16，17}の信号点，37点格子では {0，
14，18，19，23}の信号点とした．それ以外の点では，
それぞれ 4ビット及び 5ビット値を前述のアルゴリズ

図 3 19 点格子におけるビット割り当て
Fig. 3 Bit assignment over a 19-hexagonal constella-

tion.

図 4 37 点格子におけるビット割り当て
Fig. 4 Bit assignment over a 37-hexagonal constella-

tion.

ムにより割り振った．

図 3 に示す 19点六角形格子では，U = {5, 16, 17}
である．そのため，Step. 2 において，i = 5 なら

ば，5 ∈ U であるために，U に含まれることになり，
i = i + 1 として i = 6 とする．また，Step. 4 にお

いて，i = 1からインクリメントして i = 2であると

き，インデックス 2の隣接点集合は L2 = {1, 9, 13}で
ある．このとき，既にビット列の設定があるのはイン

デックス 1のみであることから，既設定値はインデッ

クス 1に割り当てた (0001)である．

本アルゴリズムは，事前に U として，非ビット割り
当て信号点を指定する．そのため，指定の仕方によっ

て符号語の平均電力が変化し，それに伴い PAPR も

変化する．したがって，本アルゴリズムは BERには

影響するものの，PAPRは入力の段階で決定されるた

め，どのように非ビット割り当て信号点を指定するか

についても別途検討する必要がある．本論文では，19

点の場合の図 3 及びその非ビット割り当て信号点を

変化させた場合の PAPR の変化について 5. で示し，

マッピング及び符号の影響について検討した．
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図 5 61 点格子におけるビット割り当て
Fig. 5 Bit assignment over a 61-hexagonal constella-

tion.

61点六角形格子では，信号点の数が 64 (= 26)点に

満たないため，図 5 のように 32 (= 25)点のみにビッ

ト列を割り振った．そのため，割り振る箇所が格子中

の二つのリングの一部に過ぎないためここではグレイ

コード順にビット列を割り振っている．インデックス

の配置は，19点格子及び 37点格子と同様に整数符号

で用いる原始元に基づく．

図 3，図 4 及び図 5 においては，情報シンボルとし

て使用する信号点が制限されることから，信号を送信

する際には図 2 の場合から PAPRは変化する．19点

中ビット割り当て信号点に 16点を用いた場合の非符号

化時の PAPRは，最大電力 4A2，平均電力 36A2/16

から 4 · 16/36 = 1.778となる．また，37点中ビット

割り当て信号点に 32点を用いた場合の非符号化時の

PAPR は，最大電力 9A2，平均電力 158A2/32 から

9 · 32/158 = 1.823となる．同様に計算を行い，61点

六角形格子では，1.510となる．16QAMの PAPRが

1.8であることから，19点六角形格子の場合の PAPR

はそれよりも抑えられ，信号点の一部のみを用いる非

符号化時においても PAPR の点から六角形格子は有

利となる．それぞれのマッピングにおいて符号化を行

い，検査シンボルも送信する場合には更に PAPRが変

化する．これらについては，それぞれの符号のシミュ

レーション時に述べる．

これらの図において，隣接する信号点に割り当てら

れたビット列同士のハミング距離は 1 か 2 であるこ

とを確認できる．図 6 にインデックス値をそのまま 2

進数値とした場合 (Natural)とアルゴリズムを用いた

図 6 ビット割り当てによる特性の比較
Fig. 6 Comparison between natural and modified bit

assignments.

場合 (Modified)の BERの比較を示す．BER= 10−5

において比較すると，19点六角形格子においては 0.1

dB，37 点六角形格子では 0.15 dB の符号化利得が

あった．

3. 誤り訂正方式

3. 1 整 数 符 号

整数符号 (IC: Integer Code)は，剰余類環 ZN 上の

パリティ検査行列 H と d ∈ Z
m
N で定義される符号で

あり [24]，符号長 nの整数符号 C(H, d) ⊂ Z
n
N は次式

で表される．

C(H, d) = {c ∈ Z
n
N | cHT = d mod N} (3)

以降の議論においては，d = 0 とする．整数符号

は，受信語 r が受信されたとき，シンドロームベク

トル s = rHT を求めテーブルを利用する硬判定や，

シンドロームと受信語を利用する軟判定による復号を

用いることができる．これまで，8PSK や 16QAM,

64QAM, 256QAM 上の符号や 19，37，61 及び 127

点の六角形格子上の符号が提案されている．以降 19

点六角形格子においては，式 (4) で定義される単一

(±1,±7,±8)誤り訂正可能な符号長 n = 3，符号化率

R = 2/3の整数符号 Ci19s と式 (5)で定義される二重

(±1,±7,±8)誤り訂正可能な符号長 n = 3，符号化率

R = 1/3の整数符号 Ci19d を用いる [22]．

Hi19s =
(

1 2 4
)

(4)

Hi19d =

(
1 2 4

1 3 9

)
(5)
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ここで，整数符号 Ci19s と Ci19d の誤り訂正能力と

最小距離について検証する．まず，六角形格子上の距

離を次のように定義する．

［定義 1］ 六角形格子上の各信号点を辺で結ぶものと

し，ある信号点からある信号点までの最短経路上の辺

数を格子上の距離とする．

本論文で用いる整数符号 Ci19s と Ci19d は，ビット

を割り振る信号点を 16個に制限している．そこで，情

報シンボルの種類を制限したうえで，符号語間の最小

距離を求めるために総当たりによる計算を行った．そ

の結果，整数符号 Ci19s では最小距離が 3，整数符号

Ci19d では最小距離が 5であった．このときの符号語

のペアの例としては，前者では (0 0 0)と (0 1 9)，後

者では (0 0 0) と (1 15 16) が存在する．以上のこと

から，それぞれの符号が単一誤り，二重誤りを訂正可

能であることが確認できる．

次に，比較のため 16QAMにおいて，Z17 上で定義

される 2重誤り訂正可能な符号長 2の整数符号 Ci17d

を用いる．この符号は，検査行列 H =
(
1 2

)
を持

つ [19]．この場合，格子上へのインデックス及びビッ

トの割り当ては，図 7 のようになる．この割り当て

は，後述のリード・ソロモン符号を 16QAM上で用い

る場合も同様である．

次に，37点六角形格子における積符号の検討において

は，式 (6)で定義される Z37上の二重 (±1,±26,±27)

誤り訂正可能な符号長 n = 4，符号化率 1/2の整数符

号 Ci37d を用いる [22]．先ほどの場合と同様に，符号

の最小距離を求めると 5であり，二重誤り訂正可能で

あることを確認できる．この距離となる例として (1 1

20 22)と (1 2 23 11)の符号語ペアが存在する．

図 7 16QAM へのビット割り当て
Fig. 7 Bit assignment over a 16QAM constellation.

Hi37d =

(
1 2 4 8

1 5 25 14

)
(6)

更なる拡張として，61点六角形格子では，式 (7)で

定義される Z61 上の二重 (±1,±13,±14)誤り訂正可

能な符号長 n = 6，符号化率 2/3の整数符号 Ci61d を

用いる [22]．この符号の最小距離を全ての符号語同士

の総当たりにより求めると 4であった．これは，通常

ならば二重誤りを訂正できない距離である．しかし，

最小距離が 4となるときのシンボル間の距離を確認し

たところ，(1 0 0 0 0 3)と (3 0 0 0 0 1)の 2通りのみ

であり，先頭または最後のシンボルの距離が 3となっ

ている．したがって，この符号は距離が 1の誤りのみ

を想定していることから，先頭及び最後のシンボルに

距離 1の誤りが加わっても訂正できる．また，この 2

通りを除けば当然各符号語間の距離は 5以上であるこ

とから，この符号は二重の距離 1の誤りを訂正する能

力がある．

また，61 点六角形格子と比較するために 64QAM

を後で用いるが，64QAM 用の整数符号には，式 (8)

で定義される Z9 上の二重 ±1誤り訂正可能な符号長

n = 4の整数符号 Ci9d を用いる [19]．

Hi61d =

(
1 2 4 8 16 32

1 7 49 38 22 32

)
(7)

Hi9d =

(
0 1 2 3

3 1 0 2

)
(8)

3. 2 負巡回符号

負巡回符号 (NC: Negacyclic Code) について説明

する前に，Lee重みと Lee距離について説明する．素

数 pを法とする剰余類環 Z上の長さ nの p元ベクトル

a = (a0, a1, · · · , an−1) と b = (b0, b1, · · · , bn−1) を

定義する．このとき，ベクトル a の Lee重みWL(a)

は，次式で与えられる [25]．

WL(a) =

n−1∑
i=0

|min(ai, q − ai)| (9)

ベクトル bの Lee重みについても同様である．この

とき，ベクトル aと bの Lee距離DL(a, a)は次式で

与えられる [25]．

DL(a, b) = WL(a − b) (10)

符号が Lee 重み t 以下の誤りを訂正できるとき，
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t 重 Lee 誤り訂正符号と呼び，その中で重要なのが，

Berlekampによって提案された負巡回符号である [23]．

αを GF (pm)の原始元とし，n = (pm − 1)/2とす

る．また，α の GF (p) 上の最小多項式を G(x) とす

る．このとき，G(x)を生成多項式とする符号長 nの

符号を負巡回符号と呼ぶ．

今，負巡回符号の符号多項式 C(x)を式 (11)のよう

に定義する．

C(x) = c0 + c1x + c2x
2 + · · · + cn−1x

n−1 (11)

ここで，このC(x)に対して，−cn−1 +c0x+c1x
2 +

· · ·+ cn−2x
n−2 のような操作を行った多項式について

考える．この多項式は，C(x)を用いて式 (12)のよう

に表すことができる．

−cn−1 + c0x + c1x
2 + · · · + cn−2x

n−2

= C(x)x − cn−1(x
n + 1) (12)

先の条件から，αn の 2乗は，(αn)2 = αqm−1 = 1

である．このとき，αn は，1 にはなりえないため，

αn = −1である．このことから，xn + 1は，αを根

としてもつ．また，C(x)も当然 G(x)で割り切れる．

したがって，式 (12)の右辺は二項とも G(x)で割り切

れるため，左辺の多項式も G(x)で割り切れる．その

ため，左辺の多項式も符号多項式であることが分かる．

以上から，任意の符号語を右シフトさせ，一番右側

のシンボルに −1を掛けた値を一番左に挿入した語も

また符号語になると言える．このような巡回を行うた

め，この符号を負巡回符号と呼ぶ．

負巡回符号は，剰余類環によってその符号長に制約

がある [23]．本報告では，積符号を作成するために六

角形格子の信号点の一部を利用することとし，GF (11)

及びGF (17)上で定義される符号を利用する．それは，

格子内で信号点のインデックスを割り振る際に隣接点

とのインデックスの差を小さくすることが好ましく，

使用する信号点を外周の範囲内で制限するためである．

この場合，1シンボルあたりのビット数は 19点格子

では 3ビット，37点格子では 4ビットとなり，外周に

おいて図 8 及び図 9 のように割り当てを行った．図 8

においては，3ビット，つまり 23 個のビット列を負巡

回符号のインデックスの位置に割り当てる必要がある．

そこで，インデックスの 3，5，9の信号点にはビット

列を割り当てないものとし，それ以外の信号点に誤り

確率を低減するために隣接する信号点同士のハミング

図 8 19 点格子の一部を用いた GF (112)上で定義される
負巡回符号のインデックス及びビット割り当て

Fig. 8 Index and bit assignments of NCs defined on

GF (112) using part of 19-hexagonal constel-

lation.

図 9 37 点格子の一部を用いた GF (172)上で定義される
負巡回符号のインデックス及びビット割り当て

Fig. 9 Index and bit assignments of NCs defined on

GF (172) using part of 37-hexagonal constel-

lation.

距離が 1となるよう対称性を考慮してビット列を割り

当てた．また，図 9 においては，最外周の信号点から

二つの点を除いた信号点に 4ビットのグレイコード順

でビット列を割り当てた．

これにより，ある信号点が隣接する信号点に誤った

判定が生じてもその Lee距離が 1に抑えられることに

なる．

次に，それぞれの格子上における符号の定義を行う．

まず，19点六角形格子上で用いる符号の準備として，

X2 + X + 7 を法とする GF (112) 上の拡大体を考え

る．X2 +X +7の根を αとすると，α0 = 1，α1 = α，

α2 = −α+4，· · ·，α119 = 3α+3，α120 = 1となる．

素数 p = 11とすると，符号長 nは，n = (pm − 1)/2

から 5，15，60，665等が存在する [23]が，ここでは

計算量を考慮し n = 60とした．

本報告では冗長シンボル数が 4 である 2 重以下の

Lee 誤り (Lee 重みが 2 以下の誤り) 訂正可能な符号

Cn11d，冗長シンボル数が 6 である 3 重以下の Lee
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誤り訂正可能な符号 Cn11t の二種類を利用した．2重

以下の Lee 誤りを訂正可能な符号の検査行列は，式

(13)，3重以下の Lee誤りを訂正可能な符号の検査行

列は，式 (14)で与えられる．

Hn11d =

(
1 α1 α2 . . . α59

1 α3 α6 . . . α57

)
(13)

Hn11t =

⎛
⎜⎝

1 α1 α2 . . . α59

1 α3 α6 . . . α57

1 α5 α10 . . . α55

⎞
⎟⎠ (14)

次に，37 点六角形格子上で用いる符号のために，

X2 +X +3を法とするGF (172)上の拡大体を考える．

すると，X2 + X + 3 の根を β とすると，β0 = 1，

β1 = β，β2 = −β − 3，· · ·，β287 = −6β − 6，

β288 = 1 となる．p = 17 上で定義可能な符号とし

て Berlekampは n = 8, 24, 72, 144を示している [23]．

ここでは，計算量と 19点格子上で用いる符号の符号長

と近いことを考慮して，n = 72の 4重以下の Lee誤

り訂正可能な符号 Cn17q を用いる．このとき，検査行

列は式 (15)で定義され，冗長シンボル数は 8となる．

Hn17q =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 α1 α2 . . . α71

1 α3 α6 . . . α213

1 α5 α10 . . . α67

1 α7 α14 . . . α209

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (15)

3. 3 リード・ソロモン符号

リード・ソロモン符号 (RS: Reed-Solomon Code)

は，1960年に Reedと Solomonによって提案された

符号であり [26]，その訂正能力の高さから身近な CD，

DVDから衛星通信に至るまで幅広く活用されている．

本報告では，リード・ソロモン符号が有限体上で定義

することができることを利用し，六角形格子の信号

点数を法とする有限体上の符号を定義する．ここで，

リード・ソロモン符号の符号長 nを考えると，素数 p

で定義される体 Fp において符号長 n は，n = p − 1

となる [21]．

リードソロモン符号は，GF (2x)上の符号として用

いられることが多い．しかし，六角形格子上の整数符

号との積符号を作る際にシンボルマッピングが共通で

ある方が設計しやすい．そこで，19点，37点及び 61

点六角形格子においては F19，F37 及び F61 上で定義

される符号を用いる．

前述の式から，19点格子上のリード・ソロモン符号

においては符号長が 18，37点格子上においては符号

長が 36，61点格子上においては符号長が 60となる．

以降においては，それぞれの素数に応じて Cr19，Cr37

及び Cr61 とする．

次に，格子上におけるインデックスについて考える

と，リード・ソロモン符号は負巡回符号の場合と違い，

訂正可能な誤りについて信号空間図上の距離を考慮し

なくても良い．したがって，格子上の全ての信号点を

利用することが可能である．そのため，整数符号とイ

ンデックスを共通とし，六角形格子上ならば，図 3，

図 4 及び図 5 で示されるビット割り当てを用いるこ

とができる．

また，比較のために矩形 QAMにおいてもリード・

ソロモン符号を定義することを考える．こちらでは，

一般的に広く使われる 16QAM と 64QAM を比較対

象として用いる．16QAMにおいては，19点格子の場

合に条件を近づけるために，Z17上で符号長 n = 16の

リードソロモン符号を定義し，マッピングとして図 7

を用いる．また，64QAMにおいては，GF (26)上の

符号長 n = 63 のリード・ソロモン符号 Cr26 を用い

るものとした．

4. 六角形格子上の整数符号との組み合わ
せによる積符号の提案

4. 1 積符号の構成

整数符号と負巡回符号またはリード・ソロモン符号

を組み合わせる積符号 (PC: Product Code)の構成を

図 11 に示す．まず，第 1段階の符号化として負巡回

符号またはリード・ソロモン符号を用いて符号化を行

い，次に整数符号の符号化を行う．情報ビット系列を

積符号へ変換し，信号空間図上の複素数値である信号

点系列として出力する手順は次のとおりである．

Step. 1 入力ビット系列を負巡回符号かリードソロ

モン符号のマッピングに基づいて整数化

Step. 2 第 1段階の符号化を行い検査シンボルを付加

Step. 3 負巡回符号を用いる場合，整数符号で対応

する信号点のインデックスに変換

Step. 4 整数符号化を行い，検査シンボルを付加

Step. 5 信号空間図上の送信信号点系列として出力

(n1, k1)である負巡回符号またはリード・ソロモン

符号と (n2, k2)を用いた場合，(n1n2, k1k2)となる積

符号が得られる．3ステップ目のインデックスの変換

は，負巡回符号では法とする素数が整数符号と異なる

ため行うものである．整数符号と負巡回符号の積符号
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図 10 16QAMにおけるインデックス及びビット割り当て
Fig. 10 Index and bit assignments of the NC over a

16QAM constellation.

図 11 提案積符号の構造
Fig. 11 Structure of proposed the PCs.

において 3ビット値の (101)を変換していく場合，入

力ビット (101)，負巡回符号のインデックス (4)，整数

符号のインデックス (2)と変換されていく．

以降においては，ある符号 Ca と別の符号 Cb の積

符号を Ca∗b のように記述するものとする．また，比

較のために 16QAM 上で整数符号と負巡回符号の積

符号を作成する場合，図 10 のとおりにインデックス

等を割り振った．図中において，全ての信号点に割り

振っているのが整数符号のインデックス，括弧内のイ

ンデックスは負巡回符号のインデックスである．

4. 2 復調・復号について

積符号の受信側では，次のように送信側と逆の処理

を行う．

Step. 1 受信信号点系列を整数符号のシンボルに復調

Step. 2 整数符号の復号処理

Step. 3 負巡回符号の場合，インデックスを負巡回符

号のインデックスに変換

Step. 4 使用した第 1段階の符号に応じて復号処理

Step. 5 マッピングに基づき復号ビット系列を出力

整数符号の復号には，硬判定復号または軟判定復

号を用いることが出来る [19]．(±l1,±l2, . . . ,±ls) 誤

り訂正可能な符号長 n の整数符号の軟判定復号で

は，復号器への入力パラメータとして，硬判定復調

後の受信語 r = (r1, r2, . . . , rn) に加えて，信号空間

図上の受信信号点系列 y = (y1, y2, . . . , yn) を用い

る．まず，yi と ri − ε の距離 Δ2[i, ε] を求める．こ

こで，ε ∈ L = {−ls,−ls+1, . . . ,−l10, l1, . . . , ls} で
ある．次に，受信語 r から，シンドローム s = rHT

を求める．更に，E[s] を s = eHT であるエラーベ

クトル e = (e1, e2, . . . , en) ∈ Ln の集合とする．こ

のとき，動的計画法を用いることによって，E[s] 上

で
∑n

i=1 = Δ2[i, e∗i ] を最小とするエラーベクトル

e∗ = (e∗1, e
∗
2, . . . , e

∗
n) を探索する．最後に，送信推定

語 c̃を c̃ = r − e∗ として出力する．

基本的に軟判定復号の方が性能が向上するため，以

降では軟判定復号を用いる．また，負巡回符号やリー

ド・ソロモン符号ではシンドロームを参照して復号を

行う．本積符号を復号する際，情報シンボルでは全て

の信号点を使用しないことから，復号出力の候補とし

て，使用しない信号点を除外することで復号性能を改

善することができる．

例えば，リード・ソロモン符号との積符号において，

これらの符号の情報シンボルに相当する箇所の整数符

号の復号を行う際には，復号後の出力をビット割り当

て信号点に制限する．一方，リード・ソロモンの符号

の検査シンボルは，非ビット割り当て信号点も含めた

全ての格子上の信号点を使用する．そのため，相当す

る箇所の整数符号の復号の場合は，制限を行わないも

のとする．

5. シミュレーション結果

図 12 に 19点六角形格子上と 16QAM上にて整数

符号を用いた場合の BER特性を示す．非符号化時及

び符号化時ともに 16QAMの方が BERが低く，符号

化時において，16QAM の方が BER= 10−5 におい

て，Eb/No が 1.1 dB低かった．したがって，非符号

化時や整数符号のみの場合では，信号点間の距離がよ

り近いために，六角形格子の方が特性が低いことが確

認できる．整数符号 Ci19d を用いたときの PAPR を

全ての符号語のシンボルの平均電力と最大電力から求

めると 1.6となった．ここで，非ビット割り当て信号

点を図 3 の (5, 16, 17) から，(0, 1, 18)，(0, 8, 11)

のように 0とその周囲 2点を選び PAPRを求めると

1.5 となり 0.1 下がった．これは，符号中の情報シン

ボルに対応する信号点の平均電力が変化したためであ

る．積符号を用いることによる符号化率の減少により，
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図 12 19 点六角形格子と 16QAM 上の整数符号の BER

特性
Fig. 12 BER characteristics of the ICs over a 19-

hexagonal constellation and a 16QAM con-

stellation.

図 13 19 点六角形格子上の整数符号と負巡回符号を用い
た積符号の BER 特性 (3bit/シンボル)

Fig. 13 BER characteristics of PCs using the ICs and

the NCs over a 19-hexagonal constellation (3

bits / symbol).

マッピングの違いの PAPR への影響は低減されると

考えられることから，以降においても図 3 のマッピン

グを用いるものとした．

次に，前の章で挙げた 19 点六角形格子上の整数符

号と負巡回符号から積符号を作り最も特性の良いもの

を選択するため比較を行った．図 13 に 19点六角形格

子上で負巡回符号と整数符号による積符号の BER特

性を示す．先に，整数符号で Ci19s 及び Ci19d 並びに

負巡回符号で Cn11d 及び Cn11t をあげており，その組

み合わせで 4通りの積符号が作成できる．それぞれの

グラフから，二重誤り訂正可能な整数符号 Ci19d を用

いた場合に，単一誤り訂正可能な符号 Ci19s を用いた

場合よりも，BER=10−5 において，Eb/No が 0.4 dB

図 14 19 点六角形格子と 16QAM 上の負巡回符号を用
いた積符号の BER 特性 (3bit/シンボル)

Fig. 14 BER characteristics of PCs using the NCs

and the ICs over a 19-hexagonal constella-

tion and 16QAM (3 bits / symbol).

から 0.7 dB程度の符号化利得を得ることができた．ま

た，負巡回符号には t = 3である Cn11t を用いた方が

特性がよく，以降ではこれらによる積符号 Ci19d∗n11t

を用いるものとする．

次に，図 14 に 19 点六角形格子と 16QAM にお

ける非符号化時と，積符号 Ci19d∗n11t を用いた場合

及び 16QAM 上で負巡回符号と整数符号の積符号

Ci17d∗n11t を用いたの BER 特性を示す．どちらの変

調方式を用いた場合にも，非負符号化時よりも特性が

改善されているが，六角形格子上の積符号を用いた場

合 16QAM上のものと交差が生じ，BER= 10−5 にお

いて，Eb/No が 0.5 dBの符号化利得を得ることがで

きた．また，六角形格子における非符号化時と比較す

ると，5.1 dB の符号化利得を得ることができた．そ

して，積符号 Ci19d∗n11t における PAPRを求めると，

1.508であった．

図 14 において，六角形格子上の積符号と 16QAM

の積符号の特性に交差が生じている．低Eb/Noにおい

て，19点六角形格子の積符号の BERの方が高かった

理由としては，次のように考えられる．まず，ビット

割り当て信号点はどちらの場合も外周に設定している

が，六角形格子の信号点間の方が密である．そのため，

低 Eb/No の場合は 16QAM の BER の方が低くなっ

たと考えられる．一方，使用した整数符号は 16QAM

では符号化率 1/2の符号長 2，19点六角形格子では符

号化率 1/3，符号長 3である．このことから，Eb/No

が増加すると，19点六角形格子では検査シンボルの種

類や割合が 16QAMの場合より多いことから，符号化
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図 15 19点六角形格子上のリード・ソロモン符号の BER

特性
Fig. 15 BER characteristics of the Reed-Solomon

codes over a 19-hexagonal constellation.

利得を得られたと推定される．

次に，19点六角形格子上にてリード・ソロモン符号

を用いた場合の検討を行う．まず，図 15 に，符号化

率を変化させた場合の BER特性を示す．様々に符号

化率を変化させた場合，BER= 10−5 で注目したとこ

ろ，(18, 10)リード・ソロモン符号符号の特性が最も

低かった．したがって，この符号化率のリード・ソロモ

ン符号 Cr19 と整数符号 Ci19d により積符号 Ci19d∗r19

を作成し，以降で特性を求めた．

次に，19点六角形格子とそれに信号点数の近い矩形

16QAMにおけるリード・ソロモン符号と整数符号の積

符号の比較を行う．比較に用いるために，16QAM上

における積符号の定義を行った．まず，16QAM上の

整数符号は前述のとおり，符号長 n = 2である Ci17d

を用いる．また，リード・ソロモン符号の符号化率を

変化させながら整数符号との積符号を作成して BER

特性を求めた結果を図 16 に示す．BER= 10−5 にお

いて，(16, 10)リード・ソロモン符号符号の値が最も

低い結果が得られた．そのため，このリード・ソロモ

ン符号 Cr17 と整数符号 Ci17d の積符号 Ci17d∗r17 を

六角形格子上の積符号 Ci19d∗r19 との比較を行った．

図 17 に，六角形格子上の積符号 Ci19d∗r19 を用い

た場合の特性及び 16QAM上での積符号 Ci17d∗r17 の

BER特性の比較を示す．BER= 10−5 において 19点

六角形格子上の積符号は，16QAM上の積符号とを比

較すると 1 dBの符号化利得を得ることができた．ま

た，非符号化時の六角形格子の特性と比較すると，6.8

dB の符号化利得を得ることができた．更に，先に示

した負巡回符号を用いた積符号の結果と比較しても，

図 16 16QAM におけるリード・ソロモン符号を用いた
積符号の BER 特性

Fig. 16 BER characteristics of the PCs using the

Reed-Solomon codes over 16QAM.

図 17 19点六角形格子及び 16QAMにおける整数符号と
リード・ソロモン符号を用いた積符号の BER特性

Fig. 17 BER characteristics of the PCs using the ICs

and Reed-Solomon codes over a 19-hexagonal

constellation and 16QAM.

リード・ソロモン符号を用いた積符号は，BER= 10−5

で 2 dBの符号化利得があった．これは，負巡回符号

や整数符号が近接信号点の誤りを訂正するのに対し，

リード・ソロモン符号は全ての距離に対して誤り訂正

を行うことができ，特性の違う符号を組み合わせた効

果が強く現れたためと推定される．

また，積符号 Ci19d∗r19 の PAPRは，1.594であっ

た．整数符号の場合と同様に，非ビット割り当て信号

点を (0, 1, 18)のように原点の 0とその周囲の 2点と

すると PAPR は 1.528 と減少した．したがって，整

数符号で非ビット割り当て信号点を変更した場合に

PAPRが 0.1変化したのと比べると差は小さくなった．

これは，積符号とすることで符号化率が下がり，全て
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の格子上の点を用いる検査シンボルの割合が増えたた

め，非ビット割り当て信号点の指定の影響が下がった

ためである．16QAMの PAPRは 1.8であるため，19

点六角形格子における符号化変調方式の PAPR は抑

えられたものとなり，電力効率の上で優位であること

が確認できる．

次に 37点六角形格子における結果を図 18 に示す．

図中には，非符号化時，負巡回符号と整数符号の積符

号 Ci37d∗n17q，リード・ソロモン符号と整数符号の積

符号 Ci37d∗r37 及びそれらの基になった符号の特性を

示している．この比較では，負巡回符号とリード・ソ

ロモン符号のどちらを用いるかにより，1シンボルあ

たりのビット数が変わることに注意が必要である．こ

こで，リード・ソロモン符号符号は，19 点の場合と

同様に最も BER 特性の良いものを探索し，(32, 22)

リード・ソロモン符号を用いた．BER= 10−5 におい

て，積符号を整数符号のみと比較した場合の符号化利

得は，負巡回符号との積符号では 2.1 dB，リード・ソ

ロモン符号との積符号では 2.8 dBであった．

また，積符号同士を比較すると，Eb/No が 6.7 dB

を超えた以降はリード・ソロモン符号を用いた場合の

方が BERが低い結果となった．したがって，19点及

び 37 点六角形格子を用いた場合で共に，積符号とす

ることで整数符号を単体で用いる場合よりも BERの

改善を確認できた．また，BER= 10−5 で比較した場

合，リード・ソロモン符号を用いた積符号と負巡回符

号を用いた積符号では，前者の方が BERの観点から

有利であることを確認できた．

また，積符号 Ci37d∗n17q の PAPR は，1.435，積

図 18 37 点六角形格子上の積符号の BER 特性
Fig. 18 BER characteristics of the PCs over a 37-

hexagonal constellation.

符号 Ci37d∗r37 の PAPRは，1.801となった．積符号

Ci37d∗n17q においては，外周に極端に情報シンボルが

偏ったため，このように低い PAPR になったと推定

される．

更なる拡張として，61点六角形格子における積符号

Ci61d∗r61 の特性を図 19 に示す．図中には比較のため

に，矩形 64QAMの特性を示している．これまでの特

性の比較の結果に基づき，ここではリード・ソロモン

符号を用いた積符号を示す．また，リード・ソロモン符

号の符号化率の選定にもこれまでと同様に BER特性

を比較したうえで，61点六角形格子において (60, 38)

リード・ソロモン符号，矩形 64QAM において (63,

43)リード・ソロモン符号を用いている．BER= 10−5

において，六角形格子上の提案積符号は，非符号化時

の Eb/N0 と比較すると 8.6 dB，矩形 64QAM 上の

積符号との比較では 0.8 dBの符号化利得が得られた．

したがって，19点六角形格子の場合と同様に，近い信

号点数の矩形 QAMとの積符号と比較した場合に六角

形格子を用いることでより高い符号化利得を得ること

が確認できた．

また，積符号 Ci61d∗r61 の PAPR は符号語の種類

数が多いことからシミュレーションで求めたところ，

1.722となった．

図 2 に示した QAMの PAPRと提案符号化変調方

式の各信号点数の PAPRを比較すると，まず，19点

六角形格子の値は 16QAMよりも低い．そして，信号

点数 N が 20以降では QAMの PAPRが 2を超えて

増加するのに対し，提案符号化変調方式の PAPR は

最大でも 1.801に抑えられた．したがって，電力効率

図 19 61 点六角形格子上の積符号の BER 特性
Fig. 19 BER characteristics of the PCs over a 61-

hexagonal constellation.
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の点においても六角形格子上の提案符号化変調方式が

有利であることを確認できた．

6. む す び

本論文では，PAPR の低減のため六角形格子上の

積符号を用いた符号化変調方式を提案し，シミュレー

ションによりその特性を示した．まず，等確率で各信

号点が出現する場合に，信号点数 N のに対して等方

性の六角形格子は QAMと比較して PAPRの増加を

抑えることができ，電力効率的に有利な形状であるこ

とが確認できた．しかし，この構造は，信号点数が 2

のべき乗とならず，2m 個のビット割り当てを行う際

には，ビットを割り振らない信号点が生じる．そこで，

隣接点同士のハミング距離を抑えながら効率的にビッ

トを配置していくアルゴリズムを提示した．ただし，

非ビット割り当て信号点のインデックスは整数符号の

検査シンボルとしては出現し得るため，全ての格子上

の点は使用され得る．

次にシミュレーションを通して提案符号化変調方式

の有利性を示した．19 点六角形格子における負巡回

符号を用いた積符号では，16QAM上の同種の積符号

よりも，0.5 dBの符号化利得を得ることができた．ま

た，リードソロモン符号との積符号では，負巡回符号

とのものよりも更に符号化利得を 2 dB向上させるこ

とができた．これは，訂正可能範囲の異なる符号を組

み合わせた効果が得られたためと推定する．

更に，37点及び 61点六角形格子上の各符号を比較

していき，整数符号との積符号にはリード・ソロモン

符号が有効であること，信号点数の近い矩形 QAMと

比較して提案積符号により 0.8 dB から 1 dB の符号

化利得が得られることを示した．

また，六角形格子上の符号化における PAPR の値

は，いずれも図 2 における QAM のものと比較する

と低い値であった．各結果から，従来の矩形 QAMと

比較して提案方式により，電力利用効率を改善しつつ，

誤り率を抑えられることが確認できた．

今後は，更なる信号点数の六角形格子上の符号の特

性についての検討を行う．六角形格子上の整数符号と

して，127，271点のものが提案されている [22]．これ

らについても，その特性や他符号との組み合わせなど

についても検討していく．
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