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Johdanto

Tutkielmassa tutustutaan vektoriavaruudessa R? méériteltyihin parametri-
soituihin kayriin. Niille méaaritetaan seké kaarevuutta etta kiertyméa vastaa-
vat funktiot, naytetddn ettd saadut tulokset ovat loogisesti patevid ja vas-
taavat yleistd intuitiota, ja lisdksi todistetaan muutama néiden funktioiden
yksiselitteisyyteen liittyva lause.

1 Maaritelmia

1.1 Parametrisoidut kayrat

Téassa tutkielmassa tarkastellaan paaosin parametrisoidussa muodossa esitet-
tyja kayria. Aloitetaan méaarittelemélla mitd namé ovat.

Mairitelma 1.1. Olkoon v : (a,8) — R? —c0 < a < 8 < oo. Nyt v on
parametrisoitu kiyri avaruudessa R3.

Lisdksi on tarpeen maaritella naiden kédyrien derivaatat.

Maaritelma 1.2. Olkoon v (t) = (v1(t),72(t),v3(t)) parametrisoitu kayra
avaruudessa R? joka on médritelty avoimella vililla (c, 3), ja olkoon sen de-
rivaatta ¥ = (31(t), 32(t), ¥3(t)). Nyt «v on derivoituva jos %(f) on mééritelty
kaikilla ¢ € («, 5).

Tassa tutkielmassa oletetaan lisaksi, etta kaikki kasiteltavat kayrat ovat
sileita jollei toisin todeta. Funktio on siled, jos sen on derivoituva darettéman
monta kertaa kaikissa pisteissé, joissa se on méaritelty. Naiden tietojen avulla
voidaan alkaa tutkia itse funktioita. Maéritellaén ensiksi niiden nopeus.

Lause 1.3. Olkoon v : (a, 8) — R3 derivoituva parametrisoitu kiyrd, ja <
sen derivaatta. Nyt H(t) on parametrisointia v : (o, t) — R3 vastaavan kdy-
ran pituus, ja sen derivaatta h(t) on muotoa || (t)||. Kutsumme tdta kdyrin
~ nopeudeksi.

Todistus. Méaéaritellaan ensiksi kdyrdn -~ kaarenpituus H(x) valilld (o, x).
Tiedetaan, ettd kahden vektorin @ = (z1,y1,21) ja y = (22, Y2, 22) valinen
etédisyys v saadaan laskemalla

v=|z—yl

Valitsemalla @ = y(t;) ja y = ~y(t2), voidaan laskea kahden kayran = pisteen
vélisen etédisyyden. Olkoon S jono jolla

S=(a=s5 <85 <...<S$-1 <8, =2).
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Liséksi [|s;+1 — si|| — 0 kaikilla ¢ € [0,n — 1] kun n — oo. Integraalin
madritelmén perusteella saadaan

Sz 1)
S’L — Si— 1)

: (Si - 5171)

= lim Z Iv(s: Jim

:mzwﬂu. i) / I4(t)ldt.
- 1

H(x) on nyt reaaliarvoinen funktio, joten sen muutosnopeus voidaan laskea
sen derivaatan h(z) avulla:

d [, I7(@)ldt

h(z) = I

= |l (@)]. (2)
Taméa todistaa lauseen. O

Tietdmalla miten parametrisoidun kdyran nopeus lasketaan mielivaltai-
sessa pisteessa, voidaan tehda seuraava maéritelmaé.

Maaritelma 1.4. Olkoon « parametrisoitu kdyrd. «v on yksikkonopea jos
sen nopeus kaikkialla on 1. Lisédksi v on sddnndllinen jos sen nopeus ei ole
koskaan nolla.

Koska haluamme tutkia kdayrid, emme niinkdén funktioita jotka muodos-
tavat ne, on tarkea 16ytaa jokin tapa jonka avulla voidaan selvittaéd piirta-
viatko kaksi funktiota saman kuvan. Tata varten maaritelldan uudelleenpa-
rametrisoinnin kasite.

1.2 Uudelleenparametrisointi

Miiritelma 1.5. Olkoon vy : (o, B1) — R3 5 @ (ag, o) — R? parametri-
soituja kayria. Jos on olemassa funktio ¢ : (ay, £1) — (a2, f2) joka on silei,
jonka kadnteisfunktio ¢! : (ag, B2) — (a1, B1) on myds siled, ja jolla pitee

Y2(6(t)) = 7 (t)

kaikilla ¢ € (a1, f1), sanotaan etta funktio s on funktion v, wudelleenpara-
metrisointi.

Téamén maaritelman mukaan huomataan, etta

Y2(¢7 (6(1)) = 1 (67 () = ya(t) = 71(67'(1)).
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Koska funktio ¢~! on méiritelménsa mukaan siled, seuraa etta kaikki kiyrin
uudelleenparametrisoinnit, mukaan lukien kayra itse, voidaan johtaa toisis-
taan. Saatu ryhmé kayrid muodostaa perheen joilla on kaikilla sama kuva.

Edelld annettiin maaritelma yksikkonopeille kayrille. Herdé kysymys, mil-
loin mielivaltainen kéyra voidaan uudelleenparametrisoida talldiseen muo-
toon? Jotta tdhan kysymykseen voitaisiin vastata, on ensin tarpeen todistaa
seuraavat aputulokset.

Lause 1.6. Kaikki sdannollisen kayran uudelleenparametrisoinnit ovat itse
sadannollisia.
Todistus. Olkoon -7 ja 7o toisistaan uudelleenparametrisoituja kayria joilla
patee

Y2(0(t) = 7(t). (3)
Kéanteisfunktion médiritelmin perusteella pitee ¢~ (¢4(t)) = t. Derivoimalla
tdma yhtalo muuttujan ¢ suhteen, saadaan ketjusdanto kayttaen

(61 (6(1)) - d(t) = 1.

Nyt ndhdaan selvasti, ettd ¢(t) # 0 kaikilla ¢. Derivoimalla my6s yhtélo (3)
muuttujan ¢ suhteen, saadaan

F2(6(8)) - B(t) = T (®).
Koska (ﬁ(t) # 0 kaikilla ¢ kuten juuri todistimme, seuraa

Y1(t) = 0 & 72(¢(t)) = 0.

Néin ollen, jos 71 on sdéannollinen eli 44 (t) # 0 kaikilla t, on 5 myos sdén-
nollinen. Tamén tiedon avulla, voidaan todistaa seuraava lauseen.

[]

Lause 1.7. Parametrisoidun kdyrin ~y kaarenpituutta mittaava funktio H(x)
on siled, jos v on sdadinnéllinen. Lisdiksi, sen kéidnteisfunktio H'(x) on myds
siled.

Todistus. Kaytetdan funktion H (z) maaritelmédéd yhtélosta (1). Kuten yhta-
16ssé (2) todistettiin, on funktion H(x) derivaatta h(z) muotoa

h(z) =[5 ()]l

Koska #(z) on avaruuden R? vektori, saadaan sen normi seuraavalla kaavalla:

15 (@) = VA1 ()% + Yo ()2 + 3(2)2 = Vu2 + 02 + w?.
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Derivoimalla tdma muuttujan x suhteen saadaan:

dh(z) 21 + 20 + 2w

de 2v/u? + v? 4+ w?

Néin funktion h(z) derivaatta on olemassa, paitsi kun vu? + v? + w? = 0.
Koska kayra 4(x) on saannollinen, patee || (z)|| = Vu? + v? + w? > 0 kai-
killa . Tamén perusteella, h(z) on aina derivoituva. Tiedetaan lisdksi, ettd
kahden silein funktion f ja g yhdiste (f o g) on myos silea. Funktio /x on
siled kaikilla x # 0, ja funtkiot u, v, ja w ovat myo0s sileitd jos kdyrda ~ on
siled. Méériteleménsd mukaan se on, joten seuraa ettd h(z) on silei.

Koska h(z) > 0 kaikilla z, on H(x) aidosti kasvava funktio. Néin ol-
len silld on kidnteisfunktio. Tiedetdén ettd témén kdanteisfunktion H!(x)
derivaatta h~'(x) saadaan kaavalla

1

O hE)

Koska h(x) # 0 kaikilla x, on tdmé derivaatta aina olemassa. Nyt saadaan

dh(x) _ —h(H '(2)) - h~'(x)
dx h(H=1(x))?

joka on my0s olemassa kaikilla z. Kuten tehtiin funktion h(x) kanssa, voidaan
nayttid, ettd kaikki funktion H~! derivaatat ovat méaritelty jos ~(z) on
saannollinen.

]

Lause 1.8. Parametrisoidulla kdyralld v on yksikkonopea wudelleenparamet-
risointi jos ja vain jos vy on sddannéllinen.

Todistus. Oletetaan ensiksi, etta téllainen uudelleenparametrisointi on ole-
massa, ja todistetaan, ettd 1 on nain ollen sdannollinen. Olkoon 5 para-
metrisoidun funktion «; yksikkénopea uudelleenparametrisointi jolla péatee:

Y1(6(t)) = v2(t)

missa ¢ on Maaritelman 1.5 mukainen funktio. Nyt -y, ja 2 ovat toistensa
uudelleenparametrisointeja. Derivoimalla tama yhtalo muuttujan ¢ suhteen,
saadaan

Y1(6(1)) - 6(t) = 7a(t) = [Fa (SN - 6] = I72(t)]]-



Oletuksen perusteella, 2 on yksikkonopea, joten ||y2(¢(t))|| = 1 kaikilla ¢.
Tata tietoa kayttaen, yhtalo saadaan muotoon

LOIREAGHES?

Selvasti 1 (t) # 0 kaikilla t. Ndhdaan nyt etta jos kayralla - on yksikkénopea
uudelleenparametrisointi, on 4 sdannollinen.

Todistetaan seuraavaksi lause toisinpain. Talla kertaa oletetaan, etté -y
on sdannollinen. Olkoon - uudelleenparametrisointi jolla patee

Ya(t) = v2(H(1))

jossa H(t) on kayran -;(t) kaarenpituutta mittaava funktio kuten méaa-
riteltiin yhtalossa (1). Koska ~1(¢) on sdannéllinen, ovat H(t) ja H '(t)
lauseen (1.7) perusteella sileitd, ja néin ollen kelpaavat uudelleenparamet-
risointi funktioiksi. Derivoimalla tdmé yhtidlo muuttujan ¢ suhteen, saadaan

Y1 (t) = V2(H (1)) - h(t) = [y ()| = N2 (H @))]] - [|n ()]
=V (Ol = [IF2(H@O) - V2O = V2 (H ()] = 1.

Nyt 72 on yksikkonopea. Nahdaan, etta valitsemalla H uudelleenparametri-
sointi funktioksi saadaan aina yksikkonopea kéyra.
m

Herda kysymys, onko tdma ainoa mahdollinen valinta? Onko annetun
kayran yksikkonopeiden uudelleenparametrisointien vélilla jokin yhteys? Pe-
rehdytadn tahén seuraavaksi.

Lause 1.9. Olkoon ~; sddanndllinen parametrisoitu kiyrd ja o sen yksikko-
nopea uudelleenparametrisointi jolla pdtee

Y1(t) = v2(b(t)). (4)

Nyt jos muuttuja H(t) mittaa kdyrin v, kaarenpituutta yhtdlon (1) mukaan,
ja jos ¢ on vakio, on voimassa

H(t) = +¢(t) +c. (5)

Todistus. Olettamuksen pohjalta, 2 on yksikkonopea. Téta tietoa kayttaen
yhtélo (4) voidaan derivoida muuttujan ¢ suhteen:

Yi(t) = Y2(6(1) - 9(t) = [Fa ()| = [|¥2(@(0))]] - [|6(2)]]
=@l = lo®)] = @) = o)l = o(t) = £h(?).



Integroimalla saatu tulos muuttujan ¢ suhteen, saadaan
() =xH(t)+ ¢

jossa ¢ on vakio. Nain lause on todistettu.
O

Koska ¢(t) on aina muotoa £H (t) + ¢, nahdadn nyt selvésti ettd Lause
(1.8) on voimassa riippumatta siité, miten uudelleenparametrisointi funktio
valitaan. Nailla tiedoilla varustettuna voidaan siirtya itse asiaan, ja alkaa
tutkimaan kayria ja niiden kaarevuutta.

2 Kaarevuus

2.1 Mita on kaarevuus?

Jotta kayrélle voitaisiin méaaritella kaarevuus, on tarpeen olettaa ettd niitéa
vastaavat parametrisoidut funktiot ovat sileitd. Lisdksi kaarevuuden maéari-
telméan halutaan tayttad seuraavat intuitioon perustuvat olettamukset:

1. Jos kahta kayraa vastaavat parametrisoidut funktiot ovat toistensa uu-
delleenparametrisointeja, on kayrilla sama kaarevuus.

2. Suoran viivan kaarevuus on nolla.

3. Ympyran kaarevuus on vakio.

Ensimmaisen olettamus on tarpeen, silld olemme kiinnostuneita tutki-
maan itse kdyrié ja niiden piirtdmia kuvia, emmeké niinkédan funktioita joihin
ne pohjautuvat. Myohemmin todistetaan, etta olettamus on voimassa myos
toisinpéin (kunhan erés toinen ehto johon palataan my6hemmin on my6s voi-
massa). Toinen ja kolmas olettamus taas takaavat, ettd 10ydetty méaaritelmé
vastaa ainakin nédiden kuvioiden osalta mitéa intuitiivisesti oletettiin.

2.2 Kaarevuuden maaritelma

Jos parametrisoitu kiyrd v muodostaa suoran, on sen oltava muotoa ~y(t) =
(a-t+x0,b-t+1yo,c-t+2) jossa a, b, ¢, xg, 2o, ja Yo ovat vakioita. Derivoidaan
tdma funktio kahdesti muuttujan ¢ suhteen:

d*(a -t +x) d*(b-t+yo) d*(c-t+ 2)

th 9 d2t Y d2t ):(07070)

A(t) = (



Ottamalla saadusta tuloksesta normin (kaarevuuden halutaan olevan skalaari
arvo) saadaan

15 (@) = 0.

Néhdaan selvésti etta 4(¢) on nolla kaikilla ¢ riippumatta siitd minkélainen
suora on valittu. Oletetaan seuraavaksi ettd v muodostaa ympyran. Talloin
sen on oltava muotoa y(t) = (x(t),y(t), z(t)), jossa

(t)

(c1 47 -cos(t)-a; +r-sin(t) - by)
(cg+1-cos(t) - ag + 1 -sin(t) - by)
2(t) = (e3 + 1 - cos(t) - ag + r - sin(t) - bs).

<

—~
~+

~—
I

Téassa r on ympyran sade, (c1, ¢, c3) sen keskipiste, ja vektorit @ = (aq, as, as)
ja b = (b1, by, b3) muodostavat yhdessa tason johon ympyré piirtyy. Lisaksi
pétee |la|| = ||b|| = 1 ja a - b = 0. Oletetaan myds, etta ci,co,c3, ja r ovat
vakioita. Derivoidaan nyt nama yhtalot kaksi kertaa muuttujan ¢ suhteen:

Z(t) = (—r-cos(t) -a; — r-sin(t) - by)
§(t) = (—r-cos(t) - ag — r - sin(t) - by)
Z(t) = (—r - cos(t) - ag — r - sin(t) - b3).

Kuten ylla, otetaan saadusta tuloksesta normi:

1@ = VEt)? +§(1)? + £(t)?
=r-vVi2-a-a+s>-b-b+2-c-s-a-b

jossa ¢ = cos(t) ja s = sin(t). Koska a ja b ovat kohtisuoria yksikkévektoreita,
saadaan

a-a=1
b-b=1
-b=0

Tata tietoa kayttaen, voimme laskea ylla saadun tuloksen loppuun asti:

|5 (t)|| = 7 - v/cos(t)? +sin(t)2 =r

Néhd&aan selvésti, etta ||4(¢)|| on vakio kaikilla ¢ riippumatta miten ympy-
rd valitaan. Yhdistaméalla ndmé kaksi tulosta huomataan, etta ||4(¢)|| tayttaa
olettamukset 2 ja 3 jotka asetettiin kaarevuudelle kappaleen alussa. Heraa
kysymys, kelpaako tdmé kaarevuuden méaaritelméksi? Jotta tdhan kysymyk-
seen voitaisiin vastata, taytyy ensin selvittda onko olettamus 1 voimassa.



Olkoon -y, ja 72 parametrisoituja kéiyrié joilla pétee

m(t) = (£,¢,0)
2(7) = < 3/a z/a,0)

(t) =

1(t) = t/a.

Lisiksi ¢ > 0. Nyt v2(é(t)) = (t%,¢,0) = ~1(¢), joten ndmé kayrit ovat

toistensa uudelleenparametrisointeja. Lasketaan seuraavaksi niiden toisen-
asteen derivaatat:

&&Q

[y ()| =6-¢
Iv5(@)|] = 6 z/a’
I75(o(t)I =6 - t/a*.

Téassa merkitdan derivaattaa muuttujan x suhteen kirjoittamalla ()”. Lisdksi
merkintd 5 (¢p(t)) kuvastaa derivaatan 5 (z) arvoa pisteessé ¢(t). Huoma-
taan ettd ||v1(t)|| # [|v5(o(t))|| kaikilla @ # 1. Nyt on naytetty kadnteis-
esimerkin avulla, ettd olettamus 1 ei ole voimassa talla kaarevuuden maari-
telmén valinnalla. Jotta se saataisiin toimimaan, tulee kéyrét joita kasitellaan
rajoittaa niihin jotka ovat yksikkonopeita.

Lemma 2.1. Olkoon 71 (t) parametrisoitu kiyrd ja y2(x) sen uudelleenpara-
metrisointi. Jos molemmat kdyrat ovat yksikkénopeita, on niiden kaarevuus
sama.

Todistus. Todistetaan, ettd kaarevuus on sama kaikille kdyrén -; (t) yksik-
konopeille uudelleenparametrisoinneille y2(¢(t)) = 41 (t). Lausetta (1.9) so-
veltaen ndhdaéan, ettd ¢ on aina muotoa

o(t) =t +c

jossa c on vakio. Nyt yhtalo saadaan muotoon ~y; (t) = ~y2(£t+c). Derivoidaan
se kahdesti muuttujan ¢ suhteen:

Y1(t) = £72' (£t + ¢)
Fi(t) = £(£75 (£t +¢)) = 75 (£t + o).

Nahdéan nyt selvésti, etta

r(t) = IVl = vz (£t + ol



Kaarevuuden x; arvo on sama kaikille yksikkonopeille uudelleenparamet-
risoinneille. Kuten aikaisemmin todistettiin, tayttaa funktion toisen derivaa-
tan itseisarvo kaarevuuden olettamukset 2 ja 3, ja jos kyseessé on yksikkono-
pea kayra, olettamus 1 tayttyy myos. Nyt voidaan madritella mielivaltaisen
kayrédn v kaarevuuden arvoksi jonkin sen yksikkénopean uudelleenparamet-
risoinnin kaarevuus.

Maaritelma 2.2. Olkoon « parametrisoitu kéyra ja -2 sen yksikkonopea
uudelleenparametrisointi, jolle v(t) = 2(¢(t)). Kayrian v kaarevuus on

K(t) = [lv2(o(1)]]-
Lasketaan seuraavaksi télle yleinen kaava.

Lause 2.3. Olkoon ~ parametrisoitu kdyrd. Nyt sen kaarevuus k parametrin
arvolla t on muotoa (s "
X
szlh(}'ﬁ)ﬂ
15 @)l
Todistus. Olkoon =9 kayra ~ yksikkonopea uudelleenparametrisointi jolla pa-

tee v2(o(t)) = ~(t). Kuten edelld mééariteltiin, voidaan kdyran -« kaarevuus
k laskea kaavalla

k(1) = [z (D)l (6)
Derivoimalla yhtélon v(t) = a(4(t)) kahdesti muuttujan ¢ suhteen saadaan
;Y(t)_ / - 2 @ I 2 N
30 Y2(0(t) = (7(15) y(1) é(t)) Jo(t)” = Y5(6(1)).
Sijoittamalla tdma yhtdloon (6) saadaan
k(1) = vz (e()ll = ' ('N) —7()- %) /o(t)?

Lauseen (1.9) perusteella ¢(t) on muotoa ¢(t) = £H (t)+c, ja sen derivaatan
nelio taas

$(t)? = h(t)> = A (D] =4 - 4.

Derivoidaan tama yhtaldo muuttujan ¢ suhteen:
ot) - o(t) =5 -A.

Sijoitetaan tdma ylla olevaan yhtaloon:

v(t) - ()2 = (1) - $(t) - H(t)

¢(t)*

K(t) =

10



Tiedetéin, ettd R? vektoreille patee
ax(bxe)=(a-c)b—(a-b)e.

Olkoon a = ¢ =7 ja b = 4. Nyt saamme

(5P 547
Ristitulon maaritelmédn mukaan ristitulo 4 x 4 on kohtisuorassa seké vek-

torin 4 etta 4 kanssa. Kéayttaen ristitulon normisaantoa kayttaen saadaan
laskettua

15 > (5 < A= Il > Al

Sijoitetaan tdma ylla olevaan yhtéloon:

Al xS < A < Al
r(t) = || X X Y <o Y
(¥ ) 1 -2 ol
Tama todistaa lauseen, ja antaa kaavan jota kdyttden mielivaltaisen kay-
réan kaarevuus voidaan laskea ilman etté sille ensin 1oydettéaisiin yksikkonopea
uudelleenparametrisointi joka on usein vaikeaa jollei mahdotonta kirjoittaa
eksplisiittisesti.
O

2.3 Maaraako kaarevuus kayran?

Palataan kappaleen alussa tehtyihin olettamuksiin kaarevuudesta. Kuten to-
distettiin, on olettamus 1 voimassa kaikilla kayrille, ja vaikka helposti voisi
ajatella ettd se patee myoOs toisinpain, paljastuu ettd néin ei itseasiassa ole.
Todistetaan tdma yksinkertaisella esimerkilld. Olkoon ~ parametrisoitu kéy-
ré jolla patee

v = (a-sin(t),a- cos(t),b-t).

Asettamalla b = 0, kiyré piirtdd ympyran jolloin sen kaarevuuden tulisi
olla vakio. Lasketaan ensin kaava kyseisen kédyran kaarevuudelle Lausetta
(2.3) kéyttéen:
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o = I x50
@1
_ ||(—a - sin(t), —a - cos(t),0) x (a - cos(t), —a - sin(t), b)||
l(a - cos(t), —a - sin(t), b)]|?

_ |((—a - cos(t)) - b,a-sin(t) - b,a® - (sin(t)? + cos(t)?)]|
(a? - (cos(t)? 4 sin(t)?) + b?))3

_ |(—a - cos(t) - b,a-sin(t) - b, a?)||

(Va? + 573
/a0 (cos(t)? +sin(t)?) +at Va2 4l

(Va? +1?)?3 (Ve + )3

_ fa? - (b*+a?) a*> _ al
V@ @+ 2+

Néahdaan ettd kaarevuus s ei riipu muuttujasta ¢, vaan on kaikkialla vakio.
Kun 6 = 0:

1
K(t) = w.

Kun taas b # 0, on kyseessa kierre. Téassa kuitenkin huomataan ongelma:
Koska molempien kédyrien kaarevuus on vakio, on mahdollista loytaa ympyra
ja kierre joilla on kaikkialla sama kaarevuus. Esimerkiksi kun

aj + b} . laz]]

ja by = 0 niin k1 (t) = B Ka(t).
21T 03

Tamé on vastoin haluamaamme tulosta, jossa jokaista kaarevuus funk-
tiota vastaa tarkalleen yksi kayra. Jotta tdma olisi mahdollista, tulee kayril-
14 olla jokin muu ominaisuus joka erottaa ne toisistaan. Perehdytadn tdhan
seuraavassa kappaleessa.

3 Kiertyma

3.1 Kiertyman maaritelma

Geometrisesti, kiayran kaarevuus voidaan tulkita kertomaan kuinka vahvas-
ti se poikkeaa suorasta viivasta. Jos kdyran tangentin ja normaalin ajatel-
laan muodostavan taso, voidaan samankaltainen arvo maéarittda kuvasta-
maan kuinka vahvasti kayra poikkeaa siitd. Tatd kutsutaan kayrdan kier-
tyméksi, ja se pystytddn johtamaan suoraan kaarevuuden madritelmésta.
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Olkoon ~ yksikkonopea kayra ja m = < sen derivaatta. Yksikkénopeuden
madritelmén mukaan, kaikilla ¢ patee:

[m(@)|| = 1. (7)

Oletetaan lisaksi, etta kayran -« kaarevuus ei ole koskaan nolla, eli kaikilla ¢
patee:

r(t) = [lm(t)|] # 0.

Kaaren normaali voidaan nyt méaaritella seuraavalla kaavalla:

n(t) = o (o) 8)

Derivoimalla saatu yhtalé muuttujan ¢ suhteen seuraa:

Koska (t) = ||m(t)||, on normaali n nyt vektorin () suuntainen yksikko-
vektori. Lisdksi voidaan todistaa ettd m - m = 0. Toisin sanoen, pystytaan
niyttamaan etta m todella on kayran normaali ja nain ollen kohtisuorassa
sen tangettia vastaan . Pistetulon maaritelméan mukaan on voimassa

m(t) -m(t) =1
joka voidaan derivoida muuttujan ¢ suhteen:

d
%(m(t) -m(t)) = 0.

Pistetulon derivointisaantoa kdyttden, tamé yhtalo voidaan johtaa muotoon

d d
- Sm{) +mit) - S (m() = 0

m(t)
johon tekemélla sijoitus m(t) = n(t) saadaan

m(t) -n(t) =0.

Néain ollen m ja m ovat kohtisuoria toisiaan vastaan. Maaritelladn lisaksi
niiden ristitulo:
b=m x n.
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Tata vektoria kutsutaan kayrdn binormaaliksi. Koska kaikki kolme vekto-
ria ovat yksikkovektoreita, muodostavat ne yhdessa ortogonaalisen kannan.
Derivoidaan ylla oleva yhtalo:

b(t) = m(t) x n(t) + m(t) x n(t)
= k(t) -n(t) x n(t) + m(t) x n(t)
=m(t) X n(t).
Téten binormaalin derivaatta b on kohtisuorassa vektoreiden m ja n kanssa,

taytyy sen olla muotoa .
b=17-n

jossa 7 € R. Téata funktiota kutsutaan kayran kiertymaksi. Yleisemmin pétee

b'n . . . . . -3
7':|| ||2:(mxn)-n:(mxm-m—mxm-ﬁ)-m-m (9)
n
=(mxm-k)-m-k>=r2-(Fx%) 7.

Nyt kiertymé voidaan laskea kaikille yksikkonopeille kayrille, ja kuten
kaarevuuden tapauksessa, tastd voidaan johtaa kiertyma kaikille kayrille.

Maaritelma 3.1. Olkoon -« parametrisoitu kéyré ja -y sen yksikkonopea
uudelleenparametrisointi, jolle y(t) = va2(¢(t)). Kayran « kiertyméa on

(ra(¢(1)) x 75'(6(1))) - 73(4(2))

mt) = RO

Lasketaan lisiaksi yleinen kaava.

Lemma 3.2. Olkoon v kdyrd jonka kaarevuus k on aina erisuuri kuin nolla.
Nyt sen kiertymd T saadaan kaavasta

C(x4)§
TR XA (10)

Todistus. Olkoon funktio va(z) kéyran ~(t) yksikkonopea uudelleenparamet-
risointi jolla patee

Y2(¢(1) = (t). (11)

Kayttamalld kaavaa (9), tdméan kayran kiertyméksi saadaan

7(x) = k(2) 7 (va(2) x 75 (@) - v3(@).
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Todistetaan, ettd kaava (10) tuottaa saman tuloksen:

(V2 X ¥2) 42 _ (V2 X ¥2) -2

V2 X ¥2l> (17zllll72l)?
_ (V2 X ¥2) - Y2 _ (V2 X ¥2) - Y2

172l K

Koska -, on yksikkonopea, pétee ||¥2|| = 1 ja ||¥2|| = . Derivoidaan yhtélo
(11) muuttujan ¢ suhteen:

Y(t) = 72(6(1))

(1) = 75(6(t))9 (1)

A(t) = 75 (6(8) (1) + 72(6(1) (1)

() =75 (9(1)d(1)* + 3v5(6(1))D(1) 6 (1) +7a(9(1)) 6 (1)

ja
F () () x 7(8) = o()° - A5 (1)) - (¥5(6(1)) X Y5(6(1)))-

Jaetaan alempi yhtalo ylemmaéan neliclla:

() - (Y1) x A1) _ o(1)° -5 (6(1)) - (v5(6(1)) X ¥5((1)))
17 (t) x5 (O)]* 16()*(va(6(1)) x 5 (&(8)))]1?
_ 29(0(t) - (7(0(1)) X ¥3(¢(1)))
1(v2(o(t)) X v (@ODI*

Tama todistaa lauseen.

Nyt mielivaltaiselle kayralla pystytadn méaarittamadn sekd kaarevuuden
ettd kiertymén arvot. Saadut tulokset voidaan tiivistda seuraavaan yhtalo-
pariin:

(12)



Tassa oletetaan, ettd tutkittava kiyra on yksikkonopea ja sen kaarevuus
ei ole koskaan nolla. Tiedetaan lisdksi, ettd kdyran tangentti, normaali, ja
binormaali muodostavat ortogonaalisen kannan. Binormaalin maéritelman
mukaan on voimassa b = m x n. Nyt normaalin méaritelméaksi voidaan
johtaa

n=>bxm.

Derivoidaan saatu yhtélo ja tehddan kaavan (12) mukaiset sijoitukset:

n=bxm-4+bxm

=n=7-nxXxm-+x-bxn.

Kuten tehtiin ylla, muistamalla ettd kantavektoreiden véliset riippuvuudet
tdma yhtélo voidaan johtaa muotoon

n=—k-m—r7-b.

Naita yhtaloitd kayttden on helppo johtaa geometriset tulkinnat seka
kaarevuudelle etta kiertymaélle. Nahdadn myos, ettd jos kaarevuus on nolla,
on kdyran tangentti vakio kuten haluttiin. Lisaksi jos kiertymé on nolla, on
kayrdn binormaali vakio. Téma voidaan tulkita geometrisesti tasokayrana.
Tamaéan tulos voidaan myo6s todistaa yksinkertaisella laskulla.

Lemma 3.3. Olkoon v yksikkonopea kdyrd jonka kaarevuus k on aina eri-
suuri kuin nolla. Nyt kdyran kiertymd ™ on nolla kaikkialla jos ja vain jos v
on tasokdayrd.

Todistus. Lemman 3.2 mukaan

_GxA)
15 > 2
Néhdaan selvisti, ettd kiertymé on maaritelty vain jos || x 4| # 0. Kaare-
vuuden méaritelmasté saadaan

I xAl
I71I°

Nédhdaan, ettd jos K # 0, seuraa || x 7| # 0. Néin ollen kiertymé on

madritelty vain jos k # 0. Tama on syy jonka takia kyseinen olettamus on

tarpeen.

Todistetaan ensiksi, ettd tasokdyran kiertyma on nolla kaikkialla. Maé&-
ritellddn taso r - (a — ag) = 0, jossa a on mielivaltainen piste tasolla, ag
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vakio piste tasolla, ja r tason yksikkonormaali. Kéyrd +(¢) on tdmédn tason
mukainen tasokayré, jos kaikilla ¢ patee

T (Y(t) —@ao) =0 7 y(t) =7 ao.

Koska vektorit r ja ag ovat molemmat vakioita, on niiden pistetuloa myos
vakio. Merkitdan sitd r - ag = d. Derivoidaan yhtalo:

r-vy(t)=d
=r-(t)=0.
Tangentin méaaritelmian mukaan pétee 4(t) = m. Derivoidaan yhtalé uudes-
taan:
r-m=>0
=r -m = 0.

Yhtélon 12 mukaan patee m = kn. Koska liséksi x # 0, voidaan nayttaa
etta patee:

=r-k-n=>_0
=r-n=0>0.

Vektorit n ja m ovat molemmat kohtisuoria tason normaalin r suhteen.
Lisdksi nxm = b, joten b = a-r. Kaavojen (7) ja (8) mukaan, yksikkénopean
kayran normaali seka tangentti ovat yksikkovektoreita. Nain ollen binormaali
b on myos yksikkovektori. Sijoittamalla a = £1 yhtéloon saadaan b = +r,
jonka perusteella b on vakio vektori. Nyt jos b =0, seuraa 7-n = 0 jaT =0.
Tama todistaa halutun véitteen, jonka mukaan tasokdyréan kiertymaé on nolla
kaikkialla.

Todistetaan seuraavaksi véite toisinpédin. Olkoon 7 = 0. Nyt b=0 jab
on vakio. Lasketaan nyt pistetulon b - ~(t) derivaatta:

b-4(t)=b-m=0.

Téasta seuraa ettd b - ~(t) = d on vakio. Valitaan nyt vakio vektori ag siten
ettd ag - b = d. Saadaan taso

b-(a—ag)=0=b-a=4d.

Kuten todistettiin, kaikilla ¢ patee b - ~(t) = d. Néin ollen « on tasokayra.
[

Olettamuksien mukaan, ndma tulokset patevét ainoastaan yksikkonopeil-
le kayrille. Huomataan kuitenkin, ettéd kéyran mielivaltainen uudelleenpara-
metrisointi on tasokayra jos ja vain jos alkuperainen kayra on myos tasokay-
ré. Lisaksi kiertyma pysyy samana riippumatta siitd miten valitsemme uu-
delleenparametrisoinnin. Néin ollen saadut tulokset voidaan yleistaa kaikille
kayrille.
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3.2 Kiertyma ja kaarevuus yhdessa

Lopuksi todistetaan tarkea tulos johon on jo pari kertaa viitattu. Paljastuu,
ettd tietdmalld ainoastaan kayran kaarevuus- ja kiertyméfunktioiden arvot
kaikissa sen pisteissd on mahdollista laske sen piirtdméa kuva (kunhan tietyt
ehdot ovat voimassa). Toisin sanoen, kaikille kaarevuus ja kiertymé pareille
on olemassa niille karakteristinen kaari. Kuten tullaan todistamaan, sama
péatee myos toisinpain. Madaritellaan ensiksi euklidinen muunnos.

Maaritelma 3.4. Olkoon R rotaatio-matriisi jolla péatee

cosf) —sinf 0 cosf 0 sinfg| (1 0 0
R=R.,R R, = |sinf cost O 0 1 0 0 cosa —sina
0 0 1| [=sinf8 0 cosfB| [0 sina cosa

ja t translaatio-vektori jolla pétee

Ty

t= |y
2t

Nyt M(7) = R~ + t on euklidinen muunnos.
Tata maaritelméaa kdyttden voidaan todistaa itse lause.

Lause 3.5. Olkoon ~1(t) ja ~2(t) yksikkénopeita kayrid joiden kaarevuutta
vastaa funktio k(t) # 0 ja kiertymdd funktio 7(t) kaikilla t. Nyt on olemassa
euklidinen muunnos M jolla patee kaikilla t:

Y1(t) = M(72(1)).

Todistus. Olkoon vektorit mq, nq, ja by kiyran -, tangentti, normaali, ja
binormaali. Kayrélle ~o vastaavat vektorit ovat ms, ms, ja bs. Valitaan
seuraavaksi jokin muuttujan ¢ mahdollinen arvo ty. Koska kannat K; =
{mq,n,1,b1} ja Ky = {ma,ny, by} ovat molemmat ortonormaaleja, on ole-
massa rotaatio-matriisi Ry, jolla patee Ki(tg) = Ry, - Ka(to). Valitaan nyt
translaatio-vektori ¢, siten ettd seuraava yhtalo on voimassa:

Y1(to) = Riyva(to) + tio-
Yhdistamalla namé saadaan seuraava muunnos:

Mto (7) = Rto’V + tto'
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Maéaritelman mukaan pétee
T1(to) = My, (v2(t0))-

Liséksi, kuten asetimme ylla, on voimassa
myq(ty) = Riy,ma(to)
n1(ty) = Ry, na(to) (13)
b1(to) = Ry ba(to).

Néahdaan nyt ettd kaikille muuttujan ¢ pisteille 16ytyy muunnos M; joka

toteuttaa halutun ehdon. Todistetaan seuraavaksi ettd tdméi muunnos on
sama kaikissa pisteissa. Olkoon

A(t) = ma(t) - Ryyma(t) + na(t) - Ryyna(t) + ba(t) - Ry ba(t).
Yhtaloiden 13 mukaan patee A(ty) = 3. Lisdksi A(t) <3k
my(t) = Ri,ma(t)
A(t) =3 & ( ny(t) = Ryna(t)
by (t) = Ry, ba(t)

Néin ollen lause voidaan todistaa néyttamalld ettd funktio A(f) on vakio.
Toisin sanoen, A(t) = 0. Saadaan

aikilla ¢ ja

A = ml . Rtomz + '7?:1 . Rtonz + 61 . RtobZ
+my - Ryymeo +1nq - Ryyng + by - Rt062~
Yhtéloiden (12) nojalla seuraa
A = KNy - Rtomz + (—Hml — Tbl) . Rt0n2 +7Tnq - RtobZ
+mq - Rtolﬁ’nz +nq - Rto(—limz — sz) + bl . RtOT’I'Lz = 0.
Néhdaan etta on olemassa muunnos M jolla on voimassa 1 (t) = M (v2(t))
kaikilla £. Muunnoksen maéritelmén perusteella, kyseisen yhtéalo voidaan
myos esittdd muodassa
Derivoimalla muuttujan ¢ suhteen saadaan
Y1(t) = Ry2(1).
Néahdaan nyt etta
(t) = Rma(1)

kaikilla ¢ kuten oletettiin.
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