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1 Johdanto

Taman hetkinen maailma teknistyy ja matematisoituu vauhdilla, jonka vuoksi opiske-
lijoilta vaaditaan entistd enemman matemaattisten perustaitojen hallintaa. Tama nakyy
myo6s matematiikan opetuksen kehittymisend suuntaan, jossa painotetaan opiskelijan
kriittisen ja itsendisemmdin ajattelun hallintaa. Kehittyvidn opetuksen tavoitteena on
kohdentaa opiskelijan oppiminen tavoitteelliseen, aktiiviseen, itseohjautuvaan ja mo-
nimuotoiseen toimintaan. Toiminnan ohjaamana opiskelijalle korostuu entistd enem-
méan kokeilevan ja tutkivan matematiikan osaamisen tiarkeys. [23] Tam& Pro gradu
-tutkielma on osa Oulun yliopiston Avoin oppikirja -projektia, minka tarkoituksena on
vastata oppimateriaalin avulla matematiikan opetuksen edistimiseen ja kehittamiseen.

Tydryhmamme koostuu viidestd matematiikan opiskelijasta ja kahdesta ohjaajasta. Lu-
kion pitkdn matematiikan kurssi Lukuteoria ja logiikka jaettiin tyoryhméan opiskelijoiden
kesken viiteen aihealueeseen, joista jokainen opiskelija sai vastuulleen muodostaa yh-
den aiheen kokonaisuuden. Aiemmin alkanutta todistamisen kokonaisuutta jatketaan
tdimdn oppimateriaalin osalla, joka koostuu kédanteisestd todistuksesta, ristiriitatodis-
tuksesta ja induktiotodistuksesta. Todistamista koskevassa opettajajohtoisessa opetuk-
sessa kiinnitetddn yleensé liian vdahdn huomiota todistuksen sisdltdmiin ominaisuuk-
siin ja rakenteeseen, joiden perusteella opiskelijat seuraavat todistuksia askel askeleelta
ymmartamattd todistuksen ideaa. Tamén seurauksena opiskelijoita harvoin kannuste-
taan omien ideoiden kehittdmiseen. [12] Tamdn Pro gradu -tutkielman tavoitteena
on tuottaa oppimateriaalia, jonka avulla opiskelijat rakentavat omaa ymmartamistaan
matemaattisista todistuksista ja todistamisesta.

Tutkielma koostuu perusteluosasta, varsinaisesta oppimateriaaliosasta, opettajan op-
paasta ja harjoitustehtdvien vastauksista. Perusteluosassa esitetddn oppimateriaalin ta-
voitteetja tehtdvatyypit sekd oppimateriaalin perustelut, mitkd pohjautuvat tieteellisiin
artikkeleihin. Varsinaisen oppimateriaalin tarkoituksena on tukea opiskelijan itsendi-
sempdd oppimista ja syvéllisempdd ymmarrystd. Oppimateriaalissa jokaiselle aiheel-
le on oma kokonaisuus, joka rakentuu teoriaa eteenpdin vievien pohdintatehtdvien
ympadrille. Opettajanopas tarjoaa opettajalle kdyttoon ajankdyttdsuunnitelman, oppi-
materiaalin oppimistavoitteet sekd pohdintatehtdvien ratkaisut ja vinkit. Tutkielman
pddttdd oppimateriaalin harjoitustehtdvien vastaukset.



2 Oppimateriaalin tavoitteet ja tehtivatyypit

Téassd luvussa esitellddn oppimateriaalille asetetut tavoitteet, joiden perustana toi-
mivat vuoden 2015 lukion opetussuunnitelman perusteet [22] ja tydryhmdmme va-
litsemat nelja oppimistavoitetta artikkelista Habits of Mind: An Organizing Principle
for Mathematics Curricula [6]. Ndita kaikkia tavoitteita tuetaan erilaisilla pohdinta- ja
harjoitustehtavilld, jotka pohjautuvat artikkelin Collaborative Learning in Mathematics
-tehtavatyyppeihin [29].

2.1 Lukion opetussuunnitelma

Lukiokoulutusta koskevat sdddokset esitetddn opetushallituksen koostamassa lukion
opetussuunnitelman perusteissa [22]. Opetussuunnitelman perusteiden asettaman
opetuksen tavoitteen mukaan opiskelijjalle on tarjottava mahdollisuus tydskentelyyn,
joka yhdistda opiskelijan tiedot ja taidot seké opiskelijan kokemukset ympéristossa ole-
viin ilmidihin. Oppimateriaalin aihealueet korostavat matematiikan luonteen omais-
ta tutkimiseen ja ongelmanratkaisuun perustuvaa oppimista, joka edistdd opiskelijan
kriittistd ja luovaa ajattelua. Opetussuunnitelman oppimiskasitystd tavoitteellisesta ja
itseohjautuvasta opiskelijasta tuetaan oppimateriaalin siséllolld, joka asettaa opiskeli-
jan pohtivien tehtdvien pariin sekd rohkaisee etsimddn omia matemaattisia ratkaisuja
tieteellisiin ongelmiin.

Lukion opetussuunnitelman perusteissa méaaritellddn myos kurssikohtaiset oppimista-
voitteet ja keskeiset sisdllot. Oppimateriaali on koostettu lukion pitkdn matematiikan
syventdvélle kurssille Lukuteoria ja logitkka (MAA11), jonka kurssikohtaisiin saadok-
siin kuuluvat seuraavat tavoitteet ja keskeiset sisdllot: opiskelija tutustuu todistuspe-
riaatteisiin ja harjoittelee niiden kdyttod, syventdd ymmarrystd lukujonoista ja niiden
summista, osaa tutkia ja selittdd kuinka algoritmit toimivat sekd kdyttdd ohjelmistoja
algoritmien tutkimisessa [22, 23].

Oppimateriaalissa on otettu huomioon myos luonnosvaiheessa ollut uusi opetussuun-
nitelma [23], joka yhtend oppimista ohjaavana tavoitteena painottaa tulkitsevaa, ana-
lysoivaa ja arvioivaa oppimisprosessia. Huomattavana erona oppimisen kannalta ai-
kaisempaan opetussuunnitelmaan on, ettd luonnos korostaa opiskelijan pitkdjanteista
tyoskentelyad ja tietoteknistd osaamista, ja ettd kurssi kantaa nimed Algoritmit. Luon-
noksen merkittdvin uudistus on, ettd todistaminen omana oppimiskokonaisuutena on
jatetty pois. Muutos huomioidaan oppimateriaalissa siten, ettd opettajalle ja opiskeli-
jalle tarjotaan kdytt6on materiaalia todistamisen oppimiskokonaisuudesta.

Matematiikassa korostuu molempien opetussuunnitelmien tavoitteiden mukaisesti eri
tavoin esitetyn datan tulkinta, uusien tietojen yhdistiminen kokemusten pohjalta seka
erilaisten ratkaisujen kehittdiminen uusia tapoja hyodyntden. On siis luontevaa ym-
martdd tekniset tyovilineet, kuten opiskelijan ajattelua tukevat digitaaliset kuvat, hah-
motelmat tai piirrokset, osaksi matemaattista hahmottamista. Matemaattisena ohjel-
mistona hyddynnetdén erityisesti GeoGebraa, joka mahdollistaa erilaisten kuvaajien,
lukujonojen ja todistusmenetelmien rakenteellisten ominaisuuksien hahmottamisen.
Lisdksi GeoGebran kayttod halutaan korostaa, silld se on yksi matematiikan sahkoises-
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sd ylioppilaskirjoituksessa kdytettdva ohjelmisto.

2.2 Habits of mind -tavoitteet

Matematiikka on universaali kieli, joka opiskelijalle ndyttdytyy erilaisilla ammateilla ja
arkieldméan tapahtumilla. Matematiikka kehittyykin suuntaan, jossa matematiikan ja
arkieldmaén valisid yhteyksid tuodaan voimakkaammin esille. Matematiikan luonteen
muutos voidaan havaita ldheisimmin nykyisissd matematiikan ylioppilaskirjoituksissa,
joissa teknisen laskemisen lisdksi opiskelijoilta halutaan pohtivampaa, selittavampaa
ja tietoteknisempad matematiikkaa. Taméan vuoksi oppimateriaalin yhtend ldhtokohta-
na toimii artikkelista Habits of Mind: An Organizing Principle for Mathematics Curricula
[6] valitut nelja ajattelua tukevaa oppimistavoitetta. Artikkeli esittelee ndma tavoitteet
erilaisina ajattelutottumuksina, joiden avulla opiskelijalle annetaan evaat kayttaa, ym-
maértdd, muuttaa ja tehdd paatoksia matemaattisen ajattelun avulla. Uudistamalla oppi-
materiaali ndiden ajattelutottumusten ymparille saadaan uutta hyotyd matemaattiseen
ajatteluun perinteisen vastauskeskeisyyden sijaan.

Seuraavaksi esitellddn tydryhmamme valitsemat nelja oppimistavoitetta, jotka valikoi-
tiin oppimistavoitteiden ja oppimateriaalin aiheiden yhteensopivuuden perusteella.
Valitsemamme ajattelutottumukset sointuvat yhteen ja osaltaan tukevat opetussuun-
nitelmissa asetettuja tavoitteita.

Mallien etsiminen (pattern sniffers)

Téassa ajattelutottumuksessa mallien etsimiselld tarkoitetaan opiskelijan taipumusta et-
sid piilossa olevien mallien avulla oikoreittejd matemaattisiin tilanteisiin. Havaittujen
mallien tulisi siirtyd opiskelijan jokapdivdiseen eldméan ja auttaa opiskelijaa etsimdan
yksinkertaisempia ratkaisuja sekd havainnollistamaan arjen ongelmatilanteita. Erityi-
sesti mallien etsiminen on ndhtédvissd oppimateriaalin induktiotodistusosassa, missa
toistuviin malleihin yhdistetddn erilaisia matematiikan ja arkieldmén tilanteita. Tal-
lainen ldpi oppimateriaalin hyodynnettdva etsivétaito kehittdd opiskelijaa etsimddn
samankaltaisuuksia annetuista tehtdvista.

Nikkarointi (tinkerers)

Nikkaroinnin ajatellaan olevan matemaattisen tutkimuksen sydan. Tama juontuu sii-
td, ettd matematiikassa halutaan matemaatikon tavoin omata kyky pilkkoa tehtdvia
pienempiin osiin, ottaa ideoita erilleen ja yhdistdd ne takaisin paikoilleen. Opiskelijan
kyky havaita mitd tapahtuu, jos jotain jatetddn pois tai pilkotaan pienempiin vaiheisiin
ja yhdistetddan uudelleen uudeksi kokonaisuudeksi, on tirkedd niin arkieldmé&n kuin
matemaattisten tilanteiden kannalta.

Oppimateriaalilla halutaan opettaa ja korostaa opiskelijalle matematiikan tutkivaa
luonnetta, jossa erilaisten kokeilujen tekeminen on sallittua. Opiskelija pddsee har-
joittelemaan nikkarointia tehtavilld, joissa péatevistd todistuksista pois otetut osat on
lisattava takaisin paikoilleen tai opiskelijan on itse hahmotettava puuttuvat osat. Ndin
opiskelija oppii kdsittelemddn matemaattisten véitteiden patevid todistuksia ja todis-
tusmenetelmien loogisuutta.



Kuvaileminen (describers)

Nykypédivdnd matemaattinen osaaminen korostuu entisestddn ja silld on suuri mer-
kitys opiskelijan elaméddn ja tyomahdollisuuksiin. Kuvaileminen kehittdd opiskelijaa
antamaan tarkkoja perusteluja annettujen prosessien vaiheista, ymmartaiméadn omia
havaintojaan sekd kdyttamaan matematiikan kieltd. Omien tarkkojen perustelujen an-
taminen on tirkedd etenkin matematiikassa, silli matematiikan luonteeseen kuuluu
mielipiteistd keskustelu seké toisten tekemien matemaattisten todistusten analysointi.

Kuvailemalla opiskelija kehittdd kuvailemis- ja perustelutaitojaan, joita tarvitaan opis-
kelijan tekemien laskujen ja todistusten vilivaiheiden selittdmisessd. Tdméd on ndhta-
vissd konkreettisesti nykyisissd matematiikan ylioppilaskirjoituksissa, joissa opiskelijaa
pyydetddn perustelemaan ja selittdméadn tekemiddn havaintoja. Perustelemisen lisdksi
opiskelijalle tarjotaan mahdollisuus kehittda tapaansa kirjoittaa ylos omia ajatuksiaan,
oletuksia, vditteitd ja tuloksia tekemédstdan matematiikasta.

Visualisointi (visualizers)

Matematiikassa joitakin asioita on hankala hahmottaa visuaalisesti niiden teoreettisen
luonteen takia. Téllaisiin ongelmiin pureudutaan visualisoinnilla. Opiskelijan on tar-
kedd harjoittaa erilaisten prosessien visuaalista ndkemistd omalla tavallaan, miké eri-
tyisesti todistamisessa luo mahdollisuuksia erilaisille oppijoille. Toisaalta visualisointi
voidaan mieltddn opiskelijan taitona ajatella eteenpdin tehtdvan vélivaiheita, mika to-
distamisen osalta kehittdd opiskelijan taitoa ndhda tehtava kokonaisuutena. Erityisesti
oppimateriaalissa visualisointia kdytetddn matemaattisen - ja yleisen induktiotodistuk-
sen rakenteen erottamiseen.

Matematiikan visualisointiin luonnollisesti liittyy erilaiset ohjelmistot. Ohjelmistojen
avulla annetusta datasta voidaan rakentaa taulukoita ja kuvaajia, joita tulisi hyddyntda
tehtdvien ratkaisuissa. Visualisointi yhdistetddn vahvasti Geogebran kdyttoon, jonka
avulla opiskelija pystyy luontevasti hyddyntdméaan dataa tehtdavien hahmottamisessa
ja todistusten rakentamisessa.

2.3 Tehtavatyypit

Oppimateriaali muodostuu teoriaa avaavien pohdintatehtdvien ympirille, joissa opis-
kelija haastetaan oppimaan keskustelun ja oman pohdinnan kautta. Oppimateriaalin
tehtdvien tehtavatyypit toteutetaan artikkelin Collaborative Learning in Mathematics [29]
mukaisesti, silld ne tukevat oppimateriaalin koostavia tehtdvia ja tavoitteita seka edis-
tavdt opitun asian ymmartdmistd. Seuraavaksi esitellddn tydryhmdmme valitsemat
kolme tehtdvatyyppid kyseisestd artikkelista.

Pdiittelyn ja ratkaisujen analysointi (analysing reasoning and solutions)

Oppimateriaalin tehtdvat, jotka edellyttavit paattelyn ja ratkaisujen analysointia, on
laadittu siirtdimddn padpaino vastauskeskeisyydestd tilanteeseen, jossa opiskelija kes-
kittyy vaihtoehtoisten ratkaisutapojen analysointiin ja padattelyketjujen jarjestamiseen.
Lisdksi paéttelyssd tehtyjen virheiden korjaamiseksi opiskelija tulkitsee muiden rat-
kaisuja, tunnistaa niistd mahdolliset virheet ja korjaa ne. Ndin opiskelija asettuu kriit-
tiseen ja neuvovaan rooliin. Erilaisten ratkaisutapojen analysoiminen ja paattelyvir-
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heiden korjaaminen toisen ratkaisussa luo itsevarmuutta opiskelijalle matemaattisena
osaajana ja kokonaisuuksien hahmottajana.

Yleistyvana tehtavatyyppind uusimmissa matematiikan ylioppilaskirjoituksissa kayte-
tadn paattelyn ja ratkaisujen analysointia. Opiskelijan oppimisen painopiste pyritdan
siirtimdan loogiseen ja rakenteelliseen pdédttelyyn teknisen tarkkuuden sijasta. Opiske-
lijaa tulisikin opetussuunnitelman tavoitteen tavoin rohkaista kokeilevaan ja tutkivaan
matematiikkaan, erilaisien ratkaisujen keksimiseen ja niiden kriittiseen arviointiin [22].
Siksi looginen ja rakenteellinen péattely nakyvitkin vahvasti matemaattisessa todista-
misessa.

Matemaattisten viitteiden ja lauseiden arviointi (evaluating mathematical statements)

Opiskelijan matemaattisen osaamisen olennainen taito on erilaisten matemaattisten
véitteiden ja lauseiden arviointi. Taitoa kehitetddn perustelemalla ovatko viitteet aina,
toisinaan vai eivdt koskaan totta ja niihin aina sisédltyy vastaesimerkkien, todistusten
sekd selitysten tuottaminen opiskelijan logiikan tukemiseksi. Erityisesti matemaattisis-
sa todistuksissa voidaan pyytda lisédméan ehtoja tai muuttamaan todistuksia niin, etta
ne ovat aina pdtevid. Jotta ymmartdisi todistusten paikkaansapitdvyyden, tulee oppia
tarkastelemaan todistuksia monien eri ehtojen avulla monista eri ndkdkulmista. T&l-
lainen kehittdd opiskelijan kykya selittdd, vakuuttaa ja todistaa omia perusteluja sekd
pakottaa opiskelijaa kohtaamaan yleisid vaikeuksia ja vdarinkasityksia.

Omien ongelmatehtivien luominen (creating problems)

Matematiikan syvéllinen oppiminen kehittyy luontevasti sosiaalisessa vuorovaikutuk-
sessa, jossa opiskelija tekee ongelmatehtdvén toiselle opiskelijalle ratkaistavaksi. Kysei-
nen oppimisprosessi on keino oppia hahmottamaan matemaattisia kokonaisuuksia ja
ymmaértdimdan asioita perusteellisemmin. Prosessissa ongelman kehittdjd toimii opet-
tajan ja selittdjan roolissa, mikéa kehittdd opiskelijan taitoa selittdd ja jarkeilld ongelmi-
aan sanallisesti. Joissain tapauksissa saatu ratkaisu ei kuitenkaan ole ainoa ratkaisu,
jolloin opiskelijoiden vilille syntyy edistdvdd vuorovaikuttavaa keskustelua. Ongel-
matehtdvien luominen on oppimisen kannalta tarkedd, silld ne kannustavat opiskelijaa
kehittdimddn luovia ratkaisuja matemaattisiin ongelmiin [22].



3 Oppimateriaalin perustelut

Téssd osassa perustellaan oppimateriaalissa tehdyt valinnat pohjautuen tieteellisiin
artikkeleihin. Joidenkin artikkelien tutkimuksissa on tuotu esille opiskelijoilla huomat-
tuja oppimisen ongelmakohtia ja toimintatapoja, joihin kiinnitetddn huomiota oppima-
teriaalin pohdintatehtdvissa joko artikkelin ehdottamin keinoin tai muulla tavoin.

3.1 Epasuora todistus
3.1.1 Kaiinteinen todistus

Artikkelissa Selkeytti todistamiseen koulumatematiikasssa todetaan, ettd epasuoran todis-
tuksen idea ja todistusprosessin selked rakentaminen kuuluvat matemaattiseen yleissi-
vistykseen [19]. Tamé ndkyy myos opetussuunnitelmassa asetetuissa sisdllollisissa ta-
voitteissa [22]. Opiskelijat omaavat hyvan kyvyn péaételld asioita ja perustella vaittami-
ddn sosiaalisissa tilanteissa, mutta todistuksien teknisten ominaisuuksien ja késitteiden
ymmartaminen ei onnistu luonnostaan [11, 13]. Siksi kdédnteisessa todistamisessa opis-
kelijan huomio halutaan heti alusta asti kiinnittda todistuksen rakenteen péatevyyteen
ja sen sisdltamiin késitteisiin.

Opiskelijan tulee ymmartda tarve todistukselle, jotta todistuksen idea voidaan onnistu-
neesti sisdistdd [9, 27]. Pohdintatehtdvéssd A.1 aiemmin opittu suora todistaminen ei ole
jarkevdd, minka seurauksena opiskelija padtyy huomaamaan uuden todistusmenetel-
maén tarpeellisuuden. Siten pohdinta toimii opiskelijan tutkivan ajettelun herattadjana.

K&anteisen todistamisen kappaleessa hyodynnetdan vaiheittain etenevid pohdintateh-
tavid, joiden avulla kddnteiselle todistamiselle rakennetaan vahva perusta. Kyseisten
vaiheiden avulla opiskelija tutkii todistuksen rakennetta, perustelee todistusmenetel-
mén patevyyden ja lopuksi rakentaa niiden avulla matemaattisen todistuksen. Opis-
kelijjalle tallaisten vaiheiden on huomattu olevan paras keino syvillisen oppimisen
saavuttamiseksi, silld niiden myota kdanteisesti todistettava lause huomataan todeksi
ja myos miksi se on totta [11].

Stylianideksen ja kollegoiden kdanteista todistusta koskevassa tutkimuksessa opiskeli-
joiden huomattiin suoriutuvan paremmin sanallisessa kontekstissa kuin symbolisessa.
Lisdksi symbolisessa pdittelyssd opiskelijoiden looginen kykenevyys havaittiin alhai-
semmaksi. Ndin ollen tutkimuksen perusteella voidaan sanoa, ettd opetuksessa tulisi
hyoddyntéa opiskelijoiden sanallisen pdattelyn vahvuuksia. Tastd on my6s hyotyd myo-
hemmin, silld sanallinen paittely auttaa opiskelijoita ymmartdamé&an paremmin raken-
teellisesti samanlaisia symbolisia konteksteja. [28] Naistd syistd kddnteisen todistuksen
ideaa ldhestytddn pohdinnalla A.2, jossa opiskelija hyodyntda sanallista ongelmanrat-
kaisua.

Vaikka todistamisen apuna kaytettdvaa logiikkaa pidetddn usein tarpeettomana [19],
tulee opiskelijan kuitenkin ymmartda kontraposition lain merkitys todistusmenetel-
madssd, jotta todistusmenetelmdn idea sisdistettdisiin kokonaan [17, 19]. Tastd syys-
td onkin tdrkedd, ettd logiikkaa hyodynnetddn tasmallisen matemaattisen esityksen
ymmartadmiseksi [19]. Lisdksi annetun véitteen ja sen kontraposition loogisen ekviva-
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lenttiuden ymmartdminen on tarkedd, silld ilman sen ymmartamistd opiskelijoilla on
huomattu olevan vaikeuksia uskoa todistuksen paikkaansapitdvyyteen [28]. Pohdin-
tatehtdvda A.3 perustuu logiikan perusteiden soveltamisen lisdksi todistustavan ana-
lysointiin [29]. N&in opiskelija ymmaértad, ettéd ei ole olemassa vain yhté oikeaa tapaa
todistaa.

Miazakin toimintamallin mukaan todistuksen rakenteen ymmartdamiseksi opiskelijan
tulisi aluksi kiinnittdd huomiota todistuksen elementteihin ja sen jilkeen elementtien
valisiin suhteisiin. T4lld tavalla opiskelija omaksuisi parhaiten yksinkertaisten todis-
tusten rakenteiden yhteyksia. [21] Kyseistd toimintamallia hyodynnetdan pohdinnassa
A4, jossa palataan pohdinnan A.1 lauseen todistamiseen uuden todistusmenetelmén
avulla. Vuokaaviolla muodostetaan todistettavan lauseen kiddnteisen todistuksen sym-
bolinen rakenne, minkd avulla opiskelija pystyy ndkeméan, kuinka oletukset ja erilaiset
johtopdatokset liittyvit toisiinsa [21]. Pohdinnassa Miazakin toimintamalliin yhdistyy
myds Heinzen ja Reissin esittdimét menetelmétiedon kolme ndkdkulmaa, joita hyddyn-
tamallad opiskelija oppii tuottamaan matemaattisia todistuksia. Ensimmaisend nakokul-
mana otetaan huomioon todistusjdrjestelmd, jonka mukaan matemaattinen todistus on
pddttelymalli, joka koostuu deduktiivisista perusteluista. Seuraavaksi huomioidaan
todistusrakenne, jonka perusteella todistus aloitetaan tietyista oletuksista ja padtetdan
tiettyyn vditteeseen. Lopuksi tarkastellaan loogista ketjua, jonka avulla todistuksen
jokainen vaihe voidaan péételld aikaisempien vaiheiden avulla. [12]

Kééanteiseen todistamiseen on valittu kolme harjoitustehtdavad. Harjoitustehtdvissa 1 ja
2 hyodynnetddn koodinvaihtotehtdvad, jossa matemaattisella kielentamiselld kannus-
tetaan opittavan asian todelliseen sisdistdimiseen [15]. Matemaattisella kielentdmiselld
tarkoitetaan matemaattisen ajattelun ilmaisua matematiikan luonnollisen kielen, sym-
bolisen kielen ja kuviokielen avulla [14]. Ndissa harjoitustehtédvissa yll4 esiteltyjen kiel-
ten valilld liikkuminen ndhddan koodinvaihtona, missd matematiikan symbolikielelld
esitetty ratkaisu kuvataan luonnollisella kielelld ja pdinvastoin. Viimeinen harjoitus-
tehtdva on sanallinen tehtdvéd, missd opiskelijalle annetaan arkieldmén esimerkki kdan-
teisestd todistamisesta. Kaikissa harjoitustehtdvissa keskitytddn erityisesti todistuksien
teknisiin ominaisuuksiin, késitteiden ymmartdmiseen ja loogiseen pdéttelyyn.

3.1.2 Ristiriitatodistus

Tutkimusten perusteella voidaan yksimielisesti sanoa, ettd epdsuora todistus, erityi-
sesti ristiriitatodistus, koetaan opiskelijoiden keskuudessa haastavaksi [7, 8, 13, 17, 24].
Haasteita, joita todistamisessa havaitaan ovat: vaikeus aloittaa todistusta, matemaat-
tisen kielen ja sen merkintdjen puutteellinen kéytto ja opiskelijan vaillinainen todis-
tamiskdsitys [7]. Varsinkin matemaattisten lauseiden totuuden maéérittdminen todis-
tamalla on yleisesti ottaen hankalaa ja vaikka opiskelijat olisivatkin motivoituneita,
eivat he vialttaimattd onnistuisi lauseiden todistuksissa [9]. Siksi ristiriitatodistuksissa
onkin tarkedd hyodyntaa opiskelijoilla olevaa aiempaa tietoa ja ymmarrysta loogisista
perustyokaluista.

Formaalien ristiriitatodistuksien hankaluudesta huolimatta opiskelijat kdyttdavéat su-
juvasti ristiriitaista kumoamista omissa véitteissddn. Tama viittaa siihen, ettd paatel-
mien tekeminen ei tuota todistuksien ongelmaa. [24] Samankaltaisia tuloksia havaitsi
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myo6s Demiray, missd opiskelijat onnistuneesti perustelivat ristiriitaisuutta sisédltavia
pohdintoja [7]. Todistaminen usein mielletddnkin ongelmanratkaisuna, missa paattely-
ja todennetaan jarkeviksi [19]. Lisdksi ongelmanratkaisuun liittyy todistamisajattelua,
kun kuvataan ratkaisussa esiintyvid pédattelyprosesseja [18]. Pohdinnassa A.5 opiske-
lija hyodyntda ongelmanratkaisutaitojaan arkielamaan liittyvassa ristiriitatodistukses-
sa. Ndin pohdinta luo perustaa opiskelijan ymmarrykselle todistusmenetelméstd ennen
formaalin rakenteen tutkimista.

Usein opiskelijat muistavat joitain matemaattisia késitteitd, mutta he kuitenkin tukeu-
tuvat liiaksi opettajan antamaan tietoon sen sijaan, ettd muodostaisivat omia merki-
tyksellisid padtelmid. Matemaattinen todistus edellyttddkin opiskelijalta uusien paa-
telmien luomiseksi useiden aiempien pdittelyiden ymmartamistd. [4] Pohdinta A.6
hyodyntéd todistuksen analysointiin ainoastaan opiskelijan aiemmin oppimaa tietoa,
jotta pdattelyiden hahmottaminen ja rakenteen ymmartaminen olisi luontevampaa.
Kappaleen kokonaisuutta on luontevaa jatkaa pohdinnalla A.7, jossa opiskelija perus-
telee todistusmenetelmédn pétevyyden logiikan perusteiden avulla. Todistusmenetel-
maén teoreettinen ymmartdminen vaatii sekd huomiota asioiden yhteyksiin ja loogisiin
lahtokohtiin, mutta myos todistusmenetelmén loogisuuteen [5].

Pohdinnassa A.8 analysoidaan luvun V2 irrationaalisuustodistusta. Tehtivan kysy-
myksilld opiskelijan huomio kohdistetaan todistuksen perusteleviin vélivaiheisiin, jot-
ka pohjautuvat aiemmin opittuun tietoon, kuten rationaaliluvun esittimiseen mur-
tolukuna, murtoluvun tekijoihin ja luvun ja sen nelion parillisuuteen. Jos ristiriitato-
distuksien sisdltamid vaikeuksia halutaan ehkiistd, on erityisen tarkeda yhdistdd me-
netelmédn perusajatus opiskelijoiden aikaisempaan kokemukseen [8]. Tehtdvan viite-
lause on muutettu perinteisen "osoita, ettd V2 on irrationaaliluku” sijaan selkeimpaan
muotoon, jossa on selkedsti ndhtdvissd oletus ja véite. Tadllainen klassinen esitysmalli
kiinnittdd huomiota todistuksen tasmallisyyteen hyodynnettdessd annettua rakennetta
[19]. Lisaksi artikkelissa Why is proof by contradiction difficult? tuodaan esille, ettd luvun
V2 irrationaalisuustodistukseen harvoin liittyy todistamisen tarvetta, kun opiskelijaa
pyydetdan lukemaan tai tuottamaan kyseinen todistus [24]. Siksi pohdinnan todistuk-
sen tarkoituksena on myds toimia ennakkotietona harjoitustehtdvaén 4, jossa opiskelija
huomaa konkreettisesti kyseisen todistuksen tarpeellisuuden.

Harjoitustehtdvid kappaleeseen on otettu mukaan kolme. Harjoitustehtdvassa 4 opiske-
lijan toiminta rakentuu todistusajatteluun kuuluvien perustelujen miettimisen ja esit-
tamisen ympadrille. Opiskelija joutuu hyodyntdmdan todistusajatteluaan epédpétevan
todistuksen korjaamiseen. Tdlld pyritddan ehkdiseméddn todistamisen ajattelua toimin-
tana, jonka tarkoituksena on ensisijaisesti varmistaa hyvit arvosanat, ei tarkistaa tai
selittdd matemaattisia lauseita [24]. Toisen tehtdvan tarkoituksena on varmistaa, ettd
opiskelija ymmartaa ristiriitatodistuksen. Tehtdvéassa kiinnitetdadn erityisesti huomiota
ristiriitatodistuksen rakenteeseen ja vilivaiheiden jarjestyksen loogisuuteen [29]. Vii-
meinen tehtdvd antaa mahdollisuuden kehittdd opiskelijoiden matemaattisen kirjoit-
tamisen, aiempien késitteiden ja kokonaislukujen ominaisuuksien hallintaa, samalla
yhdistden ne ristiriitatodistuksen muodostamiseen.
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3.2 Induktiotodistus

Opiskelijoilla on yleisesti huomattu olevan vaikeuksia ymmaértdd matemaattisen to-
distamisen késitettd. Késitteen ymmartamistd vaikeuttaa opiskelijoilta usein puuttuva
matemaattisen sisdllon tuntemus, joka ndkyy matemaattisessa kirjoittamisessa ja teh-
tdvien analysoimisessa. Lisdksi opiskelijoilla on huomattu olevan erityisesti vaikeuksia
tehtdvien eri vaiheiden seuraamisessa, matemaattisten symboleiden kédytossa seka tut-
kittavien lauseiden oikeinymmarryksessa. [3] Ndihin vaikeuksiin pyritddn erityisesti
kiinnittdimaan huomiota oppimateriaalin induktiotodistus -kappaleessa.

Pohdinnassa A.9 matemaattista induktiotodistusta ldhestytdan tutun pelin avulla. Pelin
idea on esitetty artikkelissa Playing with Dominos dominoefekti -oppitilanteena, jonka
avulla voidaan yhdistdd opiskelijan arkielamén tilanne matemaattisen induktiotodis-
tuksen ldhtokohtiin [16]. My06s Ernest esitteli induktiotodistuksen havainnollistamisen
dominojen avulla [10]. Pohdinnassa oppitilanteeseen yhdistetdan matemaattisten mal-
lien etsiminen [6], jolla tuetaan opiskelijoiden tapaa yhdistda todistuksen logiikka jo-
kapdivéiseen arkieldiméén ja yleiseen pdéttelyyn [3]. Pohdinnassa pyritdédn siihen, etta
opiskelija hahmottaisi annettujen tilanteiden avulla matemaattisen induktiotodistuk-
sen ldhtokohtia ja rakenteen muodostumista.

Shmuel Avital ja Shlomo Libeskind esitteleviat artikkelissa Mathematical induction in
the classroom: didactical and mathematical issues induktiotodistusta hahmottelevan esi-
merkin. Esimerkissd havainnollistetaan viitteen totuuden tutkimista tietyilld luvuilla
hyddyntéden aina edellisen vaiheen totuutta, minkd myo6td opiskelija ymmartda koko
véitteen totuuden vaativan ddrettomdn monen implikaatiovaiheen todistamista yhdel-
14 kertaa. [2] Kyseisen esimerkin ideaa sovelletaan pohdintatehtdvassa A.10. Pohdin-
nassa opiskelija muodostaa pdittelyn edellisen vaiheen hyddyntamiselle ja sen avulla
paittelee lukuun 7 + 1 siirtymisen luvun n kautta. Tdamén pohjalta opiskelija tutkii
luvun totuuden muodostumista edellisen luvun avulla.

Jotta opiskelija voi onnistuneesti kirjoittaa ja ymmartdd matemaattisia induktiotodis-
tuksia, hdnelld tulee olla ymmadrrys suorittaa useita alatehtédvid, jotka liittyvat alkuas-
keleeseen ja induktioaskeleeseen. On myo6s ymmarrettivd miksi ndma alatehtavat yh-
dessé todistavat alkuperdisen véitteen. [1] Stylianideksen ja kollegoiden tutkimuksessa
opiskelijoilla huomattiin olevan vaikeuksia ymmartaa, ettd alkuaskel ja induktioaskel
yhdessd tuottavat ddrettdman monen vditteen totuuden [26]. Tdhdn ymmarrykseen
kiinnitetdan huomiota pohdinnalla A.12. On huomattu, ettd opiskelijat oppivat todis-
tustekniikan aluksi mekaanisena algoritmina, jossa todistustekniikkaa hyodynnetdan
tietyn tyyppisten vditteiden todistamiseen. Seuraavassa prosessi -vaiheessa oppittua
todistustekniikkaa hyddynnetdédn erilaisiin ongelmiin ja viimeisessd véite -vaiheessa
ymmarretddn, ettd todistustekniikalla saavutetaan matemaattisen véitteen totuus. [30]
Pohdinnan keskeisend tarkoituksena on auttaa opiskelijaa ymmartaméaan syvallisem-
min induktiotodistuksen véite -vaihe.

Matemaattista induktiotodistamista jatketaan pohdinnalla A.13, jossa opiskelija luo-
kittelee matemaattisen induktiotodistuksen vaiheisiin oikeat vilivaiheet [29]. Alussa
opiskelija usein oppii tuottamaan todistuksia seuraamalla mekaanisia vaiheita, mut-
ta myohemmin todistusten rakentamista ulkomuistista kuitenkin halutaan vihentaa.
Siksi on tdrked antaa opiskelijalle mahdollisuus hyodyntaa todistustekniikan rutiinia

11



perustana todistuksen syvilliseen ymmartdmiseen. [30] Taman edistdmiseksi pohdin-
nassa luokittelun avulla autetaan opiskelijaa hahmottamaan todistuksen rakennetta ja
ymmartdméadn jokaisen vélivaiheen merkitys viitteen induktiotodistuksessa.

Yleisen induktiotodistuksen kisittely aloitetaan pohdinnalla A.14, jossa visuaalisen esi-
tyksen avulla tutkitaan induktiotodistuksen alkuaskelta. Visuaalisuudella on huomattu
olevan johdonmukaisempi vaikutus opiskelijoiden sisdiseen matemaattiseen ymmar-
rykseen ja todistuksen rakenteeseen [1, 6]. Kyseisessd pohdinnassa opiskelija konkreet-
tisesti oppii, kuinka yleinen induktiotodistus eroaa matemaattisesta induktiotodistuk-
sesta. Alkuaskeleen hahmottamista jatketaan pohdinnassa A.17, jossa opiskelijan tulee
vditettd tutkimalla ratkaista vditteen alkuarvo. Osaltaan tehtdvadn yhdistetddan myos
véitteen paikkaansapitdvyyden tutkiminen. Viitteen paikkaansapitdvyyden esimerkit
ovat tdrkeitd, koska ne antavat opiskelijoille itsevarmuutta uskoa viitteen paikkaan-
sapitdvyyteen [3]. On kuitenkin oltava tarkkana, silld opiskelijoilla on huomattu ole-
van tapana tehdd néitd esimerkkejd formaaliin todistukseen [25]. Tdaman valttdmiseksi
pohdinnassa todistamista késitellddn vain alkuaskeleen osalta.

Induktiotodistuskokonaisuuteen valittiin seitsiméan harjoitustehtdvaa. Ensimmaisessa
tehtdvassd hyodynnetdan todistuksen vilivaiheiden jarjestimistd [29], minka avulla
opiskelija vahvistaa ymmarrystddn induktiotodistuksesta. Toisessa tehtdvédssd muo-
dostetaan sanallisen selityksen avulla formaali matemaattinen todistus. Talld tavalla
ennaltaehkdistddn opiskelijoiden yleistd tapaa noudattaa vain tarkasti induktiotodis-
tuksen ehtoja ymmartdmatta todistamisen tarkoitusta [26]. Lisdksi tehtdva kehittda
etenkin opiskelijan matemaattista ymmartamistd ja matemaattisen kielen kayttoa. Kol-
mas harjoitustehtdva yhdistdd visuaalisuuden ja matemaattisen induktiotodistamisen
[6]. Tehtavassa opiskelijan tulee osata yhdistdd visuaalisia perusteluja matemaattisen
todistamisen tueksi. Neljds tehtdvd on valitsemamme tehtavatyypin mukainen [29],
misséd opiskelijan tehtdvdnd on etsid virhe analysoimalla pétevéaa ja virheellistd todis-
tusta. Seuraavassa harjoitustehtdvdssa opiskelija hyodyntdd osaamistaan yleisen jase-
nen lausekkeen todistamiseen tdydentdmadlld annettuun todistusrunkoon perustele-
vat vilivaiheet. Vilivaiheiden avulla opiskelijan huomio kiinnitetdédn erityisesti jonon
muodostavien lausekkeiden kdyttoon ja todistuksen sisdllolliseen ymmaértdmiseen, sil-
1a monilla heikommin menestyvilld opiskelijoilla on todettu olevan hankaluuksia oi-
valtaa matemaattisia ominaisuuksia induktiotodistamisessa [20]. Toiseksi viimeinen
harjoitustehtédva keskittyy vditteen alkuarvon hahmottamiseen. Viimeinen tehtiva tar-
joaa opiskelijoille haastetta Fibonaccin lukujonon avulla.
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A Epdsuora todistus ja induktiotodistus

A.1 Kaidnteinen todistus

Pohdinta A.1 Matti yritti todistaa lauseen "jos kokonaisluvun neli6 on parillinen,
niin kokonaisluku on parillinen" suoralla todistuksella.

Todistus. Oletuksen mukaan on olemassa sellai-
nen k € Z, etti a* = 2k.
Nyt

=2k |+
a= i\/Z_k, missi 2k € Z.

O

e Mitd todistuksen perusteella voidaan sanoa luvun a parillisuudesta?

e Onnistuiko Matti todistamaan lauseen?

Askeisessd pohdinnassa konkreettisesti huomattiin, ettd valttimattd suoratodistami-
nen ei ole aina toimivaa tai jarkevéad, ja sen vuoksi on kehitettdva uusia todistusmene-
telmia.

Pohdinta A.2 Maija saapui kotiin koulupdivén jdlkeen. Kotona diti kysyi Maijalta,
ettd mitd han aikoo tehdd tdnddn. Maija vastasi: "jos sataa, niin olen sis&lld leik-
kimédssa". Tahan &iti vastasi, ettd "kuulostaa loogiselta". Kuitenkin hetken p&asta
Maija huutaa didilleen ikkunasta, ettd "olen ulkona leikkimdssa".

Mita diti voi padtelld sadstd Maijan puheiden perusteella? Selitd, miten paadyit
vastaukseesi.

Edelld hyodynnettiin kddnteistd todistamista ongelmanratkaisutilanteessa. Tamén kap-
paleen tarkoituksena on tutustua kédénteiseen todistukseen, joka on toinen epdsuoraan
todistamiseen kuuluvista todistusmenetelmistd. Kaddnteistd todistusta hyddynnetddn
esimerkiksi pohdinnan A.1 lauseen todistamisessa, mihin palataan myéhemmin uu-
destaan. Lahdetddn tutkimaan tarkemmin, kuinka kddnteinen todistus muodostuu ja
miksi se on pateva todistusmenetelma.
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Pohdinta A.3 Lause "jos luku 51 — 7 on parillinen, niin luku n on pariton" voidaan
osoittaa todeksi suoran todistuksen sijaan kadnteiselld todistuksella. Tarkastele to-
distusta ja vastaa kysymyksiin.

Kaanteinen todistus

Todistus. Vastavdite: Luku n on parillinen eli on olemassa k € Z, ettd

n = 2k.
Nyt
5n -7 =52k)-7
=10k -7
=10k-8+1
=205k-4)+1

Koska k € Z, niin 5k — 4 € Z. Siten luku 51 — 7 on pariton. Talldin
alkuperdinen lause on totta. |

a) Mistd ja minka konnektiivin avulla vastavdite on muodostettu?

b) Mihin todistettavan lauseen osaan ja minkd konnektiivin avulla kdédnteisen
todistuksen lopputulos voidaan yhdistaa?

c) Olkoon A: "Luku 51 — 7 on parillinen" ja B: "n on pariton". Ndiden avulla for-
malisoituna todistettava lause on A = B ja kddnteisen todistuksen sisdltama
yhdistetty lause on =B = —A. Ovatko ndma lauseet loogisesti ekvivalentit?

d) Mihin tautologiaan c)-kohdan lauseet viittaavat? Kyseisen tautologian perus-
teella, milloin lause A = B on totta?

Kdinteinen todistus eli kontrapositiotodistus

Lause P = Q voidaan osoittaa todeksi osoittamalla, ettd lause =Q = —P on tosi.

Todistuksen rakenne: Qletetaan, etti viite Q ei ole totta eli muodostetaan
vastavdite —(Q ja johdetaan sen avulla —P. Talloin
on saatu osoitettua, ettd lause P = Q on totta.

Logiikan perusteet -osiossa opittiin, ettd lauseet P = Q ja -Q = —P ovat loogisesti
ekvivalentit. Talloin (P = Q) & (-Q = —P) on tautologia. Kddnteinen todistus siis
perustuu tautologiaan, joka tunnetaan kontraposition lakina.
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Pohdinta A.4 Pohdinnassa A.1 Matti ei onnistunut todistamaan lausettaan. Nyt
kaytossd on uusi todistusmenetelma. Muodosta Matin lauseen kédédnteisen todistuk-
sen rakenne yhdistamalld annetut vilivaiheet vuokaavioon oikeille paikoille.

Vilivaiheet:
a parillinen a* = 4k* + 4k + 1
a* parillinen a? = 2(2k? + 2k) + 1, missi 2k*> + 2k € Z.
a? = (2k + 1)? a paritonelia =2k +1, missik € Z
Vuokaavio:
Oletus Viite

Vastaviite

Todistus

Oletuksen
negaatio
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Harjoitustehtavat

1. Alla on esitetty jonkin lauseen kddnteinen todistus. Mikd annetuista vaihtoehdoista
kuvaa todistuksessa todistettavaa lausetta?

Todistus. Vastavdite: a ja b ovat parittomia, jolloin on olemassa
sellaisetk,l € Z,ettdaa =2k +1jab =21+ 1.
Nyt
ab = (2k +1)(2[ + 1)
=4kl +2k+21+1

=2kl+k+1)+1,

missd kl + k + | € Z. Siten luku ab on pariton. m|

Vaihtoehdot:
1. Jos kahden luvun tulo on parillinen, niin molemmat luvuista ovat parittomia.
2. Jos kahden luvun tulo on parillinen, niin jompikumpi luvuista on parillinen.
3. Kahden parittoman luvun tulo on pariton.
4. Jos kahden luvun tulo on pariton, niin jompikumpi luvuista on parillinen.

2. Muodosta Matildan selityksestd matemaattisesti esitetty kddnteinen todistus.

Todistan véitteen, jos 7n + 9 on parillinen, niin # on pariton, kdédnteiselld todis-
tuksella. Muodostan vastavditteen, jonka mukaan 7 on parillinen. Sijoitan luvun
n = 2k lukuun 7n + 9. Avaan sulkeet ja jaan luvun yhdeksan kahden luvun sum-
maksi. Otan yhteiseksi tekijdksi luvun kaksi. Nyt luku on selvésti pariton, joten
alkuperdinen vdite pitee.

3. Matematiikan kurssilla on 24 opiskelijaa. Opiskelijoilla on yhteensad 100 kirjaa lau-
kuissaan. Osoita, ettd ainakin yhdelld opiskelijalla on enemmén kuin 4 kirjaa laukus-
saan.
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A.2 Ristiriitatodistus

Téssd kappaleessa perehdytddn ristiriitatodistukseen, joka on kddnteisen todistuksen
lisdksi toinen epdsuoraan todistamiseen kuuluva todistusmenetelma. Todistusmene-
telméd nimensd mukaisesti perustuu ristiriitaan, joka on aina epétosi lause. Kuitenkaan
sitd mistd ja miten ristiriita 10ydetddn, ei voida tietdd varmasti.

Pohdinta A.5 Opettaja ja kolme opiskelijaa keskustelevat matematiikan oppitun-
nilla. Tutki keskustelua ja vastaa kysymyksiin.

Opettaja: "Kuinka voitte tietdd, ettd tdnddn ei ole itsendisyyspdiva?"
Opiskelija 1: "Olisin kotona katsomassa Tuntematonta sotilasta."
Opiskelija 2: "Meilli ei olisi koulua."

Opiskelija 3: "Pdivamaara olisi 6.12."

Opettaja: "Joten, jos olisi itsendisyyspdivé, niin sanomienne asioiden tulisi olla totta."

1. Mitd jokainen opiskelija oletti pdivasta?

2. Ovatko opiskelijoiden asiat tosia ja mitd sen avulla voidaan péatelld paivasta?

Ristiriitatodistuksesta kdytetdan myos latinankielistd nimitystéd reductio ad absurdum,
joka tarkoittaa palautumista jarjettomaan. Edellisessd pohdinnassa huomattiin, ettd
opiskelijat olisivat olleet kahdessa paikassa samaan aikaan, mikéa olisi ollut jarjeton-
td. Ristiriitatodistuksessa halutaan paiatyd mahdottomaan tilanteeseen, jolloin syntyisi
tarvittu ristiriita.

Pohdinta A.6 Lause "jos n on pariton, niin n + 1 on parillinen" voidaan osoittaa
todeksi ristiriitatodistuksella. Tutkia todistusta ja vastaa kysymyksiin.

Ristiriitatodistus

Todistus. Vastavdite: Luku n + 1 on pariton eli on olemassa | € Z, ettd
n+ 1 = 21 + 1. Lisdksi oletuksen mukaan on olemassa k € Z, etti
n = 2k + 1. Tutkitaan kahden perdkkaisen luvun n + 1 ja n erotusta:
l=n+1-n
=2l+1-(2k+1)
=21 -2k
=2(I-k),

missd | — k € Z. On paadytty ristiriitaan, joten vastavdite on epdtotta ja
vdite totta. O
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e Minkd muodostamisesta todistus ldhtee liikkeelle?

e Miti tietoa todistuksessa on hyddynnetty vastaviitteen lisdaksi? Mitd todistuk-
sessa tutkitaan erotuksen avulla?

e Millaiseen lopputulokseen todistuksessa paddytddn ja minka asian kanssa se
on ristiriidassa?

Ristiriitatodistus
Lause P = Q voidaan osoittaa todeksi osoittamalla, ettd lauseesta (P A =Q) seuraa
epdtosi asia eli ristiriita R.

Todistuksen rakenne: Qletetaan, etti viite Q ei ole totta eli muodostetaan
vastavdite —Q. Johdetaan vastavditteen ja oletuksen P
avulla jokin ristiriita R.

Pohdinta A.7 Alla on esitetty ristiriitatodistuksen perusteleva totuustaulu. Vastaa
kysymyksiin hyodyntden logiikan perusteita.

1. Ristiriita on aina epétosi lause. Millaisia totuusarvoja se saa? Lisdd totuusarvot
alla olevaan totuustauluun.

2. Taydenna totuustaulu loppuun. Mitka totuustaulun lauseista ovat loogisesti
ekvivalentit?

3. Muodosta kohdan 2 lauseiden vilille ekvivalenssi. Tutki sen saamia totuusar-
voja ja perustele milloin lause P = Q on totta.

PI[OI-Q|PA-Q|R|P=0Q]|(PA-Q) =R

Ristiriitatodistuksessa siis muodostetaan vastavdite, jossa oletetaan, ettd viite ei pida
paikkaansa. Vastavditteen ja oletuksen avulla paadytdén ristiriitaan tunnettujen tosi-
asioiden kanssa. Tdlloin vastavdite on epétosi ja vdite on totta.
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Ristiriitatodistuksessa on oltava tarkkana. On mietittdva huolella mitd todistaa ja mil-
laisia oletuksia ja asioita tiedetdan todeksi.

Pohdinta A.8

Alla on todistettu, ettd "jos luvun x nelié on 2, niin luku x on irrationaaliluku".
Tarkastele todistusta niin, ettd ymmarrét jokaisen vilivaiheen.

Todistus.

Vastaviite: x on rationaaliluku. Vastaviditteen mukaan on olemassa sellaiset koko-
naisluvut m ja n (n # 0), ettd x = . Saatetaan murtoluku supistettuun muotoon
tekemalld kaikki mahdolliset supistukset. Talloin murtoluku ei endd supistu, joten
enintddn toinen kokonaisluvuista on parillinen.

Saadaan
=2
B
m
n
m?
nz
m? = 2n°.

Nyt luku m? on parillinen, joten my®s luku m on parillinen. On siis olemassa sellai-
nen kokonaisluku k, ettd m = 2k.

Saadaan
m? = 2n?
(2k)* = 2n®
4k% = 2n?
2k* = n?.

Nyt luku n? on parillinen, joten my6s luku 7 on parillinen. On paddytty ristiriitaan.
O

Vastaa kysymyksiin:

1. Miksi murtoluvun supistumattomuudesta voidaan pditelld enintddn toisen
kokonaisluvun parillisuus?

2. Miti tietoa todistuksessa kdytetddn hyvaksi, joka on edellisessd kappaleessa
osoitettu?

3. Miksi todistuksessa syntyy ristiriita ja mita siitd voidaan paatella?

4. Miké luku x on nyt todistettu irrationaaliluvuksi?
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Harjoitustehtavat

4. Matematiikan kokeessa yhtena tehtdva oli todistaa ristiriitatodistuksella, ettd & on
irrationaaliluku. Matti oli paattanyt kokeilla tehtdvaa. Kokeen takaisin saadessa Matti

oli saanut palautteeksi, ettd todistus ei ollut pateva.

Millainen ristiriita todistuksessa syntyi, jota Matti ei ollut huomannut? Mitd neuvoisit
Mattia muuttamaan todistuksessa, jotta todistuksesta tulisi pateva?

Todistus:

Vastavite: on rationaaliluku.

V2
1—2
. . . m . . m )
Rationaaliluku voidaan esittaa muodossa — .missa n#0 ja mm e Z  Murtoluku —  eisupistu

n n
Nyt saadaan, ettd

V2 - (kerrottu ristiin)

V2-n=m-(1—/2) (avattusulkeet)
V2-n=m—+2-m ( +/2-m )
V2-n++/2-m=m Qhementekya /2 )

VZin+m)=m (actu n+m )

=
n+m
h(oska meZ ja n+meZ ,nin /2 voidaan esittad murtolukuna Eh \/3 on rationaaliluku
1—+/2

5. Jarjestd seuraavan todistuksen vélivaiheet oikeaan jérjestykseen. Perustele vastauk-
sesi.

Osoitettava lause: jos x (x # 0) on irrationaaliluku, niin sen kddnteisluku on irrationaa-
liluku.

1_m
1. T =
x on rationaaliluku
_n
X = m

Ristiriita, silld oletuksen mukaan x on irrationaaliluku

A N T

Vastaviite: 1 on rationaaliluku
6. 1 voidaan esittdd muodossa 2, missi kokonaisluvut m # 0ja n # 0.
7. xm=n

6. Osoita ristiriitatodistuksella, ettd lukua 512 ei voida esittdd yhden parittoman ja
kahden parillisen luonnollisen luvun summana.
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A.3 Induktiotodistus

Pohdinta A.9 Alla on kuvattu erilaisia tilanteita dominoista. Dominoiden avulla
voidaan muodostaa dominoefekti, jossa kaikki dominot kaatuvat jarjestyksessa.
Millaisia ehtoja tarvitaan, ettd dominoefekti toimisi?

Tilanne 1: Dominot on asetettu paikoilleen ja kaikki dominot kaatuvat.

MUY caccescetss

Tilanne 2: Dominot on asetettu paikoilleen ja 8. domino ei kaadukkaan.

Tilanne 3: Dominot on asetettu paikoilleen ja 6. domino kaatuu.

MU 1) e

Dominoefekti on yksi esimerkki kdytannon sovelluksesta, missa havaitaan yhtaldisyyk-
sid matemaattiseen induktioon. Matemaattinen induktio on todistusmenetelms, jolla
pyritddn osoittamaan, ettd vdite on totta kaikilla positiivisilla luonnollisilla luvuilla.

Pohdinta A.10 Yritetddn todistaa viite 3" on pariton kaikilla n = 1,2,3,... alla
olevan esityksen avulla. Vastaa annettuihin kysymyksiin.

Esitys:
3! = 3, miki on pariton.
3=__ -3'=_ . =9, miki on pariton.
3% = = = 27, mika on pariton.
3= = = 81, mika on pariton.

a) Mita todistetaan ensimmaéisend? Miksi?
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b) Tdydenna toisen rivin tyhjiin kohtiin tapa, jonka avulla toisen rivin lopputulos
voitaisiin esittdd edellisen rivin avulla. Voiko samanlaisen pdittelyn tehda
my0s lopuille riveille? Taydenna loput tyhjat kohdat kyseisella tavalla.

c) Tutkitaan esitystd jollakin luvulla n. Miten esityksen perusteella luku 3"*!
voitaisiin esittdd edellisen luvun 3" avulla? Entd mita pitdisi tietdd luvusta 3%,
ettd luvun 3"*! voitaisiin sanoa olevan pariton?

Pohdinnassa A.10 huomataan, ettd kyseisen esityksen avulla kaikkien positiivisten
luonnollisten lukujen ldpi kdyminen veisi ikuisuuden. Esityksestd voidaan huomata
saannonmukaisuus, jonka avulla jokainen luku voidaan osoittaa parittomaksi edellisen
luvun avulla.

Lause A.11 Matemaattinen induktiotodistus

Olkoon P(n) positiiviseen luonnolliseen lukuun 7 liittyva véite. Vdite P(n) on tosi
kaikilla positiivisilla luonnollisilla luvuilla 7, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1) Alkuaskel Viite P(1) on tosi.

2) Induktioaskel Muodostetaan induktio-oletus eli oletetaan, etta vaite P(n)
on tosi jollakin n € IN, ja todistetaan induktio-oletuksen
avulla, ettd tdlloin my6s P(n + 1) on totta. Vitettd P(n + 1)
kutsutaan induktiovaitteeksi.

Matemaattisen induktiotodistuksen ehdoista 1 ja 2 seuraa, ettd vaite P(n) on totta kai-
killan € N, silld ehdon 1 perusteella véite on totta, kunn = 1, joten ehdon 2 perusteella
vdite on totta, kun n = 2. Edelleen kohdan 2 perusteella viite on totta, kun 7 = 3 ja niin
edelleen. Ndin muodostuu vditteiden ketju, jossa P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = ---.
Téllainen eteneva ketju on helposti havaittavissa myds aiemmin tutkitussa dominoe-
fektissa.
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Pohdinta A.12 Alla on esitetty pohdinnan A.10 véditteen matemaattinen induktio-
todistus. Tarkastele todistusta ja vertaa sitd edellisen pohdinnan esitykseen. Vastaa
annettuihin kysymyksiin.

Todistus.
Alkuaskel: 3! = 3, mikd on pariton. Véite on totta, kunn = 1.

Induktio-askel:
Induktio-oletus: Oletetaan, ettd 3" on pariton jollakin posi-
tiivisella luonnollisella luvulla n. Talloin on
olemassa k € IN,, ettd 3" = 2k + 1.
Induktiovdite: 3"*! on pariton.
Induktioviitteen todistaminen:

3"*! = 3. 3" (hyddynnetdan induktio-oletusta)

=3-2k+1)

=6k +3

=6k+2+1

=23k+1)+1, missda 3k +1 € IN,.

On osoitettu, ettd vdite on totta luvulla n + 1.

Alkuaskel ja induktioaskel osoittavat, ettd viite patee kaikilla
positiivisilla luonnollisilla luvuilla. O

o Alkavatko todistus ja edellisen pohdinnan esitys samalla tavalla?

e Jos n = 1, niin mikd on todistuksessa hyddynnettdva induktio-oletus ja mi-
td sen avulla osoitetaan? Mitd rivid todistuksen induktioaskel tilloin kuvaa
edellisen pohdinnan esityksessd?

e Jos n = 2, niin mikd on todistuksessa hyddynnettdava induktio-oletus ja mi-
td sen avulla osoitetaan? Mitd rivid todistuksen induktioaskel talloin kuvaa
edellisen pohdinnan esityksessd?

e Edellisten kohtien tavoin, milld luvulla n todistuksen induktioaskel kuvaa
esityksen neljatta rivia?

Toistamalla pohdinnan A.12 todistuksen prosessia luvuilla n = 1,2,3, ... huomataan,
ettd alkuaskel ja induktioaskel riittdvit todistamaan kyseisen viitteen kaikilla positii-
visilla luonnollisilla luvuilla.
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Pohdinta A.13 Todistetaan matemaattisella induktiotodistuksella, ettd n> + n on
parillinen kaikilla n = 1,2, 3, .... Sijoita vdlivaiheet annettuihin laatikoihin oikeaan
jarjestykseen.

Alkuaskel Vilivaiheet:

1) Oletetaan, ettd n? + n on parillinen jol-
lakin positiivisella luonnollisella lu-
vulla. Talloin on olemassa t € IN,, etta
n®+n =2t.

2) 12 + 1 = 2, miké on parillinen. Viite
on totta, kunn = 1.

3) = n* + n+ 2n + 2 (hyédynnetdan
induktio-oletusta)

Induktioaskel

4) Alkuaskel ja induktioaskel osoittavat,
ettd vdite pdtee kaikilla positiivisilla
luonnollisilla luvuilla.

Induktio-oletus

5 m+1)?+m+1)=n*>+2n+1+n+1
6) =2(t+n+1), missat+n+1¢eN,.

7) On osoitettu, ettd vdite on totta luvulla
n+1.

8) On osoitettava, ettd (n + 1)*> + (n + 1)
Induktioviite ja sen todistaminen on parillinen.

9) =2t+2n+2

Loppupdatelms
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Induktiotodistuksella voidaan todistaa vaitteitd muillekkin kuin positiivisille luonnol-
lisille luvuille. Talloin puhutaan matemaattisen induktion sijaan yleisesta induktiosta.

Pohdinta A.14 Tutkitaan seuraava vaitetta:

4n < 2", missa n on kokonaisluku.

b

10

Vastaa seuraaviin kysymyksiin jarjestyksessa:

1) Pateeko vaite kaikilla kokonaisluvuilla?

2) Mikd matemaattisen induktiotodistuksen ehto ei endd pade kyseiselle viit-
teelle?

3) Perustele kuvaajien avulla, mistd kokonaisluvusta ldhtien véite patee kaikilla
kokonaisluvuilla 7.

4) Muotoile epdyhtédlod koskeva viite uudelleen. Mité ehtoa tulisi muuttaa vit-
teen induktiotodistamisessa?
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Lause A.15 Olkoon P(n) kokonaislukuun lukuun 7 liittyva viite. Vdite P(n) on tosi
kaikilla kokonaisluvuilla n > 1y, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1) Alkuaskel Viite P(n) on tosi.

2) Induktioaskel Muodostetaan induktio-oletus eli oletetaan, etta vaite P(n)
on tosi jollakin n > n ja todistetaan induktio-oletuksen
avulla, ettd talloin myos P(n + 1) on totta.

Huomautus A.16 Induktiotodistuksen aloituskohta 7, voi olla mika tahansa nega-
tiilvinen tai positiivinen kokonaisluku tai nolla. Sen arvo riippuu aina tehtdvanan-
nosta.

Pohdinta A.17 Tutki seuraavaa viitetta.

1 1
—— db —— dL oo

1 1
15773 =) =1- E,misséi n on jokin kokonaisluku.

a) n lahtee liikkeelle jostakin kokonaisluvusta. Véitetta tutkimalla, mistd koko-
naisluvusta 7 ldhtee liikkeelle? Perustele valintasi.

b) Osoita, ettd vdite patee valitsemallasi kokonaisluvulla.

¢) Minka yleisen induktiotodistuksen vaiheen b)-kohdassa muodostit?
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Harjoitustehtavat

7. Avaa Geogebra-ohjelma: Induktiotodistus. Tehtdvassd on annettu véite, jonka induk-
tiotodistuksen vaiheet ovat menneet sekaisin. Tehtdvanisi on jarjestdd vaiheet oikeaan
jdrjestykseen.

8. Matilda on yrittdnyt osoittaa erddn vditteen matemaattisella induktiolla, mutta ei
ole osannut kirjoittaa siitd matemaattista esitystd. Kirjoita Matildan sanallinen selitys
matemaattiseksi todistukseksi.

Todistan matemaattisella induktiolla vditteen 2 +4+6+8+...+2nonn(n+1)
kaikilla positiivisilla luonnollisilla luvuilla. Ensimmadiseksi alkuaskeleella
katson péteeko viite luvulla yksi. Ensimmaéinen jasen saadaan sijoittamalla
luku yksi vasemmalle puolelle yht&dloa n.teen termiin, mistd saadaan kaksi.
Samoin yhtédlon oikealta puolelta saadaan kaksi sijoittamalla n.n paikalle
luku yksi. Molemmilta puolilta yhtdlod saadaan sama luku, joten viite on
tosi, kun 7 saa arvon yksi.

Seuraavaksi induktioaskel. Induktio-oletuksessa oletetaan, ettd viite pdtee
jollakin mielivaltaisella positiivisella luonnollisella luvulla. Sitten induktio-
véite eli, ettd véite patee my0s luvulla n + 1. Todistan induktiovéitteen lah-
temalld liikkeelle yhtdlon vasemmalta puolelta, jolloin yhtdlon vasemmalle
puolelle lisdtdan 2(n + 1) termi. Hyddynnan induktio-oletusta, jolloin osa
2+ 4+ ---+ 2n voidaan korvata n(n + 1):11a. Tdmaén jdlkeen otan yhteiseksi
tekijaksi luvun n + 1, jolloin saan induktioviitteen vasemman puolen. Nyt
védite pdtee my0s luvulla n + 1. Olen alkuaskeleella ja induktioaskeleella
todistanut, ettd alkuperdinen viite pétee.

9. Osoita matemaattisella induktiolla, ettd 2" x 2" (n € IN,) kokoinen shakkilauta, josta
puuttuu yksi laatta voidaan koota trominoista.

Tromino on tasossa oleva monikulmio. Se on muodostettu kolmesta yhtd suuresta
neliostd, jotka ovat liitetty toisiinsa kiinni reunasta reunaan. Alla on esitetty tehtdvéassa
esiintyva tromino ja esimerkki tehtdvdnannon mukaisesta shakkilaudasta.



https://www.geogebra.org/m/tr9tahx6

10. Matilda ja Matti yrittavéat todistaa induktiolla vaitettd kaikilla positiivisilla koko-
n

naisluvuilla Y #3 = W. Matti huomasi omassa todistuksessaan virheitd Matildan
t=1

todistukseen verrattaessa. Etsi Matin todistuksen virheet ja korjaa ne.

Matildan ratkaisu:
Todistetaan viite induktiolla.

Alkuaskel: NytZt:‘ — 1% = 1. Toisaalta 1= “1'1' 1) — 1, Viite on totta, kun y — 1,
t=1 E
Induktioaskel:

2. (n 4 1)
”[’# jollakin michvaltaizella y, € Z, .

Induktio-oletus: Zf-” —

t=1

n+1 g 2 7,2
Induktioviite: On osoitettava, etti Z B = w
4

=1
Induktioviitteen todistaminen:
n+1

Er" :ir"—{n+1]"
i=1 =1

_ n* - (n+ I}?
4

) 12 n+4(n+1)
(o | —
in+1) 1

(n+1)*(n+2)°
Induktioviite on tosi.
Alkuaskel ja induktioaskel todistavat, ettd viite pétee kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla.

+in+ 1):5 (hytdynnetty induktio-oletusta)

Matin ratkaisu:

Todistetaan viite induktiolla. Viite pitee, kun n=1, sillid laskimella saadaan

1
2 2
12 (1+1)
PG ITE A
4
=1
Todistetaan induktioviite:
n+l n
E (f3): E (f3)+(r+1)3 .
=1 =1
Laskimesta saadaan, etta
nh
3 3 3 5 nt u3 a2
P ()3 - P3P —r—r—11
4 2 4
=1

A a3 2
factor| £3+3+ 1243+ —+—+—+1
4 2 4

4 24120 2412 et 2 o402+
4
Toisaalta laskimesta saadaan, etta

(n+1)2- (H+1+1)2 n? 303 1342
expand , 1 f 3+ ntl
4 4 2 4
Alkuaskeleen ja induktioviditteen perusteella viite pitee kaikilla positiivisilla

kokonaisluvuilla.

»
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11. Rekursiivisen lukujonon jasenet maaraytyvit edellisten jasenien avulla ja lukujonol-
le voidaan mahdollisesti muodostaa yleisen jasenen lauseke, joka riippuu ainoastaan
positiivisesta luonnollisesta luvusta n. Erds lukujono muodostuu seuraavasti:

DZ1:2
a, =5a,1, kunn=2,3,...

Tdydennd kyseisen lukujonon yleisen jasenen lausekkeen a, = 2 - 5" induktiotodis-
tukseen puuttuvat vélivaiheet.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla.

Alkuaskel: Lukujonon muodostumisesta saadaan, ettd a; = . Toisaalta
a = =250 = 2. Viite pitee, kunn = 1.
Induktioaskel:
:a, =2-5"1 jollakinn =1,2,3,...
Induktioviite: 4,41 = =2-

Induktioviitteen todistaminen:

Nyt
Aps1 = Sape1y-1  (hydodynnetty a, = )
=5- (hyodynnetddn a, = )
=5.2-5"1 (hyédynnetdan5-5"" = )

Viite pidtee luvullan + 1.

Nain ollen alkuperdinen véite pétee. |

12. Tarkastellaan véitettd 1 +2 + - - - + 2" = 2"*! — 1 missé n on jokin kokonaisluku.

a) Mistd kokonaisluvusta n ldhtee liikkeelle? Muotoile yhtdload koskeva véite uudel-
leen.

b) Todista a)-kohdassa muodostamasi viite induktiolla.

13. Joskus rekursiivisen lukujonon yleisen jasenen lausekkeen sddannén muodostami-
nen ei onnistu tai on hyvin hankalaa. Fibonaccin lukujono on yksi esimerkki tillaisesta
lukujonosta. Fibonaccin lukujonossa kahden ensimmadisen jasenen jdlkeen lukujonon
jokainen jasen mdadritetddn rekursiivisesti kahden perdkkdisen jasenen summana. Fi-
bonaccin lukujono mééritellddn rekursiivisesti seuraavasti:

fi=1, kunn=1,
=1, kunn =2,
fiu = fuc1 + fama, kunn > 3.
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a) Piirrd Geogebralla Fibonaccin lukujonon 10 ensimmadistd jasentd ja tutki sen ja
Fibonaccin jonon méérittelyn avulla, mitd on f,+2 + fui1.

b) Osoita induktiolla, etta

Y fi = fuz =1, kaikilla n € Z..
k=1
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B Opettajan opas

Opettajan oppaassa on esitelty opettajalle kdytettavaksi suuntaa-antava ajankaytto-
suunnitelma, oppimateriaalin aiheiden oppimistavoitteet ja lisdksi ohjeistusta pohdin-
tatehtaviin.

B.1 Ajankdyttosuunnitelma

Oppituntien tulisi rakentua tunnilla tehtdvien pohdintatehtdvien ympaérille. Pohdinta-
tehtdvid voidaan pohtia yksin, pareittain tai yhteisesti. Télld tavoin opiskelijoille anne-
taan mahdollisuus itsendiseen etenemiseen, mutta opettajan tehtdvaksi jad varmistaa,
ettd sekd taitavimmat ettd heikoimmat opiskelijat saavat pohdintatehtdvien ymmarta-
miseen tarvitsemansa tuen. Oppimateriaalissa olevia harjoitustehtdvid voi tehda oppi-
tunnin aikana, antaa kotitehtaviksi tai sddstdd kertaustunnille.

Ajankdyttosuunnitelma on tehty vastaamaan sekd 45 minuutin ja 75 minuutin oppi-
tunteja. Ajankdyttosuunnitelman voi tarvittaessa muuttaa itselleen sopivaksi.

Tunnin aihe 45min | 75min
Kaadnteinen todistus 1.5 1
Ristiriita todistus 1.5 1
Induktio todistus 2 2

B.2 Kianteinen todistus

Kappaleen keskeiset oppimistavoitteet ovat, ettd opiskelija:

e ymmartdd kddnteisen todistuksen rakenteen,

e osaa hyddyntdd kddnteistd todistusta erilaisiin todistustehtédviin.

Pohdinta A.1

Tehtdvan tarkoituksena on saada opiskelijat huomaamaan, ettd Matin todistuksen avul-
la ei saada todistettua annettua lausetta. Ndin opiskelijat hahmottavat kdanteisen to-
distusmenetelmén tarpeellisuuden. Opiskelijoille voi huomauttaa tutkimaan ongelmaa
suoran todistuksen rakenteen avulla.

Ratkaisu: Todistuksen perusteella a = + V2k. Tamin perusteella ei voida sanoa, ett
onko luku a parillinen. Voidaankin siis paatelld, ettd Matti ei onnistunut todistamaan
lausetta suoralla todistuksella.

Pohdinta A.2

Tehtava on esimerkki arkieldmaén tilanteesta, jossa hyodynnetdan kaanteisen todistuk-
sen ideaa ongelmanratkaisussa. Tehtdvéassa opiskelijat hydodyntdviat Maijan lauseen ja
sen kontraposition yhteyttd. Opiskelijoiden tulisi my0s pystya selittdim&dan ratkaisuun
paatymistaan.
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Ratkaisu: Maijan puheiden perusteella &iti voi paételld, ettd ulkona ei sada.

Pohdinta A.3

Tehtdvdssa analysoidaan kddnteistd todistusta, josta opiskelijan tulisi ymmartda vait-
teen, oletuksen ja niiden negaatioiden yhteys sekd kontraposition lain merkitys. Teh-
tavén tarkoituksena on saada opiskelijalle kdsitys todistusmenetelmén rakenteesta ja
patevyydestd. Opiskelijat voi ohjata kertaamaan logiikan perusteita, erityisesti loogista
ekvivalenttiutta ja kontraposition lakia.

Ratkaisu:
a) Vastavdite muodostetaan viitteestd negaation avulla.
b) Lopputulos voidaan yhdistdd oletukseen negaation avulla.

c) Lauseet A = B ja =B = —A ovat loogisesti ekvivalentit eli lauseet tarkoittavat
samaa. Tdmadn voi tarkistaa halutessaan totuustaululla.

A|B|-A|-B|A=>B|-B=-A
1{1] 0 0 1 1
110 0 1 0 0
0[1] 1 0 1 1
0]0] 1 1 1 1

d) Kontraposition lakiin. Sen perusteella lause A = B on totta tdsmaélleen silloin,
kun lause =B = —A on totta.

Pohdinta A .4

Tehtdvassd muodostetaan pohdinnan A.1 kddnteinen todistus vuokaavion avulla. Teh-
tavan tarkoituksena on erityisesti laittaa opiskelija pohtimaan todistuksen muodostavia
symbolisia vilivaiheita ja loogisuutta. Tehtdvilld varmistetaan opiskelijan ymmarrys
kdanteisestd todistamisesta.

Ratkaisu:

Oletus a? parillinen a parillinen Viite
a pariton eli
a=2k+1,missd | Vastaviite
keZ

F

=2k +1)? Todistus

%

=4k +dk+1

%

=22 +2k) + 1,

missi 22 + ke Oletuksen negaatio
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B.3 Ristiriitatodistus
Kappaleen keskeiset oppimistavoitteet ovat, ettd opiskelija:

e tutustuu ristiriitatodistamiseen,

e osaa hyddyntaa ristiriitatodistamista yksinkertaisissa todistustehtavissa.

Pohdinta A.5

Tehtdva johdattelee opiskelijan ristiriitatodistukseen arkieldmé&n esimerkin avulla. Teh-
tavan avulla pyritddn saamaan opiskelija hoksaamaan ristiriitatodistuksen ideaa loo-
gisen paattelyn avulla.

Ratkaisu:

1. Jokainen opiskelija oletti, ettd on opettajan vdiite ei ole totta eli olisi itsendisyys-
pdiva (vastavditteen muodostaminen).

2. Opiskelijoiden asiat eivit ole tosia, silld he ovat oppitunnilla. Syntyy haluttu
ristiriita, jonka mukaan opiskelijat olisivat sekd vapaalla ettd oppitunnilla yhta
aikaa. Tastd voidaan péatelld, ettd opettajan vdite on totta eli kyseisend pdivana
ei ole itsendisyyspdiva.

Pohdinta A.6

Tehtdviassa opiskelija analysoi annetun lauseen ristiriitatodistusta. Tehtdvén on tarkoi-
tus tutustuttaa opiskelija ristiriitatodistukseen liittyviin ominaisuuksiin.

Ratkaisu:

e Vastaviditteen muodostamisesta.
e Oletusta. Erotuksen avulla voidaan tutkia millainen luku 1 on.
e Todistuksessa padadytddn tilanteeseen, missd luku 1 on parillinen. Tdmaé on risti-

riidassa sen tosiasian kanssa, ettd luku 1 on pariton.

Pohdinta A.7

Tehtdvdssa tutkitaan ristiriitatodistuksen perustelevaa totuustaulua. Tehtdvan tarkoi-
tuksena on hahmottaa opiskelijalle todistusmenetelmén pétevyys. Jos tehtdva tuottaa
hankaluuksia, voi opiskelijaa ohjeistaa palaamaan logiikan perusteisiin. Tehtdva on
hyvin teoreettinen, jonka vuoksi perustelujen ja pédattelyiden sanallista selittdmista to-
tuustaulun ymmartamisen tueksi kannattaa korostaa.

Ratkaisu:

1. Ristiriita saa vain totuusarvoja 0.

2.
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PIQ|-Q|PA-Q|R|P=>Q|(PA-Q)=R
111] 0 0 0 1 1
1710 1 1 0 0 0
0|1 0 0 0 1 1
00| 1 0 0 1 1

3. Lauseet P = Qja (P A -Q) = R.

4. Koska lauseet P = Qja (PA-Q) = Rovatloogisesti ekvivalentit, niin (P = Q) &
((P A =Q) = R) on tautologia. Siten lause P = Q on totta tdsmaélleen silloin, kun
lause (P A =Q) = R on totta.

Pohdinta A.8

Tehtivissi tarkastellaan perinteisti luvun V2 irrationaalisuustodistusta. Tehtavn tar-
koituksena on, ettd opiskelija ymmartdisi todistettavan lauseen sisdltdiméan tiedon ja
hahmottaisi todistuksen johdonmukaisen pédattelyketjun.

Ratkaisu:

1. Koska murtoluku ei endd supistu, niin osoittajalla ja nimittdjalld ei ole yhteisia

tekijoitd, esimerkiksi 2 = -2 T4lloin toisen luvuista tdytyy olla parillinen luku

20+1°
ja toisen pariton luku.
2. n? on parillinen, niin 7 on parillinen.

3. Todistuksessa saatiin, ettd molemmat kokonaisluvuista m ja n ovat parillisia.
T4llsin osoittajalla ja nimittsjalld on yhteisié tekijoitd eli 2 = Z. Tima on kuitenkin
ristiriidassa murtoluvun supistumattomuuden kanssa, jonka mukaan enintdan
toinen kokonaisluvuista olisi parillinen. Ristiriidasta seuraa, ettd vastavdite on
epatotta ja vdite on totta.

4. Lukux = \/E

B.4 Induktiotodistus

Kappaleen keskeiset oppimistavoitteet ovat, ettd opiskelija:

e ymmartdd induktiotodistuksen rakenteen,
e osaa hyodyntdd induktiotodistamista todistustehtavissa

e syventdd ymmarrystddn lukujonoista ja niiden summista

Pohdinta A9

Tehtdavéan tarkoituksena on tutustua matemaattisen induktiotodistamisen ideaan kay-
tannon esimerkin kautta. Opiskelijoita voi ohjeistaa tarkastelemaan muodostettuja eh-
toja siten, ettd niitd olisi mahdollisimman védhén. Tehtdvan voi teettdd myos toimin-
nallisena, jolloin opiskelijat kasaavat yhden toimivan rakennelman, yhden epdonnistu-
neen rakennelman sekd yhden rakennelman, jossa dominorakenteelle ei tehdd mitdan.
T&lloin opettajan rooli on auttaa kysymyksilld selvittimdan tarvittavat tiedot.
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Ratkaisu: Ensimmaéisen dominon pitdisi kaatua. Lisdksi dominoilla ei saa olla liian suu-
ria vélejd eli ensimmadisen dominon kaatumisesta pitdisi seurata toisen dominon kaa-
tuminen, toisesta kolmannen ja niin edelleen. Tarvittavia ehtoja olisi, ettd ensimmaéinen
domino kaatuisi ja dominon kaatumisesta seuraisi seuraavan dominon kaatuminen.

Pohdinta A.10

Tehtdvian tarkoituksena on johdatella opiskelija pohtimaan matemaattisen induktioto-
distuksen ominaisuuksia ja tarvetta. Tehtdvassd opiskelijan tulisi huomata seuraavan
rivin syntyminen edellisen rivin avulla, mika tulisi yhdistda véitteen yleisen tavan muo-
dostumiseen. Lisdksi tehtdvassad on tarked ymmartdd, ettd luvun parittomuus muodos-
tuu edellisen luvun parittomuudesta. Tehtdvan c)-kohdassa opiskelijaa voi ohjeistaa
tutkimaan esitystd luvuillan =1,2,3, .. ..

Ratkaisu:

e Ensimmadisend todistetaan, ettd vdite patee luvulla yksi, koska luku 7 ldhtee liik-
keelle siita (alkuaskel).

e Vilivaiheet:

32=3.3'=3.3=9
33=3.32=3.9=27
3*=3.3=3.27=81

e Esityksen perusteella luku 3"*! = 3 - 3", missd luvun 3" tulisi olla pariton.

Pohdinta A.12 Tehtdvissa opiskelijan tulisi hahmottaa, ettd alkuaskel ja induktioaskel
yhdessda muodostavat véitteen totuuden kaikilla luvulla n. Tehtdvéssa opiskelijan tulisi
ymmartdd, ettd induktioaskelta hyddynnetddn moneen kertaan, jolloin yleiselld tavalla
voidaan osoittaa, ettd mistd tahansa luvusta pdastdan seuraavaan lukuun.

Ratkaisu:

e Molemmat tavat alkavat samalla tavalla (vditteen pateminen luvulla 1).

e Todistuksen mukaan induktio-oletuksena hyddynnetéan tietoa, ettd 3! on pariton.
Sen avulla on osoitettu, ettd 32 on pariton. Téllin todistuksen induktioaskel kuvaa
pohdinnan A.10 tavan toista rivid.

e Todistuksen mukaan induktio-oletuksena hyddynnetéan tietoa, ettd 3 on pariton.
Sen avulla on osoitettu, ettd 3° on pariton. T4llsin todistuksen induktioaskel kuvaa
pohdinnan A.10 tavan kolmatta rivia.

e Sama paittely patee myos neljannelle riville, jolle luku n = 3.

Pohdinta A.13

Tehtdavassa tarkoituksena on luokitella annetut todistuksen vaiheet oikeisiin laatikoi-
hin. Luokittelun avulla opiskelijalle havainnollistetaan todistuksen muodostavia osiaja
rakennetta. Tehtava toimii matemaattisen induktiotodistuksen kokoavana tehtavana.
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Ratkaisu:

Vaiheet oikeassa jdrjestyksessd: 2,1, 8, 5,3,9,6,7,4

Pohdinta A.14

Tehtdvassa tutkitaan alkuaskeleen alkuarvoa. Tehtdavan tarkoituksena on, ettd opiskelija
itse havaitsee alkuarvon muuttumisen ja sen vaikutuksen induktiotodistukseen.

Ratkaisu:

1) Vidite ei pade kokonaisluvuilla 1, 2, 3 ja 4.

2) Matemaattisen induktiotodistuksen alkuaskel ei toimi, silld véite ei pdde luvulla
1.

3) Vidite patee kaikilla kokonaisluvulla n > 5.

4) 4n < 2", missd kokonaisluku n > 5. Induktiotodistuksen alkuaskeleen alkuarvoa.

Pohdinta A.17

Tehtavassa jatketaan alkuarvon hahmottamista. Tutkimalla annettua viitettd opiskeli-

jan tulisi madrittdd vaitteen alkuarvo, jolloin opiskelijjalle konkreettisesti havainnollis-

tuu, ettd alkuarvo madrdytyy aina tehtdviakohtaisesti. Jos tehtdva tuottaa hankaluuksia,
1

voi opiskelijalle huomauttaa termistd ;. —;, jonka perusteella termit muodostuvat.

Ratkaisu:

a) n > 2, mikd huomataan ensimmadisen ja viimeisen yhteenlaskettavan termin seka
yhtdlon oikean puolen perusteella.

1 _ 1 _1; 11 e oo B
b) 553 =15 = 3jal—3 = 3. Vdite patee, kunn = 2.

c) Alkuaskeleen.

Lisatehtava

Seuraava tehtdva on tarkoitettu lisdtehtdviksi haastetta kaipaavalle opiskelijalle. Siina
yhdistyy voimakkaasti kasitteellinen ja visuaalinen ymmartdminen. Tehtdvéssa suosi-
tellaan GeoGebran kadyttod pyydettyjen tilanteiden hahmottamiseksi.

Tehtiva:

Tasoon piirretddn n médrd suoria siten, ettd tasossa ei saa olla kahta yhdensuuntaista
suoraa eikd mitkddn kolme suoraa koskaan leikkaa toisiaan samassa pisteessd. Olkoon
s, niiden alueiden lukumaéaéra, johon suorat jakavat tason, esimerkiksi s3 = 7, silla
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a) Laske sq,5,53,54 ja ss. Piirrd kuva jokaisesta tilanteesta.
b) a)-kohdan perusteella muodosta alueiden lukumaééaraa s, vastaava lauseke.

¢) Muodosta b)-kohdassa tekemdn lausekkeesi avulla tehtdvda kuvaava viite ja
todista vdite paikkaansapitdviksi induktiolla.

Vastaus:
a) 51 = 2,52 = 4,53 = 7,54 =11 ja S5 = 16.
b) s, = in(n+1)+1.

c) Niiden alueiden lukuma&ird, johon suorat jakavat tason on s, = %n(n +1)+1,
ne-z,.
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C Tehtavien vastaukset

1. Vaihtoehto 2

3. Vastavdite: Kaikilla opiskelijoilla on tasan 4 kirjaa laukuissaan.
4. V2 on irrationaaliluku, ei rationaaliluku.

5.56,1,7,3,2,4

6. Vastaviite: Luku 512 voidaan ilmaista yhden parittoman ja kahden parillisen luon-
nollisen luvun summana.

9. Voit jakaa 2"*! x 2"*! shakkilaudan neljadn 2" x 2" shakkilautaan.

10. Korjattavat virheet: Y/ 2 = Y7 £ + (n + 1)° ja sen avulla lasketut vilivaiheet.
Lisdksi induktio-oletus puuttuu ja sen hydodyntdmista ei ole perusteltu.

11. Vaiheet jarjestyksessd: 2, 2 - 571, induktio-oletus, 2 - 5V 5" 5.4, 4 a,,2-5", 5",
2-5"

12.a)n >0

13. Huomaa a)-kohdan pohdinnan perusteella, ettd f,.3 = f,» + fus1. Lisdksi ZZ:ll fi =

Y1 fe + fasr.
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