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Johdanto

Normaaliluvut ovat alun perin ranskalaisen matemaatikon Emile Borelin
vuonna 1909 tekeméssdéan julkaisussa [2] méérittelemid reaalilukuja, jotka
yksinkertaistettuna ovat sellaisia, joiden desimaaliesityksessé jokainen yhtéa
pitkd numerosarja esiintyy yhta tiheésti. Normaaliluvut ovat historiallisesti
merkittavia, silla Borelin tekeméé niihin liittyvaéd tutkimusta pidetdan yhte-
né ensimmaisistd modernin todennakoisyysteorian merkittéavista tuloksista.

Tassa tutkielmassa tutustutaan normaalilukuihin hieman tarkemmin. En-
simmaisessd kappaleessa méaritelladn normaaliluvut sekd annetaan niista
muutamia yksinkertaisia esimerkkeja. Tutkielman toinen kappale keskittyy
todennékoisyysteoriaan, ja siinéd todistetaan yksi todennédkdéisyysteorian pe-
rustuloksista, suurten lukujen laki, erdéssé sen erikoistapauksessa, seké ky-
seisté tulosta hyodyntden Borelin normaalilukulause, jonka mukaan melkein
kaikki luvut valilta [0, 1] ovat téydellisesti normaaleja.

Tutkielman kappale 1.1 ja lauseen 2.1 todistus pohjautuu padasiassa teok-
seen |5], ja suurten lukujen lain todistuksen runko on artikkelin [4] mukainen,
mutta suurinta osaa todistuksista on koetettu virtaviivaistaa ja yksinkertais-
taa. Kaikki annetut esimerkit ovat omiani ellei toisin mainita, kuin myds
lemman 2.23 seka lauseen 1.8 todistukset.

1 Normaaliluvut

1.1 Maaritelmia

Maéaritelma 1.1. Olkoon b > 2 kokonaisluku ja z € [0, 1] reaaliluku. Luvun
x b-kantaesitys on sarja

o
— h=J
x—g b,
i=1

missé z; € {0,...,b—1}. Joukkoa B = {0, ...,b—1} kutsutaan b-aakkostokst,
jolloin merkkijonoa o109 ... 0y, missi o; € {0,...,b— 1} kutsutaan sanaksi
jonka pituus on m.

Esimerkki 1.2. Muodostetaan luvun 0.02 = 0.020202... 10-kantaesitys.
Tassa kaikille
ke N, T :O,{EQ = 2,...,1’%,1 = O,I'Qk = 2,..., siis

O_:i -107*



Maaritelma 1.3. Olkoon m,b € N, b > 2, ja olkoon w sana, jonka pituus
on m b-aakkostossa. Lisiksi olkoon n > m ja x € [0,1]. Télléin N?(x,w) on

sanan w esiintymiskertojen lukumééré jonon (xy, zs, . .., z,) perdkkiisten al-
kioiden muodostamana. Téssd (x1, za, ..., x,) ovat luvun = b-kantaesityksen
kertoimet.

Esimerkki 1.4. Tutkitaan lukua N!°(0.5, {5}). Muodostetaan luvun 0.5 10-
kantaesitys.

0.5=050=5-10""40-1024+0-10"2+...

jolloin x; = 5, x5 = x3 = ... = 0. Tall6in kaikilla n € N merkkijono 5 loytyy
lukujen (1, Zs,. .., T,) joukosta tismélleen kerran, joten N1°(0.5,{5}) =1

Huomautus 1.5. Jos sanassa w on enemmdin kuin yksi merkki, niin myos
desimaaliesityksesta 16ytyvét niin sanotusti péaallekkdin menevat lukusarjat
lasketaan lukuun N°(z,w). Esimerkiksi siis Nj°(0.1111, {11}) = 3 ja
N2°(0.1010101, {101}) = 3.

Edella olevia maaritelmia hyodyntden voidaan nyt maaritella normaali-
luvut.

Maaritelma 1.6. Olkoon z € [0, 1] reaaliluku ja 2 < b € N. Luku x on

i) yksinkertaisesti normaali kannassa b, jos

Nb(x,j 1

n—o0 n

kaikille luvuille j € {0,...,b—1}.

ii) normaali kannassa b, jos

Nb(z,w) 1
lim — 2 2
kaikille m pituisille sanoille w aakkostossa {0,...,b— 1}.

i) taydellisesti (yksinkertaisesti) normaali, jos x on (yksinkertaisesti) nor-
maali kannassa b kaikille kokonaisluvuille b > 2.

iv) (yksinkertaisesti) epinormaali, jos se ei ole (yksinkertaisesti) normaali.



Néaennéisestd yksinkertaisuudestaan huolimatta normaaliluvuista on yl-
lattavan vaikeaa 16ytaa konkreettisia esimerkkejé. Esimerkkejé voidaan kon-
struoida kiinnitetyissa kannoissa, mutta yhtdan esimerkkié taydellisesti nor-
maalista luvusta ei ole. My6skéén kiytannossa yhdenkaén luonnollisesti esiin-
tyvin ja muuten hyvin paljon tutkitun irrationaaliluvun, kuten 7, e tai v/2
normaaliutta ei olla pystytty todistamaan. Normaalilukuihin liittyy kuiten-
kin mielenkiintoisia tuloksia, joista ehkd hammastyttavin on Borellin nor-
maalilukulause, jonka mukaan melkein kaikki reaaliluvut ovat téaydellisesti
normaaleja. Borellin normaalilukulauseeseen palataan kappaleessa 2. Anne-
taan nyt muutama yksinkertainen esimerkki normaaliluvuista.

Esimerkki 1.7. Niytetiin, ettd luku 0.01 on yksinkertaisesti normaali bi-
nérijarjestelméissi. Muodostetaan luvun 0.01 biniiriesitys:

0.01 = 0.01010101...,

eli 1y = 0,29 = 1,.. = 0,29, = 1 kaikilla £ € N. Lasketaan nyt

= Ll‘Qk;—l
N2(0.01, {0}) ja N2(0.01, {1}).

Tapaus 1: n = 2k — 1, jollakin k£ € N. Talloin

N2(OOT, {0}) = k=" !
N2(0.0L,{1}) =k — 1 = ”51.
Tapaus 2: n = 2k, jollakin k£ € N. Télldin
N2(O0.0T{0}) = k = 5
N20.0T{1}) = k = 3.
Nyt voidaan laskea raja-arvot
NZ(0.0L, {0}) _ {"2—*7;1 n=2k-1_1
n 5 n=2k 2
N2(0.0L, {1}) _ {"2—;1 n=2%-1_ 1
n 2, n=2k 2’

e}

eli méaritelmén 1.6 nojalla luku 0.01 on yksinkertaisesti normaali bindérijér-

jestelmassé.



Edellinen esimerkki voidaan yleistda helposti myos muihin kantajérjestel-
miin.

Lause 1.8. Olkoon b > 2. Luku 0.01234 ...b — 1 on yksinkertaisesti normaali
kannassa b.

Todistus. Olkoon z = 0.01234...b — 1. Muodostetaan luvun x b-kantaesitys
T = Z ij’j ,
j=1

missd x1 =0, 20 =1, ..., 2, =b—1, ..., 2, =k —1 (mod b).

Olkoon n € N, n > b ja olkoon j € {0,...,b — 1}. Nyt lasketaan
NP(z,{j}) = #{x;|7 = j, 1 < | < n}. Luvun x miéritelmiisti huoma-
taan, ettd #{x; |z, =7, 1 + bk <1 <b(k+ 1)} =1 kaikilla k € N. T4lloin

\ 3

z,{j}) S#U wi|a =3, 1+ bk —1) <1< bk}
k=1

—
I3
—

|2 =4, 1+b(k—1) <1< bk} = {%W :%HO,
1

?

jollekin 0 < gy < 1. Toisaalta

\ 3

z,{7}) Z#U v @ =g, 1+ bk —1) <1< bk}
k=1

L%

n n
= 1< S e
> Sl |2 =g, 1+ bk —1) <1 < bk} M - — e,

jollekin 0 < g; < 1. Talléin

(z,{j}) _1 & 1
<-4+ -
n ~— b + n - b’
kun n — oo ja lisaksi
Nz {j}) o1 a1
> - 2 -
n ~—b n - b’

kun n — oo, eli



b .
i Ml b 1
n—oo mn b

joten x on yksinkertaisesti normaali. O]

Esimerkki 1.9. Yksinkertaisin esimerkki normaaliluvuista 10-kantajarjestel-
méssé on niin kutsuttu Champernownen luku Cyy = 0.12345678910111213. ..
joka muodostetaan liittdmalla perdkkéin luonnolliset luvut niiden luonnolli-
sessa jarjestyksessd. Jopa tamén yksinkertaisen esimerkin todistaminen nor-
maaliksi on haastavaa, joten todistusta ei tassa tutkielmassa esiteta. Todistus
16ytyy esimerkiksi Champernownen alkuperéisesté julkaisusta [3].

2 Borelin normaalilukulause

Epéilemétts erdis tirkeimmista normaalilukuihin liittyvisté tuloksista on Emi-
le Borelin vuonna 1909 esittdmé normaalilukulause [2], joka viittdéd seuraa-
vaa

Lause 2.1 (Borelin normaalilukulause). Melkein kaikki luvut valiltd [0, 1]
ovat taydellisesti normaaleja.

Seuraavissa kappaleissa méaritelladn késitteitd ja todistetaan aputulok-
sia, joita tarvitaan lauseen ymmartamisessd ja todistuksessa. Kappaleessa
2.1 maaritelladn kasite melkein kaikki sekd esitelliin muutama alkeellinen
mittateoriaa sivuava tulos. Kappaleessa 2.2 kerrataan muutamia todenné-
koisyysteorian peruskésiteita joita syvennetadn kappaleessa 2.3, jossa tdméan
jalkeen todistetaan niin kutsuttu suurten lukujen laki erdéssa sen erikoista-
pauksessa. Suurten lukujen lakia sovelletaan tédmén jélkeen kappaleessa 2.4,
jossa todistetaan sen avulla lause 2.1.

2.1 Mittateoriaa

Borelin normaalilukulauseen taydellinen ymmaéartdminen vaatii hieman mit-
tateoriaa, mutta tasséd tutkielmassa vaativat mittateorian késiteet ohitetaan
ja kiytetadn alkeellisempia mittateoriaa sivuavia madritelmia.

Maaritelma 2.2. Olkoon I =]a, b[ C R avoin véli reaalilukusuoralla. T&ll6in
vélin I pituus on I(I) = b — a. Samoin vélien [a, b], [a, b ja ]a,b] pituus on
b—a

Maaritelma 2.3. Olkoon A C R. Joukko A on nollamittainen, jos kaikille
e > 0 on olemassa joukko avoimia véleja {Ij}72, joille



AC Ofk, ja il([k) < E.
k=1 k=1

Té&lloin merkitdan A € N, missd N on nollamittaisten joukkojen perhe.

Maaritelma 2.4. Olkoon A C R. Talléin joukon A wulkomitta on

AMA) = inf { Z [(Ix) | AcC U Iy, 1), on avoin vili avaruudessa R}

k=1 k=1

Huomautus 2.5. Méaaritelmien 2.3 ja 2.4 suora seuraus on, ettd joukko A C R
on nollamittainen jos ja vain jos A(A) = 0.

Madéritelma 2.4 on hyvin intuitiivinen tapa kuvata joukon "mittaa", kuten
seuraavasta lemmastakin huomataan.

Lemma 2.6. Reaalilukuvilin I C R ulkomitta on sen pituus I[(I). Toisin
sanottuna, j0s

I =la,b], I =la,b], I=]a,b], tai I =la,b],
niin A(I) = b — a.

Todistus. Todistetaan lemma suljetulle vélille [a,b]. Olkoon ¢ > 0, t#lloin
la,b] Cla—5,b+ 5[. Talldin I(Ja — §5,b+ 5[) = b—a +¢, ja koska tdmi pitee
kaikilla € > 0, niin

Aa, b)) <b—a+¢e <= Aa,b]) <b—a.

Lisdksi taytyy osoittaa, etta A([a, b]) > b—a. Tamén puolen todistus perustuu
Heinen-Borellin lauseeseen ja ohitetaan téssi (katso esimerkiksi [6]). O]

Eras ulkomittaan liittyva perustulos on numeroituva subadditiivisuus,
josta saadaan seurauksena tulos, jonka mukaan nollamittaisten joukkoje nu-
meroituva yhdiste on nollamittainen.

Lause 2.7. Olkoon A, C R kaikilla n € N. Tallgin

/\( [_j A,,) < i A(A)

7



Todistus. Olkoon {1, ,,}°_, jono avoimia vélejd, joille A, C J I,m n € N.

m=1
Koska A(A,,) = inf { Sre i Ik) | Ay € U Ik, It on avoin viili avaruudessa R},
k=1

niin infimumin maéaaritelmén nojalla kaikilla £ > 0 voidaan valita sellainen
{Lnm toneis etté

i (Lnm) < A(Ap) + 23

m=1

o o0 (o) (oo}
Toisaalta koska A,, C |J I,mn € Nkaikillan € Nyniin J A, C U U Lim-
m=1 n=1 n=1m=1
Talloin infimumin maaritelmésté seuraa

A G 4,) < i ( 3 ) < i (MAw) +5.)

=1 m n=
00

= Z)\(An) +gz2in = ZA(AH) +e.
n=1 n=1 n=1

Tama péatee kaikilla € > 0, eli

A( @ An> < iA(An).
]

Seuraus 2.8. Olkoon A, C R jono avaruuden R nollamittaisia osajoukoja.
Tdlloin

(Ua)=o

Todistus. Ulkomitan méaaritelmén nojalla A(A) > 0 kaikilla A C R. Lauseen
2.7 nojalla

A G A,) < i/\(An) —0,

mika todistaa viitteen. ]



Maaritelladan viela Borelin normaalilukulausetta varten kasite "melkein
kaikki".

Maaritelma 2.9. Olkoon A C S C R. Sanotaan, ettd melkein kaikki reaa-
liluvut joukosta S kuuluvat joukkoon A, jos

A(A) = 0,

missd A° = S\ A.

2.2 Todennakoisyysteoriaa

Jotta padstadn kasiksi lauseen 2.1 todistukseen, taytyy ensin méaaritelld muu-
tamia todennédkoisyysteorian peruskésitteitd. Tasséd luvussa méaritelladn to-
dennékoisyysavaruus seké satunnaismuuttujat. Todennékoisyysavaruuden maa-
rittelyssd tarvitaan teknisistd syistd o-algebran késitettd, mutta ohitetaan
taman joukkoperheen tarkempi maérittely. Kaytannossa o-algebra on taval-
listen joukko-operaatioiden, eli komplementin, leikkauksen ja numeroituvan
unionin suhteen suljettu.

Maaritelma 2.10. Olkoon §2 epatyhja joukko ja F o-algebra joukossa (2.
Télloin kuvausta P : F — [0, 1] kutsutaan todenndkdoisyysmitaksi, jos

i) P(A) >0, kaikilla A € F
i) P(Q) =1

iii) Jos joukot A; € F, i € N ovat erillisié, niin IP’( U Ai) =32, P(4)
i=1

Kolmikkoa (€2, F,P) kutsutaan todenndkéisyysavaruudeksi, joukkoa Q perus-
joukoksi ja joukkoja A € F tapahtumiksi.

Todennékoisyysavaruudessa on myos mahdollista olla epatyhjia osajouk-
koja Ny € F joille P(Ny) = 0. Téllaisia joukkoja sanotaan nollamittaisiksi
joukoiksi todennékoisyysavaruudessa (€2, F,P). Myos tyhjéd joukko on luon-
nollista méaaritella nollamittaiseksi, silld maaritelmésta 2.10 on yksinkertaista
niyttiad, ettd P(0) = 0.

Esimerkki 2.11. Osoitetaan (hieman epétarkasti), etta kolmikko ([0, 1], F, \)
on todennékoéisyysavaruus, kun F on vilin [0, 1] avoimien osajoukkojen ge-
neroima joukkoperhe.



i) Koska [(I) > 0 kaikille avoimille véleille mééritelmén 2.2 nojalla, niin
AA) > 0 kaikilla A € R

ii) Lemmasta 2.6 seuraa, ettd A([0,1]) = 1.

iii) Riittaa ndyttéad, etta A( U Ai) <32 A(A)) ja )\( U Ai) > 30 A(A).
i=1 i=1
Ensimméinen suunta seuraa lauseesta 2.7 ja toisen suunnan todistus si-
vuutetaan (katso esim. [1]).

Huomautus 2.12. Tamén méaritelman avulla voidaan samaistaa todennakai-
syysavaruuden nollamittaisuus méaéritelman 2.3 mukaisen nollamittaisuuden
kanssa, silld todennékoisyysavaruudessa ([0, 1], F, A) nollamittaiset joukot Ny
ovat sellaisia, joille A\(Ny) = 0, eli ne ovat nollamittaisia my6s mééritelméan
2.3 mielessd. Huomaa myo0s, etté joukon Ny ei tarvitse olla tyhja joukko, vaan
esimerkiksi erillisten pisteiden muodostama numeroituva unioni on nollamit-
tainen.

Tassa tutkielmassa keskitytddn pédasiassa ddrellisiin tai numeroituviin
todennennéakoisyysavaruuksiin, eli tilanteisiin, joissa perusjoukko €2 on &&-
rellinen tai numeroituva. Téllaisille todennakéisyysavaruuksille todennakai-
syysmitta [P voidaan karakterisoida seuraavalla tavalla: Kaikille A C €2,

= Zpaa

acA
missd 0 < p, < 1 on tapahtuman w € €2 pistetodennékoisyys ja

pr =1,

we

Esitelladn seuraavaksi viela muutamia todennakoisyysmitan ominaisuuksia
ja todistetaan niistéd tarkeimmaét:

Lause 2.13. Olkoon (2, F,P) todenndkdisyysavaruus, ja olkoon A C B C €,
sekd {An}22, jono avaruuden 2 osajoukkoja. Talloin todenndkdisyysmitalle
P pdtevdt seuraavat tulokset

i) P(A) <

i) P(0) =

iii) P(A) < P(B)

iv) P(Q\A) =1 —P(A)

10



v) Jos Ay CAyC ... ja |J A, = A, niin

n=1

lim,, o P(4,) = P(A)
vi) Jos Ay D Ay D ... ja [ A, = A, niin
n=1

lim,_yo P(A,) = P(A).

vii) (Boolen epiyhtils) P( J A,) <3000 P(A)

n

Ensimmaiset nelja vaittaméaéd seuraavat kohtalaisen yksinkertaisesti to-
dennékoisyysmitan méaritelmésté, joten niiden todistus sivuutetaan. Todis-
tetaan kuitenkin kohdat v-vii.

Todistus. v) Merkitdan Ag = ). Koska A,,_1 C A, kaikilla n € N, niin joukot
n

A\Ak_1, k > 1 ovat erillisid. Télloin A, = |J Ax\Ax_1 on erillinen yhdiste
k=1

ja todennakdisyysmitan maaritelméan 2.10 kohdan iii) nojalla

P(A,) = P(]QAk\Ak_1> - kiP(Ak\Ak_l)

Toisaalta A = |J A, = |J A4,\A,_1 on myo6s erillinen yhdiste ja
n=1

n=1

() = P U A\ducs) = PN = Jin B4

O]
Kohta vi) seuraa kohdasta v) tutkimalla joukkoa Q\A = (J Q\A,. Koska

n=1

A; D Ay D ..., niin Q\A; C Q\ A, C ... jolloin voidaan soveltaa kohtaa v)
ja saadaan

P(Q\A) = lim P(Q\A,).
n—o0
Kohdan iv) nojalla tédstd seuraa

P(A) =1 —P(Q\A) = 1 — lim P(Q\A,) = lim 1 — P(Q\A,). = lim P(A,).

n—oo n—oo n—oo

11



Kohdassa vii) voidaan kdyttda hyvéksi erillisten joukkojen todenn&koi-

n—1
syysksien additiivisuutta. Muodostetaan joukot B, = A,\ |J A.
k=1

Nyt U B. = U A,. Lisiksi yhdiste |J B, on erillinen ja B, C A, kaikilla
n=1 n=1 n=1
n € N, joten
P(| ) An) =P(|J B.) =D P(B,) <) P(A,).
n=1 n=1 n=1 n=1

]

Maaritelma 2.14. Kuvausta X : 0 — R kutsutaan satunnaismuuttujaksi.
Jos € on aédrellinen tai numeroituva, madritellidn satunnaismuuttujan X
odotusarvo:

E(X) =) p.X(w)=> yP(X =y),

we yey

missd Y = {X(w) |w € Q} on satunnaismuuttujan arvojoukko ja 0 < p, <1
on tapahtuman w € ) pistetodennékoéisyys. Tapahtuman A C Q) indikaatto-
rifunktiolle 1[A],

1, kuinwe A
HAlw) = {O kun w ¢ A

pétee mééritelmén mukaan E(1[A]) = P(1[A] = 1) =P(A) =P(z € A).

2.3 Suurten lukujen laki

Lauseen 2.1 todistuksen térkein tyckalu on Borelin suurten lukujen laki, joka
sanoo seuraavaa:

Lause 2.15. Olkoon {X,}°, jono riippumattomia ja identtisesti jakautu-
neita satunnaismuuttujia, joiden odotusarvot ovat yhtisuuret. Toisin sanoen

Talloin

X1+ Xo+... X,
P(lim Skt I :u)zl
n—o0 n



Lauseen todistamiseksi taytyy tehda vield muutamia satunnaismuuttu-
jiin ja niiden suppenemiseen liittyvid madritelmia. Ensiksi méaritelldéan sa-
tunnaismuuttujan melkein varma suppeneminen, jonka jalkeen méaaritelldan
tapahtumajonojen limes supremum ja limes infimum.

Maaritelma 2.16. Olkoon { X, }2 | jono satunnaismuuttujia. Jonon { X, }>
sanotaan suppenevan melkein varmasti kohti satunnaismuuttujaa X, jos on
olemassa nollamittainen joukko Ny, jolle

lim X, (w) = X(w) < 00

kaikilla w € Q\Np.

Intuitio termin "melkein varmasti"kayttamiselle téssé tilanteessa saadaan,
kun yhdistetdén suppeneminen suppenemisen todennékoisyyteen. Jos { X, }5°,
on kuten edelld, niin

]P( lim X, = X) =1 <= P{wedcCQ lm X,(w) =X(w)}) =1
n—oo n—o0
<— lim X, (w) = X(w), Vw € A=Q\N,

missd P(Ny) = 0.

Maéritelma 2.17. Olkoon {A,}°°, jono avaruuden (2 osajoukkoja. Méari-
telladn

i) limsup, ,. 4, = ) U Ax

m=1n=m
o0 o0
i) liminf, .o 4, = U ) An
m=1n=m
Maéaritelmésta voidaan huomata, etté alkio kuuluu joukkoon lim sup,, . A,

jos ja vain jos se kuuluu ddrettomén moneen joukoista A,

Todistus. Oletetaan, ettd w € limsup,_,. A, = [ U A,. Télléin

m=1n=1

we | A, kaikilla m € N.

Tehdéan vastaoletus, jonka mukaan w kuuluu vain &arellisen moneen jou-
koista A,,. Télloin on olemassa m,, € N, siten ettd w ¢ A,,, kaikilla n > m,,.

o0
Tésté seuraa, ettd w ¢ |J A, mikd on ristiriita.

n=my,

13



Toisaalta, jos w kuuluu dérettoman moneen joukoista A,,, niin se kuuluu
joukkoon |J A, kaikilla m € N, jolloin se kuuluu joukkoon (| |J A, =

n=m m=1n=m

lim sup,, ., An

Todennékoisyystapahtumien tilanteessa voidaan siis kdyttad intuitiivista
ilmaisutapaa ja sanoa, ettd tapahtuma limsup,_, A, toteutuu, jos ja vain
jos tapahtumat A, toteutuvat ddrettomén usein. Nyt maédritelmien 2.16 ja
2.17 avulla voidaan todistaa kaksi lausetta, joita kiytetdaén hyvéksi lauseen
2.15 todistamisessa.

Lause 2.18. X,, — 0 melkein varmasti, jos ja vain jos kaikilla ¢ > 0, n € N
P(|X,| > ¢, ddrettomdn usein) = 0 (3)

Todistus. Oletetaan ensin, ettd X, — 0 melkein varmasti, eli X, (w) — 0
kaikilla w € Q\ Ny, missd Ny on nollamittainen. Merkitdén nyt

An(e) = (11Xl 2 2},

Muistetaan samaistus ddarettéméan usean tapahtuman toteutumisen ja limes
supremumin kanssa, jolloin saadaan

{|X,| > e, dérettomén usein} = ﬂ U {|Xn]| > ¢} = ﬂ A(e).
n=1

m=1n=m

Olkoon wy € Q\ Ny, jolloin raja-arvon méiritelmén nojalla kaikilla e > 0 on
olemassa m,,, . € N, siten etta

| Xy (wo)| < e, aina kun n > my,, .
oo
Télloin wy ¢ A, ., josta seuraa, ettd w ¢ () Ay(e). Toisin sanottuna

m=1

AN\NoN ) An(e) =0, eli () An(e) C No. Nyt lauseen 2.13 nojalla
m=1 m=1

0< ]P’( N Am(s)) < P(Ny) =0,
n=1
miké todistaa ensimmaéisen suunnan.

Oletetaan nyt, ettd (3) pétee, joka vastaa todistuksen alkuosan notaatiolla
sita, ettd kaikilla e > 0

14



]P’( ﬁ Am(5)> ~0 (4)

Viitteen todistamiseksi tulee nayttaa, ettd X, — 0 melkein varmasti, eli
joukossa jonka todennidkédisyys on 1. Merkitdan

Ale)={J (N {IXal <<}, (5)

m=1n=m

josta De Morganin lakien avulla saadaan

NA@) =\ | N {Xal <t = U Xl > ¢}

m=1n=m m=1n=m

() Anlo)

m=1

Olkoon € > 0 ja wy € A(e). Nyt on olemassa m,, . € N siten, ettd

| Xo (wo)| < e, aina kun n > my, ..

Halutaan, ettd ylla oleva patee kaikilla ¢ > 0. Muodostetaan tatd varten

joukko N
A= O A(%) (6)

Nyt tapahtuman A todennékoéisyydeksi saadaan

r=p(N4(7) =1-2(2 N 4()

“p(Uma(h) =1 -2(UN (D)
> 1—219’(@1%(%)) =1

-

(4)

Liséksi, jos wy € A, niin kaikilla ¢ = % on olemassa m,, € N siten, ettd
| X (wo)| < € aina, kun n > my,.
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Téasta seuraa, etté vaite patee kaikilla € > 0, silld kaikilla € > 0 on olemassa
n. € N, jolle -= < e. Nyt siis X,, — 0, joukossa A, ja P(A) = 1, josta scuraa,
ettd A = Q\No7 jollekkin nollamittaiselle joukolle Ny, eli X,, — 0 melkein
varmasti.

]

Lause 2.19 (Borel-Cantellin lemma). Olkoon {A,}>°, jono tapahtumia to-
denndkoisyysavarvudessa (Q, F,P). Tdlloin, jos tapahtumien todenndkdisyyk-
sien summa on adrellinen, eli

o

nin todennakdisyys ettd dadrettémdn moni tapahtumista toteutuu on 0, eli

IP’( lim sup An) =0,

n—o0

tar vastaavasti

IP’(An sattuu adrettémdan usein) =0.

Toisin sanottuna Borel-Cantellin lemma siis véittda, ettd mikéli tapah-
tumajonon todennékoisyyksien muodostama sarja suppenee, niin vain darel-
lisen moni tapahtumista toteutuu. Todistetaan nyt Borel-Cantellin lemma
kiyttden aiemmin todistettuja tuloksia.

Todistus. Nyt limsup,,_,. A ﬂ U A,,. Selvisti

m=1n=m

GA” D DA” D...limsup A,

n—oo
Nyt kiyttamalla lauseen 2.13 kohtia vi) ja vii) saadaan

P(limsup A,) = lim IP’( U A ) <%§;OZP

n—00 m—00

Oletuksen mukaan sarja Y -  P(A,) suppenee. Tastéd seuraa, ettd

n=1
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[e'¢] m—1
Tim_ ZP(A") = lim ZIP’ =) P(A4,)

n=1

= Z P(A,) — Z P(A

miki todistaa vaitteen. O

Kerrataan vield varianssin ja korreloimattomuuden méaritelmét ja kaksi
todennékoisyysteorian perustulosta, Markovin ja Tsebysevin epayhtalot.

Maaritelma 2.20. Satunnaismuuttujan X varianssi on luku

Var(X) = E((X - E(X))?) = E(X?) — E(X)?

Satunnaismuuttujat X ja Y ovat korreloimattomia jos

E(XY) = E(X)E(Y)

Satunnaismuuttujien korreloimattomuus on myo6s yhteydessa satunnais-
muuttujien riippumattomuuteen, erityisesti riippumattomuudesta seuraa kor-
reloimattomuus, mutta korreloimattomuudesta ei valttaméatta seuraa riippu-
mattomuutta.

Lemma 2.21 (Markovin epayhtéld). Satunnaismuuttujalle X > 0 pditee

P(X >)\) < ——,
kaikille X > 0.

Todistus. Jos X > 0, niin odotusarvon maéritelmésta seuraa

EX)> ), pr»Apr P(X > ),

wGQ,X(w)>)\ X(w)>A X(w)>A
mista vaite seuraa. O

Lemma 2.22 (Tsebysevin epéayhtdld). Olkoon X satunnaismuuttuja odo-
tusarvonaan E(X). Tdlldin

P(1X ~E(X)| > 5y/Var(X)) < .

K
kaikille k > 0.

17



Todistus. Sovelletaan Markovin epéyhtélod, kun A = k?Var(X). Télléin

IP(|X ~E(X)| > m/Var(X)) - IP’((X ~E(X))? > ff2Va7’(X)>
E(X —E(X))) 1

kK2Var(X) K2

]

- . _ . e
Huomautetaan vield, ettd valitsemalla x = Tra) saadaan epayhtalo

muotoon

< Var(X)

= 7 5
K2

IP’(\X “E(X)| > k)

Nyt aikaisempia tuloksia kiyttden saadaan todistettua suurten lukujen laki,
eli lause 2.15 erikoistapauksessa, jossa satunnaismuuttujat X, ovat nume-
roituvia, keskenaéan korreloimattomia ja niilla on dérellinen toinen momentti
(eli E(X?2) < 00).

Todistus. Olkoon {X,,}>° ;| jono numeroituvan todennékéisyysavaruuden ident-
tisesti jakautuneita korreloimattomia satunnaismuuttujia, joilla on dérellinen
toinen momentti, ja joiden odotusarvoille pitee E(X;) =E(Xs) = ... = p.

2one1 Xn
n

Halutaan siis nayttaa, etta ]P’(limnﬁoo = u) = 1, johon maaritel-

mén 2.16 seurauksen nojalla nayttia, etta

m Xn
Z”:—l—uz, kun m — oo (7)
n

melkein varmasti. Nyt voidaan olettaa, ettd p = 0, silldi muut tapaukset
voidaan palauttaa tdhan tutkimalla satunnaismuuttujaa

X(w) = X(w) — p. Heti huomataan, ettd satunnaismuuttujien keskindisesté
korreloimattomuudesta seuraa

E(X;X;) = E(X;)E(X;) =0, (8)

kaikilla ¢ # 7. Muodostetaan satunnaismuuttuja

18



Halutaan paasta kiyttaméaan Tsebysevin epayhtalod 2.22, jota varten voidaan
nyt laskea satunnaismuuttujan S, varianssi. Odotusarvon lineaarisuudesta
ja oletuksesta seuraa, ettd E(S,,) = 0 kaikilla m € N. Koska kaikkien sa-
tunnaismuuttujien X,, toinen momentti on rajoitettu, voidaan valita M € R
siten, ettd E(X?2) < M kaikilla n € N. Téllin satunnaismuuttujan S, va-
rianssiksi saadaan

Var(Sn) = E(Sy,) ~ E(Sn)” = E(< i X">2)

S($5n) S o

zm:E X2) <§:M§mM.
n=1 n=1

Nyt Tsebysevin epayhtalon 2.22 nojalla

Var(Sn)

K2

)

P(1Sm — E(Sw)l = £) = P(ISn] > x) <
kaikilla x > 0. Erityisesti kaikilla ¢ > 0 voidaan valita Kk = me, jolloin

Var(Sy) < mM M

PR

(10)

P<|Sm\ > m&t) <

m2e2 T m2e?2 me
Tahén halutaan paastd kiyttdméadn Borel-Cantellin lemmaa, mutta ongel-
maksi muodostuu se, etté arvion (10) oikeasta puolesta muodostettu sarja ei
suppene. Tarkastelu voidaan kuitenkin rajoittaa osajonoon .S,,2, jolloin

M

m2e2’

]P’<|sz\ > m2€> <

Talloin




jolloin Borel-Cantellin lemman 2.19 nojalla

]P’<|sz| > m?e #drettéman usein) =0

S|
= IP’(—2 > ¢ aarettoman usem) =0.
m

Nyt lauseen 2.18 nojalla
|Sm2‘

m2
melkein varmasti, eli lause on todistettu osajonolle S,,2. Nyt taytyy vain
ndyttad, ettd alkuperdisen jonon jisenet ovat riittdvin ldhella osajonon ja-
senid, ettd myos jono S, suppenee nollaan melkein varmasti. Maaritellaan
tata varten kaikilla m > 1

— 0 (11)

D, = max |Sk — Smz|
m2<k<(m+1)2
Jélleen odotusarvon lineaarisuudesta ja oletuksesta seuraa, ettd E(D,,) = 0,
kaikilla m € N. Merkitddn |Sp — Sp2| = maxX2<pe(mi1)? [Sk — Sm2|, missé
m? < k' < (m + 1)%. Tallsin

E(Dfn) E(|Sk’ - Sm2|2) = E(S}?l — QSk’SmQ + Sm2)
E(S%) — 2B(SkSm2) + E(S22)

<E(SP) +E(S2:) < KM +m*M < 4m*M

Jalleen voidaan kayttad Tsebysevin epayhtdlod josta saadaan

4M
P<|Dm| Z m2€> S 5
mee

josta kuten aiemmin Borel-Cantellin lemman ja lauseen 2.18 nojalla seuraa,
etta

| D

m2
melkein varmasti. Nyt yhtéloiden (11) ja (12) avulla kaikille
m? < k < (m+ 1)? pitee

— 0 (12)

| Sk| < |Spz| + Do
kK — m2

melkein varmasti, josta viite seuraa. 0

—0
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Todistetaan viela yksinkertainen lemma jota tarvitaan lauseen 2.1 todis-
tamisessa.

Lemma 2.23. Olkoon {x,}5°, rajoitettu jono positivisia reaalilukuja ja a >
0. Tdlloin jos

n
. .
niin kaikille m € N
=]
i 2oko1i Tk _ @
n—oo n m‘

Todistus. Olkoon m, M € N ja z, < M kaikilla n € N. Tall6in

L] L]
Zkil Tk S Zkil Tk — a,
- L]
kun n — oo. Toisaalta
n [ ]+1
Z,Ezf Th o 2kt e Timier
T e |

eli

]

Nyt voidaan viimein siirtyé tutkielman paétuloksen, Borelin normaalilu-
kulauseen, todistukseen.

2.4 Normaalilukulauseen todistus

Kertauksen vuoksi Borelin normaalilukulause (lause 2.1) vaittda, ettd mel-
kein kaikki luvut valilla [0, 1] ovat téydellisesti normaaleja. Késite melkein
kaikki tulee ymmaértda méaritelméan 2.9 mielessd, toisin sanoen siis tulee
osoittaa, ettd valilla [0, 1] olevien téydellisesti normaalien lukujen joukon
komplementti on nollamittainen. Todistuksen idea on yksinkertaistettuna
seuraava:
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Valitaan satunnainen luku X € [0, 1] tasaisesta jakaumasta.

Muodostetaan luvun b-kantaesitys.

Muodostetaan taméan avulla riippumattomat satunnaismuuttujat, joi-
den avulla voidaan laskea N’(X, w).

NE (X w) 1

g mel-

Sovelletaan suurten lukujen lakia, jolloin saadaan —

kein varmasti.

Lopulta tdmén seurauksena saadaan, ettd valilla [0, 1] olevien taydellisesti
normaalien lukujen joukon komplementti on nollamittainen. Muotoillaan nyt
todistus tasmallisesti.

Todistus. Olkoon m,b € N, b > 2 ja olkoon w = wjwsy...w,, sana, jon-
ka pituus on m aakkostossa B = {0,1,...,b — 1}. Valitaan luku X € [0, 1]
satunnaisesti tasaisesta jakaumasta. Tamé voidaan tehdd muodostamalla lu-
vun X b-kantaesitys seuraavalla tavalla. Muodostetaan jono {X}72, toisis-
taan riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka saavat arvoja aakkostosta B
siten, ettéd P(X, = j) = ¢, kaikilla j € B, k € N ja mééritelldén

X = iXkb’“.
k=1

Muodostetaan nain méariteltyjien satunnaismuuttujien avulla satunnais-
muuttujat X=X X kil - - - Xgpam—1, jotka kuvaavat luvun X b-kantaesityksessa
esiintyvaa luvun m pituista merkkijonoa alkaen indeksista k. Muodostetaan
vield tapahtuman {X; = w} indikaattorifunktio.

1, jos Xp=w

0, muulloin
Koska tapahtumat {X.;_1 = w;}, j = 1,...,m ovat keskendén riippu-

mattomia satunnaismuuttujien X, maéaéaritelmén nojalla, saadaan tasta ta-
pahtuman {X; = w} todenndkoisyydeksi

— m m o
P(Xk:w>:P<H{Xk+]—1:wj}> H]P) Xk+] 1—1,()] :ng—m
j=1 e

7j=1
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Sanan w esiintymiskertojen lukuméard luvun X ensimmaéaisen n merkin
joukossa saadaan nyt laskettua yksinkertaisesti indikaattorifunktioiden avul-
la

NY(X,w) =1[X, =w] + 1[Xo=w] + ... + 1[X,_pny1 = w]. (13)

Tissé kohdassa on kuitenkin hyvé huomata, ettd satunnaismuuttujat X
eivit ole keskendén riippumattomia (eivitkd edes korreloimattomia), joten
suurten lukujen lakia ei paasta kiyttaméaan hyvéksi. Tarkastelu voidaan kui-
tenkin rajoittaa satunnaismuuttujajonon osajonoihin {7j+mk}z<’:0, missa j €
{1,...,m} ja m on sanan w pituus, jolloin satunnaismuuttujat X, ,x voi-
daan osoittaa keskendén riippumattomiksi. Jaetaan siis yhtdlon (13) summa
m osaan seuraavalla tavalla.

N(X,w)=1[X1 =w] +1[Xg =w] + ...+ 1[X ;1 = W]
+1[Xo = w] + 1Xopm = w] + ... + L[Xyy (nz1) gy = W]
+

Tavoitteena on nyt padsta kiayttamadn suurten lukujen lakia hyvéksi. Ensiksi
voidaan huomata, etté

LN o) S S 1K ey = ul
— Z lim k=1 1[Xj+m(k—1) = w}
n—00 n 7
7j=1

silla
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m Ll o v m |22t =
21 22 Xy = wl 3050 " UXjym—1) = ]

n n
I_ Jl n— m+1 .
< 23 Ll X jime-1) = W] = D>y " X jm-) = W]
o n
_ > A ey = W] — S "X ey = ]
B n
< Zj:ll[Xjer(L%J*l) = w] < Zj:ll < m 0.
n n n

Suurten lukujen lakia 2.15 voidaan nyt kayttda satunnaismuuttujiin
{1[7j+m(k_1) = w]}zozl, kunhan ensin tarkistetaan, ettd oletukset péatevét,
eli ettd satunnaismuuttujat ovat korreloimattomia ja niilla on dérellinen toi-
nen momentti. Lasketaan tata varten ensin satunnaismuuttujien odotusarvo.
Kaikilla & € N satunnaismuuttujan 1[X j+m(k—1) = w] odotusarvoksi saadaan
odotusarvon lineaarisuutta hyviksi kiyttaen

X ~ 1
E(I[Xj+m(’“‘1) = w]) =P(Xjim@E-1 =w) = b

Nyt voidaan tarkistaa korreloimattomuus. Tapahtumien {Yﬂm(k,l) = w}
ollessa riippumattomia saadaan

E (10X m1) = w1[K o) = w])

= E(l[{yﬁm(k—l) = w} H{Xjrmn-1) = wH)

= P(‘{Yﬁrm(kfl) = w} N{X jm(n-1) = w>}
= i = E(1U ey = 0] E (UK mpory = w]),

kun h # k. Jonon 1[X 4 ,—1) = w] toinen momentti on selviisti dérellinen,
silla



Nyt lauseen 2.15 oletukset péatevit, jolloin lauseen mukaan

P( D D X jpme—yy =w] 1 )

n—00 n o bm

9

kaikilla j = 1,...,m — 1 ja lemman 2.23 nojalla

2
IP( lim 221 W gimgeoy = 0] 1 ) —1,
n—oo n mbm
Nyt jos
=l 1%, _
lim > e 1] j+mk—1) = w] _ 1
n—oo n mbm

kaikilla j € B, niin

m L m

D Sy 1[Xj+m(k*1) = w] _ L1
> lim . =2 i =
2

jolloin yhtélon (15) nojalla

IED( lim M 1 > _ P(sz lim Z;ﬁf L1Xjim@p—1) = ) 1 >

n—00 n bm sy n—00 n bm
LﬂJ R
DX ey = 1
ZIP< i 2bmt U emey =) 1 o j>
n—o0 n mbm
LiJ _
X e = 1
_1 —]P>< fim 2kmt LN meen = 0] . jollakin j)
n—00 n mbm™m

=0
=1

Téama siis tarkoittaa sita, ettd satunnaisesti valittu luku X € [0, 1] on melkein
varmasti normaali kannassa b, kiinnitetylla b > 2. Maaritelladn nyt

N, = {z € [0,1] |  on normaali kannassa b}

Talloin edelld olevasta tuloksesta seuraa, ettd P(x € N,) = 1, josta esimerkin
2.11 mukaisesti voidaan huomata, etta
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ANY) =Pz e Nf) =1—-P(xz € N}) =0,

eli maaritelméan 2.9 mukaisesti melkein kaikki luvut ovat normaaleja kannassa
b. Toisaalta taydellisesti normaalien lukujen joukko saadaan ylla olevan avulla

N = {x €[0,1] |  on normaali kannassa b, kaikilla b > 2} = mj\[l”
b=2

jolloin De Morganin lakien nojalla

Ngz(éM)cng

Nyt seurauksen 2.8 nojalla P(z € N5) = A(|U NY) = 0, eli melkein kaikki
b=2

luvut valilla [0, 1] ovat tdydellisesti normaaleja. O
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