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Johdanto

Tassa Pro Gradu -tutkielmassa kisitelliin Ramseyn teorian perusteita. Ram-
seyn teoria luokitellaan kombinatoriikan osa-alueeseen, joka tutkii tietyt omi-
naisuudet toteuttavia joukkoja. Ramseyn teoriassa joukon alkiot jaetaan eri
luokkiin ja etsitdén ehtoa, jolla 16ytyy tietynlainen struktuuri. Karkeasti ot-
taen Ramseyn teorian tulokset kertovat, ettd tietynlainen struktuuri l6ytyy,
kun joukko on tarpeeksi suuri. Matemaatikko Theodore Motzkin on kuvaillut
Ramseyn teoriaa seuraavasti: "complete disorder is impossible", eli taysi kaa-
os on mahdotonta. 3, s.29] Ramseyn teorian tuloksia on hyédynnetty verkko-
teorian ja kombinatoriikan lisiksi moniin matematiikan muihin osa-alueisiin
sekd tietojenkisittelytieteeseen.

Tama tutkielma koostuu kolmesta osasta: Tutkielman ensimmaéisessa lu-
vussa kiydddn lapi tarvittavia esitietoja, kuten verkkoihin liittyvit maé-
ritelmét sekd Ramseyn teorian lauseiden todistuksessa usein hyodynnetta-
vad kyyhkyslakkaperiaatetta. Toisessa luvussa kasitelladn verkkoihin liitty-
vad Ramseyn teoriaa ja todistetaan Ramseyn lause. Verkko koostuu alkioiden
joukosta ja niiden vilisistd suhteista. Ramseyn lause kertoo, ettd tarpeeksi
suuresta verkosta aina 16ytyy tidydellinen osaverkko tai sen komplementti. Sen
jalkeen tarkastellaan Ramseyn lukua sekd sen erditd yldrajoja antavia lausei-
ta ja méaaritetddn joitakin tarkkoja Ramseyn lukuja. Kolmennessa luvussa
tarkastellaan Ramseyn teoriaa, joka liittyy kokonaislukuihin. Téssa keskity-
tddn kahteen olennaiseen Ramseyn teorian tulokseen, van der Waerdenin se-
ki Hales-Jewett'n lauseeseen. Van der Waerdenin lause kasittelee lukujonon
varitystd ja Hales-Jewett'n lause kéisittelee hyperkuution varitysta.

Luvussa 2 esitetyt verkkoihin liittyvit lauseet ja méadritelmét on laadittu
padosin teoksen [2| pohjalta ja luvun 3 kokonaislukuihin liittyvd Ramseyn
teoria teosten 3| ja [4] pohjalta. Lihdeteoksena kiytetyt kirjallisuudet 16y-

tyvat viimeisen sivun lihdeluettelosta.



1 Esitietoja

1.1 Verkko

Kaydaan tassa kappaleessa lapi toisessa luvussa kiytettavat verkkoteorian pe-
ruskésitteet. Verkkoteoriassa verkolla tarkoitetaan datarakennetta, joka koos-
tuu alkioista seké niiden vélisistd suhteista. Maéritellddn alla verkko tarkem-

min ja perehdytddn verkkoteorian kasitteisiin esimerkkien ja kuvien avulla.

Maéaritelméd 1.1. Verkko G on kahden joukon pari (V) E), jossa

E C {{v1,va} | v1 # v, v1,v3 € V}. Joukon V alkiota kutsutaan solmuksi ja
joukon E alkiota kaareksi. Merkitddn tarkemmin verkon G solmujen joukkoa
V = V(G) ja kaarien joukkoa F = E(G).

Havainnollisuuden vuoksi verkkoa kuvataan usein seuraavan kuvan mu-

kaisesti niin, ettd solmut merkitdén pisteilld ja kaaret niiden vélisilld sarmilla.

Kuva 1: Verkko

Mééritelma 1.2, Jos V/ C V ja E' C E, niin paria G’ = (V', E') kutsutaan
verkon G = (V, E') osaverkoksi ja merkitddn G’ C G. Sanotaan, ettd verkko

(G sisaltda osaverkon G'.

Maaritelma 1.3. Kun verkon G solmujen joukon alkioiden lukumééra on n

eli |V(G)| = n, verkkoa G kutsutaan n-solmuiseksi verkoksi.

Miiritelmi 1.4. Kun {vy,v,} € F, sanotaan, ettd solmut vy, vy ovat naa-

pureita.



Esimerkki 1.5. Alhaalla kuvan 2 vasemmalla puolella on 5-solmuinen verk-
ko G ja oikealla sen osaverkko G’. Solmut v; ja vs ovat naapureita verkossa

G, muttei verkossa G’.

V4 V4
U3 U3
Us Us
V2 V2
U1 U1

Kuva 2: 5-solmuinen verkko G ja sen osaverkko G’

Maaritelma 1.6. Verkko on tédydellinen, kun verkon kaikki solmuparit ovat

naapureita. Téaydellistd n-solmuista verkkoa merkitdin K.

Esimerkki 1.7. Seuraavaan kuvaan on piirretty 3-solmuinen, 4-solmuinen

ja b-solmuinen taydellinen verkko.

AN

K3 K* K>

Kuva 3: Tiaydelliset verkot K3, K4 K°

Maiaritelmi 1.8. Joukon X kaikkien k-alkioisten osajoukkojen joukko mer-
kitaan [X]%, eli [X]*:={A | AC X ja |A| =k}
Joukko [X]' on sama kuin joukko X itse. Joukko [X]* on kahden alkion

joukkojen joukko.

Miédritelma 1.9. Verkon G = (V, E) komplementti on verkko (V, [V]?\E),

josta kilytdmme merkintdsd G.



Esimerkki 1.10.

G G

Kuva 4: Verkko G ja sen komplementti G

1.2 Kyyhkyslakkaperiaate

Seuraavaksi tarkastellaan kyyhkyslakkaperiaatetta, joka on olennainen peri-

aate monessa Ramseyn teoriaan liittyvissa lauseessa.

Lause 1.11. (Kyyhkyslakkaperiaate) Jos n < m ja m esinetti laitetaan n

laatikkoon, niin ainakin yhdessd laatikossa on vihintddn [™] esinettd.

Todistus. Olkoon laatikossa i olevien esineiden lukumaééri a,. Tehddin vas-

taoletus, ettd kaikissa laatikoissa on viithemmén kuin [™] esinettd, eli

ai<(%1 (1<i<n)

Oikea ja vasen puoli ovat molemmat kokonaislukuja, joten siitd seuraa

ai<[%1—1 (1<i<n)

, jolloin

Verrataan tdmén epéyhtdlon vasenta ja oikeaa puolta.

m m m m
2<f2]-10Zns]?]
n n n n

mgn([%—‘ -1) &

mika on ristiriita. L]



Kun m > n eli esineiden méard on enemman kuin laatikoiden méara, lauseen
1.11 nojalla ainakin yhdessé laatikossa on vahintéén 2 esinetta. Tarkastellaan

seuraavaksi kyyhkyslakkaperiaatetta, kun esineité on ddrettémén monta.

Lause 1.12. Kun laitetaan ddrettémdn monta esinettd m laatikkoon, ainakin

yhdessd laatikossa on ddrettémdan monta esinettd.

Todistus. Jos kaikissa m laatikossa olisi dérellisen monta esinetti, kaikkien

laatikoiden esineiden méirin summa olisi dédrellinen, miké on ristiriita. [



2 Ramseyn teoria verkoilla

2.1 Ramseyn lause

Tasséd luvussa tarkastellaan verkkoihin liittyvid Ramseyn teoriaa. Ramseyn
lause pohtii minkélaisia ominaisuuksia l6ytyy suuresta verkosta. Se myds tar-
kastelee kuinka suuri verkon pitéisi olla, jotta siita loytyisi tietynlainen osa-
struktuuri. Aloitetaan pohdinta Ramseyn lauseen erikoistapauksella, jossa
verkon solmuja on kuusi. Sen jilkeen todistetaan Ramseyn lause, joka ker-
too, ettd tarpeeksi suuresta verkosta 16ytyy taydellinen osaverkko K" tai sen
komplementti K" (r: positiivinen kokonaisluku).

Seuraavassa Ramseyn lauseen erikoistapauksessa henkilot ja niiden véliset
ystavyyssuhteet muodostavat verkkorakenteen. Lausetta havainnollistetaan
verkkoyhteistpalvelu Facebookin ystavyyden avulla, jolloin ystivyyden maé-

rittely on selkeda.

Lause 2.1. (Ramseyn lauseen erikoistapaus)

Olkoon X minkd tahansa kuuden hengen ryhmda verkkoyhteisopalvelu Face-
bookissa. Tallown l6ytyy joko kolmen hengen osajoukko Y C X, jonka jasenet
ovat keskenddn kavereita tai kolmen hengen osajoukko Z C X, jonka mitkddn

kaksi jiasentd ewvdt ole kavereita.

Todistus. Nimetddn joukon X henkilot a, b, ¢, d, e ja f. Talloin kyyhkyslakka-
periaatteen nojalla on olemassa kolmen hengen osajoukko S C {b,c,d, e, f},
jossa joukon S jdsenet ovat kaikki henkilon a kavereita tai kukaan joukon
S jésenestd ei ole henkilon a kaveri. Oletetaan, ettd joukon S jisenet ovat
henkilon a kavereita. Tarkastetaan osajoukon S sisdinen kaveruus. Jos os-
ajoukosta 16ytyy kaveripari, olkoot ne s; ja so, joukko {a, s1, s} muodostaa
etsimdmme joukon Y. Jos taas ketkddn osajoukon S jisenistd eivit ole kave-
reita, S itse on kyseinen osajoukko Z. Niin aina 16ytyy joko osajoukko Y tai
Z.

Tarkastellaan seuraavaksi toista tapausta, jossa kukaan joukon S jisenestd

ei ole henkilon a kaveri. Jos osajoukosta S l6ytyy pari si, s, jotka eivit ole



keskenddn kavereita, joukko {a, s1, s} muodostaa osajoukon Z. Jos joukossa
S ei ole sellaista paria, joukon S jidsenet ovat kaikki keskendan kavereita, jol-
loin joukko S on etsimdmme osajoukon Y. Téssikin tapauksessa siis 16ytyy

aina joko osajoukko Y tai Z. O

Lause 2.1 voidaan ilmaista verkkoteorian késitteitd kdyttéen seuraavasti: 6-
solmuinen verkko sisdltdd taydellisen verkon K tai verkon K3. Seuraava tu-
los, Ramseyn lause, kertoo, ettd mikd tahansa riittavan suuri verkko sisaltaa

joko verkon K" tai verkon K.

Lause 2.2. (Ramsey 1930)
Olkoon r € N. On olemassa sellainen n € N siten, ettd kaikkr vahintddan

n-solmuiset verkot sisdltivit osaverkkona joko verkon K tai verkon K.

Todistus. Viite péatee selvisti, kun r < 1. Olkoon r > 2. Maaritelladn

— 2?73 ja verkko G, joka on n-solmuinen tai suurempi.

apumuuttuja n :
Muodostetaan joukot Vi, V5, ..., V5, o sekd solmut v; € V; seuraavien ehtojen

mukaan:
(1) Vil = Q2r—2—i (1=1,2,..2r — 2);
(17) Viga CVi\A{wi} (1=1,2,..2r = 3) ;

(731) wv; on joko naapuri joukon V;,; kaikkien solmujen kanssa tai ei ole

naapuri joukon V1 minkdéan solmun kanssa. (i = 1,2, ..., 2r — 3);

Olkoon V; C V(G) mikii tahansa 2* 3-solmuinen joukko ja valitaan
mielivaltainen solmu v; € Vj. Seuraavaksi valitaan joukko V5, joka tiyttad
ehdot (i) — (¢iz). Téallaisen joukon V5 16ytdminen on mahdollista, silld ehdon
(i) joukon |V; \ {vi}| alkioiden mé&ird on 2273 — 1 ja ndmé alkiot ovat
joko solmun v; kanssa naapureita tai sitten eivit ole, joten kyyhkyslakkape-

riaatteen nojalla joko naapureiden tai ei-naapureiden joukolla on vihintidin

227"—4_

{%W = 2?4 alkiota. Tistd joukosta voidaan valita juuri

solmuinen joukko V5 ja mielivaltainen solmu v, € V5 . Toistamalla prosessia

2r — 3 kertaa saadaan jono Vi, Vs, ..., Vo, s jav, €V, (i =1,2,...,2r — 3).



Alkio v; (i = 1,...,2r — 3) on tilldin ehdon (ii¢) mukaan joko naapuri
seuraavan joukon V;,; kaikkien solmujen kanssa tai ei naapuri joukon V; 4

minkdin alkion kanssa. Kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla niistd 2r — 3

2r—3

5 W = r — 1 kiyttaytyy samalla tavalla. Nama r — 1

solmusta vahintaan (
solmua ja solmu vs,_o € Vi,._o muodostavat etsimdmme osaverkon K” tai

sen komplementtijoukon K. O]

Edellisessa lauseessa maarittelemamme verkko G ei ole vilttdmatta pienin
verkko, joka tayttad lauseen ehdon. Esimerkiksi lauseen 2.2 todistuksen apu-
muuttujasta tulee n = 22%373 = 8 kun r = 3, mutta lauseessa 2.1 todis-
tettiin, ettd 6-solmuinen verkko sisiltid jo joko verkon K® tai verkon K.
Ramseyn lauseen ehdon tayttavad pienintd lukua n kutsutaan Ramseyn lu-
vuksi ja merkitddn titd symbolilla R(r). Lauseen 2.2 todistus kertoo, ettd
R(r) < 22773, Todistus antaa Ramseyn luvulle ylidrajan, muttei sen tark-
kaa arvoa. Tarkan Ramseyn luvun maarittdminen on hankalaa ja 16ydettyja
lukuja on vain muutamia. Tarkastelemme niitd tarkemmin seuraavassa kap-
paleessa.

Téahéan asti verkon solmuparit on jaettu kahteen luokkaan: Ne olivat joko naa-
pureita (jolloin muodostuu kaari) tai sitten eivét. Seuraavaksi tarkastellaan

minkélaisia ominaisuuksia verkosta 10ytyy, kun lisataan luokkien maaraa.

Maaritelma 2.3. Joukon X alkiot jaetaan c eri luokkaan. Verkkoteoriassa
kdytetddn perinteisesti luokkina eri virejd. Puhutaan talléin joukon X c-

varityksesté, joka jakaa joukon X alkiot c eriviriseen luokkaan.

Maaritelmi 2.4. Annetaan joukolle X c-véritys. Télloin osajoukko Y on
monokromaattinen, jos kaikki joukon Y alkiot ovat samanvirisid. Vastaa-
vasti, kun on annettu joukolle [X]* c-viritys, osajoukko ¥ C X on k-

monokromaattinen, jos kaikki joukon [Y]* alkiot ovat samanviirisii.

Esimerkki 2.5. Kun X = {v;,v9,v3,v4,v5} ja joukolle [X]? on annettu c-
varitys, osajoukko Y = {vy,vs3,v5} € X on 2-monokromaattinen, jos joukon

{{v1,v3},{v1,v5},{vs, v5}} alkiot ovat samanvérisi.



Maiaritelmi 2.6. Osaverkko H C G on monokromaattinen, jos osaverkon
H kaaret ovat samanvérisid, kun verkon G = (V, E) kaarien joukolle E on

annettu c-varitys.

Esimerkki 2.7. Alhaaalla vasemmalla on verkko (G, jonka kaarien joukol-
le E(G) = {{v1,v2},{v1,v5}, {va, s}, {v3, 04}, {v3, 05}, {vs, v5}} on annettu
2-véritys siniselld ja punaisella. Talloin oikealla oleva osaverkko H C G, jos-
sa V(H) = {vy,vs,v5}, E(H) = {{v1,v5}, {vs,v5}}, on monokromaattinen,

koska sen kaaret {vy,vs5} ja {vs,v5} ovat samanvérisia.

(1
U3 U3

Us Us
(%)

U1 U1

Kuva 5: 5-solmuinen verkko G ja sen osaverkko H

Lause 2.8. Olkoon k,c positiivisia kokonaislukuja ja X ddreton joukko.
Joukko (X wiritetiin c eri wvireilld, tillsin joukolla X on ddretin k-

monokromaattinen osajoukko.

Todistus. Todistetaan induktiolla k:n suhteen, kun ¢ on vakio.

k = 1. Annetaan c-viritys adrettomille joukolle [X]' = X. Viite on tosi,
silld kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla ainakin yhdella virilla on darettomén
monta alkiota.

Induktio-oletus: Véite on tosi lukua k(> 1) aidosti pienemmille luvuille.
Joukko [X]* véritetéifin c eri vireilli. Muodostetaan joukon X osajoukkojen
jono Xy, X1, Xs...javalitaan alkiot z; € X, jotka tayttavit seuraavat ehdot:
(1=0,1,2,...)

(1) Xy © X\ {ai}

(i) Kaikki k-joukot {z;} U Z, jossa Z € [X;y1]*"!, ovat samanvirisii. Lii-

tetdan alkioon x; tdmé vari.

10



Olkoon X := X ja valitaan mielivaltainen alkio o € X,. Annetaan c-varitys
joukolle [X¢ \ {zo}]*! virittdmaélla joukon alkiot samalla vérilli kuin sen ja
joukon {x¢} yhdisteen viri joukon [X]* c-viirityksessd. Koska Xo \ {zo} on
adreton joukko ja véritetty c eri véreilld, induktio-oletuksen nojalla joukolla
Xo \ {zo} on diretén (k — 1)—monokromaattinen osajoukko. Olkoon tdmé&
osajoukko Xj. Talloin ehto (i) X; C Xo \ {zo} selvisti péatee. Myos eh-
to (i), eli kaikki k-joukot {zo} U Z, jossa Z € [X;]*"!, ovat samanvirisii,
toteutuu johtuen joukkojen X; ja [Xo \ {x0}]*"! c-viirityksen mééritelmis-
ta. Valitaan mielivaltainen alkio x; € X ja liitetdan alkioon z; joukon X
(k — 1)-monokromaattisyyden vari.

Seuraavaksi médritetiin c-viritys joukolle [X; \ {z; }]F~! viirittdmilla joukon
alkiot samalla vérill kuin sen ja joukon {z;} yhdisteen viri joukon [Xo]* c-
varityksessd. Samalla tavalla saadaan ddretén monokromaattinen joukko X,
ja sen alkio xs.

Toistamalla saadaan alkioiden jono zg, x1, x5 . ... Koska ¢ on direllinen ja al-
kioita x; on darettéman monta, on kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla ainakin
yksi véri, joka on liitetty ddrettoman moneen alkioon. Nama alkiot muodos-

tavat joukon X ddrettéméin k-monokromaattisen osajoukon. O]

Alla esitetdén lausen 2.8 &direllinen versio. Todistus 16ytyy mm. Reinhard
Diestelin kirjasta Graph Theory. |2, s.193]

Lause 2.9. Olkoon k,c,r > 1 kokonaislukuja. On olemassa luonnollinen luku
n > k siten, etti joukolle [X]|* annetusta c-virityksesti riippumatta kaikki

n-alkioiset joukot X sisdltdvat k-monokromaattisen r-alkioisen osajoukon.

2.2 Ramseyn luvut

Lauseessa 2.2 todistettiin ettd, on olemassa sellainen n, jolla m-solmuinen
tai suurempi verkko G sisiltdd osaverkon K" tai K. Pieninti tillaista lu-
kua n kutsutaan Ramseyn r-luvuksi. Solmujen naapuruussuhde jakaa kaaret
kahteen luokkaan, joten se on periaatteessa sama asia kuin kaarien varitté-

minen kahdella varilla. Téassa kappaleessa kiytetdin puna-sini-varitysta, jota

11



on perinteisesti kiytetty Ramseyn teoriassa. Taméan kappaleen tarkoitus on
madrittdd pari tarkkaa Ramseyn lukua ja tarkastella lauseita, jotka autta-
vat méadrittelemédan niitd. Lopuksi katsotaan minkélaisia tarkkoja lukuja on

tdhdn mennessd madritelty.

Méésritelma 2.10. Ramseyn luku R(s,t) on pienin kokonaisluku n, jolla
minkd tahansa verkon K" kaarien puna-sini-varitys sisaltdd joko punaisen

osaverkon K tai sinisen osaverkon K.
Huomautus 2.11. Méadritelméstéi seuraa, ettd R(s,t) = R(t,s)

Esimerkki 2.12. Mééritetdin Ramseyn luku R(3, 3), eli miké on pienin sol-
mujen méiird, jotta verkko sisiltds punaisen tai sinisen kolmion K3 riippu-
matta annetusta puna-sini-virityksestd. Lauseesta 2.1. seuraa R(3,3) < 6.
Alla on verkon K° puna-sini-viiritys, josta ei 16ydy punaista eikii sinisti kol-
miota. Eli 5 < R(3,3) <6, josta seuraa, ettd R(3,3) =6

Kuva 6: Verkon K° kaarien puna-sini-viritys, joka ei sisilli punaista eiké

sinistd verkkoa K3
Lause 2.13. Olkoon s > 2, tdlloin R(s,2) = R(2,s) = s

Todistus. Selvisti R(s,2) > s, silld jos solmuja on vihemmén kuin s, voi-
daan varittda kaikki kaaret punaisella, jolloin verkko ei sisdlld punaista verk-
koa K* eiki sinistéi verkkoa K?2. Tarkastellaan s-solmuista verkkoa. Jos sii-
ni on vihintdin yksi sininen kaari, se sisiltdi sinisen verkon K?2. Jos taas
kaikki kaaret olisivat punaisia, ne muodostaisivat punaisen verkon K*. Joka
tapauksessa siis 16ytyy joko punainen osavekko K* tai sininen osaverkko K2,
eli R(s,2) = s. Huomautuksen 2.11 nojalla R(s,2) = R(2,s) = s O

12



Ramseyn luvun R(s,t) tarkka arvo tunnetaan siis, kun s = 2 tai ¢t = 2.
Seuraavaksi tarkastellaan Ramseyn lukua, kun s,¢ > 2. T4lloin ei ole yleistd
lauseketta, joka antaa suoraan tarkkaa Ramseyn lukua. Voidaan kuitenkin

laskea Ramseyn luvun erds ylidraja seuraavan lauseen avulla.

Lause 2.14. Olkoon s,t > 2 positiivisia kokonaislukuja. Tdlloin
R(s,t) < R(s —1,t) + R(s,t — 1).

Todistus. Olkoot A := R(s—1,t)ja B := R(s,t—1). Valitaan A+ B kappalet-
ta mielivaltaista solmua seké yksi niistd solmuista v. Todistetaan, etta tasti
(A + B)-solmuisesta verkosta 1oytyy punainen K* tai sininen K*. Annetaan
ensin solmusta v ldhteville A + B — 1 kaarelle puna-sini-véaritys. Kyyhkys-

lakkaperiaatteen nojalla jommankumman vérin kaarien maard on vihintian

Bl

Jos A> B, niin [42=1] > [BED=1] = B,

Jos A < B, niin [42=1] > [4841] = A

Jommallakummalla vérilld on siis véhintdan joko A = R(s — 1,t) tai B =

R(s,t — 1) kappaletta kaaria. Oletetaan, ettd tdmé véri on punainen ja sil-
14 on véhintddn A = R(s — 1,t) kaaria. Muut tapaukset voidaan todistaa
samalla tavalla. Solmusta v ldhtee vihintdin A kaarta, joten niiden kaar-
ten toisessa péadssi on vahintdin A solmua. Tarkastellaan ndiden solmujen
muodostamaa verkkoa. Koska tdméan verkon solmujen mééra on vihintiin
A = R(s — 1,t), Ramseyn luvun mééritelmén mukaan verkosta 10ytyy joko
punainen K*7! tai sininen K*. Edellisessi tapauksessa voidaan lisiitd solmu
v punaiseen verkkoon K*7!, jolloin muodostuu etsimdmme punainen verk-
ko K*. Jalkimmaéisessa tapauksessa sininen verkko K on suoraan se verkko

mitd me halusimme 16ytdéd (A + B)-solmuisesta verkosta. O

Lauseen 2.14 antama Ramseyn luvun yldraja pienenee, kun epédyhtélon oi-

kean puolen termit ovat parillisia lukuja.

Lause 2.15. Olkoon s,t > 2 positivisia kokonaislukuja siten, etti R(s —
1,t), R(s,t — 1) ovat parillisia. Talloin R(s,t) < R(s—1,t)+ R(s,t —1)—1.
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Todistus. Olkoot A := R(s—1,t) ja B := R(s,t —1). Valitaan (A+ B — 1)-
solmuinen mielivaltainen verkko ja mielivaltainen puna-sini-viritys ja todis-
tetaan, ettd verkosta l0ytyy osaverkkona punainen verkko K*® tai sininen
verkko K.

Solmusta ¢ 1dhtevien punaisten kaarien méarda merkitdan symbolilla r;. Kos-
ka jokainen kaari lasketaan kaaren molemmissa péissd, on summa »  r; paril-
linen. Jos kaikki luvut r; olisivat parittomia, > r; olisi myos pariton, koska
solmujen maard A + B — 1 on pariton. Joten joku luvuista r; on parillinen.
Olkoon tatd vastaava solmu j. Olkoot solmusta j lihtevd punaisien kaarien
padssi olevien solmujen joukko X ja sinisien kaarien padssé olevat Y. Joukon
X maédritelmén mukaan |X| = r; on parillinen. Koska |X|+|Y|=A+ B —2
on parillinen, |Y'| on my6s parillinen.

(1) Kun | X| > A — 1, seuraa tésté, ettd | X| > A, koska sekd | X| ettd A ovat
parillisia. Téstd epayhtalostd | X| > A = R(s — 1,t) seuraa, etté verkosta X
16ytyy joko punainen osaverkko K*! tai sininen osaverkko K*. Jilkimméiises-
si tapauksessa K on suoraan etsimdmme osaverkko. Edellisessi tapauksessa
lisitéisin solmu j verkkoon K*~! ja saadaan punainen K*.

(i7) Kun | X| < A—1, seuraa tésté, ettd |Y| = A+ B—2—|X| > B—1. Tésti
seuraa, ettd |Y| > B = R(s,t — 1), koska luvut |Y| ja B ovat parillisia. Ver-
kosta Y 16ytyy siis joko punainen osaverkko K* tai sininen osaverkko K* 1.
Edellisessa tapauksessa punainen verkko K* on etsimdmme osaverkko ja jil-
kimmaisessa tapauksessa voidaan muodostaa sininen verkko K* lisdamalld

solmu j verkkoon K'~!, O

Kun lasketaan Ramseyn luvun ylidrajaa edellisen lauseen 2.15 lausekkeen
avulla, tarvitaan pienempiid Ramseyn lukuja R(s—1,t), R(s,t—1). Seuraavan
lauseen avulla Ramseyn luvun erds ylidraja voidaan laskea suoraan lukujen

s,t arvoista.

Lause 2.16. Olkoon s,t > 2 positiivisia kokonaislukuja. Tdalloin
t—2
R(s,t) < <3 N )

s—1
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Todistus. Todistetaan viite induktiolla lukujen s,t suhteen. Olkoon s =

2. Télloin viitteen epayhtdlo pétee, silla Lauseen 2.13 nojalla R(s,t) =

R(2,t) =t ja
e B e B B

Vastaava toteutuu, kun ¢ = 2.

Induktio-oletus: Olkoon s,t > 2. Viite pétee kaikille pareille (s',t'), jotka
tayttavit ehdon 4 < 8’ +t' < s+ t.

Lauseen 2.14 nojalla R(s,t) < R(s—1,t)+ R(s,t—1). Soveltamalla induktio-

oletusta oikealla puolella, saadaan

R(s,t) < R(s—1,t)+ R(s,t—1)

B s+t—3 L s+t—3
N s—2 s—1

(s +t—=23) (s+t—3)!
T Gl — TG =2)
(s+t—2)!

(s— DI(t—1)!

B s+t—2
N s—1

Lauseesta 2.16 seuraa, etti R(s,t) < oo, silld lauseen 2.16 oikea puoli antaa

]

aina aarellisen luvun.

Esimerkki 2.17. Voidaan nyt suoraan laskea Ramseyn luvun R(s,t) ylira-
joja soveltamalla edellistd lausetta 2.16. Tarkastellaan taas Ramseyn lauseen

erikoistapausta (Lause 2.1), eli luku R(3,3). Lauseen 2.16 nojalla

R(3,3) < (3;“3;2) = (;l) =6,

mika on sama tulos lauseen 2.1 todistuksen kanssa.

Esimerkki 2.18. Mééritelladn seuraavaksi Ramseyn luku R(4,3). Lauseen
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2.13 , 2.15 sekd esimerkin 2.17 nojalla

R(4,3) < R(4-1,3)+R(4,3-1)—1
= R(3,3)+ R(4,2) -1
— 6+4—-1=09

Todistetaan, ettd Ramseyn luku R(4,3) on juuri 9. Meiddn pitdd 16yt&é 8-
solmuinen sinipunainen verkko, josta ei 16ydy punaista osaverkkoa K* eiki
sinistd osaverkkoa K?3. Seuraavan kuvan mukainen 8-solmuinen verkko on
yksi tallaisista verkoista. Tarkastetaan ensin, ettei tédssd verkossa ole sinista
osaverkkoa K?3. Kuvanmukaisessa verkossa K® on kahta erityyppisti sinisti
kaarta, kahdeksankulmion sivu ja ldvistdji. Tarkastetaan kolmioita, joissa
on kaksi sinistd sivua. Kolmiossa voi olla kaksi kahdeksankulmion sivua tai
toinen kahdeksankulmion sivu ja toinen lavistdjd. Kuvasta huomataan, etta
molemmissa tapauksissa kolmas sivu on punainen, joten verkosta ei 16ydy
sinisté verkkoa K3. Tarkastellaan seuraavaksi nelicti, jonka sivut ovat kaikki
punaisia. Kuvassa on kaksi tillaista neliota. Kummassakin nelitssa lavistajat
ovat sinisid, joten tiissi verkossa K® ei ole myoskiiin punaista verkkoa K*.
Ramseyn luku R(4,3) on siis aidosti suurempi kuin 8 ja yhdistdmalla tdméan
edelld olevaan tulokseen R(4,3) <9, saadaan R(4,3) =9.

Kuva 7: Verkon K® kaarien puna-sini-viiritys, jossa ei ole osaverkkona pu-

naista verkkoa K* eiké sinistd verkkoa K3

Ramseyn luvun tutkimuksessa on johdettu useita Ramseyn luvun yldra-

joja antavia lausekkeita, joista osaa me tarkastelimme tédssd kappaleessa.
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Ei ole kuitenkaan 10ytynyt sellaista algoritmia, jolla voi laskea suoraan
tarkkaa Ramseyn lukua R(s,t), kun s,¢ > 2. Edelld méarittelimme kaksi
tarkkaa Ramseyn lukua R(3,3) = 6 ja R(4,3) = 9, mutta yleensd tar-
kan Ramseyn luvun laskeminen on hankalaa. Alla taulukossa 1 on kaikki

tarkat Ramseyn luvut R(s,t), jossa s,t > 2, jotka tunnetaan tilla hetkella. [6]

s|t| R(s,t)
313 6
314 9
315 14
316 18
3|7 23
318 28
319 36
414 18
415 25

Taulukko 1: Tarkat Ramseyn luvut
R(s,t), kun s,t > 2
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3 Ramseyn teoria kokonaisluvuilla

Edellisessd, kappaleessa tarkasteltiin verkkoja ja niissé esiintyvid osastruk-
tuureja. Téassa kappaleessa tarkastellaan verkkojen sijaan kokonaislukuja ja
niihin liittyvdd Ramseyn teoriaa. Téméan osa-alueen yksi merkittdvimmis-
td tuloksista on van der Waerdenin lause sekd Hales-Jewett'n lause. Niiden
lauseiden ymmaértédmiseksi ja todistamiseksi kiiydddn ensin ldpi tarvittavat

maaritelmat esimerkkeineen.

3.1 Maaritelmat

Maiégritelmi 3.1. Olkoon n € N. Médritellddn [n] := {1,2,...,n}.

Maéaritelmé 3.2. Olkoon n,t € N. Hyperkuutio C]' méaéritelldédn seuraavas-
ti.
Cl={(z1,...,xn)| x; €{0,1,...,t = 1}} ={0,1,...,t — 1}"

Maéaritelma 3.3. Hyperkuution C}* jana on pisteiden joukko {xo, ..., x;_1},
jossa pisteet @; = (41, ..., Tipn) tAyttaviit seuraavat ehdot:

(i) Loytyy ainakin yksi koordinaatti 1 < j < n, jolle pitee x;; = s kaikilla
0<s<t.

(ii) Muilla koordinaateilla xo; = x1; = ... = 241,
Esimerkki 3.4. Tarkastellaan hyperkuutiota C? ja sen janoja. Hyperkuutio
C3 on muotoa

C? = {(z1,22)| 21,25 € {0,1,2}}
= {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)}

Hyperkuution C? jana on muotoa {xg = (zo1, Zo2), T1 = (211, T12), T2 = (T21, Ta2) },

joka tayttdd edellisen méiritelmén 3.3 ehdot, eli

{(0,0),(1,0),(2,0)},{(0,1), (1,1),(2,1)},{(0,2), (1,2), (2,2)}
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ovat janoja, joissa ensimmaéinen koordinaatti tdyttd4 ehdon (i) ja toinen koor-
dinaatti tayttad ehdon (ii).

{(0,0),(0,1),(0,2)},{(1,0), (1,1),(1,2)},{(2,0),(2,1), (2,2)}

ovat myds janoja, joissa toinen koordinaatti tdyttdd ehdon (i) ja toinen
tayttda ehdon (ii). Kun molemmat koordinaatit tdyttévit ehdon (i), saa-
daan jana {(0,0),(1,1),(2,2)}. Hyperkuutio C? ja sen janat ovat piirretty

seuraavaan kuvaan.

Kuva 8: Hyperkuution C? janat

Huomautus 3.5. Edellisessé esimerkissé pisteiden joukko {(0,2), (1,1),(2,0)}

ei ole médritelmin 3.3 mukaan jana.

Maéritelmd 3.6. Maiiritellidn relaatio ~ joukossa C}, | seuraavasti:
T~y

jos ja vain jos @ = (21,..., Tn—i, t, ..., 1), Y = (Y1, -, Yn—is t, ..., t) € C}y, jossa
0<i<mjazy, TV, Yo # t. Talloin relaatio ~ on ekvivalens-
n

sirelaatio joukossa C7' ;. Kaikki keskendédn ekvivalentit alkiot muodostavat

joukon C},; osajoukon, jota sanotaan t-ekvivalenssiluokaksi.

Maéritelmd 3.7. Varitetddn hyperkuution C7; alkiot eri vareilld. Hyper-
kuution C}, ; véritys on kerroksinen, kun samaan ¢-ekvivalenssiluokkaan kuu-

luvat alkiot ovat samanvarisia.

Esimerkki 3.8. Tarkastellaan esimerkin 3.4 hyperkuution C3 2-
ekvivalenssiluokkia. Pisteet (0,0),(0,1),(1,0),(1,1), joissa ei esiinny
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t = 2 muodostavat ekvivalenssiluokan. Joukko {(0,2), (1,2)} on ekvivalens-
siluokka, jossa t = 2 esiintyy vain viimeisessd koordinaatissa. Joukko {(2,2)}
on myds erds ekvivalenssiluokka. Muut pisteet (2,0),(2,1) eivit kuulu
mihinkdéan ekvivalenssiluokkaan. Véritetddn pisteet (0,0),(0,1),(1,0),(1,1)
punaisella, pisteet (0,2),(1,2) siniselld ja piste (2,2) oranssilla alla olevan
kuvan mukaisesti. Tall6in véritys on kerroksinen pisteiden (2,0), (2, 1) véri-

tyksesté riippumatta.

Kuva 9: Hyperkuution C% 2-ekvivalenssiluokat

Maéaritelma 3.9. Madritellddn hyperkuution C}' k-ulotteinen aliavaruus,
kun 1 < k£ < n. Olkoon {1,...,n} = By U By U ... U By, erillisten joukkojen
vhdiste, missa B; # 0 kaikilla 1 <7 < k. Olkoon

fBO—>{07,t—1}

minkéi tahansa funktio. Maritelliéin funktio f : CF — O,

~

fyty oo i) = (21, 0y ),
jossa

r; = f(Z), iGBO

Ty = Yy, iij

Funktion f arvojoukkoa kutsutaan hyperkuution C}* k-ulotteiseksi aliavaruu-
deksi.
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Esimerkki 3.10. Tarkastellaan hyperkuution C§ 2-ulotteista aliavaruutta,
kun By = {1,2}, By = {3,4}, By = {5} seké f(5) = 1. Télloin hyperkuution
C3 2-ulotteinen aliavaruus saadaan funktion f : C2 — C3,

(ylny) = (l’l, "'7$5) = (y1>y1ay27y27 f(5)) arvojoukkona.

(0,0) = (0,0,0,0,1)

(0,1) — (0,0,1,1,1)
(0,2) — (0,0,2,2,1)
(1,0) — (1,1,0,0,1)
(1,1) — (1,1,1,1,1)
(1,2) — (1,1,2,2,1)
(2,0) — (2,2,0,0,1)
(2,1) — (2,2,1,1,1)
(2,2) — (2,2,2,2,1)

Huomautus 3.11. 1l-ulotteinen aliavaruus on jana. Esimerkiksi kun B; =
{1,2,3},By = {4,5} ja f(4) = 2, f(5) = 0, hyperkuution C?3 1-ulotteinen
aliavaruus saadaan funktion f : C! — C2,

(y1) — (21, ...y x5) = (Y1, 91, v1, f(4), £(5)) arvojoukkona.
(0) — (0,0,0,2,0)
(1) =~ (1,1,1,2,0)
(2) — (2,2,2,2,0)
Namé kolme pistettd muodostaa méiritelmén 3.3 mukaan janan.

Maéritelmd 3.12. Hyperkuution C7; k-ulotteista aliavaruutta sanotaan
kerroksiseksi, jos sen viritys on kerroksinen, kun aliavaruus samaistetaan
luonnollisesti hyperkuution Cf,; kanssa. Jana {@,...,@:} on kerroksinen,

kun ensimmaéiset ¢ pistettd xg, ..., x;_1 ovat samanvarisii.
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Esimerkki 3.13. Esimerkissid 3.10 2-ulotteinen aliavaruus on kerroksinen,
kun pisteet (0,0,0,0,1),(0,0,1,1,1),(1,1,0,0,1),
(1,1,1,1,1) ovat samanvérisid ja pisteet (0,0,2,2,1),(1,1,2,2,1) ovat sa-

manvarisia.

3.2 Hales-Jewett’n lause

Olemme nyt valmiita késittelemidn Hales-Jewett'n lausetta.

Lause 3.14. (Hales-Jewett, 1963) Olkoon r,t luonnollisia lukuja. Tdlloin
on olemassa luonnollinen luku N' = HJ(r,t) siten, ettd kaikilla N > N’

hyperkuution CN r-viritys sisiltii monokromaattisen janan.

On selvad, ettd Hales-Jewett'n lause on tosi, kun ¢ = 1. Ennen kuin todiste-
taan Hales-Jewett'n lause kaikille ¢:n arvoille, tarkastellaan erikseen tapausta
t=2.

Todistus. |Hales-Jewett'n lauseelle, kunt = 2 | Tarkasteltava hyperkuutio on

muotoa
5 = {(z1,...,2,)| z; € {0,1}}

Annetaan hyperkuutiolle r-viritys. Valitaan seuraavat hyperkuution C¥ pis-
teet xg, ..., Ty, jossa pisteen x; ensimmaiiset ¢ koordinaatit ovat 1 ja loput
0, eli o = (0,..,0), &, = (1,0,...,0),..., &, = (1,...,1). Kun n > r, kyyh-
kyslakkaperiaatteen nojalla 16ytyy kaksi samanvaristd pistettd. Nama kaksi
pistettd muodostavat méiritelmédn mukaan 3.3 janan. Tadmé& on etsimdmme

monokromaattinen jana. Siis H.J(r,2) = r. O
Hales-Jewett’'n lauseen todistamisen helpottamiseksi otetaan kidyttoon seu-

raavia merkint6ja tietyille viitteille.

HJ(t): Olkoon r luonnollinen luku. On olemassa luonnollinen luku
N' = HJ(r,t) siten, ettd kaikilla N > N’ hyperkuution C} r-viritys siséltia

monokromaattisen janan.
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LHJ(t): Olkoon 7k luonnollisia lukuja. On olemassa luonnollinen lu-
ku M’ = LHJ(r,t k) siten, ettd kaikilla M > M’ hyperkuution C},

r-viritys sisaltdd kerroksisen k-ulotteisen aliavaruuden.
Lause 3.15. HJ(t) = LHJ(t)

Todistus. Oletetaan, ettd H.J(t), eli Hales-Jewett’'n lause pétee luvuille r,¢.
Todistamme véitteen LH J(t) induktiolla luvun %k suhteen.

k =1 : Oletuksen nojalla 16ytyy ehdon tdyttdva luonnollinen luku HJ(r,t),
joten merkitddn tatd lukua M’ := HJ(r,t). Olkoon M > M’ ja viritetddn
CM, r eri virilld. Hyperkuution C}, sisilld on CM, josta 16ytyy monokro-
maattinen jana oletuksen nojalla. Tdméa monokromaattinen jana seki sen
jatkeessa oleva piste hyperkuutiossa Ct]\fl muodostavat kerroksisen janan, eli

1-ulotteisen aliavaruuden.

Induktio-oletus: Viite LH.J(t) on tosi arvolla k
Induktioviite: Vaite LHJ(t) on tosi arvolla k + 1.

Olkoon m := LHJ(r,t, k). Avaruudessa Cy"!, on (t+1)™ pistettd, joten hyper-

kuutiolle Cf"; on mahdollista antaa r®+)™

(t+1)™

erilaista r-varitystd. Merkitadn
tatd lukua s :=1r . Se, ettd on olemassa monokromaattinen jana hyper-
kuutiossa C7" on yhtépitdvd sen kanssa, ettd on olemassa kerroksinen jana
hyperkuutiossa C,, joten HJ(s,t) = LHJ(s,t,1). Merkitdén tétad lukua
m' = HJ(s,t) = LHJ(s,t,1).
Induktiovaitteen todistamiseksi tulee 10ytaa tarpeeksi suuri ulottuvuus M,
jolla hyperkuution Cﬁl r-viritys sisdltdd kerroksisen (k + 1)-ulotteisen
aliavaruuden. Todistetaan, ettd luku m +m’ toteuttaa tdmén ehdon. Olkoon
X C’ﬁ:{m, — {0,...,7 — 1} hyperkuution C’ﬂf{m' r-viritys. Maéritellain
m+m/ m-+m/

luontevasti CY7™ = Cy x CfYy ja Yy := (To, ooy T, Yo, -, Ym) € CI™

kun & = (xq, ...z ) € Cﬁ’l, Y= (Yo, ---Um) € Ci;.

Johdetaan hyperkuution C’ﬁl varitys x* seuravasti:
X' (x) = X" (@), joss x(zy) = x(z'y) kaikilla y € O},
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Virityksessd yx* on enintddn s eri vireji. Se johtuu tdman virityksen x*
médritelméistd sekd siitd, ettd hyperkuution CY}, erilaisten r-varitysten
lukuméérd on s. Koska madriteltiin, ettd m’ = LHJ(s,t,1), hyperkuutio

C’Z’}rll sisdltdd kerroksisen janan. Olkoot tdmén janan pisteet xo, ..., ¢.

Seuraavaksi johdetaan hyperkuution C}, varitys x** seuraavalla tavalla:

X" (y) = x(ziy) (0<i<t—1)

Néin voidaan maéritelld, koska x; on kerroksisen janan ¢t ensimméaistd pis-
tettd, eli x*(xo) = ... = x"(24—1) ja varityksen x* madritelmén perusteella
se tarkoittaa, ettd y(xoy) = ... = x(®¢—1y). Induktio-oletuksen nojalla hy-
perkuutiossa C}, on kerroksinen k-ulotteinen aliavaruus S C Cj},. Olkoot

joukon S t-ekvivalenssiluokat Sy, 51, ...S;. Méaritelldin seuraavaksi
T:={x;s| 0<i<tsecS}CCmim

Talloin joukot T; = {x;s| 0 <i<t,s€ 5;},0<j<kjaTp={(t .1}
muodostavat joukon T t-ekvivalenssiluokat. Todistetaan, ettd joukko 7' on
kerroksinen, eli sen ekvivalenssiluokat ovat monokromaattisia. Otetaan alkiot
x;s,xys’ €T (0 <j<k), tallsin virityksen x** médritelméistd seuraa, etté

X(®is) = X" (s) sekd x(wys’) = x"(s)

Koska joukko S on kerroksinen ja alkiot s, s’ kuuluvat samaan ekvivalenssi-

luokkaan
X7 (8) = x"(s)
Joten
X(@is) = x(xys’)
Joukko T on etsimdmme kerroksinen (k + 1)-ulotteinen aliavaruus. O

Lause 3.16. Kerroksinen k-ulotteinen avaruus, joka on vdritetty enintddn

k:lla eri vareilld, sisdltad monokromaattisen janan.
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Todistus. k-ulotteinen avaruus samaistetaan hyperkuution Cf; kanssa luon-
nollisella tavalla (mésritelmin 3.9 kuvauksella f ). Tarkastellaan hyperkuu-
tion Cf,, seuraavia pisteiti @, ..., Tx.

t josj <1

i = (i1, ..., Tip), Missd x;; =

0 josj>1
Pisteen x; ¢ viimeistd koordinaattia saavat arvon t¢ ja loput arvon 0, eli
xo = (0,..,0),x1 = (0,...,0,1), ..., 2k = (¢,...,t). NAmé& ovat hyperkuution
kiirkipisteitd. Kun hyperkuutio Cf,, viritetdén k:lla eri vireilld, niistd k& + 1
pisteestd 10ytyy kaksi samanvéiristd pistettd kyyhkyslakkaperiaatteen nojal-

la. Olkoon namaé kaksi pistettd x, ja x,, jossa u < v. Madaritelladn yo, ..., y¢

seuraavasti:
0 jost<u
Ys = (Yst, -y Tak), MIiSSA Yy = 45 josu <i<wv
t josu <1

Piste y, on siis muotoa (y.1, ..., za) = (0...0, 5, ..., 5, ¢, ..., 1) jossa ensimmaéiset

u koordinaatit ovat 0, seuraavat v — u koordinaatit ovat s ja loput ¢, eli
yo = (0,...0,0,...,0,¢,...1)

y1 = (0,..0,1,..., 1,1, ..t)

ys = (0,...0,t,...t, ¢, ..., 1)

Pisteiden y, méadritelmésta seuraa, ettd x,, = yo ja , = y¢. Koska x,, ja x,
olivat samanvérisii, Yo ja y¢ ovat myods samanvarisia. Pisteet yo, ...y;_1 kuu-
luvat hyperkuution Cf, | samaan ekvivalenssiluokkaan, joten ne ovat saman-
varisid. Pisteet yg, ..., ys ovat siis kaikki samanvérisid ja madritelmén 3.3
mukaan ne muodostavat janan. Tdmé on etsimdmme monokromaattinen ja-
na. O

Lause 3.17. LHJ(t) = HJ(t + 1)
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Todistus. Oletetaan, etta viite LHJ(t) on tosi, eli kaikilla luonnollisilla lu-
vuilla r,¢ on olemassa luonnollinen luku N’ siten, ettd hyperkuution C’t]YH
r-véritys sisiltéad k-ulotteisen kerroksisen aliavaruuden kaikilla N > N’. T&-
mi péatee kaikilla 1 < k£ < N. Otetaan k:n arvoksi r, jolloin 16ytyy kerroksi-
nen r-ulotteinen aliavaruus. Koska tdma kerroksinen r-ulotteinen aliavaruus
on varitetty enintddn r eri véreilld, lauseen 3.16 nojalla se sisaltda monokro-

maattisen janan. O

Yhdistamaélla lauseet 3.15 ja 3.17 saadaan HJ(t) = HJ(t + 1). Tam4 tulos
ja Hales-Jewett'n lauseen todistus arvolle ¢ = 2 yhdessa antavat induktioto-

distuksen Hales-Jewett’n lauseelle.

Maaritelma 3.18. Pienintd luonnollista lukua N/, joka tadyttdd lauseen
3.14 ehdon, kutsutaan Hales-Jewett’'n luvuksi. Téssa kirjoitelmassa merkin-
ta HJ(r,t) on tarkoittanut tdhén asti mitd tahansa luonnollista lukua, jolla
toteutuu Heles-Jewett’n lauseen ehto, mutta tata kiytetdan myos usein mer-

kitsemédn kyseistd pienintd lukua.

On selvi, ettd HJ(r,1) = 1 ja on helppo tarkastaa, ettd HJ(r,2) = r.
Ensimméinen epétriviaali Hales-Jewett’'n luvusta on HJ(2,3). Télle patee
HJ(2,3) = 4. |4] Muille Hales-Jewett’'n luvuille ei ole mééritelty tarkkoja

arvoja, mutta niiden alarajoja ja ylidrajoja tutkitaan ja parannetaan.

Perinteinen 3 x 3 -ristinolla paédttyy aina tasapeliin, ellei toinen pelaaja tee
virheitd. Voidaan laajentaa ristinolla n-ulotteiseksi, jolloin voidaan samais-
taa pelilauta hyperkuution C}' kanssa. HJ(2,3) = 4 tarkoittaa sitd, ettei
peli koskaan péddy tasapeliin, kun pelataan kahdestan laudalla C, silli hy-
perkuutiosta C§ 16ytyy aina monokromaattinen jana. Hales-Jewett'n lause
kertoo, ettd riippumatta virien (pelaajien) méaarista tai laudan leveydesta

loytyy tarpeeksi suuri ulottuvuus n, jolla 16ytyy aina pelin voittaja .
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3.3 Van der Waerdenin lause

Vuoden 1930 Ramseyn tutkielman julkaisua edelsi kokonaislukuja ja niiden
osastruktuuria koskeva tulos, van der Waerdenin lause. Van der Waerdenin
lause tarkastelee kokonaislukuja seka niiden vérityksid. Mietitdan esimerkik-
si lukujen 1,2,...,n viritystd kahdella virilli. Onko tarpeeksi isoa lukua n,
jotta lukujonosta 16ytyy tietyn pituinen monokromaattinen aritmeettinen lu-

kujono? Van der Waerdenin lause antaa vastauksen tdhén kysymykseen.

Mééaritelma 3.19. Lukujonoa (a,) kutsutaan aritmeettiseksi, kun jonon
kahden perédkkiisen jasenen erotus on vakio, eli on olemassa vakio d siten,

ettd a,, 1 — a, = d kaikilla n.

Lause 3.20. (van der Waerden, 1927) Olkoon p,r luonnollisia lukuja On
olemassa sellainen luonnollinen luku n = n(p,r) siten, ettd joukon [n] r-

varitys sisaltad monokromaattisen aritmeettisen p-termisen lukujonon.

Ennen kuin tarkastellaan van der Waerdenin lauseen todistusta, mairitellain
van der Waerdenin luku ja tarkastellaan yksinkertaista tapausta, missi p = 3

jar=2.

Maaritelm4 3.21. Pieninté kokonaislukua n, joka tayttda Lauseen 3.20 eh-

don, kutsutaan van der Waerdenin luvuksi ja merkitddn téta W(p,r).
On helppo tarkistaa ettd, W(p,1) =pja W(2,r) =r+ 1.

Esimerkki 3.22. Tarkastellaan van der Waerdenin luku W (3,2) ja todiste-
taan, ettd W(3,2) =9, eli pienin kokonaisluku n siten, ettd kahdella varilla
varitetysta joukosta [n] = {1,2,...,n} l6ytyy 3-terminen monokromaattinen
aritmeettinen lukujono, on 9.

Ensin osoitetaan, ettd W (3,2) > 9. Riittad 16ytad joukon {1,2,...,8} 2-
varitys, josta ei 16ydy monokromaattista 3-termistéd aritmeettista lukujonoa.
Kéytetadn taas perinteistd kahta vérid, punaista ja sinistid. Varitetdan luvut
1,2,5,6 siniselld ja loput luvut 3,4,7,8 punaisella (alhaalla luvut on véritetty

punaisella ja siniselld).
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1,2,3,4,5,6,7, 8

On helppo tarkistaa, ettéd tistd lukujonosta muodostetut 3-termiset monok-
romaattiset lukujonot eiviit ole artimeettisia.

Seuraavaksi todistetaan, ettd W (3,2) < 9. Tehdadn vastaoletus: On olemassa
joukon {1,2,...,9} véritys kahdella virilla, josta ei 16ydy 3-termistd monok-
romaattista aritmeettista lukujonoa. TAalloin 3:n ja 5:n on oltava erivirisii.
Jos ne olisivat samanvirisid, olkoot punaisia, 1:n on oltava myos punainen
jotta aritmeettinen lukujono 1,3,5 ei olisi monokromaattinen vastaoletuksen
mukaisesti. Samalla tavalla 4:n ja 7:n on oltava punaisia. Silloin lukujonos-
ta 1,4,7 tulee kuitenkin monokromaattinen aritmeettinen, mikid on vastaole-
tuksen kanssa ristiriitaista. Eli 3 ja 5 eivit voi siis molemmat olla punaisia.
Aivan samalla tavalla molemmat eivét voi olla sinisié, joten niiden on oltava
erivarisia.

Samalla logiikalla voidaan johtaa, ettd lukupari 5 ja 7 sekd 4 ja 6 ovat eri-
varisid. Vérien symmetrisyyden vuoksi voidaan olettaa, ettd 3 on punainen.
Télloin edelld johdettujen nojalla 5 on sininen ja 7 punainen. On kaksi mah-
dollista vaihtoehtoa 3,4,5,6,7 varitykselle.

3,4, 5,6, 7 (3,4,7 punainen, 5,6 sininen)
3,4, 5,6, 7(3,6,7 punainen, 4,5 sininen)

Tarkastellaan ensimmaisté tapausta. Koska 3 ja 4 ovat punaisia, luvun 2 pitaid
olla sininen, jottei ne muodosta monokromaattista aritmeettista lukujonoa.
Koska 4 ja 7 ovat punaisia, 1:n on oltava sininen. 9:n on oltava punainen,
koska 1 ja 5 ovat sinisid. Jotta lukujono 7,8,9 ei olisi monokromaatinen, 8:n

on oltava sininen. Saatiin seuraavanlainen lukujono.
1,2,3,4,5,6,7,8,9 (3,4,7,9 punainen, 1,2,5,6,8 sininen)

Nyt aritmeettinen lukujono 2,5,8 on monokromaattinen, mikid on kontra-
diktio. Toisesta tapauksesta voidaan johtaa kontradiktio samalla tavalla.

Vastaoletus on siis epitosi. Kahdesta ylhailla johdetusta epéayhtalosta
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W(3,2) <9, W(3,2) > 9 seuraa, ettd W (3,2) = 9.

Todistetaan nyt van der Waerdenin lause yleisesti. Van der Waerden todisti
alunperin lauseen kaksinkertaisella induktiolla, mutta tissd se todistetaan

kayttamalld edelld todistettua Hales-Jewett'n lausetta.

Todistus. Hales-Jewett'n lauseen nojalla 16ytyy N’, jolla r vérilla varitetty
hyperkuutio CZJ)V siséltdd monokromaattisen janan, kun N > N’. Tarkastel-

laan seuraavaa kuvausta f hyperkuution C}ﬂv pisteistd luonnollisille luvuille

N
(xh ---,xN) = le(t — 1)i—1 =1 + xz(t — 1) 4+ .+ xN(t _ 1)(N—1)
=1

Olkoot monokromaattisen janan pisteet @y, ..., &p, missi x; = (T, ..., Tin),
(i =1,...,p) ja néitd pisteitd vastaavat luvut f(x1),..., f(zp). Todistetaan,
ettd tdmé lukujono on artimeettinen tarkastelemalla lukujonon kahta vierek-
kéistd termid

f(®rq1) — f (k)

= (w11 — (@01)) + (@12 — (@2))(E = 1) + oo+ (T n — (@ N)) (E = 1N
Janan médritelméistd seuraa, ettd (rji1s — (Tks)) on joko O tai 1, joten
f(xr41) — f(xk) on k :sta riippumaton vakio. f(xq),..., f(xp) on siis mo-

nokromaattinen p-terminen aritmeettinen lukujono. O]

Tadhin mennessi 16ydettyjd tarkkoja van der Waerdenin lukuja ovat
W(3,2) = 9,W(4,2) = 35 W (5,2) = 178, W (6,2) = 1132, (3,3) = 27
sekd W (3,4) = 76.

Vuonna 2001 Gowers on antanut van der Waerdenin luvulle yldrajan. |4, s.41|

22P+9
W(p,r) <22
Kun r = 2, saadaan
22P+9

W(p,2) <2

Vuonna 1998 Graham on esittdnyt seuraavanlaisen konjektuurin, joka on vie-
14 ratkaisematon. [4, s.41|
W(p,2) < 2"
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