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Johdanto

Tama pro gradu -tutkielma on osa Oulun yliopiston Avoin oppikirja -projektia, jossa
tuotetaan avointa oppimateriaalia lukion matematiikan kursseille. Tutkielma kattaa
pitkdn matematiikan Analyyttinen geometria (MAAS5) -kurssin aiheista itseisarvon,
janan ja pistejoukon yhtalon.

Tutkielman tavoitteena on luoda oppimateriaalia, jossa opiskeltava teoria rakennetaan
pohdintatehtdvien kautta samalla kehittden opiskelijan matemaattista ajattelua. Tehta-
vissd kiinnitetddn huomiota siihen, ettd opiskelijat esimerkiksi selittdvdt omaa ajatus-
prosessiaan tai analysoivat ja vertailevat valmiita ratkaisuja. Ndin haastetaan opiskeli-
ja todella kehittamadan ymmarrystaan opiskeltavista aiheista pelkdn mekaanisen kaa-
van pydrittelyn sijaan. Téllaiset tehtdvatyypit ovat my0s matematiikan sahkoistymisen
myo6td entistd ajankohtaisempia.

Tutkielma koostuu viidestd eri osasta. Ensimmadisessd osassa avataan oppikirjan ta-
voitteita, jotka pohjautuvat lukion opetussuunnitelman perusteisiin sekd projektiryh-
man kanssa tieteellisistd artikkeleista valittuihin yhteisiin tavoitteisiin. T4t seuraa niin
ikddn tieteellisiin artikkeleihin nojautuva osio, jossa perustellaan oppimateriaalissa
tehtyja ratkaisuja. Kolmantena osiona on opiskelijalle suunnattu varsinainen oppima-
teriaali, jota seuraa puolestaan opettajalle suunnattu oppimateriaalin kayttdd tukeva
opettajan opas. Lopussa on vield oppimateriaalissa esiintyvien tehtdvien vastaukset.

Oppimateriaali on suunniteltu kédytettavéksi yhdessd opettajan kanssa, mutta sitd on
mahdollista hyddyntdd myos itseopiskelumateriaalina. Télloin opiskelijan voi olla hy6-
dyllistd tutustua my0s opettajan oppaan sisiltdihin, jotta tehtdvien taustalla olevat aja-
tukset tulevat varmasti ymmarretyiksi.



1 Oppikirjan tavoitteet

1.1 Opetussuunnitelma

Lukion opetussuunnitelman perusteissa (2015) asetetaan Analyyttinen geometria
(MAAD) -kurssin tavoitteiksi, ettd opiskelija

e ymmartdd, kuinka analyyttinen geometria luo yhteyksid geometristen ja algebral-
listen kasitteiden vélille

e ymmartdd pistejoukon yhtdlon késitteen ja oppii tutkimaan yhtédloiden avulla
pisteitd, suoria, ympyrditd ja paraabeleja

e syventdd itseisarvokasitteen ymmartamystddn ja oppii ratkaisemaan sellaisia
yksinkertaisia itseisarvoyhtdlditd ja vastaavia epdyhtdloitd, jotka ovat tyyppid

[f(0)] = a tai |f(x)] = |g(x)|

e osaa kdyttdad teknisid apuvilineitd pistejoukon yhtdlon tutkimisessa sekd yhta-
16iden, yhtdloryhmien, itseisarvoyhtédloiden ja epayhtdloiden ratkaisemisessa so-
vellusongelmissa.

Kaikki ylla mainitut tavoitteet liittyvit kokonaan tai osittain my0s tdhdn oppikirjan
osaan, jossa kisiteltdvistd asioista pistejoukon yhtilo ja itseisarvoyhtdlon ratkaisemi-
nen on listattu myos opetussuunnitelmassa kurssin keskeisten sisdltojen joukkoon. [8]
Itseisarvokésitteen ymmarryksen syventdminen ja pistejoukon yhtdlon kasitteen ym-
martdminen ovatkin tdiméan kirjan osan keskeisimpid aihesisilt6ja analyyttisen geomet-
rian yleiseen luonteeseen johdattamisen ohella. Itseisarvoyhtaloista kasitellddn tassa
kirjan osassa vain yksinkertaisemmat tyyppid |f(x)| = a olevat yhtalot. Haastavammat
itseisarvoyhtilot ja itseisarvoepadyhtidlot kasitellddn muissa kirjan osissa.

Kurssikohtaisten tavoitteiden ohella yleisid matematiikan opetuksen tavoitteita ope-
tussuunnitelmassa ovat muun muassa opetuksen perustuminen opiskelijoita kiinnos-
taviin aihepiireihin sekd ohjaaminen matematiikan kielen kdyttamiseen ja matemaattis-
ten késitteiden merkityksien hahmottamiseen. Yksi tavoitteista on myds opiskelijoiden
tutustuttaminen matemaattisen ajattelun malleihin, joita kdsitellddn seuraavaksi. [8]

1.2 Habits of Mind

Oppikirjan tekoon valittiin muutama yleinen tavoite artikkelista Habits of Mind: An
Organizing Principle for Mathematics Curricula. Artikkelin mukaan matematiikan ope-
tuksessa ja sen suunnittelussa on keskitytty liikaa siithen, mitd matemaattisia tuloksia
oppilaille milloinkin opetetaan. Aihesisdllot on pyritty pitiméddn ajankohtaisina, mutta
todellisuudessa tulevaisuuden matemaattisia ongelmia ei valttamattd vield edes tunne-
ta, eikd niitd osata ennustaa. Taman vuoksi tiettyjen matemaattisten mekanismien ja tu-
losten opettelun sijaan opetuksessa olisi tairkedmpéa keskittyd matemaattisen ajattelun
kehittdmiseen eli niihin ajattelun malleihin, joita matemaatikot kadyttavat luodessaan
kyseisid tuloksia. [1]



Artikkelissa esitellddn useita matemaattista ajattelua ja ongelmanratkaisukykya kehit-
tavid ajattelun malleja. Ndistd valittiin oppikirjan tavoitteiksi ajattelun mallit, joiden
mukaan oppilaiden tulisi olla visualisoijia ("visualizers"), kuvailijoita ("describers") ja
kokeilijoita ("experimenters”). [1] Visualisointi on luonnollinen valinta analyyttisen
geometrian kurssille, silld kurssilla yhdistellddn jatkuvasti algebrallista ja geometrista
esitystapaa. Artikkelin mukaan kyky kuvailla omaa ajatteluaan ja toimintaansa esi-
merkiksi jossain matematiikan tehtdvassa on puolestaan tarked osa my0s itse tehtdvan
ymmartdmistd. Kokeellisuus taas on matematiikan tutkimuksessa keskeisessé roolissa,
mutta harvinaisempaa koulumatematiikassa. Kun opiskelijat kohtaavat uusia mate-
maattisia ongelmia, heidén tulisi olla kokeilunhaluisia ja soveltaa aiemmissa ongelmis-
sa toimineita ratkaisustrategioita myos uusiin ongelmiin. [1] Tutkiva ldhestymistapa
ja oman ajattelun selittiminen kehittavat seka késitteellistd ettd proseduraalista tietoa
[10].

1.3 Tehtavityypit

Oppikirjassa painotettavien ajattelun mallien lisdksi valittiin my®6s kolme erilaista teh-
tavatyyppid, joita kirjaan tulee sisdllyttdd. Tehtavatyypit ovat Malcolm Swanin artikke-
lista Collaborative Learning in Mathematics, jossa esitellddn useita erilaisia tehtavatyyp-
pejd matematiikan oppimisen tehostamiseksi. Ndistd valittiin kirjaan siséllytettaviksi
tehtavatyypeiksi erilaisten ratkaisutapojen vertaaminen, ratkaisun véilivaiheiden jérjes-
taminen ja matemaattisten vaitelauseiden arvioiminen. [11] Tédssé kirjan osassa ndista
esiintyvit ratkaisutapojen vertaaminen seka viitteiden arvioiminen. Molemmat néista
tehtavatyypeistd kehittavat sekd kasitteellistd ettd proseduraalista tietoa [10].

Erilaisten ratkaisutapojen vertailutehtdvassad annetaan valmiiksi vahintddn kaksi vaih-
toehtoista ratkaisumenetelméad samaan ongelmaan. Tehtdvana voi olla esimerkiksi ar-
vioida ja vertailla menetelmien tehokkuutta tai yleistettavyytta. Tallaisilla tehtavilla
voidaan johdatella opiskelijoita pois vastauskeskeisestd tehtdvien suorittamisesta ja
keskittyd matemaattisen ajattelun kehittdmiseen. Ymmarrys siitd, ettd samaan ongel-
maan voi olla useita erilaisia ratkaisutapoja, auttaa matematiikan opiskeluun liitty-
vissd ongelmissa. Se voi rohkaista opiskelijaa yrittdmé&an, vaikka hén ei heti tietdisi,
milld menetelmadlld tehtdva tulisi ratkaista. Se voi myos auttaa opiskelijaa 16ytdmaan
eri tilanteisiin tehokkaampia ratkaisutapoja ja sitd kautta kehittyméaéan ongelmanratkai-
sijana. [11] My®0s virheellisten ratkaisujen vertaaminen oikeisiin ratkaisuihin kehittda
matemaattista ajattelua ja auttaa vidhentdméaan mahdollisia vadrinkéasityksia [4].

Viitelauseiden arvioimistehtdvassa esitetddn erilaisia matemaattisia vaittamia tai yleis-
tyksid. Tehtdvdna on perustella, ovatko vditteet totta aina, joskus, vai ei koskaan. Usein
vditteiden perustelu vaatii omaa kantaa tukevien esimerkkien tai vastaesimerkkien
keksimistd kyseiselle viitteelle. Tamén tyyppisten tehtdvien avulla voidaan kehittda
opiskelijan kykyd sekd kuvailla omaa ajatteluaan etté esittdd matemaattisia perusteluja
ja todistuksia. [11]



2 Oppimateriaalin perustelu

2.1 Oppikirjan rakenne ja tehtavityypit

Oppikirja koostuu pohdinta-, harjoitus- ja mallitehtdvista sekd teoriaosuuksista, joihin
kuuluvat muun muassa maaritelmaét, lauseet ja esimerkit. Kirjan keskiossa ovat poh-
dintatehtdvét, joiden kautta opiskeltava teoria rakennetaan. Jokaista méaaritelmaa ja
lausetta edeltdd pohdintatehtdvé, jossa pyritddn tuomaan esiin kyseisen méaaritelmén
tai lauseen taustalla oleva matemaattinen ajattelu. Joissain pohdintatehtdvissa esitel-
ladn myo6s uusia ratkaisutapoja tehtéville. Kirja on rakennettu silld oletuksella, etta
pohdintatehtdvat tehdddn ja ymmarretddn, joten niiden avulla opiskeltavaa teoriaa ei
aina ole selitetty muuten. Pohdintatehtdvien ymmartdminen on kirjan avulla opiskelun
kannalta siis ehdottoman tirkeéaa.

Kirjan pohdintatehtdvét edustavat ongelmaldhtodistd oppimista, jossa nimensd mukai-
sesti esitetddn ongelmat ennen selityksien antamista sen sijaan, ettd annettaisiin kaava
ja testattaisiin sen ymmartamistd tehtdvilld. Tehtdvat on suunniteltu niin, ettd ne poh-
jautuvat opiskelijan aiempiin tietoihin ja etenevit askel kerrallaan kohti uutta teoriaa.
Téllaisella ongelmaldhtoiselld ja konstruktivistisella lahestymistavalla voidaan tehda
opetuksesta tehokkaampaa. [11]

Harjoitustehtdvissd puolestaan syvennetddn pohdintatehtédvissd opittua teoriaa ja har-
joitellaan opittujen menetelmien soveltamista. Puhtaasti mekaaniset laskutehtavat on
pyritty pitimddn minimissddn ja jokainen harjoitustehtdva tarjoaa aina jonkin uuden
ndkokulman tai huomion. Pohdintatehtdvien tapaan myos harjoitustehtavilld pyritddan
matemaattisen ajattelun kehittdmiseen.

Oppikirjan tavoitteiden mukaisesti opiskelijoiden tulisi olla visualisoijia, kuvailijoita
ja kokeilijoita. Visualisointia kehitetddn esimerkiksi itseisarvotehtdvissd, joissa on hyo-
dynnetty itseisarvon visuaalista lukusuoraesitysta. Joissain tehtdvissd on valmiiksi an-
nettu visuaalinen malli, jota opiskelija tdydentda tai hyodyntdd muilla tavoin tehtdvan
ratkaisussa. Toisissa tehtdvissad opiskelijan taytyy itse muodostaa tehtdvaan sopiva vi-
suaalinen malli, kuten esimerkiksi lukusuora ja sille sopiva asteikko. Janaan ja pistejou-
kon yhtdloon liittyvissd tehtdvissd visualisointia kehitetddn kayttamalld algebrallisten
esitystapojen ohella runsaasti myos koordinaatistoesityksid. Ndissa tehtdvissda hyodyn-
netddn myos GeoGebra-ohjelmistoa, joka helpottaa matematiikan visualisointia [3].

Opiskelijan kykya kuvailla omaa ajatteluaan kehitetddn useissa tehtdvissa. Opiskelijaa
esimerkiksi pyydetddn perustelemaan vastauksensa, kuvailemaan havaintojaan tai se-
littim&dn sanallisesti yhtéloita tai tehtdavissd tekemiddn padtelmid. Lisdksi tehtdvissd,
joissa vertaillaan erilaisia ratkaisutapoja, opiskelijaa pyydetddn perustelemaan, milla
tavalla hén itse ratkaisisi tehtdvan. Tallaiseen kysymykseen ei tietenkddn ole oikeita
tai vadrid vastauksia, mutta opiskelijan itsearviointitaidot sekd kyky kuvailla omaa
ajatteluaan kehittyvat.

Kokeellisuutta puolestaan kehitetddn erityisesti pohdintatehtdvissd, joissa opiskelija
tutkii valmiiden GeoGebra-pohjien avulla janoja tai pistejoukkojen yhtéloitd. Myos
véitetehtdviat edustavat selkedsti tutkivaa oppimista, kun opiskelijat tutkivat, pitddko
véite paikkaansa vai ei. Tallaisilla tehtavilld pyritddn myos rohkaisemaan opiskelijoita
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kokeellisuuteen.

2.2 Etdisyys lukusuoralla

Oppikirjassa ldahdetddn rakentamaan itseisarvon kasitettd tarkastelemalla etdisyyksid
lukusuoralla. Useimmat opiskelijat ovat hyodyntdneet lukusuoraa matematiikan opis-
kelussaan jo peruskoulun ensimmadisistd luokista ldhtien [6], joten lukusuora sopii
hyvin ldhestymistavaksi uuteen aiheeseen. Itseisarvoihin liittyvit tehtdvat opetetaan
usein proseduraalisesti, minkd vuoksi opiskelijoiden késitteellinen tieto aiheesta voi
jadda vajaaksi [2]. Kasitteellisen tiedon puute aiheuttaa ongelmia etenkin haastavam-
missa itseisarvotehtdvissa [5]. Tam&an vuoksi oppikirjassa pyritddn erityisesti vahvista-
maan opiskelijoiden késitteellistd tietoa itseisarvosta. Itseisarvokédsitteen ymmarryksen
syventdminen on my0s yksi lukion opetussuunnitelman perusteissa asetetuista kurs-
sitavoitteista [8].

Kaésitteellistd tietoa voidaan syventdd hyodyntamalld itseisarvon etdisyystulkintaa. Me-
linda Curtis (2016) havaitsi tutkimuksessaan, ettd opiskelijat menestyivit itseisarvoteh-
tavissd paremmin, kun he késittelivit itseisarvoa etdisyytend lukusuoralla. [2] Luvun
itseisarvo mddritellddnkin yleensd luvun etdisyytend nollasta lukusuoralla, mutta usein
tama geometrinen tulkinta unohdetaan nopeasti ja se korvataan itseisarvoyhtaloihin
siirryttdessd algebrallisella méddritelmailld, jonka mukaan |x| = x, kun x > 0 ja |x| = —x,
kun x < 0 [5]. Kuitenkin my®0s itseisarvoyhtdloitd voidaan ratkaista lukusuoran avulla

[9].

Pohdinnat A.1 ja A.5 pohjautuvat Curtisin tutkimuksessaan kédyttamiin tehtadviin [2].
Tehtdavida on kuitenkin muokattu siten, ettd ne on pyritty opetussuunnitelman mu-
kaisesti liittamdan opiskelijoita kiinnostaviin aihepiireihin [8]. Oppikirjassa itseisarvo
madritelladn luvun etdisyytend nollasta, minka jalkeen itseisarvon ja etdisyyden yhteyt-
td korostetaan vield esimerkissd A.3. Itseisarvolle esitetddn siis sanallinen méaaritelma,
jota visualisoidaan méaédritelmén jalkeisessd esimerkissd. Tamaén jdlkeen esitetddn vie-
14 algebrallinen méaéaritelmd. Ndin saadaan esiteltya itseisarvon kasite monipuolisesti
erilaisia esitystapoja kédyttden, ja siten my0s syvennettyd opiskelijoiden késitteellistad
ymmarrystd itseisarvosta. [5]

Pohdinnassa A.5 on pyritty erityisesti korostamaan kahden luvun vilisen etdisyyden
yhteyttd kyseisten lukujen viliseen erotukseen. Curtisin mukaan opiskelijoilla on ollut
vaikeuksia ymmartad, miksi esimerkiksi yhtdlod [x+1| = 4 ratkaistaessa etsitddn lukuja,
joiden etdisyys luvusta —1 on 4, vaikka yhtédlossa esiintyy positiivinen luku 1. Opiskelijat
saattavat oppia, ettd vastaavissa tapauksissa merkki vaihtuu, mutta eivit valttamatta
ymmarrd, miksi niin tehdddn. Sen vuoksi on tarpeen korostaa, ettd kahden luvun
vélinen etdisyys liittyy nimenomaan kyseisten lukujen véliseen erotukseen. [2]

Itseisarvotehtdviin liittyy useita yleisid virhekasityksid, joita ovat muun muassa itsei-
sarvon algebrallisessa mddritelméssa esiintyvan luvun —a tulkitseminen negatiiviseksi
luvuksi, sekéd késitys, ettd luvun itseisarvo on aina positiivinen [2], [9]. My0s lukujen
la—blja |b—a| yhtasuuruuden kdsittaminen voi olla haasteellista varsinkin itseisarvon al-
gebrallisen méaritelméan perusteella [5]. Ndihin yleisiin ongelmakohtiin on kiinnitetty
huomiota huomautuksissa A.4 ja A.8 sekd harjoitustehtdvidssa 2, jossa tutkitaan myos
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muita itseisarvon yleisid ominaisuuksia, kuten osaméaran itseisarvoa. Tulon itseisar-
von ominaisuus |ab| = |a||b| puolestaan johdetaan pohdinnassa A.9. Nditd ominaisuuksia
tutkimalla saadaan syvennettyd opiskelijoiden ymmarrysté itseisarvon késitteestd.

2.3 Itseisarvoyhtilo

Itseisarvoyhtéloista kdsitellddn tdssa kirjan osassa vain muotoa |f(x)| = a olevat yhtalot,
silld useampia itseisarvoja sisdltdvien yhtdloiden, kuten |f(x)| = |g(x)|, ratkaisemiseen
on helpompi siirtyd vasta kun funktioiden kuvaajien piirtiminen on késitelty [9]. It-
seisarvoyhtéloihin siirryttdessda opiskelijoiden tulee oppia yhdistdmédén algebrallinen
yhtalo |x — b| = c sanalliseen ilmaukseen "x on c:n yksikon padssa b:stda kumpaan tahan-
sa suuntaan". Tdhdn ongelman sanallistamiseen johdatetaan pohdinnan A.11 avulla ja
pohdinnassa A.12 opetellaan ratkaisemaan itseisarvoyhtaloita tata sanallistamista seka
lukusuoraa hyodyntden. [5] Naissd pohdintatehtdvissa esiintyy pelkéstdan sellaisia it-
seisarvoyhtaloitd, joissa muuttujan x kerroin on +1, silld téllaisten itseisarvoyhtdldiden
esittdminen lukusuoralla on varsin luonnollista. Siten lukusuoraesityksen opettelu on
helpointa aloittaa tédllaisista yhtadloistd. Mallitehtdvassd A.13 ndytetddn, ettd lukusuo-
ran avulla voidaan ratkaista myos itseisarvoyhtdloitd, joissa muuttujan x kerroin on
erisuuri kuin +1. [5]

Proseduraalisissakin tehtdvissa on hyva pyrkia siihen, ettd ne kehittavat ymmarrysta
taustalla olevista kasitteistd [10]. Siksi pohdinnassa A.12 sekd harjoitustehtavéassa 4 on
pyritty késittelemaan monipuolisesti erilaisia muotoa [f(x)| = a olevia itseisarvoyhta-
16itd. Harjoitustehtdvéssad 5 puolestaan on itseisarvoyhtdlon sijaan annettu itseisarvo-
yhtélon ratkaisu lukusuoralle piirrettynd, ja tehtdvand on ratkaisujoukon avulla paa-
telld, mika itseisarvoyht&lo on kyseessa. Tallainen kddnteinen ongelma vaatii Curtisin
mukaan korkeamman tason ajattelua. [2]

Ensimmadinen algebrallinen ratkaisutapa itseisarvoyhtélolle esitetddn pohdinnassa
A.14, jossa kasitellddn samaa yhtdlod kuin mallitehtdvassa A.13. Tehtdavien yhteydessa
mainitaan, ettd itseisarvoyhtalot voidaan ratkaista useilla erilaisilla menetelmilld. Ndin
selvennetdan opiskelijoille, ettd matematiikan tehtdviin voi olla useita eri ldahestymista-
poja. Pohdinnassa A.14 tehtdvana onkin vertailla kahta vaihtoehtoista ratkaisua, joista
toisessa on hyddynnetty lukusuoraa ja toisessa taas algebrallista menetelmé&a. Pohdin-
tatehtdvéan a)- ja b)-kohdissa kysytdan tarkentavia kysymyksid, joilla varmistetaan, ettd
opiskelija on ymmartanyt molemmat ratkaisutavat. Sen jilkeen pyydetddn perustele-
maan, kummalla tavalla opiskelija itse ratkaisisi kyseisen tehtdvan. Oikeaa vastausta
kysymykseen ei ole, mutta perusteluja vaatimalla pakotetaan opiskelija vertailemaan
ratkaisutapoja entistd tarkemmin ja pohtimaan myds sitd, kumpi menetelmistd sopii
juuri opiskelijalle itselleen paremmin. N&in opiskelija pddsee arvioimaan omaa tyos-
kentelyddn, mitd painotetaan myos lukion opetussuunnitelmassa [8].

Lisdksi tehtavdssd pyydetddn vield pohtimaan, kummalla tavalla opiskelija ratkaisisi
tehtdvén [x? + 2x + 3| = 5. Téllaisia toisen asteen itseisarvoyhtiloitd ei kasitelld tdssa
kirjan osassa, eikd yhtédlod vaadita tdssdkddn tehtdvassd ratkaisemaan. Tehtdvassa tulee
pikemminkin pohtia, riippuuko kéytettdva ratkaisumenetelméd kyseessd olevasta yh-
talostd. Yksinkertaisimpien itseisarvoyhtdldiden kohdalla lukusuoramenetelmén ja al-
gebrallisen menetelmén tehokkuudessa ei ole merkittdvia eroja, mutta haastavammissa
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yhtéloissd lukusuoran hyodyntdminen voi osoittautua monimutkaiseksi tai jopa mah-
dottomaksi. Kyseessd oleva toisen asteen itseisarvoyhtdlo voidaan ratkaista lukusuo-
ran avulla ajattelemalla itseisarvolauseke luvun x? + 2x etdisyytend luvusta -3, mutta
talloin lukusuoran hyddyntaminen ei ole endd kovin intuitiivista. Voidaan siis ndhda,
ettd haastavammissa itseisarvoyhtildissa algebrallinen ratkaisutapa osoittautuu tehok-
kaammaksi. Tdaman vuoksi on hyvd ymmartdd myos algebrallisen menetelmén tarkeys,
vaikka tdssd kirjan osassa painotetaankin enemmaén lukusuoramenetelmaa.

Harjoitustehtdviassa 6 vertaillaan my®6s erilaisia ratkaisutapoja itseisarvoyhtalolle. Ai-
emmin opittujen ratkaisutapojen eli lukusuoramenetelmén ja algebrallisen menetel-
maén lisdksi tehtdvidssa esitellddn myos uutena ratkaisutapana kokeilumenetelma. Ko-
keilumenetelmalld tehtyyn ratkaisuun on jatetty virhe, joka on tarkoitus huomata teh-
tavan b)-kohdassa. Ndin tuodaan esiin kokeilumenetelman riskit. Ei riitd, ettd 1oytda
kokeilemalla yhden ratkaisun, vaan pitdd muistaa etsid kaikki ratkaisut. Virheellisten
ratkaisujen esiintuominen auttaa vihentamaan virhekasitysten muodostumista [4].

2.4 Etdisyys koordinaatistossa

Koordinaatisto on opiskelijoille tuttu kdsite MAA4-kurssilta [8], mutta kertauksen
vuoksi kisite esitellddn lyhyesti ja kdydaan lapi tarkeimmét koordinaatistoon liitty-
vt termit. Aiemmissa kappaleissa itseisarvoja késiteltiin usein lukusuoran avulla, jo-
ten koordinaatisto on luontevaa esitelld kahden toisiaan vastaan kohtisuorasti ase-
tetun lukusuoran muodostumana. On tirkedd, ettd matemaattisten kasitteiden valil-
le luodaan yhteyksid. Sen vuoksi opiskelijaa muistutetaan siitd, ettd kappaleessa A.1
tutkittiin kahden luvun vilistd etdisyyttd lukusuoralla, ja kerrotaan, ettd seuraavak-
si kdsitelldadn kahden pisteen vilistd etdisyyttd koordinaatistossa. Itse asiassa kahden
luvun vilinen etdisyys lukusuoralla voidaan ajatella kahden koordinaatiston pisteen
vélisen etdisyyden erikoistapauksena, jossa tarkasteltavat pisteet (a,0) ja (b, 0) sijaitse-
vat koordinaatiston x-akselilla. Tall6in kahden pisteen vilisen etdisyyden lausekkeesta
V(x2 = x1)2 + (2 — y1)? saadaan V@—b2+(0-0)2= +/(a—b)? = |a—D|elilukujenajab
vélinen etdisyys lukusuoralla. [2] Tdam&n yhteyden vahvistamiseksi myos aiheita kasit-
televien kappaleiden nimiksi on annettu yhtenevisti Etdisyys lukusuoralla ja Etédisyys
koordinaatistossa.

Kahden koordinaatiston pisteen vélisen etdisyyden eli pisteitd yhdistdvén janan pituu-
den kaavaan johdatellaan pohdinnassa A.16. Tavoitteena on erityisesti saada opiskelija
ymmartdmdan, kuinka janan pituus voidaan laskea Pythagoraan lauseen avulla muo-
dostamalla suorakulmainen kolmio, jonka kateetit ovat koordinaatiston akseleiden
suuntaiset ja hypotenuusa on kyseinen jana. Janan pituuden kaavan tdsmaéllinen joh-
taminen voi olla haastavaa ja siksi aihetta késitellddn kevyemmin esimerkkitapauksen
avulla. Haluttaessa tai esimerkiksi eriyttdvdna tehtdvana voidaan kdydd myos kaavan
tasmallinen johtaminen ldpi opettajan oppaassa olevan pohdinnan B.1 avulla.

Janan pituuden kaavan ja suorakulmaisen kolmion ominaisuuksien yhteyttd havain-
nollistetaan vield kuvien avulla lauseessa A.17 ja esimerkissd A.18. Ndin pyritdan ke-
hittimédan opiskelijan ymmarrystd algebrallisten ja geometristen késitteiden valisista
yhteyksistd, mikd on lukion opetussuunnitelmassa yksi kurssin tavoitteista [8]. Ndita
yhteyksid tuodaan esiin myos harjoitustehtdvissd, joissa analyyttisen geometrian kasit-
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teitd hyodynnetddn yhdessa Geometria (MAA3) ja Vektorit (MAA4) -kursseilla opittu-
jen késitteiden kanssa. Janatehtavit voidaan usein ratkaista myos vektoreiden avulla,
silld kahden pisteen vilille voidaan muodostaa yhtilailla niin jana kuin vektorikin.
Vektoreita kdsitellddn erityisesti harjoitustehtdvissd 10 ja 11, mutta jo harjoitustehta-
vassd 8 palautetaan mieleen paikkavektorin kasite. Harjoitustehtdvassa 10 vertaillaan
kahta eri ratkaisutapaa, joista toisessa on kaytetty janan pituuden kaavaa ja Pythago-
raan lausetta, kun taas toisessa on hyodynnetty vektoreita ja pistetulon ominaisuuksia.
Harjoitustehtdviassd 11 puolestaan opiskelijan tulee osoittaa vektoreiden avulla, ettd
janan pituudelle pédtee aiemmin johdettu kaava |PQ| = \/(x2 —x1)% + (y2 — y1)? Nailla
tehtdvilld luodaan jdlleen yhteyksid matematiikan eri kasitteiden vilille ja edistetddn
siten oppimista [11].

Pohdinnassa A.19 tutkitaan janan keskipisteen koordinaattien madrdytymista tehta-
vaa varten luodun GeoGebra-pohjan avulla. GeoGebra on erityisesti opetuskayttoon
suunniteltu matematiikkaohjelmisto, jota voidaan hyddyntdd ongelmaldhtdisen ja tut-
kivan oppimisen vilineend. Ohjelmiston kdyttd helpottaa matematiikan visualisointia
ja kannustaa opiskelijaa kokeellisuuteen. Se myos yhdistdd geometrisen ja algebral-
lisen esitystavan. [3] Ndméd seikat huomioon ottaen GeoGebra soveltuu hyvin niin
tamdan oppikirjan tavoitteisiin, kuin my0s opetussuunnitelmassa asetettuihin tavoit-
teisiin [8]. Tehtdvassa kadytetyn GeoGebra-pohjan avulla pyritddn visuaalisesti ha-
vainnollistamaan opiskelijalle, miten janan keskipisteen koordinaatit riippuvat janan
paatepisteiden koordinaateista. GeoGebra-pohjassa janan péatepisteitd voidaan muut-
taa, jolloin keskipisteen koordinaatit muuttuvat pdatepisteiden mukana. Pédatepistei-
den ja keskipisteen koordinaattien vilisen yhteyden havainnollistamiseksi GeoGebra-
pohjassa on piirretty ndiden pisteiden x-koordinaatteja vastaavat pisteet x-akselille ja
y-koordinaatteja vastaavat pisteet y-akselille. Tamé auttaa huomaamaan, ettd keskipis-
teen x-koordinaatti sijaitsee padtepisteiden x-koordinaattien puolivélissd ja vastaavasti
keskipisteen y-koordinaatti sijaitsee padatepisteiden y-koordinaattien puolivélissa.

2.5 Pistejoukon yhtilo

Yksi opetussuunnitelman asettamista tavoitteista on, ettd opiskelija osaa kdyttaa tekni-
sid apuvdlineitd pistejoukon yhtdlon tutkimisessa [8]. Niinpd pistejoukon yhtdlon ka-
sitteeseen tutustutaan GeoGebran avulla pohdinnassa A.20. Tehtdvéassa tutkitaan erdan
pistejoukon pisteitd ja pohditaan, mikd yhteys kyseisilld pisteilld on. GeoGebra sopii
hyvin tillaisen intuitiivisen késityksen muodostamisen tueksi [3]. Tehtdvan pistejouk-
kona on suora y = x — 2, silld tédllaisessa pistejoukossa pisteen koordinaattien vilisen
yhteyden havaitseminen on helppoa. Suora ei kuitenkaan ole tehtdvéa varten luodus-
sa GeoGebra-pohjassa nédkyvilld, vaan ndkyvilld on ainoastaan yksi piste, jota voidaan
liikkuttaa kyseisen suoran mukaisesti. Tdlld tavalla pyritddn vahvistamaan késitystd,
ettd kyseessd on joukko pisteitd. Pisteen kasite on tuttu edellisestd kappaleesta, ja poh-
dintatehtdvassa ikddn kuin konstruoidaan ndistd tietyn ehdon toteuttavista pisteista
suora.

Teknisid apuvilineitd kédytettdessd on kuitenkin riskind, ettd opiskelija luottaa sokeas-
ti teknologiaan, eikd osaa kyseenalaistaa sen tuottamia tuloksia, jos opiskelija ei itse
ymmarrd tulosten taustalla olevia konsepteja [7]. Tdstd annetaan varoittava esimerkki
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tehtdvassd 13, jonka a)-kohdassa esitetty piste ndyttdisi GeoGebran jéljitystoiminnon
mukaan kuuluvan tehtdvéassa olevaan pistejoukkoon. Tamd johtuu kuitenkin vain Geo-
Gebran tavasta pyo0ristéa jdljitystoiminnon ndyttdmien pisteiden koordinaatit, ja todel-
lisuudessa kyseinen piste ei kuulu pistejoukkoon. Sijoittamalla pisteen koordinaatit
pistejoukon yhtdloon havaitaan, ettd piste ei toteuta yhtaloa.

Pohdinnassa A.24 tarkastellaan erilaisten pistejoukkojen kuvaajia ja tehtdvdna on yh-
distdd annettu pistejoukon yhtdlo sitd vastaavaan kuvaajaan. Tavoitteena on tutustua
pistejoukkojen piirtdmiseen ja havaita, ettd pistejoukkojen piirtiminen voi vaatia, etta
pistejoukon yhtdldstd ratkaistaan joko muuttuja y tai x tai molemmat. Tehtdvéssa opis-
kelija saattaa myos havaita, ettd pistejoukon yhtdlon kuvaaja ei vélttamatta ole funktio.
Naitd pistejoukon ja funktion vilisid yhteyksid ja eroavaisuuksia pohditaan myos teh-
tavassa 15. Ndin luodaan yhteyksid matematiikan eri kisitteiden vilille, mika tekee
oppimisesta tehokkaampaa [11].
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A Oppimateriaali

A1 Etdisyys lukusuoralla

Pohdinta A.1 Huvipuisto Powerpark sijaitsee noin 330 kilometrid Kuopiosta lan-
teen. Huvipuiston omistajat havaitsevat asiakaskyselyssdan, ettd Kuopion itdpuo-
lella asuvat ihmiset eivit juurikaan vieraile Powerparkissa pitkdn véalimatkan vuok-
si. Kuopion itdapuolella asuvia palvellakseen huvipuiston omistajat paattavat raken-
nuttaa toisen Powerparkin, jonka etdisyys Kuopiosta on sama kuin alkuperdiselld
Powerparkilla, mutta itddn pdin.

a) Mika on etdisyys Kuopiosta uuteen Powerparkiin?

b) Jos Kuopio asetetaan lukusuoralla koordinaatin nolla kohdalle, mitkd ovat
vanhan Powerparkin (Powerpark 1) ja uuden Powerparkin (Powerpark 2)
koordinaatit? Selitd, miten péattelit vastauksen.

Powerpark 1 Kuopio Powerpark 2
0

c) Vertaa Kuopion ja uuden Powerparkin vélistd etdisyyttd uuden Powerparkin
koordinaattiin lukusuoralla. Mitd havaitset?

d) Vertaa Kuopion ja vanhan Powerparkin valistd etdisyyttd vanhan Powerpar-
kin koordinaattiin lukusuoralla. Mitéd havaitset?

e) Mikd on edelld tekemiesi havaintojen perusteella luvun x etdisyys nollasta
lukusuoralla?

Mairitelma A.2 Luvun ifseisarvo on luvun etdisyys nollasta lukusuoralla. Luvun a
itseisarvolle kdytetddn merkintda |al.

Esimerkki A.3 Luvun 4 itseisarvo eli etdisyys nollasta on 4. Siis [4| = 4.




Luvun -2 itseisarvo eli etdisyys nollasta on 2. Siis | — 2| = 2.

Il

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Il Il Il

Jos luku a on positiivinen tai nolla, niin luvun a itseisarvo on luku a itse. Jos taas luku
a on negatiivinen, niin luvun g itseisarvo on luvun a vastaluku —a.

Siis

al = a, kan a >0
4= —a, kun a<0.

Huomautus A.4 Merkintéd —a tarkoittaa luvun a vastalukua. Kun luku 2 on negatii-
vinen elia < 0, niin luvun a4 vastaluku —a on positiivinen. Siis || > 0 kaikilla luvuilla
a.

Pohdinta A.5 Suomen keskildampdétila vuonna 2016 oli noin 3 °C. Vuoden ylin Suo-
messa mitattu lampdotila 29 °C mitattiin heindkuussa Utsjoella.

a) Kuinka suurilampdétilaero on keskilampétilan ja ylimmaéan mitatun lampdotilan
valilla? Esitd timdn lampotilaeron lauseke.

b) Esitd tdméa lampdotilaero lukusuoralla.

| | | | | | | | | | |
T T T T T T T T i

-20 -15 -10 -5 O 5 10 15 20 25 30

Vuoden alin lampétila —41 °C mitattiin tammikuussa Muoniossa.
¢) Kuinka suuri lampétilaero on keskildampdétilan ja alimman mitatun lampotilan
valilla? Esitd tdimén lampotilaeron lauseke.

d) Esitd tima lampotilaero lukusuoralla.

Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il >
T T T T

-40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 O 5 10
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Kaikkien aikojen alin maapallolla mitattu lampdtila on —89 °C (Antarktis, 21.7.1983).

e) Kuinka suuri ldmpdétilaero on Suomen vuoden 2016 alimman lampdétilan
—41°C ja maailman kaikkien aikojen alimman mitatun lampdétilan valilla?
Esitd taméan lampotilaeron lauseke.

f) Esitd tama lampdotilaero lukusuoralla.

Il Il >

T T

—90 —80 —70 —60 —50 —40 —30 —20 —10 0 10

g) Mika laskutoimitus liittyy kahden luvun vilisen etdisyyden méaarittdmiseen?
Selitd, miten kyseinen laskutoimitus liittyy etdisyyteen.

Tehtdvéassa esiintyvét lampotilat on pyoristetty yhden asteen tarkkuuteen. Esimer-
kiksi alin maapallolla mitattu lampétila on virallisesti —89,2 °C.

Maiiritelma A.6 Lukujen a ja b vilinen etdisyys on lukujen a ja b erotuksen itseisarvo
la — bl.

Esimerkki A.7 Lukujena = —3jab = 2 vilinen etdisyyson|a—b| = |[-3-2| = |-5| = 5.

Il Il Il Il

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Il Il Il Il Il Il Il Il Il >
T

Huomautus A.8 Luvun g etdisyys luvusta b on sama kuin luvun b etdisyys luvusta
a,joten |a — b| = |b — al.
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Pohdinta A.9 Sievennd lausekkeet |ab] ja |a||b|, kun

a) luvut aja b ovat positiivisia tai nollia,
b) luvutaja b ovat negatiivisia,
¢) luvut aja b ovat erimerkkisia.

d) Mitd havaitset?

Lause A.10 Itseisarvon ominaisuuksia

Luvun itseisarvo on aina epdnegatiivinen.

la] > 0

Lukujen tulon itseisarvo on lukujen itseisarvojen tulo.

|abl = lal|D|

Lukujen osamdéréan itseisarvo on lukujen itseisarvojen osamaéara.

=k oo

1. Kirjoita lauseke ilman itseisarvoja.

a) V3 -2
b) |1t —e]
c) |x+ 3

2. Tutki, onko vdite totta aina, joskus, vai ei koskaan. Perustele vastauksesi. Jos vdite on
totta vain joskus, millad luvuilla vaite patee?

a) |x| on positiivinen

b) la| = —a

¢) Kahden luvun vilinen etdisyys voi olla negatiivinen
d) lx—bl=b-x|
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e) la+bl = la| +|b]

f) la —bl = lal - |b|
a|_ lal
)|b“|b|

3. Vertaa lukujen -2 ja 3 vilistd etdisyyttd lukujen 9 ja 4 viliseen etdisyyteen. Mita
havaitset? Selitd, mistd havaintosi johtuu.

A.2 Itseisarvoyhtilo

Pohdinta A.11 Valpuri asuu kahdeksankerroksisen kerrostalon viidennessa kerrok-
sessa. Titta asuu samassa talossa, mutta kolmen kerroksen pédédssa Valpurista.

a) Missa kerroksessa Titta asuu?
b) Esitd kyseinen ongelma lukusuoran avulla.

c) Kirjoita kyseistd ongelmaa kuvaava matemaattinen yhtalo.

Yhtdlod, jossa muuttuja on itseisarvolausekkeen sisdlld, kutsutaan itseisarvoyhtaloksi.
Seuraavaksi tarkastellaan muotoa |f(x)| = a olevien itseisarvoyhtdldiden ratkaisemista
graafisesti lukusuoran avulla.

Pohdinta A.12 Tutki itseisarvoyht&loita a)-f).

(i) Esita itseisarvoyht&lo sanallisesti.
(ii) Esitd itseisarvoyhtdlo lukusuoralla.
(iii) Mitka ovat yhtdlon ratkaisut?

a) |x| =4

(i) Sanallisesti:
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b) x-0] =3

(i) Sanallisesti:

(i) -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
(iii) x = tai x =
¢ |x—2/=5

(i) Sanallisesti:

(i) -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
(iii) x = tai x =
d) 2-x]=5

(i) Sanallisesti:

Gy 8 6 -4 2 0 2 4 6 8

(iii) x = taix =
7
+-=|=2
€) ‘x 3'

(i) Sanallisesti:

(ii) i : i -

(iii) x = tai x =
f) x-bl=c

(i) Sanallisesti:

Mika yhtélossa esiintyvistd luvuista merkitddn ensimmadisend lukusuo-
ralle?

Mika yhtdlossa esiintyvistd luvuista kertoo etdisyyden?
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(ii) Esitd ratkaisu lukusuoralla.

| | ~
I i I

(iii) x = taix =

Edella ratkaistiin itseisarvoyht&loitd, joissa muuttujan x kerroin on +1. Itseisarvoyhta-

16itd, joissa muuttujan kerroin on erisuuri kuin +1, voidaan my®ds ratkaista lukusuoran
avulla.

Mallitehtdva A.13 Ratkaise itseisarvoyhtdlo [3x — 2| = 4.

Tarkastellaan ensin luvun 3x etdisyyttd luvusta 2. Yhtdlon mukaan tdmad etdisyys
on 4.

Muodostetaan graafinen esitys, jonka avulla ratkaistaan 3x.

4 4
5 _ —
2 2 6
Siis 3x = -2 tai 3x = 6. Jaetaan ndmd ratkaisut vield kertoimella 3, jolloin saadaan
2
itseisarvoyhtdlon ratkaisuiksi x = —= tai x = 2.
4 4
3 3
X ] -
22
3 % 3
2 .
Vastaus: x = —z taix = 2

Kuten monet matemaattiset ongelmat, my0s itseisarvoyhtélot voidaan ratkaista useilla
erilaisilla menetelmilld. Seuraavassa pohdintatehtdavassd esitetddn kaksi erilaista rat-
kaisutapaa mallitehtdvan A.13 yhtélolle.

19



Pohdinta A.14 Tutustu Einon ja Aapelin tapoihin ratkaista itseisarvoyhtalo [3x—2| =
4 ja vastaa alla oleviin kysymyksiin.

Eino Aapeli
Bx —2| =4
2 _
Blx—=|=4 |:3 3x —2[ =4
g A 3x—2=4 tai 3x—2=—-4 || +2
|X—§|=§ 3x =6 tai 3x=-2 ||:3
x == tai x——g
4 4 3 3
g 5 x =2
X ———
2
2
_g 2 2 Vastaus:x:—g taix =2
2 .
Vastaus: x = —— taix = 2

a) Mitd itseisarvon ominaisuutta Eino hyddyntéa sieventdessddan yhtdlod?
b) Milld menetelmalld Aapeli poistaa itseisarvomerkit?
¢) Kummalla tavalla itse ratkaisisit tehtavan? Perustele valintasi.

d) Kummalla tavalla ratkaisisit tehtdvin |x? + 2x + 3| = 5?

Edelld havaittiin, ettd lukusuoramenetelmaén liséksi itseisarvoyhtdloitd voidaan ratkais-
ta my0s algebrallisesti. Etenkin haastavammissa itseisarvoyht&loissa algebrallisen rat-
kaisumenetelmén kdyttdminen voi olla hyddyllista tai jopa valttamatonta. Itseisarvoyh-
talon algebrallinen ratkaisu perustuu edellisestd luvusta tuttuun itseisarvon algebral-
liseen méddritelméan, joka voidaan itseisarvofunktion tapauksessa kirjoittaa muodossa

f(x), kun f(x) >0

f ol = {— F(x), kun f(x) <0.
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Mallitehtava A.15 Ratkaise itseisarvoyhtdlo |x + 3| = 7 algebrallisesti.

Kirjoitetaan itseisarvolauseke [x+3| mddritelman mukaisesti kahdessa osassa, jolloin
itseisarvomerkeistd paddstdadn eroon:

43| = x + 3, kun x+320 x+3, kun x > -3
PTAT\ Z(e+3), kun x+3<0 | —x—3, kun x < -3.

Ratkaistaan yhtdlo kahdessa osassa.

Kun x > -3, niin

lx+3|=7
x+3=7 ||-3
x =4.

Ratkaisu x = 4 toteuttaa myos vaaditun ehdon x > -3.

Kun x < =3, niin

lx+3|=7

-x-3=7 ||+3
-x=10 | :(-1)
x = -10.

Ratkaisu x = —10 toteuttaa myos vaaditun ehdon x < -3.
Vastaus: x = =10 tai x = 4
2. tapa:

Luvut, joiden itseisarvo on7, ovat 7 ja —7. Yhtdlo |x+ 3| = 7 toteutuu, kun lausekkeen
X+ 3arvoon7 tai —7.
x+3=7tai x+3=-7 ||-3

x =4 tai x=-10

Vastaus: x = —10taix =4

4. Selitd sanallisesti, mitd kyseinen itseisarvoyhtdlo tarkoittaa etdisyytend. Ratkaise yh-
tdlo sekd lukusuoran avulla ettd algebrallisesti.

a) x—1=0
b) |t —x|=2
¢ |x—10 = -7
d) bx+2|=8
e) 3lx-3=12
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5. Alla olevalle lukusuoralle on merkitty erddn itseisarvoyhtalon ratkaisu.

a) Kirjoita ratkaisua vastaava yhtalo.

b) Selitd, miten paddyit ratkaisuun.

N@
©@®
A,

6. Vilja, Lumi ja Nestori etsivit ratkaisua itseisarvoyhtélolle |5 — x| = 3.

Vilja: Itseisarvossa on kyse etdisyydestd. Luvun 5 etdisyys x:std on sama kuin x:n
etdisyys luvusta 5. Yhtdlo voidaan siis muuttaa muotoon |x — 5| = 3. Nyt vain piirretdan
lukusuora ja etsitadn sieltd luvut, joiden etdisyys luvusta 5 on 3.

Lumi: Mind en miettinyt itseisarvoa etdisyytend. Kdytin itseisarvon algebrallista méaa-
ritelméa ja kirjoitin yhtdlon vasemman puolen kahdessa eri osassa:

5 = 5—x,kun5—x20_ 5—x,kun52x_ 5—x, kun x <5
M= ~5-x), kun 5-x<0 |-5+x, kun 5<x |-5+x kun x>5
Nyt pitdd vield ratkaista yhtdlot5 — x = 3ja =5+ x = 3.
Nestori: Mind sain tehtdvin jo ratkaistua! Kokeilin vain eri lukuja x:n paikalle. Vastaus
on 2.
a) Laske tehtdva loppuun sekd Viljan ettd Lumin ehdottamalla tavalla. Pddstdanko

molemmilla menetelmilld samaan vastaukseen?

b) Nestori ratkaisi tehtdvdn nopeasti kokeilemalla, mutta mitd Nestori unohti rat-
kaisussaan?

¢) Milla menetelmalla itse ratkaisisit tehtavan?

d) Lisdtehtdava: Keksi vield erilaisia tapoja ratkaista yhtalo |5 — x| = 3.
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A.3 Etdisyys koordinaatistossa

Koordinaatisto on tuttu kasite MA A4-kurssilta. Kun kaksi lukusuoraa asetetaan koh-
tisuorasti toisiaan vastaan, syntyy tason suorakulmainen koordinaatisto. Koordinaatiston
akselit leikkaavat toisensa pisteessa (0, 0), jota kutsutaan origoksi. Usein vaaka-akselia
kutsutaan x-akseliksi, pystyakselia y-akseliksi ja koordinaatistoa xy-koordinaatistoksi.

Koordinaatiston pistettd P merkitddn lukuparina P = (x, y). Esimerkiksi pisteen P =
(2,3) x-koordinaatti on 2 ja y-koordinaatti on 3.

Yy

P=(2,3)

N W = O

Kappaleessa A.1 tutkittiin kahden luvun vilistd etdisyyttd lukusuoralla. Seuraavaksi
tutkitaan, kuinka voidaan selvittdd kahden koordinaatiston pisteen vilinen etdisyys eli
pisteitd yhdistdvan janan pituus.

Pohdinta A.16 a) Piirrd koordinaatistoon kolmio, jonka karkipisteet ovat A =
(1,5),B=(3,5jaC=(32).

b) Laske kolmion sivujen AB, AC ja BC pituudet.

c¢) Piirrd koordinaatistoon pisteet D = (-2, 3) ja E = (0, 4). Laske pisteiden vilisen
janan DE pituus.

d) Selitd sanallisesti, kuinka voit laskea kahden pisteen vélisen janan pituuden
koordinaatistossa.
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Lause A.17 Pisteiden P = (x1, 11) ja Q = (x2, y») vélinen etdisyys eli janan PQ pituus
on |PQ| = \/(XZ = X])2 + (yz = y1)2.

Y

P:(xllyl)

Yit
|PQ|

+ 2 —wl
Q=(x2,2)
Y2+
I — x1]
1 1 1 1 1 X
X1 Y Jéz

Pisteiden vilinen etdisyys on siis x-koordinaattien erotuksen nelion ja y-koordinaattien
erotuksen nelion summan nelidjuuri. Toisin sanoen pisteiden vélisen janan pituus voi-
daan laskea, kun janan péatepisteiden koordinaatit tunnetaan.

Esimerkki A.18 Pisteiden P = (1,2) ja Q = (5,4) vilisen janan pituus on

|PQ| = \/(XZ_X1)2+(y2_y1)2 = VE-12+(@-22= V&2 +22= V20 =25.

y
5 4
(54)
4*
31 14— 2|
(1,2)
2*

5 -1
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Jos jana on x-akselin suuntainen, niin sen péatepisteiden y-koordinaatit ovat samat
eli y; = y,. Talloin janan pituuden lauseke palautuu kappaleessa A.1 kisiteltyyn kah-
den luvun vilisen etdisyyden lausekkeeseen. Tarkastellaan esimerkiksi x-akselilla si-
jaitsevia pisteitd (a,0) ja (b,0). Talloin pisteiden vélisen janan pituuden lausekkeesta
V(x2 = x1)2 + (2 — y1)? saadaan V@—b2+(0-0)2 = /(a—0b) = |a- b eli lukujen a ja

b vélinen etdisyys lukusuoralla.

Janan keskipiste on piste, joka jakaa janan kahteen yhtd suureen osaan. Seuraavaksi
tutustutaan janan keskipisteen koordinaattien selvittdmiseen.

Pohdinta A.19 Tutki GeoGebra-sovelluksen avulla janan PQ keskipistettd C.

a) Mitkd ovat janan keskipisteen C koordinaatit, kun piste P = (2,1) ja piste

Q=537
b) Mitkd ovat janan keskipisteen C koordinaatit, kun piste P = (-1,4) ja piste
Q= (4,-2)

c) Miten voit laskea pisteitd P = (x1, y1) ja Q = (x2, ) yhdistdvén janan keskipis-
teen koordinaatit?

+
Pisteitd (x1, y1) ja (x2, ¥2) yhdistdvan janan keskipiste on (x1 ; le e > Y2 )- Keskipisteen

x-koordinaatti on siis janan paatepisteiden x-koordinaattien keskiarvo. Vastaavasti kes-
kipisteen y-koordinaatti on janan padtepisteiden y-koordinaattien keskiarvo.

7. Mika on pisteen (12, -5) etdisyys

a) origosta,
b) pisteestd (x,y)?

8. Madritd pisteiden P ja Q vilisen janan keskipiste C, kun

a) piste P = (=3,-2) ja piste Q = (-1,4),
b) pisteen P paikkavektori on OP = 2i + 6] ja pisteen Q paikkavektori on OQ = 8i +].

9. Kolmion kérkipisteiden koordinaatit ovat A = (3,1), B = (4,4) ja C = (-1,4).

a) Osoita, ettd kolmio on tasakylkinen.

b) Maiéritda kolmion lyhimmén sivun keskipiste ja tdstd pisteestd piirretyn keskijanan
pituus.

c) Miten voit paitelld, ettd kohdassa b) méaritetty keskijana on myds yksi kolmion
korkeusjanoista?

25


https://ggbm.at/btdryu4u

d) Mika on kolmion pinta-ala?

10. Kolmion karkipisteiden koordinaatit ovat A = (4,0), B = (2,1) ja C = (3,4). Paula ja
Mira tutkivat eri menetelmid kdyttden, onko kolmio suorakulmainen. Tutustu Paulan
ja Miran ratkaisuihin ja vastaa alla oleviin kysymyksiin.

Paula Mira
AB = (x, — x1)i + (y2 — y1)7
=(2-4)i+(1-0)j
JAB| = /(2 - 42 + (1 - 0)? =-2i+]
_ \/g BC = (.XQ — xl)i + (yz — ]/1)]
=(3-2)i+(@-1)
IBCl = (3 -2)? + (4 — 1)2 =i+3]
= V12 + 32 _ , _
~ V10 AC=(x —x1)i+ (2 — y1)]

=(B3-4)i+(4-0)j
= —i+4j

IAC| = V(3 —4)2 + (4 - 0)?

= (-1)2 +42 — —
AB-BC=-2-1+1-3

VT »
#0
IABP + |BCP = |ACP
2 2 _ 2 -
(V5 + (V10)? = (V17) AB-AC=-2-(-1)+1-4
5+10=17
=6
15 =17 40
epatosi

Vastaus: Kolmio ei ole suorakulmainen.

BC-AC=1-(-1)+3-4
=11
£0

Vastaus: Kolmio ei ole suorakulmainen.

a) Mitka kolme arvoa Paula laskee ensin?

b) Miten Paula péittelee, ettd kolmio ei ole suorakulmainen?

¢) Mitéd Mira laskee ensin?

d) Miten Mira pééttelee, ettd kolmio ei ole suorakulmainen?
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e) Kummalla tavalla itse ratkaisisit tehtavan?

11. Osoita vektoreiden avulla, ettd pisteiden P = (x1,11) ja Q = (x2, 1) vélisen janan
pituudelle pétee kaava

IPQI = /(2 = x1)2 + (32 = )2
A.4 Pistejoukon yhtilo

Pohdinta A.20 Tutki GeoGebra-sovelluksen avulla pisteen P koordinaatteja.
a) Liikuta pistettd P ja kirjaa ylos kolme eri koordinaattiparia, jotka piste P to-
teuttaa.
b) Mikd yhteys ndilla pisteilld on?

¢) Muodosta yhtild, joka kuvaa pisteen P koordinaattien vilistd yhteytta.

Pistejoukko on joukko koordinaatiston pisteitd, jotka toteuttavat jonkin tietyn ehdon.
Analyyttisessa geometriassa pistejoukkoja tutkitaan pistejoukkojen yhtdldiden avulla.

Maadritelma A.21 Pistejoukon yhtilo on muuttujien x ja y yhtilo, jolla on seuraava
ominaisuus:

Piste (x, y) kuuluu pistejoukkoon, jos ja vain jos pisteen koordinaatit toteuttavat
yhtdlon.

Esimerkki A.22 Esimerkiksi suora, paraabeli ja ympyrd ovat pistejoukkoja. Suora
y = 3x + 1 muodostuu pisteistd, joiden koordinaatit toteuttavat suoran yhtalon.
Paraabeli y = 2x* — 3x — 3 muodostuu pisteists, joiden koordinaatit toteuttavat
paraabelin yhtdlén. Ympyrd (x — 1)* + (y — 2)*> = 22 muodostuu pisteistd, joiden
koordinaatit toteuttavat ympyran yhtalon.

y y
4 4
y=3x+1

3 3
2 2
1 1

X X

-4 -3 1 2 3 4 4 -3 -2 -1\0 1 3 4

1

y=2x2-3%-3
-3
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Y (x-1) + (y-2)* = 2

Mallitehtdvd A.23 Pistejoukon yhtdld on y — x> = 2x. Tutki, kuuluvatko pisteet
(=1,0)ja (1, 3) pistejoukkoon.

Sijoitetaan pisteen (-1, 0) koordinaatit x = —1ja y = 0 yhtdloon y — x* = 2x.

y—x*=2x
0-(-12=2-(-1)
0-1=-2
-1=-2
epatosi

Koska pisteen (-1, 0) koordinaatit eivat toteuta yhtdlod, piste (=1, 0) ei kuulu piste-
joukkoon.

Sijoitetaan pisteen (1, 3) koordinaatit x = 1ja y = 3 yhtdloon y — x* = 2x.

y—x*=2x
3-12=2-1
3-1=2
2=2
tosi

Koska pisteen (1,3) koordinaatit toteuttavat yhtdlon, piste (1, 3) kuuluu pistejouk-
koon.

Mallitehtdvan A.23 pistejoukon yhtdlé y — x* = 2x voidaan sieventdd muotoon y =
x* + 2x, jolloin havaitaan, ettd kyseessd on toisen asteen polynomifunktion kuvaaja.
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MAA2-kurssilta muistetaan, ettd toisen asteen polynomifunktion kuvaaja on paraabeli.
Mallitehtdvin pistejoukko koostuu siis paraabelin y = x?+2x pisteistd. Kuten tehtdvassa
paaételtiin, piste (1, 3) kuuluu pistejoukkoon, mutta piste (-1, 0) ei kuulu.

Pohdinta A.24 Yhdistd pistejoukon yht&lo sitd vastaavaan kuvaajaan. Perustele vas-
tauksesi.

a) ¥*+xy=0

b) ¥*+y =0
o ly—x=3
d) x=2
y y
4 4
3 3
2 2
1 1
X X
2 -1 0 1 2 3 4 5 4 3 -2 -10 1 3 4
=1 =1
-2 -2
-3
-4
1. 2.
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y y
4 4
3 3
2 2
1 1
X X
5 4 3 2 -1,0 1 2 3 4 5 -4 3 2 -1 0 1 2 3 4
= =7
-2 -2
-3 -3
-4 -4
3 4,

12. Pistejoukon yht&ld on 2xy + y* = 0.

a) Tutki, kuuluvatko pisteet (-2, 4) ja (6, 2) pistejoukkoon.
b) Piirrd pistejoukko.

13. Piirrd GeoGebralla pistejoukko, jonka pisteet toteuttavat yhtdlon x* + 2x?y? + y* —
x> + 3xy? = 0. Kuuluuko piste

a) (0,6;0,18),
b) (1,0)

pistejoukkoon?

14. Pistejoukko muodostuu pisteistd, joiden x-koordinaatin etdisyys y-koordinaatista
on 2.

a) Muodosta pistejoukon yhtalo.
b) Etsi kolme pistettd, jotka kuuluvat pistejoukkoon.
c) Piirra pistejoukko.

15. Tutki, onko véite totta aina, joskus, vai ei koskaan. Perustele vastauksesi.

a) Funktio on jonkin pistejoukon yhtdlon kuvaaja.
b) Pistejoukon yhtdlon kuvaaja on jokin funktio.
¢) Piste (1,2) kuuluu pistejoukkoon, jonka yhtalo on 3x? + 2xy + i = ax* + y.

d) Piste (5,3) kuuluu pistejoukkoon, jonka yhtilsé on y? — x* = x + a?.

30



B Opettajan opas

B.1 Ajankdyttosuunnitelma

Seuraava tuntijako on tehty vaihtoehtoisesti joko 75 minuutin tai 45 minuutin pituisia
oppitunteja varten. Lihtokohtana on, ettd aiheiden késittelyyn olisi aikaa kolme 75
minuutin oppituntia tai viisi 45 minuutin oppituntia.

Etdisyys lukusuoralla 1x75min  tai 1x45min
Itseisarvoyhtdlo 1x75min  tai 2x45min
Etdisyys koordinaatistossa 0,5 x75min tai 1x45min
Pistejoukon yht&lo 0,5x75min tai 1x45min

B.2 Etdisyys lukusuoralla

Pohdinta A.1

Tavoitteena on ldhted rakentamaan itseisarvon kasitettd tarkastelemalla etdisyyksia lu-
kusuoralla. Tehtavan b)-kohdassa on tarkoitus havaita, ettd koordinaatit ovat toistensa
vastaluvut, silld luku ja sen vastaluku ovat lukusuoralla yhtd kaukana nollasta.

Tehtdvéan c)- ja d)-kohdissa on tarkoitus havaita, ettd etdisyys on aina ei-negatiivinen,
jolloin lukusuoran positiivisella puolella luvun etdisyys nollasta on luku itse. Lukusuo-
ran negatiivisella puolella luvun etdisyys nollasta on puolestaan luvun vastaluku.

Tehtdvan e)-kohdassa opiskelijat ehka vastaavat, ettd luvun x etdisyys nollasta on x.
Talloin voidaan kysyd, mikd on etdisyys, jos x on negatiivinen. Voiko etdisyys olla
negatiivista? Téstd tehtavastd padstaan luontevasti itseisarvon maaritelmaan.

Oppituntia keventdavand sivuhuomiona voidaan todeta, ettd jos uusi Powerpark raken-
nettaisiin 330 kilometrid Kuopiosta itddn, se pdityisi Vendjan puolelle! Vaihtoehtoisesti
voidaan my0s pyytdd nopeimmin tehtdvan suorittaneita opiskelijoita selvittimdan itse,
minne uusi Powerpark tulisi néilld tiedoilla rakentaa.

Pohdinta A.5

Tehtdvan tavoitteena on lampdotilaeroja tarkastelemalla pdatyd havaintoon, ettd kahden
luvun vélinen etdisyys lukusuoralla on kyseisten lukujen vélisen erotuksen itseisarvo.
Etdisyyden ja erotuksen yhteyden korostaminen on tirkeéas, silld se syventda kasitteel-
listd ymmarrystd ja auttaa opiskelijoita ymmartamaan itseisarvoyhtaloitd, jotka ovat
muotoa |x + b| = c. Lampotilaerojen lausekkeita muodostaessa tulee huomioida, et-
td lampotilaerolla tarkoitetaan lampotilojen erotuksen itseisarvoa. Lampdétilaero ei siis
voi olla negatiivinen.

Pohdinta A.9

Tehtavan tavoitteena on havaita lukujen tulon itseisarvolle pateva ominaisuus |ab| =

lallb].
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Tehtdvi 2

Tehtdvd voidaan toteuttaa itsendisen tyoskentelyn sijaan myos ryhmissd, jolloin opiske-
lijat voivat keskustella vaitteistd yhdessa. Tehtdva antaa myos hyvid eriyttimismahdol-
lisuuksia sen mukaan, miten tarkkoja ja matemaattisesti patevid perusteluja millekin
véitteelle vaaditaan. Esimerkiksi d)-kohdan véite voidaan perustella joko itseisarvon
algebrallisen méaaritelmén avulla tai samalla tavalla kuin Huomautuksessa A.8. Koh-
dissa e) ja f) voidaan johdattelevina kysymyksind kysyd, pateeko vdite, kun toinen tai
molemmat luvuista ovat positiivisia, negatiivisia tai nollia.

B.3 Itseisarvoyhtdlo

Pohdinta A.11

Tarkoituksena on johdattaa itseisarvoyhtédloihin arkieldmdn esimerkin avulla. Tehta-
véassd tulee havaita, ettd annettujen tietojen perusteella Titan asuinkerrokselle on kaksi
eri vaihtoehtoa. Kohdassa c) matemaattisen yhtdlon muodostamista voi helpottaa teh-
tavan ilmaiseminen sanallisesti muodossa "kerroksen x etdisyys kerroksesta 5 on 3".

Pohdinta A.12

Tehtdvian tavoitteena on oppia ratkomaan itseisarvoyhtilditd lukusuoran avulla. Muo-
toa |x — b| = c olevissa yhtdldissd tirkedd on niin sanotun ankkuripisteen eli luvun
b paikantaminen lukusuoralta. Kun b on sijoitettu lukusuoralle, ldhdetddn etsimdan
lukuja, joiden etdisyys luvusta b on c.

Pohdinta A.14

Kohdassa d) esitetyn toisen asteen itseisarvoyhtdlon ratkaiseminen lukusuoran avulla
on mahdollista, jos ajatellaan lauseke x* + 2x + 3 lukujen x? + 2x ja —3 erotuksena, mutta
tama ei valttamatta kuitenkaan ole kovin mielekédstd. Haastavammissa itseisarvoyhta-
16issd algebrallinen menetelma voi siis usein olla paras.

Tehtdva 5

Tehtdvdssd voidaan ldhted liikkeelle miettimalld, mikd luku on yhtd kaukana sekd
luvusta 2 ettd luvusta 8. Ndin loydetdan ankkuripiste b = 5.

Tehtava 6

Tehtdavan b)-kohdassa voidaan huomauttaa siitd, ettd kokeilumenetelmd voi yksinker-
taisissa itseisarvotehtédvissa olla nopea tapa 16ytéda ratkaisut, mutta talloin on tiedettdva,
kuinka monta ratkaisua yhtdlolld on, jotta tiedetdédn kaikkien 16ytyneen. Kohdan d) li-
sdtehtdva puolestaan tarjoaa hyvan haasteen etevimmille opiskelijoille. Erilaisia ratkai-
sutapoja voisivat olla esimerkiksi nelioon korottaminen, yhtalon ratkaiseminen graafi-
sesti madrittdamalld funktion |5 — x| — 3 nollakohdat tai piirtdamalla kuvaajat y; = |5 — x|
ja y» = 3 ja madrittdimalla kuvaajien leikkauspisteiden x-koordinaatit. Nelioon korot-
tamisen kohdalla voitaisiin vield pohtia, toimisiko kyseinen menetelmé toisen asteen
itseisarvoyhtdlon ratkaisemisessa.
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B.4 Etdisyys koordinaatistossa

Pohdinta A.16

Tehtavan tavoitteena on ymmartaa janan pituuden laskukaava ja sen geometrinen tul-
kinta. Erityisen tdrkedd on siis kdyda tehtdvan d)-kohta huolellisesti ldpi ja varmistaa,
ettd opiskelija ymmartad, kuinka kahden pisteen vilisen janan pituus lasketaan suora-
kulmaista kolmiota ja Pythagoraan lausetta hyddyntden. Tarvittaessa voidaan kdyda
lapi my0s tasmaéllinen todistus janan pituuden kaavalle esimerkiksi oheisen tehtdvan
avulla.

Pohdinta B.1 Johdetaan kaava, jonka avulla voidaan laskea pisteiden P = (x1, y1) ja
Q = (xp, y») vilisen janan pituus [PQ).

a) Oleta aluksi, ettd pisteitd P = (x1,11) ja Q = (x2,y2) yhdistdva jana ei ole
kummankaan koordinaattiakselin suuntainen. Piirrd koordinaatistoon suora-
kulmainen kolmio, jonka hypotenuusa on jana PQ ja kateetit ovat koordinaat-
tiakselien suuntaiset.

b) Miké on x-akselin suuntaisen kateetin pituus?
c) Mika on y-akselin suuntaisen kateetin pituus?

d) Miten koordinaattien suuruusjdrjestys tulee ottaa huomioon kateettien pi-
tuuksia méaéritettdessa?

e) Laske hypotenuusan PQ pituus.

f) Osoita, ettd kohdassa e) johtamasi kaava patee myos silloin, kun pisteitd P =
(x1, 1) ja Q = (x2, y2) yhdistdva jana on koordinaattiakselin suuntainen.

Pohdinta A.19

Tehtdvdn tavoitteena on ymmartdd janan keskipisteen koordinaattien yhteys janan
paédtepisteiden koordinaatteihin. Tehtdvan c)-kohdassa tulee ensin ymmartaa, ettd kes-
kipisteen x-koordinaatti sijaitsee aina pédatepisteiden x-koordinaattien puolivilissa ja
vastaavasti keskipisteen y-koordinaatti sijaitsee pddtepisteiden y-koordinaattien puo-
livdlissd. GeoGebra-sovelluksen on tarkoitus auttaa timéan yhteyden havaitsemisessa.

Tehtdva 9

Tehtdvdssa voi olla tarpeen kerrata keskijanan ja korkeusjanan maaritelmat. Tehtdavan
b)-kohdassa méaritetty keskijana on samalla myos korkeusjana, silld keskijana on piir-
retty tasakylkisen kolmion kannan keskipisteesta.

Tehtava 10
Tehtdvéassa voi olla tarpeen kerrata kahden pisteen vélisen vektorin muodostaminen

sekd kahden vektorin vélinen pistetulo.
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B.5 Pistejoukon yhtdlo

Pohdinta A.20

Tehtavan b)-kohdassa haetaan pisteiden vilistd yhteyttd sanallisesti. Jokaisen pisteen
x-koordinaatti on kahden verran suurempi kuin y-koordinaatti. Voidaan todeta my®os,
ettd kaikki pisteet sijaitsevat samalla suoralla.

Kun c)-kohdassa kysytty yhtdlo on saatu muodostettua, voidaan vield huomauttaa,
ettd kyseessd on suoran yhtdlo. Kaikki pistejoukkoon kuuluvat pisteet sijaitsevat siis
samalla suoralla.

Pohdinta A.24

Tehtava on tarkoitus tehda ilman laskinta tai geometriaohjelmaa. Tavoitteena on huo-
mata, ettd joidenkin pistejoukkojen piirtdminen voi vaatia, ettd pistejoukon yhtdlosta
ratkaistaan muuttuja y tai x tai molemmat. Samalla ndhddan esimerkkejd erilaisten pis-
tejoukkojen kuvaajista. Lisatehtdvanad voidaan pohtia, mitkd tehtdvan kuvaajista ovat
funktioita ja mitkd puolestaan eivit.

Tehtava 12

Tehtavan pistejoukko voidaan piirtdd myos laskinta tai geometriaohjelmaa kayttden.
Télloin tulee kuitenkin huomioida, etté jotkin ohjelmat saattavat vaatia, ettd pistejoukon
yhtdlostd ratkaistaan ensin muuttuja y.

Tehtiva 13

Kayttamalla GeoGebran “piste objektilla” -toimintoa ja GeoGebran oletusasetusta, jo-
ka pyoristdd luvut kahden desimaalin tarkkuuteen, nayttdisi siltd, ettd a)-kohdan piste
kuuluu pistejoukkoon. Tamd johtuu kuitenkin vain GeoGebran tavasta pyoristaa koor-
dinaatit. Sijoittamalla pisteen koordinaatit pistejoukon yhtdloon havaitaan, ettd piste ei
kuulu pistejoukkoon.
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C Tehtavien vastaukset

1.
a) 2— 3
b) m—e
) x+3, kun x > -3
¢ —x—-3, kun x < -3
2.

a) Joskus. Vdite pdtee, kun x # 0.
b) Joskus. Viite pitee, kuna < 0.
¢) Ei koskaan.

d) Aina.

e) Joskus. Viite ei pdde, kun toinen luvuista on positiivinen ja toinen luvuista on
negatiivinen. Muulloin véite pétee.

f) Joskus. Viite patee, kuna <b<0tai0 < b <a.

g) Joskus. Viite pétee, kun b # 0.

3. Etdisyydet ovat samat.

4.

a) x=1

b) x=nn—-2taix=m+2

¢) Eiratkaisua.

6

d) x=-2taix ==

) X ai x 5

e) x=—1taix=7
5.a)[x—5/=3
6.

a) Molemmat ratkaisutavat ovat oikein, joten molemmilla pddstddn samaan vas-
taukseen. Vastaus on x = 2 tai x = 8.

b) Toinen ratkaisuista puuttuu.
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a) 13

b) (x—12)7 + (y + 5

8.
a) (=2,1)
7
b) (5, E)
9.
1
b) Keskipiste on (;, g) ja keskijanan pituus on \/_0
15
d) >
12.

a) Piste (—2,4) kuuluu, piste (6, 2) ei kuulu.
b)

13.

a) Ei kuulu.
b) Kuuluu.
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14.
a) x—yl=2
b) Esimerkiksi (-1,-3), (1,3)ja (2,0).
c)

15.

a) Aina.

b) Joskus. Viite pdtee, kun pistejoukon yhtdlon kuvaaja on funktio. Kaikkien pis-
tejoukkojen, kuten esimerkiksi ympyroiden, kuvaajat eivit kuitenkaan ole funk-
tioita.

c) Joskus. Viite patee, kuna = 9.

d) Ei koskaan.
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