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Johdanto

Kuvitellaan, ettd kuutio halutaan paillystaé kullalla siten, ettd kultaa on jo-
ka kohdassa yhta paksusti. Mikd on kuution pintaan tulevan kullan tilavuus?
Miks on péaéallystetyn kuution kokonaistilavuus?

Jos tiedetddn kuution sdrmén pituus ja kultapinnoitteen paksuus, saa-
daan kullan ja koko systeemin tilavuudet laskettua helposti. Kolmiulottei-
nen avaruus on vield helppo hahmottaa, mutta kun siirrytdédn korkeampiin
ulottuvuuksiin, eivit lausekkeet endd olekaan niin intuitiivisia. On kuitenkin
tiettyja ominaisuuksia, jotka ovat yhteisia kaikille epétyhjille monitahokkaille
eli polytoopeille ylld kuvatun kaltaisessa tilanteessa my6s avaruudessa R".

Téamaén tutkielman luvussa 1 esitelldan erilaisia joukkoja ja niiden ominai-
suuksia euklidisessa avaruudessa. Joukot, joita tutkielmassa kisitellaédn, ovat
padosin konvekseja eli kuperia joukkoja. Konveksin joukon mitkd tahansa
kaksi pistettd voidaan yhdistdad janalla toisiinsa siten, ettd janan kaikki pis-
teet kuuluvat myo6s kyseiseen joukkoon. Myo6s joukon ympériston kéisite on
merkittavé tutkielman kannalta. Joukon r-ympéristéén kuuluvat kaikki pis-
teet, jotka ovat enintddn pituuden r etdisyydelld joukosta. Alun esimerkisséi
kuutio ja kulta muodostavat yhdessi kuution ympériston.

Luvussa 2 syvennytdan tutkimaan polytooppeja ja konvekseja joukkoja.
Joukoille maaritellidin mitta, jolla niiden tilavuuksia pystytddn laskemaan
ja todistetaan, ettd tilavuusfunktio on jatkuva. Lopuksi esitellddn pinta-alan
késite avaruudessa R".

Viimeisessd luvussa mennédin viimein itse aiheeseen. Lauseessa 3.9 0soi-
tetaan, ettd on olemassa tiettyja ominaisuuksia, jotka péatevit kaikkien poly-
tooppien ympadristéille riippumatta ympéaroivan euklidisen avaruuden ulottu-
vuudesta. Itse Steiner-Minkowskin kaava (lause 3.11) onkin yksinkertaisuu-
dessaan lauseen 3.9 yleistys kaikille konvekseille joukoille.

Joitakin méadritelmié ja todistuksia havainnoimaan on lisdtty kuvia. Vaik-
ka piirrokset kuvaavat vain yksittdistapauksia avaruudessa R2?, auttavat ne
ymmértdmain todistuksia.

Tutkielmassa on kiytetty padasiassa teosta [1]. Muita l&hteita on kdytetty
péadasiassa yksittédisten todistusten ja méaritelmien kirjoittamisen apuna.



1 Maaritelmia ja peruskasitteita

Maaritellddn alkuun muutamia tirkeitd késitteitd ja esitellddin kiytettyja
merkintdtapoja. Késittelemme tutkielmassa koko ajan euklidista avaruutta
R™.

1.1 Etaisyyksia ja joukkoja euklidisessa avaruudessa R"

Maié&ritelmé 1.1 (Euklidinen avaruus). Euklidinen n-ulotteinen avaruus m&a-
ritellidn seuraavasti:

R" = {($1,.’L’2, . ,mn) ‘ T; € R}
Avaruudessa R™ on méaritelty sisdtulo
T-Y=1T1Y1 +TaY2 + ...+ TpYn

ja normi (vektorin pituus)

|x|:\/x%+m%+x%

Maaritelma 1.2. Kahden pisteen x,y € R” vilinen etdisyys on epidnegatii-
vinen luku

d(z,y) = |z —yl.
Maaritelma 1.3. Kahden epéatyhjin osajoukon A, B C R” vilinen etiisyys
on epdnegatiivinen luku

d(A,B) =inf {d(z,y) | x € A,y € B}.
Voidaan my6s merkitd d(z, B) = d({z}, B).
Maaritelma 1.4. Olkoot r > 0 jaa € X, X C R". Merkitddn a:n suljettua
r-ymparistéd B(a,r) = {x € X | d(a,x) < r}. Ympériston voi madrittas
myos joukon A C X ympirille seuraavalla tavalla:

B(A;r)={z e X | d(z,A) <r}.

Merkintd 1.5. Kéytetddn n-ulotteisesta yksikkdpallosta B(0,1) merkintdd
B"(0,1).

Maaritelmé 1.6. Olkoon F, G C R™. Joukkojen F' ja G vilinen Hausdorffin
etdisyys maaritellddn seuraavasti:

S(F,G)=inf{p | F C B(G,p) ja G C B(F,p)}.

On hyvé olla tarkkana merkint6jen d(F, G) ja §(F, G) kanssa sekaannus-
ten valttamiseksi.



Kuva 1: Joukkojen F ja G vilinen etdisyys d(F,G) ja Hausdorffin etéisyys
I(F,G).

Maaritelma 1.7. Madritellidn a-keskinen ja r-sdteinen pallopinta S seu-
raavasti:

S(a,r)={zx e X | d(z,a) =1}.

Merkinta 1.8. Kaytetddn avaruuden R™ pisteiden a ja b vilisestd janasta
merkintdd [a, b].

Merkintd 1.9. Kaytetddan avaruuden R"™ pisteiden a ja b kautta kulkevasta
suorasta merkintai (a,b).

Maiaritelma 1.10. Lineaarisen vektoriavaruuden X ulottuvuus dim X on
sama kuin avaruuden kantavektorien lukumaara.

Esimerkki 1.11. dimR” = n.

Esimerkki 1.12. Jos dim X = 0, X on piste.



Esimerkki 1.13. dim R2 = 2. 2-ulotteinen avaruus on taso.

Esimerkki 1.14. Suoran ulottuvuus on 1. Tallainen avaruus on esimerkiksi
R.

1.2 Joukkojen ominaisuuksia

Maaritelma 1.15. Olkoon A C R” ja z € R". Piste x on joukon A kasau-
tumispiste, jos

AN B(z,r)\{z} #0
kaikilla r > 0.

Maaritelma 1.16. Joukko A € R™ on awvoin, jos kaikille a € A pitee
B(a,r) C A jollakin r > 0. Joukko B € R" on suljettu, jos R™\ B on avoin.

Huomautus 1.17. Joukko on suljettu, jos ja vain jos se sisaltdi kaikki kasau-
tumispisteensa.

Maaritelma 1.18. Olkoon A C R™. Jos pisteelle a € A pitee
B(a,m)NA#0+# B(a,r) NR™\ A

kaikilla » > 0, niin a kuuluu joukon A reunaan OA.

Huomautus 1.19. Joukko A C R™ on suljettu, jos ja vain jos 0A C A.

Maééritelmé 1.20. Olkoon A C R”. Joukon A sisus A on joukko A\OA.

Maaritelma 1.21. Joukkojen A, B C R™ karteesinen tulo on joukko
AxB={(a,b)|ac A, be B}

Maiaritelma 1.22. Olkoon A C R"™. Joukko A on kompakti, jos jokaiselle
A:n avoimelle peitteelle on olemassa dérellinen osapeite. Talloin joukko A on
myo6s jonokompakti, eli jokaisella joukon jonolla on osajono, joka suppenee
kohti jotain joukon A pistetté.

Huomautus 1.23. Joukko A C R"™ on kompakti, jos ja vain jos se on suljettu
ja rajoitettu.

Merkintd 1.24. Kaytetdan euklidisen avaruuden R”™ kaikkien epétyhjien kom-
paktien joukkojen joukosta merkintdd K = IC(R™).

Lemma 1.25. Joukko F C R™ on suljettu, jos ja vain jos B(F,0) = F.



Todistus. Oletetaan ensin, ettd B(F,0) = F. Olkoon x € R™ joukon F kasau-
tumispiste. Nyt méaaritelméan 1.15 perusteella kaikille ¢ > 0 on olemassa piste
feF,jolle f € B(z,¢e),elid(f,z) < ejad(z, F) < e Néin ollen d(x, F') = 0,
koska e voidaan valita mielivaltaisen laheltd nollaa. Nyt siis © € B(F’,0). Kos-
ka oletettiin, ettd B(F,0) = F, niin « € F, ja huomautuksen 1.17 nojalla F'
on suljettu.

Olkoon sitten F' suljettu. Nyt on selvdd, ettd F' C B(F,0), silld ylla
todistettiin, ettd joukon F kaikki pisteet kuuluvat joukkoon B(F,0). Taytyy
siis endd todistaa, ettd B(F,0) C F. Olkoon x € B(F,0), eli d(z, F) = 0.
Nyt jokaiselle n € N voidaan valita alkio x, € F' siten, ettd d(z,,z) < 1/n.
Talloin z, — =, kun n — oo, ja koska F' oletettiin suljetuksi, eli se sisdltad
suppenevien jonojensa raja-arvot (mééritelma 1.22 ja huomautus 1.23), niin
x € F, eli B(F,0) C F. Niin paéstddn johtopadtokseen, ettd B(F,0) =
F. O

Lause 1.26. Hausdorffin etdisyys mdarittid metriikan joukossa K.

Todistus. Olkoot D, F,G € K mielivaltaisia kompakteja joukkoja. Nyt tay-
tyy todistaa, ettd Hausdorflin etéisyys § toteuttaa seuraavat ehdot:

1. §(F,G) >0

2. 0(F,G)=0 & F=G

3. §(F,G) =4(G, F)

4. 5(F,G) < 6(F,E) + §(E,G)

Viite 1 seuraa suoraan d:n ja joukon p-ympériston maaritelmésta.

Viite 2: Jos d(F,G) = 0, niin médritelmén mukaan F' C B(G,0) ja G C
B(F,0). Koska joukot F' ja G ovat kompakteja, niin lemman 1.25 mukaan
B(G,0) = G ja B(F,0) = F. Tésté seuraa, ettd [' = G. Jos taas F' = G, niin
lemmasta 1.25 ja joukkojen F' ja G kompaktiudesta seuraa, ettd F' C B(G,0)
ja G C B(F,0), jolloin 6(F,G) = 0.

Viite 3: (F,G) =inf{p | FF C B(G,p) jaG C B(F,p)} =4(G, F).

Viite 4: Olkoon 0(F, F) =rjad(FE,G) =s. Nyt F C B(E,r)ja E C B(G,s),
sekid I C B(G,r + s), samoin kuin G C B(F,r + s). Néin ollen

IF,G)<l|s+r|<|s|+|r| =0(F,E)+FE,QG).

Lemma 1.27. Kaikille joukoille F,G C R" ja p,o > 0 pdtee
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Todistus. Olkoot x € B(F,p) ja f € F, jolloin d(z, f) < p. Olkoot myos
g € G ja e > 0 mielivaltainen, jolloin d(g, f) < §(F,G) + €. Tastd seuraa,
ettd d(x,g9) < p+ 0(F,G) + €. Olkoon y piste, joka sijaitsee janalla [z, g]
etdisyydelld o pisteestd g. Nyt siis y € B(G,0) jad(z,y) < p+(F,G)+e—o.
Koska d(x,y) = 0(B(F, p), B(G,0)), niin §( B(F, p), B(G,0)) < §(F,G)+p—
0.

Koska ei tiedetd, kumpi luvuista p ja o on suurempi, otetaan niiden ero-
tuksesta itseisarvo, jolloin se jad epinegatiiviseksi. Nyt siis

S(B(F, p), B(G,0)) < 8(F,G) + |p — o],
O

Maiésritelmi 1.28 (Konveksius). Euklidisen avaruuden X osajoukko C' on
konveksi, jos mille tahansa pisteparille z,y € C pitee [z,y] C S, missi

[z,y] = {pz + (1= p)y | p € [0,1]}.
Lemma 1.29. Konveksien joukkojen S, T C R™ leikkaus SNT on konveksi.

Todistus. Olkoon z,y € SNT. Nyt, koska S ja T ovat konvekseja, ja sisaltavit
pisteet x ja y, niin pisteiden vilinen jana [x,y| kuuluu méaaritelmén 1.28
mukaan kumpaankin joukkoon, eli joukkojen leikkaukseen S NT. Nain ollen
myo6s leikkaus on konveksi. O]

Huomautus 1.30. Lemma 1.29 pitee myos tilanteisiin, jossa tarkastellaan
useamman kuin kahden konveksin joukon leikkausta. Todistus on tdysin vas-
taava.

Lause 1.31 (Minkowskin summa). Jos S ja T ovat konvekseja joukkoja
euklidisessa avaruudessa R™, niin joukko

AS+pT ={As+put|se S teT}

on konvekst mille tahansa \, u € R.

Todistus. Todistetaan ensin, ettd A\S ja uT ovat konvekseja joukkoja. Olkoon
s1, 82 € S, jolloin méaritelmén 1.28 mukaan ps;+(1—p)sy € S, kun p € [0, 1].
Valitaan nyt Asy, Aso € AS. S:n konveksiudesta seuraa, etté

pAsy + (1 — p)Asa = A(ps1 + (1 — p)sa) € AS,

eli AS on konveksi joukko. Samoin my&s 7" on konveksi.



Todistetaan sitten, ettd joukko @ = S+ T = {s+t|s € S,t € T} on
konveksi. Valitaan

g1 =51+t Ja
G2 = S + to.

Nyt, koska S ja T ovat konvekseja, niin

ps1+ (1 —p)se €S ja
pti+ (1 —=p)t, €T,

kun p € [0,1]. Tastd seuraa, ettd

p(s1+1t1) + (1 = p)(s2 +t2)
:p81+(1—p)82+pt1+(1—p)t2 €S+TiQ,

eli pg1 + (1 — p)g2 € Q. Niin ollen siis @ on konveksi joukko.
Koska siis AS' ja pT" ovat konvekseja joukkoja ja kahden konveksin joukon
summa on konveksi, niin joukko AS + p7" on konveksi. O

Esimerkki 1.32. Ympyra ja sddnnolliset monikulmiot ovat konvekseja. Esi-
merkiksi tdhden muotoinen joukko ei ole konveksi.

Maaritelma 1.33. Euklidisen avaruuden R" osajoukko U on sen aliavaruus,
jos kaikilla A, p € R ja u,v € U pétee \u+ pv € U.

Maiéaritelma 1.34. Olkoon U avaruuden R"™ epétriviaali lineaarinen aliava-
ruus ja v € R™. Joukko

V=v+U={v+u|uelU}

on avaruuden R" affiini aliavaruus.
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Kuva 2: Tihden muotoinen joukko avaruudessa R2. Huomataan, etti joukko
ei ole konveksi, silla pisteiden x ja y vélisen janan kaikki pisteet eivit kuulu
joukkoon.

Huomautus 1.35. Avaruuden R”™ affiini aliavaruus V' on aito aliavaruus vain,
jos 0 e V.

Maaritelma 1.36. Sellaista affiinia aliavaruutta H C X, jolle dim H =
dim X — 1, kutsutaan hypertasoks.

Esimerkki 1.37. Avaruudessa R3 hypertaso on kaksiulotteinen taso. Kak-
siulotteisessa avaruudessa hypertaso on suora.

Maaritelma 1.38. Osat, joihin hypertaso H jakaa ympérdivan avaruuden
R"™, kutsutaan puoliavaruuksiksi. Puoliavaruus X € R"™ on suljettu, jos se
sisaltdd sen muodostavan hypertason. Jos X N H = (), puoliavaruus X on
avoin.

Ma&aritelma 1.39. Avaruuden R”™ suljettujen puoliavaruuksien #érellinen
leikkaus on monitahokas. Polytooppi on kompakti monitahokas, jonka sisus
on epatyhja.

Huomautus 1.40. Koska polytooppi on kompakti, silld on epatyhja reuna.



Huomautus 1.41. Kaksiulotteisen avaruuden polytooppia kutsutaan moni-
kulmioksi.

Maééritelmd 1.42. Olkoon H C X hypertaso ja C' C X konveksi kompakti
joukko. Jos HNC # 0 ja HNC =, niin H sivuaa joukkoa C.

Maaritelma 1.43. Olkoon P C X polytooppi ja H C X polytooppia si-
vuava hypertaso. F' = P N H on polytoopin P tahko.

Huomautus 1.44. Polytoopin tahkot ovat suljettuja joukkoja.

MaiAritelmi 1.45. Euklidisen avaruuden R"™ osajoukon A konwveksi verho on
suppein konveksi joukko, joka sisiltdd joukon A. Merkitdén siis

E(A) = ﬂ{B | A C B, B on konveksi}.

Huomautus 1.46. Joukon A C R" konveksi verho £(A) on huomautuksen
1.30 nojalla konveksi joukko.

Huomautus 1.47. Polytooppi on sen kérkipisteiden konveksi verho. Lisiksi
adrellisen joukon konveksi verho on monitahokas.

Maié&ritelma 1.48. Jokaiselle a € R™ ja 1 €]0, oo kuvausta

Hyp:x—a+nx—a)

kutsutaan a-keskiseksi ja n-sdteiseksi homotetiakss.
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2 Tarpeellisia lauseita

Esitelldin seuraavaksi muutamia lauseita, joista on hyotyd tutkielman vii-
meisessa kappaleessa.

Lause 2.1. Olkoon R"™ euklidinen avaruus, A C R" ja e > 0. Joukolle B(A,¢)
patee talloin

B(A,e) = A+ B(0,¢),
jos A on kompakti.

Todistus. Koska A on kompakti, ja tdten myos suljettu, niin jokaiselle x €
B(A,€) on olemassa sellainen a € A, ettd d(x,A) = d(z,a) < e. Nyt x €
B(A,¢) jax e A+ B(0,¢), joten B(A,e) = A+ B(0,¢). O

Merkitaan tassd tutkielmassa P:l1a kaikkien kompaktien konveksien mo-
nitahokkaiden joukkoa ja P°:114 kaikkien polytooppien joukkoa. Kaytetdin
myos merkintdd I kaikkien kompaktien joukkojen joukosta, merkintdd C
kompaktien konveksien joukkojen joukosta ja olkoon vieli C* = {C' € C | dim C =
dim X} ={CeC|C+#0}.

Maaritelma 2.2. Olkoon A suljettu konveksi joukko avaruudessa R", ja ol-
koon x joukon A reunapiste. Pisteen x kertaluku w méariytyy niiden hyper-
tasojen mukaan, jotka sivuavat joukkoa A pisteessd x: Niiden hypertasojen
leikkaus muodostaa affiinin aliavaruuden, jonka ulottuvuus w on.

Jos pisteen x kertaluku on 0, on z joukon A kdrkipiste. Jos taas w = n—1,
sanotaan, ettd joukko A on siled pisteessa x.

Merkinta 2.3. Kaytetaan pisteen x kertaluvusta merkintidd w,.

Esimerkki 2.4. Avaruudessa R? ympyrin kaikki reunapisteet ovat sileiti.
Niiden kaikkien kertaluku on 1, silld ympyralld ei ole kirkipisteita.

Esimerkki 2.5. Avaruudessa R? kuution tahkojen sisusten pisteiden jir-
jestysluku on 2, silld kuution tahkot ovat 2-ulotteisia tasoja. Sdrmien ker-
taluku on 1, silld sdrmét ovat 1-ulotteisia suoria ja kirkipisteiden kertalu-
ku on pisteen ulottuvuus eli 0. Kuution tahkojen sisukset ovat sileité, silld
w, =2 =3 — 1, kun x kuuluu tahkon sisukseen.

Jatkossa jaottelemme polytoopin reunapisteet ¢-tahkoihin, missé ¢ on pis-
teen kertaluku.
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2.1 Kompaktin joukon tilavuus

Téassé vaiheessa aletaan kaivata jotain tapaa, jolla mitata euklidisen avaruu-

den R"™ osajoukkoja. Siksi médritellaéin nyt osajoukon A C R™ Lebesguen

mitta A\(A). Lebesguen mitta on epanegatiivinen reaaliluku tai dareton.
Avaruudessa R"™ suorakaide méaritelliin seuraavasti:

I = [al,bl] X [ag,bQ] X ... X [an,bn}
={zeR"|a;<2;<b, 1 <i<n},

ja sille méaaritelldsin Lebesguen mitta
M) =y —ay)...(by—an),
joka on samalla joukon [ tilavuus.

Maaritelma 2.6. Euklidisen avaruuden R” sisdltdmin kompaktin joukon
K C R” tilavuus L™(K) on

LME) = L(K) =if{> AL) | K | L}

Huomautus 2.7. Mittaa L™ kiiytetdan myds avaruuden R™, m > n n-ulotteisten
affiinien aliavaruuksien ja niiden osajoukkojen mittaamiseen.

Merkintd 2.8. Jos halutaan tarkentaa, minka ulotteisen joukon tilavuudesta
on kyse, merkitiin joukon ulottuvuus d tilavausfunktion yliindeksiin: £9.

Avaruudessa R kiytetiédn tilavuuden sijaan termif pituus ja avaruudessa
R? termid pinta-ala. Tatd ei kuitenkaan tule sckoittaa yleiseen pinta-alan
késitteeseen, joka esitelladn luvussa 2.2.

Merkintd 2.9. Olkoon joukko RY = {z € R | z > 0}.
Lemma 2.10. Olkoon a € RY ja K C R". Tidlloin
LK +a)=L(K).
Todistus. Tarkastellaan joukkoa K + a. Nyt maaritelmén 2.6 nojalla

L(K +a) :inf{i)\(lkJra) \ K+acUIk+a}.

k=1

Nyt

I+a=][a;+a,b +a]X[ag+a,by+a] x...Xla,+a,b,+al,
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joten

MI+a)=(b1+a—(a1+a))(by+a—(ax+a))...(bp+a— (a,+ a))
(by —ar+a—a)(bo—az+a—a)...(b, —a,+a—a)

(bl—al)(bg—ag)...(bn—an)

A(T).

Niin voidaan tehdé kaikille joukoille Iy, joten A(I + a) = A(I}). Tésta
seuraa

L(K +a) :inf{i)\(fk—l—a) | K—l—aCUIk—l—a}

=inf{> ML) | K c | I}

= L(K).

Lemma 2.11. Olkoon t € R ja K C R". Nyt

L(tK) = t"L(K).

Todistus. Tutkitaan joukkoa t K. K C J I jos ja vain jos t K C |Jtly, jolloin
médritelmén 2.6 mukaan

LK) = inf{i () |t | Jth)

Nyt
tl = [tal,tbl] X [tag,tbg] X ... X [tan,tbn],

josta seuraa, etta

)\(f[) = (tbl — tal)(tbg — tCLg) R (tbn — tan)
= t"(by — 1) .. . (by — )
= " A(I).
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Néin ollen my6s A(tly) = t"A(Ix) ja
LK) =inf{Y \th) | tK | Jth}
k=1
=inf{) "My | tK c | Jth}
k=1

= t" inf{i ML) | K c | I}

=t"L(K).
O
Lemma 2.12. Olkoon n € RY ja K C R". Nyt
L(Hop(K)) =n"L(K).
Todistus. Todistetaan, ettd L£(H,,(K)) = L(nK). Nyt
Hyn(K)={a+nk—-a)lke K, acR"}
=a+nkK
ja lemman 2.10 nojalla
L(Hop(K)) = L(a+nkK)
= L(nK)
Néin ollen lemman 2.11 mukaan
L(Hap(K)) =n"L(K)
O

Huomautus 2.13. Erikoistapauksia: Tyhjan joukon tilavuus £() = 0. 0-
ulotteisen avaruuden X = {0} tilavuus mééritelliin asettamalla £°(X) = 1.

Maaritelma 2.14. n-ulotteisen yksikkopallon B™(0,1) tilavuudesta kiyte-
tadn merkintia

L£1(B"(0,1)) = B(n).
Esimerkki 2.15. Eri ulotteisten yksikkopallojen tilavuuksia.
(i) 5(0) =1.
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(i) B(1) = £([~1,1)) = 2.
(iii) B(2) = £2(B2(0,1)) = 7.
Lemma 2.16. Olkoot A, B C R™ kompakteja konvekseja joukkoja. Nyt
L(A x B) = L(A)L(B).

Todistus. Katso viite [6]. O

2.1.1 Tilavuusfunktion jatkuvuus

Lemma 2.17. Olkoon X erddn euklidisen avaruuden affitni aliavaruus, ol-
koon S C X konveksi joukko ja olkoot x € X jay € S sellaisia, ettd x # y ja
d(x,S) = d(z,y). Merkitidn H :lla siti hypertasoa, joka sisdltii y:n ja on or-
togonaalinen vektoria (y — x) kohtaan. Nyt se H:n mddraimd puoliavaruus,
joka ei sisalld pistetta x, sisaltad koko joukon S.

Todistus. Todistetaan vastaviitteelld: olkoon z € S piste, joka ei kuulu ky-
seiseen puoliavaruuteen. Kulma ZyZ,y% on terdvi, joten valiltd [y, z] 16y-
tyy sellainen piste ¢, ettd d(x,t) < d(z,y). Oletuksen mukaan kuitenkin
d(z,y) = d(x,S), joten piste t ei voisi kuulua joukkoon S. T&mé on risti-
riita, silld S on konveksi, jolloin vili [y, z] 5 t kuuluu my6s kokonaan jouk-
koon. Naiin ollen joukko S kuuluu kokonaan hypertason H méairittdmaan
puoliavaruuteen. O

Kuva 3: Lemman 2.17 mukainen esimerkkitilanne avaruudessa R2.
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Lemma 2.18. Olkoot A, C ja D sellaisia kompakteja konvekseja joukkoja,
joille C #0, DcCCA 0ANC =0 ja 0C N D = 0. Tdllojin on olemassa
sellainen n > 0, ettd jokaiselle konveksille joukolle S, jolle pitee 6(C,S) <mn,
pitee myds D C S C A.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd S C A. Olkoon n = d(0A,C). Nyt n > 0,
silla, 0ANC =  ja joukot ovat kompakteja. Olkoon sitten x € S. Jos x € C,
niin oletusten perusteella x € A. Jos taas z ¢ C, niin d(x, C) < 7. Nyt, koska
1 on joukon A reunan pienin etdisyys joukosta C', niin on oltava x € A, eli
S C A

Osoitetaan sitten, ettd S O D. Olkoon nyt n = d(9C, D). Oletetaan, ettd
jollekin sellaiselle joukolle S, jolle (S, C') < n, on olemassa piste x € D\S.
Valitaan piste y € S siten, ettd d(x,y) = d(x,S). Nyt tiedetdéin lemman
2.17 perusteella, ettd S C H, missd H on toinen niistd puoliavaruuksista,
jotka madrdytyvit sen hypertason mukaan, joka on ortogonaalinen suoran
(x,y) subteen pisteessi y (Kuva 2). Koska 2 € C, voidaan valita piste z €
(x,y) NOC siten, ettd z ei sijaitse puoliavaruudessa H. Tama piste toteuttaa
ehdon

d(z,S)=d(z,y) >d(z,z) >n

luvun n méaritelmidn mukaan; mutta koska z € C', syntyy ristiriita oletusta
C' C B(S,n) vastaan, koska oletuksen mukaan d(z,S) < n. N&in ollen siis
pistettd x € D\S ei 16ydy, eli D C S. O

Kuva 4: Lemman 2.18 konstruktio.
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Lemma 2.19. Jokaiselle ¢ > 0 ja C' € C* on olemassa sellainen P € P°,
etti P C C C B(P,¢) (erityisesti §(P,C) < €).

Todistus. Koska C on kompakti, se voidaan peittds k pallolla U’f B(a;,€),

a; € C. Olkoon P konveksi verho E(a; . .. ax). Nyt P € C'jaC C U Blas, €) C
B(P,e¢), eli P C C C B(P,e). O

Lemma 2.20. Olkoon A C R™ kompakti. Jos a € A, niin A C H,,(A)
kaikille n > 1 ja

lim 0(H,,(A),A) =0.

n—1

Todistus. Olkoon xz € A. Nyt a +ax € A ja a+nax € H,,(A). Koska piste
a+ ax € [a,a + nax] aina, kun n > 1, niin € H,,(A), eli A C H,,(A).

Tarkastellaan sitten Hausdorffin etdisyyttd 6(H,,(A), A). Koska A C
H,,(A), niin

6(Hap(A), A) = inf{p | Hon(A) C B(A, p)}
max{d(A,h) | h € 0H,,(A)}
= (n—1)max{d(a,z) | x € A}.

Nyt koska A on kompakti ja siten myos rajoitettu, niin

lim 0(H,,(A),A) = 71713% (n —1)max{d(a,z) | x € A}

n—1
ja koska (n — 1) — 0, kun n — 1, niin

lim (n — 1) max{d(a,z) | v € A} = 0.

n—1
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Kuva 5: Lemman 2.20 konstruktio.

Lemma 2.21. Jokaiselle C € C*, a € C ja n > 1 on olemassa sellainen
PePe, etta PCCC H,,(P), (0C)NP =0 ja CNIH,,(P)=0.

Todistus. Valitaan r > 0 siten, ettd B(a,r) C C ja € siten, ettd 0 < € <
r(n — 1); nyt voidaan lemman 2.19 nojalla valita sellainen P € P°, ettd
P Cc C C B(P,¢). Lemman 2.18 mukaan P sisiltdd pallon B(a,r), jos €
on tarpeeksi pieni. Konstruktion nojalla Pm tahkon F ja H,,(F):n vilinen
etdisyys on suurempi tai yhtd suuri kuin (n — 1)r > €; tdstéd seuraa, etté

H,,(P) > B(P,e) > C.

Valitaan sitten lemman 2.19 perusteella polytooppi P siten, ettd P C
C C B(P,§). Olkoon my6s P = H,,(P). Jos 0 < v < 1, niin P’ C P ja
P'NOP = (. Jos vield v on tarpeeksi lahelld lukua 1, niin §(P’, P) < §. Néin
ollen P C C' C B(P',¢), ja polytooppi P’ toteuttaa kaikki lemman ehdot, ja
oC NP =1.

Nyt koska 6 (P, H,,(P)) >
(). Néin ollen C' N 0H,,(P) =

€jad(P, B(P,¢€)) = ¢, niin B(P,e)N0H, ,(P)
0.

Il
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Kuva 6: Lemman 2.21 konstruktio.

Lause 2.22. Tilavuusfunktio L : C — R on jatkuva.

Todistus. Olkoon C C R", C' # () ja e > 0. Lemman 2.21 nojalla voidaan
16ytéd sellaiset polytoopit P, P’ C R", ettd P C C' C P’, missd P’ = H, ,(P)
(ae P,n>1),0CNP=0jadP NC = sekd

L(P') — L(P) =n"L(P)— L(P)
=L(P)(n" —1)
<e

(lemma 2.12). Lemman 2.18 perusteella ndhdéén, etta tarpeeksi pienelle lu-

vulle v > 0 epéyhtélosta 6(C, D) < « seuraa P C D C P, missa |L(D) —
L(C) <L(P)—L(P)<e O
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2.2 Polytoopin pinta-ala

Olkoot R; (i € N) suljettuja puoliavaruuksia ja P = (), R; polytooppi eukli-
disessa avaruudessa R". Polytoopin P tahkot F; ovat polytooppeja, joiden
tilavuus on £ %(F). Polytoopin P reunalla 9P on luonnollinen (n — 1)-
ulotteinen tilavuus Y, £L""(F;), jota kutsutaan P alaksi.

Maééritelmé 2.23. n-ulotteisen polytoopin P = (), R; ala A(P) on positii-
vinen reaaliluku

A(P) = 3" LN (E),

]

Avaruudessa R? kutsutaan A(P):ta P:n piiriksi alan sijaan.
Esimerkki 2.24. Yksikképallon B3(0,1) C R? ala on £2(S%(0,1)) = 4.

Esimerkki 2.25. Yksikkdympyrin ala (piiri) A(B%(0,1)) on £(S'(0,1)) =
2m.

Esimerkki 2.26. Janan [a,b] ala on £°({a,b}) = 2.
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3 Steiner-Minkowskin kaava

Olkoon P polytooppi ja A positiivinen reaaliluku. Téssé kappaleessa tutki-
taan polytoopin P A-ympériston tilavautta £(B(P,\)). Voidaan péaatell,
ettd ulottuvuuden ollessa 2 voimme jakaa alueen B(P, \) kolmeen osaan: P
itse, suorakulmioihin, joiden korkeus on A ja pituus P:n sivun pituus, seki
A-séteisen ympyran sektoreihin. Toisena mainittujen komponenttien ala on
AA(P). Kolmantena, kun yhdistetdéin kaikki ympyrésektorit, huomataan, et-
td ne muodostavat yhdessd kokonaisen ympyrén, jonka sdde on A, eli ala on
72, Nyt polytoopin P A-ympéristélle voidaan miirittiid tilavuus

L(B(P,)\) = L(P) + A(P)A + 72,

Havaitaan, ettd kyseessd on toisen asteen polynomi muuttujan A suhteen.
Tapauksessa, jossa d = 3, huomataan, ettd B(P,\) jakautuu luonnollisesti
neljadn osajoukkoon: P:hen, A:n korkuisiin jokaiselle tahkolle muodostuviin
suoriin suuntaissdrmitihin, sdrmien ja ympyréasektoreiden karteesisiin tuloi-
hin sekd pallosektoreihin, jotka yhdessd muodostavat A-siteisen pallon. Nyt
joukon B(P,\) tilavuuden lausekkeessa kolmas komponentti on muotoa az\?
ja neljis as\3, eli kyseessd on kolmannen asteen polynomi. Téssi kappaleessa
ja erityisesti lauseessa 3.9 todistetaan ndmé huomiot yleistettynd ulottuvuu-
teen n.

Seuraavissa esimerkeissd on havainnollistettu muutaman erilaisen joukon
ja niiden A-ymparistéjen tilavuuksia.

Esimerkki 3.1. Olkoon avaruudessa R jana [, jonka pituus (tilavuus) £(1) =
a. Olkoon my6s A > 0. Nyt suoran ja sen A\-ympériston yhteispituus on

L(B(l,\) =2\ +a.
Esimerkki 3.2. Olkoon avaruudessa R? suorakulmio ABCD, jonka sivujen

pituudet ovat L(AB) = L(CD) = b ja L(BC) = L(DA) = c¢. Olkoon A > 0.
Nyt suorakulmion ja sen \-ympériston yhteispinta-ala on

L(B(ABCD, )\)) = A%+ 2(b+ )\ + be.

Esimerkki 3.3. Olkoon avaruudessa R? kuutio P, jonka sivun pituus on d.
Olkoon edelleen A > 0. Nyt kuution ja sen ympériston yhteistilavuus on

4 . ,
L(B(P,)\)) = gm‘ + 2dmA? + 6d° X\ + dP.

Huomataan, etti edelld esitellyissa tapauksissa korkeimman asteen termi
on A-siteisen pallon tilavuus (L"(B"(0,\)) = B(n)A").
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Kuva 7: Vasemmalla Esimerkin 3.1 esitys, keskelld Esimerkin 3.2 esitys ja
oikealla Esimerkin 3.3 esitys kuvin.

o

| B |
Kuva 8: Esimerkkitapaus joukosta ja sen ympéristostda, kun joukko ei ole
konveksi.
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Esimerkki 3.4. Tarkastellaan Kuvan 8 joukkoa A. Selvisti A ei ole konveksi.
Nyt
L(A)=ab+ cd
A(A)=a+b—d+c+d+a+c+b=2(a+b+c)
L(B(A,N) =ab+cd+ aX+bA+ (a+ c)N+ d\ + cA
+(b—d—)\>)\+gﬂ)\2

:ab+cd+2(a+b+c)/\—)\2—|—g7r)\2

— L(A)+ AAN + 7N + im? a2
Huomataan, etti kaava
L(B(A, ) = L(A) + A(A)N + 7\

ei pade tdssa tilanteessa. Konveksius vaikuttaa siis olennaiselta kaavan péate-
misen kannalta.

Maaritelma 3.5. Joukon A C X normaalikartio CN, pisteen x € 0 A
suhteen médritellddn seuraavasti:

CN, ={y € X | 2j- 2z < 0 jokaiselle z € A}.

Esimerkki 3.6. Tarkastellaan kuution P normaalikartioita pisteen p € 0P
suhteen avaruudessa R? (Kuva 9).

(i) Jos pisteen p kertaluku @ = 2, eli piste on kuution tahkon sisuksessa,
on pisteen normaalikartio C'N,, p:std ldhtevd puolisuora, joka on tahkoa
vastaan kohtisuora.

(ii) Jos pisteen p kertaluku o = 1, eli piste sijaitsee kuution sarmalld (ei kéir-
kipisteessd), niin normaalikartio koostuu pisteestd p ldhtevien ja koh-
tisuorassa tahkoja vastaan olevien puolisuorien viliin jadvista kaksiu-
lotteisesta alueesta.

(iii) Jos pisteen p kertaluku o = 0, eli piste sijaitsee kuution kirkipisteessi,
niin C'N,, muodostuu kirkipisteeseen tulevien sdrmien jatkeiden sisdén
jaavasta kolmiulotteisesta alueesta.

Normaalikartio muodostuu joukon ulkopuolelle ja sen ulottuvuus on sita
suurempi, mitd pienempi pisteen kertaluku « on.
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Kuva 9: Esimerkin 3.6 tapaukset. Vasemmalla kohta (i), keskelld kohta (ii)
ja oikealla kohta (iii).

Lemma 3.7. Polytoopin jokainen tahko sisdltid pisteen x, jonka kertaluku
on 0. Toisin sanoen jokaiseen tahkoon sisdltyy kdrkipiste.

Todistus. Jokaisella d-ulotteisen avaruuden polytoopilla P on tahko, jonka
ulottuvuus on d — 1. Todistetaan induktiolla, ettd jokaisessa edelld mainitun
polytoopin tahkossa on piste, jonka kertaluku on 0. Osoitetaan ensin, etti
véite patee 1-ulotteisen avaruuden polytoopille. Téallainen polytooppi on suo-
ra, jonka tahkot ovat 1 — 1 = 0 -ulotteiset, eli niiden kertaluku on 0. N&in
ollen viite pétee tissid tapauksessa.

Tehdédn induktio-oletus, ettd d — 1 -ulotteisen polytoopin tahkosta 16y-
tyy piste x, jonka kertaluku on 0 ja osoitetaan, ettd timé péatee myods d-
ulotteiselle polytoopille. Nyt d-ulotteisella polytoopilla P on tahko, joka on
d—1 -ulotteinen polytooppi. Induktio-oletuksen mukaan d —1 -ulotteisen po-
lytoopin tahkosta 16ytyy kirkipiste, joten kyseinen kérkipiste sijaitsee myds
polytoopin P tahkossa. O

Lemma 3.8. Olkoon P C R™ polytooppi, pisteen x € OP normaalikartio
CN, ja S, = CN, N S(z,1). Olkoon myds Qy = {x € OP | w, = 0}, eli
joukko g koostuu polytoopin P kdrkipisteista. Nyt

U S =8S(.1).

FASION)

Todistus. Osoitetaan, ettd kaikille y € S(0, 1) on olemassa sellainen kérkipis-
te {x} C Qo, etté y € Sy. Olkoon ¢ € R ja H = y +ty hypertaso. Valitaan
t siten, ettd (y- + ty) N P # 0, mutta (y- + t'y) N P = O kaikilla ' > ¢. Nyt
siis ¢ on suurin mahdollinen luku, jolla hypertaso H leikkaa polytooppia P.
Koska P on kompakti, niin PNH = (), joten hypertaso H sivuaa polytooppia
P. Olkoon F = H N P, jolloin F' on tahkon méaritelmén mukaan erds P:n

24



tahko. Koska lemman 3.7 mukaan jokainen tahko sisdltdd kirkipisteen, niin
valitaan {z} € Q) siten, ettd x € F. Nyt y ja P ovat eri puolilla hypertasoa
H, misté seuraa, ettd x +y € S, eli y € Sy,y.

Néin ollen siis jokaiselle y € S(0,1) on olemassa sellainen polytoopin P
kirkipiste x, ettd y € Sg,y O]

~/
[z |
/]

=T
LY

\

Ty

S{oh 1)

Kuva 10: Kuva lemman 3.8 mukaisesta tilanteessa avaruudessa R2.

Lause 3.9. Kaikkiin d-ulotteisiin polytooppeihin P voidaan yhdistdda sellai-
set vakiot L;(P) € R% (1 = 0,1,...,d), etti jokaiselle X\ € R ympdristin
B(P,\) tilavuus saadaan lausekkeesta

d

L(B(PN)=>_ Li(P)X.

=0

Erityistapauksina Lo(P) = L(P), L1(P) = A(P), La(P) = B(d).
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Todistus. Olkoon y ¢ P ja x € P. Olkoon lisiksi x piste, jolle d(z,y) =
d(y, P). Téllainen piste 16ytyy, silla P on kompakti, eli se on suljettu joukko.
Nyt jokaiselle k > 0 saadaan d(z+kzy, P) = kd(x,y). Olkoon pisteen € P
normaalikartio C'N, ja S, = CN, N S(x,1). Nyt

BP,INP = | |z, 2+ 2.

x€OP £€S,

Kuva 11: Polytoopin P normaalikartio pisteessid = € OP.

Merkitddn w,:114 pisteen x € OP kertalukua ja méiritelladn joukko €;
seuraavasti:

Q= {z € P |w, =i} (i=0,1,....d—1).

Huomataan, ettd €; on P:n i-tahkojen sisusten yhdiste. Asetetaan luvuille
1=0,1,...,d

BN =|J Ulw,z+ .
r€Q; EES,

Koska (JO=) ; = 9P, niin B(P,\)\P = %, Bi(\). Yhdiste on erillinen,

7

silla S, NS, =0, jos  # y. Nyt voidaan esittai
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d—1
L(B(P,N) =L(P)+ Y _ L(Bi(\).
i=0
On tarkedd huomata, etti x:n kiydessé lapi tahkon F' sisusta ﬁ, joukko
S —x pysyy vakiona. TAma on seurausta siitd, ettd kartio C N, on madritelty
niiden hypertasojen kautta, joihin z:n sisdltdvit tahkot kuuluvat. Voimme
néin ollen asettaa Sp = S, — z kaikille x € F, ja Dr = [Jgcg,[0, €]
Annetulle i-tahkolle ' on voimassa

U Ul 2+ X = F x ((0,\]SF).

IGFD' £€Sy

Saamme lisdksi lemmojen 2.16 ja 2.11 nojalla

L(F x ([0,A\]Sp)) = LYF)LYH[0, N SF) = LI(F) LT (Dp)A.

Merkitédén sitten polytoopin P i-tahkojen joukkoa ®;:114. Ylldolevan pe-
rustelun nojalla saamme £(B;(\)) = Lg_i(P)A\?"¢, missi

Kuva 12: R%:ssa L(UBy(\)) = A%,
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Erityisesti tapauksessa ¢t = d — 1

Ly(P)= > LYY(F)=A(P).

Fed, 1
Lemman 3.8 nojalla Uy, cq, Sty = 5 eli Upeg, Dr = B(0,1), mistéd
L4(P) = L(B(0,1)) = B(d), silli F on piste, ja LO(F) = 1. O

Lause 3.10. Jos a € X jar > 0 ovat annettuja, ovat funktiot L;(-) rajoitet-
tuja niiden polytooppien joukon yli, jotka sisdltyvit palloon B(a,r).

Todistus. Olkoon A > 0. Nyt koska P C B(a,r), niin B(P,\) C B(a,\ +
r) ja L(B(P, X)) < B(d)(r + d)?. Koska lauseen 3.9 nojalla L(B(P,\)) =
S Li(P)X ja L(B(P,N) < L(B(a,r + X)) = B(d)(r + A\)?, niin saadaan

Li(P)A < B(d)(r + 1),

josta seuraa, etta

£y < gl A

kaikille 7. O

Lause 3.9 voidaan yleistdd koskemaan kaikkia konvekseja joukkoja arvioi-
malla niitd polytooppeina.

Lause 3.11 (Steiner-Minkowskin kaava). Kaikkiin d-uloitteisiin konveksei-
hin joukkoihin C' € C® voidaan liittdd sellaiset skalaarit L;(C), i =0,1,...,d,
etta kaikille A € R7 saadaan

d
L(B(C,N) =) Li(C)N.
i=0
Funktiot L; : C* — R ovat jatkuvia; lisiksi Lo(C) = L(C), L1(C) = A(C)
ja Lq = B(d) kaikille joukoille C' € C°.

Todistus. Kirjoitetaan C' muodossa lim,, o, P,, missd P, € P*ja P, C P,y
kaikille n. Ndin voidaan tehda, silld lemman 2.21 nojalla voidaan 16ytda sellai-
sia polytooppeja P, jotka ovat Hausdorffin metriikan suhteen mielivaltaisen
ldhelld joukkoa C.

Koska jokainen P, on rajoitettu, on lauseen 3.10 mukaan myds L;(P,)
rajoitettu kaikilla ¢; voidaan siis olettaa, kiyttiden tarvittaessa osajonoa, etta
on olemassa sellainen k; (i = 0,1,...,d), ettd k; = lim,,_,o, £;(P,). T&lloin
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d
lim L(B(Py,A) = > kX
=0

n—oQ

Lauseen 2.22 perusteella

lim £(B(P,,\)) = £(lim B(P,,\))

n—oo n—oo

ja lemman 1.27 mukaan

lim B(P,,\) = B(lim P,,\) = B(C, \)
n—oo n—ro0
misti £(B(C,\)) = S0, ki,

Siten L£(B(C,\)) on muuttujan A polynomi, ja koska sen arvot riippuvat
ainoastaan joukosta C', eivitkd valitusta jonosta, pitee sama myos yhtasuu-
ruuteen k; = L;(C). Lisdksi kuvaus C* x Ry > (C,\) — L(B(C,)\)) € R on
jatkuva, joten annetun polynomin L(B(C,\)) kertoimien tdytyy myos olla
jatkuvia lauseiden 1.31 ja 2.22 mukaan.

Lopuksi, arvot Ly, £1 ja L4 ovat seurausta jatkuvuudesta seké lauseesta
3.9.

O
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