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Capitulo 1

Introduccion

Se estima que mas de una cuarta parte de las muertes en Espana son resultado
de un céncer [12], dado que las posibilidades de sobrevivir a esta enfermedad
aumentan significativamente si se detecta de forma temprana serfa de gran utilidad
saber que personas son mas propensas a desarrollar un tumor para realizarles
analisis regularmente.

Es sensato pensar que se puede tratar de determinar la predisposicién de un
individuo al cancer analizando su genoma, pues esta secuencia de 3.000 millones de
letras repartidas en 25.000 genes alberga toda la informacion genética del indivi-
duo y en ocasiones ha sido suficiente para predecir con exactitud la predisposicion
a una determinada enfermedad, como por ejemplo la enfermedad neuroldgica co-
nocida como la fenilcetonuria causada por una mutaciéon en un tnico gen.

sin embargo, cuando esta predisposiciéon no depende de un unico gen el pro-
blema se vuelve méas complejo, ademas en este tipo de estudios el nimero de
pacientes suele ser reducido, lo cual complica la extraccion de conclusiones me-
diante los métodos tradicionales. Este hecho motivé la introducciéon de métodos
que tuviesen garantias estadisticas incluso en escenarios donde el tamano muestral
sea inferior al nimero de variables.

En particular en esta memoria se presenta el estimador lasso tal como fue
propuesto por Robert Tibshirani en 1996 en [16] y se trata de dotar de garantias
estadisticas a dicho estimador trabajando en el marco tedrico desarrollado por
Peter Biihlmann y Sara A. van de Geer entre otros.
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1.1. Motivacion historica del lasso

1.1.1. Minimos cuadrados

En problemas de prediccion, una soluciéon que minimice los cuadrados de los
errores muestrales ademas de ser sencilla de obtener, pues consiste en minimizar
una funciéon convexa, es en muchas ocasiones la que mas beneficios posee.

sin embargo, en el contexto de la estadistica de alta dimensién, es decir, en
problemas como el descrito anteriormente donde el nimero de variables p es mayor
que el tamano de la muestra n, el algoritmo de minimos cuadrados no cuenta con
las garantias tedricas deseables.

Intuitivamente esto se debe a que la funcién a minimizar posee una infinidad de
minimos en problemas de alta dimensién. En particular la solucién en el problema
de regresién con matriz de datos X en estadistica clésica (donde p < n) no se
puede replicar puesto que requiere del calculo de la inversa de la matriz de Gram
XTX que es singular en estadistica de alta dimensién, o de forma més precisa la
solucién de un sistema lineal no determinado, lo que conlleva una explosién en la
varianza de los estimadores.

Con el fin de comprender mejor las limitaciones del algoritmo de minimos
cuadrados se calcula la distribucion de la solucion devuelta por este algoritmo en
los casos que se pueden estudiar, es decir, cuando el nimero de variables es menor
que el tamano de la muestra y la matriz X tiene rango méaximo. Se supone ademas
que los datos provienen del modelo lineal

Y = XB% +,

donde B° es un vector de coeficientes, donde € es un vector de errores indepen-
dientes e igualmente distribuidos (i.i.d.) € ~ N(0,0%I) y donde la matriz de X
tiene rango maximo. En este escenario es conocido que la soluciéon que minimiza
el error cuadratico en la muestra es

B=(XTX)"'XTy.

Para calcular la distribucion de B se empieza por el computo de su esperanza
E(3) = E(X"X)"'XTY)
= (XTX)'XTE(XB% +¢)
= (XTX) T (XTX)B0 =
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Y puesto que
6-8"=(XTX) XY — (XTX)H(XTX)6°
= (XTX) ' XT(y — Xp%
= (XTX)'XxTe,
la varianza de B toma el siguiente valor
E[(B— 83— )| = E [(X"X) X e X ((XTX)™)")]
= (XTX) ' X TE[ee"] X (XTX) 7!
= (XT"X)"' XTI x (Xt x)™
= (XTX) o2

Ademas, por ser B una combinacién lineal de normales sigue una distribucién
normal, en concreto, A sigue la distribucion N(8°, (XTX)"1o2). Por tanto en el
limite, cuando la matriz X tiende a dejar de tener rango maximo p, la varianza
de B se dispara. Esto es suficiente argumento para descartar el uso del método de
los minimos cuadrados en problemas donde el niimero de variables sea mayor que
el tamano de la muestra, en los que claramente la matriz X7 X es singular.

Mientras las columnas de X sean linealmente independientes la matriz X7 X
va a tener rango p, cuando X7 X es aproximadamente singular, el determinante
de XT X estara cerca de cero y por tanto el determinante de (X7 X)~! crece hacia
infinito. La suma de las varianzas de los estimadores 6; es la traza de (X7 X) 0.
Ademas si el determinante de una matriz es muy grande es porque alguno de los
autovalores es muy grande y por lo tanto la traza también serd grande, de donde
se deduce que alguna de las varianzas debe ser muy grande. Asi se comprende que
cuando nos aproximamos a tener una matriz de Gram singular la varianza de los
autovalores explota.

1.1.2. El criterio C;, de Mallows

En [13] Mallows introdujo un criterio para seleccionar el modelo de regresiéon
lineal mas apropiado cuando se dispone de una coleccion grande de regresores, en
particular, cuando el nimero de regresores es mayor que el tamano de la muestra.
Este criterio es aplicable bajo la suposicién de que los datos han sido extraidos
de un modelo lineal normal

Y = X8 +¢,
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donde € ~ N(0,02I) y donde 3° es un vector de coeficientes que tinicamente tiene
entradas no nulas en el conjunto activo Sy = {7 : BJQ # 0}. Para resaltar que (3°
es un vector disperso el modelo lineal normal se podria reescribir como

Y = Xg,0, + €, (1.1)

donde Xg, es la matriz de datos con ceros en las columnas asociadas al conjunto
9C
0 -

A diferencia del criterio de los minimos cuadrados que se centran iinicamente en
la prediccidn, este criterio permite realizar una seleccién de variables. Esto puede
ser 1til puesto que en ocasiones no solo interesa la prediccion de la respuesta
si no que también interesa conocer qué variables influyen en la respuesta. Por
ejemplo, al tratar de disenar el sistema de diagnostico de un determinado tumor,
es razonable tomar miles de caracteristicas sobre la muestra, pero este analisis
puede resultar costoso y por tanto seria deseable extraer unos pocos marcadores
que permitan realizar una prueba barata y efectiva para la deteccion de dicho
tumor.

En dicho articulo Mallows plantea considerar todas las regresiones posibles por
subconjuntos de variables S C {1,2,...,p} tales que |S| < n y que Xg, la matriz
X restringida a las columnas de S, tenga rango maximo.

Para cada conjunto S C {1,2,...,p} que cumpla los requisitos previos el esti-
mador de minimos cuadrados de los coeficientes de regresién es

Bs = (X§Xs) ' X§Y
y los valores predichos con este modelo son las componentes del vector

Y (S) = Xsfs.

Seria deseable seleccionar el mejor de estos modelos, pero para ello se debe
concretar qué se entiende por una prediccion de calidad. Para evaluar lo bueno
que es cada uno de estos modelos prediciendo la etiqueta en una localizacion fija
(con la matriz de datos X constante) se usa el riesgo de prediccién

R(S) =E[|Y(S) - Y*||3].

donde Y* = %X +¢*, siendo €* un vector de errores i.i.d. N(0,0?) independientes
del vector €. Y* representa el vector de observaciones generadas en las mismas
condiciones que las de Y, de forma independiente.
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Es inmediato que el conjunto Sy minimizara el riesgo de prediccion siempre
que este conjunto cumpla los requisitos exigidos a los subconjuntos para realizar
regresion sobre ellos. Sin embargo, Sy es desconocido y el riesgo de prediccién no
es realmente util para encontrarlo puesto que no es directamente observable.

Para estimar el riesgo de prediccion se utiliza el error de entrenamiento
R, = [[Y(S) - Y,

como estimador, pero como se prueba a continuacion este estimador no es inses-
gado. Para comprobarlo, se observa que

~

Y(S)-Y* = —(I, — Xs(XZXs) ' X2)Xs,Bs, + Xs(Xz Xs) ' Xie — e,
y de aqui se deduce que
R(S) = [|(In — Xs(X§ Xs) 7' X§) X0 Bso I3 + o (n + |S]),

donde en el iltimo célculo se ha utilizado que si Z; y Z5 son vectores aleatorios
de la misma dimensién, independientes y al menos uno es centrado entonces

E|\Zy + Zo|l; = Bl 213 + E|| 2213

y que si Z es un vector aleatorio centrado con matriz de covarianza X entonces
para toda constante a

E|Z +all; = lla]l; + Tx(2),

ademas se ha utilizado que cuando ambas multiplicaciones entre matrices son
posibles Tr(AB) = Tr(BA).

Con un calculo parecido se obtiene
E[R.] = [[(I, — Xs(X5Xs) ™' X5) X, Bs0ll3 + 0 (n — |S)),

de donde se concluye que R,, es un estimador sesgado de R(S), con sesgo —20%(|S|).

Esta observacion da lugar al estadistico de Mallows
C, = R, +26%S],

donde 62 es un estimador de la varianza residual en el modelo completo, el modelo
que considera todos los atributos. Es inmediato de los calculos anteriores ver que
C, es un estimador de R(S) aproximadamente insesgado.
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Esto motiva la introduccién del El criterio C, de Mallows que escoge de los
modelos de regresion considerados el que minimiza el estadistico C,, es decir, el
asociado al vector

Bo, = argmin I X8 — Y13 + 25°1|B1l . (1.2)
donde [|Bllo = >_%_,(5;)? es el niimero de componentes no nulos de 3.

En el criterio C), de Mallows penaliza 26 veces la ‘norma’ [y del vector asociado
a la solucién, por tanto se puede entender como un caso concreto del grupo de
estimadores que penalizan por un multiplo de la ‘norma’ [

BMejorSubconjunto(/\) = argénln[HXﬁ - YH% + /\”BHO . (13)

Las penalizaciones de este tipo dan lugar a estimadores que se conocen como
estimadores del mejor subconjunto, pues es evidente que estos estimadores buscan
tener soporte en conjuntos lo mas pequenos posibles, pues son penalizados en
funcién del tamano de los mismos.

Con la introduccién de estos estimadores nace una idea muy potente, la idea
de anadir una penalizacién en funcién de la complejidad del modelo. Esta pe-
nalizacion favorece a los modelos simples, evocando al concepto de la Navaja de
Ockham, concepto que como se discute en el tercer capitulo de [4] tiene una in-
terpretacion interesante en el contexto de seleccion de modelos en aprendizaje
automatico

Por ejemplo, otra penalizacion posible y mas comun en la practica es la que da
lugar al estimador ridge, que penaliza por un miltiplo de la norma [ escogiendo
el modelo lineal asociado al vector

Bridge(X) = argéninllXﬂ—Ylngr)\IIBII%, (1.4)
donde X es fijo y se conoce como parametro de penalizacion.

Muchas otras penalizaciones se pueden considerar, pero una particularmente
interesante es la que da lugar al estimador lasso. Este estimador introduce una
penalizacién proporcional a la norma en [; del estimador

BN =arg;nin{llXﬁ—YIIS/H+A||/3||1}, (1.5)

donde A\ es el parametro de penalizacion.
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El estimador lasso recibe su nombre del acrénimo en inglés de Least Absolute
Shrinkage and Selection Operator, el operador que es minimo global en dismi-
nucién y seleccién (de variables) en castellano, los motivos de este nombre se
destacan durante esta introduccion.

En ambos estimadores el parametro de penalizacion A regula la importancia
que se le otorga a la complejidad de un modelo con respecto a la calidad de las
predicciones que realiza, a mayor A mas se favorece a los modelos simples. En
la practica este pardmetro se suele escoger mediante validacién cruzada (cross
validation en la literatura inglesa), en cambio durante este trabajo en vez de
buscar las garantias que se obtienen escogiendo A de esta manera se tratan las
garantias estadisticas que se pueden obtener para un parametro A fijo.

1.2. El estimador lasso

Esta memoria estd centrada en el estudio del estimador lasso y en la obtencién
de garantias estadisticas sobre el mismo, en particular garantias sobre su capacidad
de prediccién y cuando sea posible sobre su capacidad de aproximacion de la
solucion real.

Se distinguen en los capitulos posteriores dos clases de garantias, garantias ge-
nerales que permiten asegurar la consistencia del estimador en escenarios genéricos
y garantias bajo dispersion estadistica validas cuando el conjunto Sy descrito pre-
viamente en (1.1) es pequeno, es decir, cuando tnicamente unos pocos atributos
sean relevantes a la hora de calcular la etiqueta.

Las garantias sobre dispersion estadistica se recogen en desigualdades ordculo,
estas desigualdades oraculo aseguran que el estimador lasso es capaz de adaptarse
a la situacion de dispersion y que su rendimiento estadistico es aproximadamen-
te igual que el que obtendriamos aplicando el método de minimos cuadrados al
modelo reducido véalido que es desconocido a priori. Para entender mas sobre este
tipo de resultados pueden leerse las discusiones sobre los Teoremas 2.3.2, 3.2.1 y
4.2.1.

El dltimo capitulo de esta memoria se dedica a proporcionar las garantias
estadisticas asociadas a reglas de aprendizaje automatico obtenidas mediante la
penalizacién [; con funciones de pérdida convexas generales. Esto incluye entre
otros el problema de clasificacion binaria con maquinas de soporte vectorial o con
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regresion logistica cuando se utiliza la penalizacién [y en las dos frases.

El primer beneficio que se observa al utilizar este estimador y una de las
razones de su nombre es que una gran parte de los parametros estimados valen 0.
De hecho, como se prueba en [7] el nimero de pardmetros no nulos es a lo sumo el
tamano de la muestra n, es decir, la clase de funciones que el lasso considera no es
la clase de funciones lineales de los atributos completa, si no la clase de funciones
lineales de a lo sumo n atributos, por lo que de manera natural el estimador lasso
realiza una seleccién de atributos sobre la que se pueden alcanzar garantias.

Ademds en [3] se prueba que bajo un modelo lineal con pardmetro real 5% y
siendo S el conjunto de atributos seleccionados por el lasso con penalizacién A

P[{j:8)>a}C 8] — 1,

para todo a fijo. Sin embargo, este tipo de resultados queda fuera de los margenes
del trabajo.

Para comprender intuitivamente por qué tantos parametros se anulan vamos
a comparar el lasso con el estimador ridge que se presentd en la seccién anterior.
La comparacion es mas sencilla si utilizamos la versién restringida en lugar de la
version penalizada. Es facil probar, como se hace en el quinto capitulo de [2], que
por la convexidad de las bolas en [; existe una equivalencia entre las soluciones
de (1.5) y las de

/Bequiv(R) = argmin {”Xﬁ - Y”g/n} )
1Bl <R
en particular, se prueba que dados X e Y existe una funcién biyectiva f : R — R
que asigna un R a cada A de tal forma que S(A) = Bequin(f(A)). Y de forma
andloga existe una equivalencia entre las soluciones de (1.4) y las de

Bridge,equ’iv(R) = argmin {HXﬂ - YH%/”} :
Bll2<R

En ambos casos se observa que la solucién del problema equivalente es el vector
que minimiza el error de entrenamiento dentro de una bola centrada en el origen.

En el caso de dos variables gracias a estas equivalencias se puede visualizar en el
plano porqué en el estimador obtenido mediante lasso se anula una gran cantidad
de coeficientes, pues como se observa en la figura 1.1, para que el primer coeficiente
en el estimador obtenido mediante ridge se anule, la curva de nivel que pasa por
el (0, R) debe hacerlo con pendiente cero, es decir, se anula con probabilidad 0.
Sin embargo, para que se anule el primer coeficiente en el estimador obtenido
mediante lasso es suficiente que la curva de nivel que pasa por el (0, R) lo haga
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con una pendiente menor que -1, por lo que este se anula con una probabilidad
bastante alta.

B, A B, 4

Figura 1.1: Comparacién de las curvas de nivel del error de entrenamiento con las
bolas de norma [; asociada al lasso (izquierda) y de norma [ asociada al ridge
(derecha), figura extraida de [3]

Podria pensarse que se puede diseniar un método que haga una seleccién mas
fuerte que el lasso simplemente sustituyendo la penalizacion sobre la norma [y por
una penalizacién sobre el criterio I, con ¢ < 1. Puesto que eso significarfa que la
condicién sobre la pendiente de la curva de nivel en (0, R) para que un coeficiente
se anule seria mas débil todavia, de hecho se podria debilitar tanto como se quiera
tomando un ¢ suficientemente pequeno. sin embargo, esto no es posible, puesto
que las bolas en [, con ¢ < 1 no son convexas y esta era una condicién necesaria
para probar la equivalencia entre las dos formas de expresar los métodos vistos
en esta seccion.

Por el mismo motivo tampoco se puede encontrar una equivalencia directa
entre las soluciones de estimadores de seleccién de variables, similares al obtenido
del Criterio de Mallows, que penalicen por el criterio [y y las de

Be, eqiv(k) = argmin { || X8 — Y||2/n} . (1.6)

1Bllo<k

Ademas tanto (1.2) como (1.6) presentan problemas computacionales, puesto
que no existen algoritmos capaces de encontrar los minimos necesarios en tiempo
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polinémico. Por ello es mucho mas conveniente utilizar en la practica el estimador
ridge, para el que existe una solucién explicita, o el estimador lasso, para el que
como se ve a continuacion existen algoritmos de coste computacional bajo capa-
ces de aproximar dicho estimador. Esto es un alivio, pues aunque el estimador
lasso no penaliza directamente sobre el tamano del conjunto activo si que posee
propiedades de seleccién de variables (Teorema 2.1.1).

1.2.1. Aspectos computacionales

Volviendo al estudio del lasso, desde un punto de vista numérico es claro que
aunque la funcién que tratamos de minimizar es convexa no se puede utilizar el
método del descenso del gradiente en su forma clasica para aproximar el minimo
global puesto que la funcién carece de diferenciabilidad, por no ser diferenciable
la norma [;. Por ello se utiliza el método de descenso por coordenadas que trata
de minimizar la funcién variando en cada paso una tnica coordenada.

El objetivo de esta seccion es mostrar que el estimador lasso se puede calcular
de manera sencilla mediante un método iterativo, no volveremos a tratar aspectos
computacionales en el resto de esta memoria.

Veamos a continuacion cémo funciona este método en el caso relevante para el
uso del lasso con funcion de pérdida cuadrética, en donde se trata de minimizar
en cada paso la funcién

F(B) = 1XB =Y |3/n+ AlBl

variando tunicamente la coordenada j de (.

Para encontrar el minimo se calcula el valor de la derivada en los puntos de

continuidad (5, # 0),

9f(B)

(‘)—ﬁ _ (X(j))T (XB —=Y) + signo(5;) A

2
n
2 , :
—= (XY (XU)B; + XB_; — Y) + signo(B;)A
2 ; 2 ;
- HX(J)HE B + - (X(J))T (XB_j = Y) + signo(f5;)A,

donde X ) denota la columna j de la matriz X y B—; denota el vector 8 con un
cero en la coordenada j.
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Por ser la derivada una funcién creciente respecto de 3; la funcién alcanzara
el minimo global en donde se anule y si no se anula lo alcanzara en 3; = 0 por ser
el tnico punto de discontinuidad, es decir, el minimo global se alcanza en:

(

\

A2-L(xD) (XB_,;-Y)
sxoll;

si LX)V (XB,—Y) > A2

0 si L|(X9)T (X85 - V)| <22
A2 L(xD) (xp_;-Y)

X0

(XN (X, —Y) < =A/2

3=

Se puede ver de forma més clara definiendo Z; := % (X (j))T (XpB_;—Y), utilizando
la notacién (x), que denota la parte positiva de z y recordando que la matriz X
estd normalizada de acuerdo con (2.4),

pi = signo(Z;)(1Z;] — A/2)+ (1.7)

En la figura 1.2 se puede ver grificamente para qué valor de [3; se alcanza el
minimo con respecto al valor de Z;, esta grafica sin duda refuerza la idea intuitiva
presentada previamente de que el estimador lasso devuelve un vector con una gran
cantidad de coeficientes nulos.

Figura 1.2: Actualizacién del coeficiente 3;
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Esto es suficiente para describir el método de descenso por coordenadas que
se utiliza para obtener una solucién aproximada de (1.5) a partir de un /8 inicial,
que consiste en repetir varias veces el siguiente bucle

for j from 1 to p:

Se actualiza el valor de j; de acuerdo con (1.7).

Se ha demostrado que el algoritmo de descenso por coordenadas converge de
forma rapida hacia el minimizador de la funcién, por lo que se tiene un algoritmo
eficiente para el calculo del estimador lasso. Para mas detalles se puede consultar
el quinto capitulo de [8].

1.3. Herramientas utilizadas

El elemento probabilistico fundamental para poder dar garantias estadisticas
sobre el funcionamiento del lasso son las desigualdades maximales, es decir, buenas
cotas para la probabilidad de que el maximo de un proceso estocéastico esté por
encima de un determinado valor. En el segundo y en el tercer capitulo (a excepcién
de la seccién 2.1.2) estas cotas son relativamente simples, pues el proceso empirico
que querremos controlar es el maximo de un nimero finito de variables normales y
por tanto es suficiente con utilizar la Cota de Chernoff. En la seccién 2.1.2 dejamos
de suponer que los errores son Gaussianos por lo que serd necesario combinar
herramientas estadisticas mas sofisticadas para controlar el tamano del méaximo
de un numero finito de variables no Gaussianas, en dicha seccion utilizaremos
la Desigualdad de momentos de Hoeffding junto con una versién simplificada de
la Desigualdad de Simetrizacién (ambos estdan enunciados en el apéndice) para
alcanzar un caso particular de la Desigualdad de momentos de Nemirovski.

Cuando nos salimos del marco més sencillo de regresion lineal y de errores
Gaussianos tenemos que enfrentarnos con el proceso empirico general, cuando las
funciones de perdida utilizadas son convexas comprobaremos que un truco simple
nos permite reducir el problema a controlar el maximo de un proceso empirico
en una bola para la norma [;. En este caso debemos recurrir de nuevo a métodos
de simetrizacion y aleatorizaciéon para producir una buena desigualdad maximal.
Podriamos utilizar la desigualdad de Markov para encontrar cotas probabilisticas
sencillas a partir de las desigualdades maximales para momentos, si se quieren
obtener cotas mas finas hay que recurrir a algin tipo de desigualdad de concen-
tracion, en este contexto una de las mas utilizadas es la Desigualdad de Bousquet
que se enuncia en el Teorema 4.1.2.
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La obtencion de buenas desigualdades maximales y de concentracion es un
campo muy amplio, aqui se ha tocado de una forma tangencial, nos hemos limitado
a utilizar los resultados apropiados, por lo que en general no se han incluido
demostraciones de estos resultados.

1.4. Estructura de la memoria

En las secciones anteriores hemos motivado el sentido que tiene modificar el
criterio de minimos cuadrados mediante la penalizacién lasso. En el resto del
trabajo nos vamos a dedicar a justificar que este tipo de penalizacién [; tiene una
serie de garantias estadisticas. En el capitulo dos vamos a estudiar las garantias
que pueden darse en el caso mas sencillo posible, es decir, cuando asumimos un
modelo lineal. Después estudiamos garantias en una situaciéon mas general en la
que dejamos de suponer que existe un modelo lineal correcto, en ese caso todavia
podemos dar ciertas garantias sobre la calidad del lasso en prediccion. Finalmente
el ultimo capitulo se dedica a estudiar las garantias que se pueden obtener sobre el
lasso cuando se utiliza una funcién de pérdida convexa que no es necesariamente
la funcién de pérdida cuadratica.

Durante toda la memoria se destaca en las desigualdades ordculo la sorpren-
dente capacidad del lasso de adaptarse a situaciones de dispersion consiguiendo
garantias casi tan buenas como si se dispusiese de informacién adicional.

Como conclusién en el capitulo cinco comparamos las garantias que se obtienen
para este procedimiento frente a las que se podrian obtener bajo paradigmas de
aprendizaje mas restrictivos como por ejemplo el aprendizaje PAC descrito en
la Definicién 5.0.1. Hay que destacar que las cotas que se obtiene aqui estan
fuertemente asociadas a la métrica [; con la que se dota el espacio paramétrico,
veremos en el capitulo cinco como este tipo de cotas proporcionan garantias mucho
mas finas de las que se podrian obtener mediante procedimientos mas generales
basados en la dimensién de Vapnik-Chervonenkis (ver [14]).
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Capitulo 2

Garantias estadisticas para el
lasso bajo un modelo lineal

Después de esta pequena introduccion al lasso pasamos al tema central del
trabajo, la obtencién de garantias tedricas sobre la solucién obtenida mediante
dicho estimador. En los dltimos treinta anos se han propuesto una gran cantidad de
métodos para resolver distintas variantes en los problemas principales en Machine
Learning, que, resumiendo mucho, podriamos agrupar en regresion y clasificacion.
Entre los métodos méas usados hay que incluir a las maquinas de soporte vectorial
(SVM), drboles y bosques aleatorios o redes neuronales de muy distintos tipos. Las
redes neuronales son la base de una gran parte de los algoritmos que consiguen el
mejor rendimiento en muchos problemas aplicados, como puede comprobarse con
una consulta a la pagina https://www.kaggle.com/competitions. Sin embargo,
hay situaciones en las que es crucial disponer de garantias estadisticas sobre el
rendimiento de un método. No parece aceptable que, por ejemplo, un sistema
de conduccién auténomo se base en algoritmos aprendidos sobre un conjunto de
entrenamiento sin disponer de una cuantificacién de los riesgos asociados a las
decisiones que se deban tomar.

La disponibilidad de garantias estadisticas es una fortaleza del lasso. Mientras
que es reconocido que métodos como las redes neuronales funcionan como cajas
negras, para las que no se dispone de garantias estadisticas (ver, por ejemplo, [9]),
en el caso del lasso se dispone, tal como veremos en este trabajo, de garantias
de distinto tipo sobre su funcionamiento. Por un lado, probaremos cotas sobre
el error de prediccién del estimador lasso y veremos que es capaz de funcionar
incluso en situaciones de alta dimensién: si el logaritmo del nimero de variables

19
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explicativas es pequeno frente al nimero de casos, entonces el lasso es todavia
capaz de garantizar un error de prediccion pequeno. Pero las ventajas del lasso
son mas aparentes bajo dispersion. Con este término nos referimos a la situacion
en la que el nimero de variables explicativas que realmente tiene influencia en la
respuesta es pequeno. Si supiésemos a priori cudles de esas variables influyen en
la respuesta tendriamos una gran ventaja desde el punto de vista estadistico. sin
embargo, hay cada vez mas situaciones en las que se mide una cantidad enorme
de variables sobre cada uno de los individuos en un estudio porque la tecnologia
lo permite, pero sin que se tenga una idea clara de los factores que pueden ayudar
a explicar la respuesta. No es raro encontrar datos de un estudio en el que a unos
pocos cientos de individuos se les ha efectuado un estudio genético por el que se
dispone de 500000 mediciones sobre cada uno de ellos. La estimacion precisa de
los tantos coeficientes de regresion seria imposible con métodos mas clasicos, pero
veremos que el lasso es capaz de funcionar (casi) como si conociese de antemano
las variables verdaderamente influyentes en la respuesta.

Comenzamos el estudio de este tipo de resultados con el caso en el que los
datos provienen de un modelo lineal normal, es decir, en el que las etiquetas se
obtienen, para cierto 3%, de

Y = XB° +e (2.1)

donde € es un vector de errores independientes e igualmente distribuidos (i.i.d.),
que durante este capitulo se supone que sigue una distribucién N (0, o*1).

Bajo este modelo es claro que la regla de Bayes es lineal, por tanto no solo se
buscaran garantias sobre lo bien que aproxima la solucién devuelta por el lasso,

BN =arg;nin{llXﬁ—Yllg/n+Allﬁlll}v (2.2)

si no que puesto que en este caso es posible, también se estudia la proximidad
entre 3 y el valor real del pardmetro 3°.

No nos planteamos de momento la seleccién del valor A, de forma que normal-
mente simplificaremos la notacién y escribiremos 5 en lugar de B(\).

Escribiremos Y = [V7, ... ,Yn]T X=X, ,XW]T para los vectores fila de
Xy X0 = (X1, ,Xw-]T para los vectores columna. Si medimos el error en
términos de pérdida cuadratica,

(Y, X;8)= (Y —X"p)
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entonces la pérdida promedio

n

1 < 1 1
Ro(B) = =D 1(Y: X f) =~ (Yi— X{B) = —[|[Y - Xp|”
j=1

=1

es la parte principal. de la funcién criterio que se minimiza para obtener 8. R, ()
es el riesgo empirico asociado a (8 (y a la perdida cuadratica). El valor promedio
de R, (f) es el riesgo asociado a f3, es decir,

1 1 1
R(8) = ~ENY — X8I = TE|X (5 fo) + el =+ |X (5~ B>+ 0% (2
donde o2 es independiente de 3.

Si (3 es un estimador de 8 (el lasso o cualquier otro) entonces R(j3) es una
variable aleatoria. Estaremos interesados en dar cotas probables para R(f3) (es

decir, en probar que R(f3) es pequenio con alta probabilidad). A la vista de (2.3),
esto es equivalente dar cotas para el error de prediccion,

1 . 2
2 X (5-m)[
n

que seran el tipo de cotas que buscamos durante esta memoria.

Puesto que estamos asumiendo que las entradas de X son deterministas no
hay pérdida de generalidad en asumir que las columnas de X estan normalizadas,
es decir, que

= (2.4)

Notamos aqui que en el modelo que estamos utilizando no se suele incluir un
término independiente, en la préactica se aplica el estimador lasso una vez que el
vector de etiquetas ha sido centrado. Esto hace que haya un pequeno desfase entre
la practica habitual y la teoria que de desarrolla en esta memoria, pero este es
el procedimiento habitual en la literatura estadistica sobre el lasso (ver el sexto
capitulo de [3]).
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2.1. Garantias generales

En esta seccion se estudian los resultados que pueden obtenerse suponiendo
tnicamente que la matriz de datos X estd normalizada de acuerdo con (2.4).
Asumiremos que X es determinista vy escribiremos 3 en lugar de B(/\) para la
solucién de (2.2). La clave para obtener una cota para el error de predicciéon estd
en ser capaz de controlar la probabilidad de que cierto proceso (Gaussiano) tome
valores grandes. Vamos a tratar de justificar esta afirmacién. Por definicién

1 A . 1
—Y = XB5 + AllBllx < (1Y = X85 + Al
Ademis, puesto que para Y = X 3%+¢ (asumimos que el modelo lineal es correcto)

—H€+X( = B+ AllBIl < —HEH§+AHBOH1

y desarrollando la primera norma se obtiene

1 2 o1 . . 1
~Jlellz + ~e" X (8° = B) + ~IX(8° = B)lIz + Ml Bl < ~llells + A,

de donde se deduce de forma inmediata
CIXCB = O+ NIl < 2€TX(B — 8 + A8 (25)
Si denotamos por X la columna j de X, de (2.5) se deduce

1 5 0Y([2 3 |2 ] 0 0
X (B = B+ AlBl < maxc | =" XDIIB = Bl + MBS (26)

El término méx;<j<, | 2e’ X G )‘ es el maximo (valor absoluto) de un proceso Gaus-
siano centrado muy simple. Esta formado por p variables aleatorias normales
estandar (por la condicién de normalizacién de las columnas de X'). Si X es una
variable aleatoria normal estandar la cota de Chernoff (ver (A.1) en el Apéndice)

nos dice que
2
P(|Z| >t) <27, t>0.
Si Z; = T e XU) entonces

p p 9
Z; >t> < (1Z; >t> P(Z->t><2 —7,
P( mix |2 Yozl Do P(12l 2 1) <2

Esto nos dice que si

Ao = 20 M, (2.7)
n
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entonces, con probabilidad al menos 1 — 9,

20

2 ombx | —— T x0)| <
Vi | e X s (28)
y esto, junto con (2.6), implica que
1 . . .
—[X(8 = Bz + M8l < Aol B = Bl + Al (2.9)

Entonces, si tomamos A > 2y tendremos
2 N A R
~1X (8 - BN < AUBIL + 18°(12) + 2X[16°11 — 2A]1 814
< 3B,
y de manera similar
2 . . .
Ry BONE < MBS =Bl + 2418 = 8l
<38 = Al

De esta forma hemos demostrado un primer resultado de consistencia para el lasso,
que resumimos a continuacion.

Teorema 2.1.1 Si se satisface el modelo lineal normal (2.1) y la normalizacidn
(2.4), con probabilidad al menos 1 — 9,

. )
L (s - 013 < 6oy 282 (2.10)
Y
. . )
LB - 815 < 6ol — g7y 022D (2.11)

Destacamos que para probar este resultado unicamente hemos necesitado probar

que con probabilidad al menos 1 — 9
20 )
— max

VN 1<i<p

1
no

el x )

< Ao

Como consecuencia del Teorema 2.1.1, en particular como consecuencia de
(2.10), que el error de prediccién es pequeno, con alta probabilidad, siempre que

log p sea pequeno frente a n. El error es de orden O (\ / 10%). La cota depende del
parametro desconocido o. Este parametro se puede estimar y se puede emplear
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esa estimacion para dar una versién modificada de (2.10) que no dependa de ¢, tal
como se hace, por ejemplo, en la pdgina 104 de [3] (Corollary 6.1). Sin embargo,
consideramos inutil este esfuerzo porque seguirfan interviniendo en la desigualdad
pardmetros desconocidos como la norma de 3°.

Al mismo tiempo, la desigualdad (2.11) no es tan interesante como (2.10),
pues aunque comparte muchas similitudes con ella, el lado derecho de (2.11) no es
constante porque interviene la variable aleatoria B . Sin embargo, en la siguiente
seccion esta cota se probara 1til, porque nos permitird dar estimaciones mejoradas
bajo la condicion de dispersion estadistica, es decir, cuando el vector de coeficientes
(Y tenga un nimero relativamente pequeiio de entradas no nulas.

2.2. Errores no Gaussianos

Durante este capitulo, a excepcion de esta seccién, se asume que se satisface
un modelo lineal normal, es decir, que la etiqueta Y se calcula como una funcién
determinista de los atributos a la que se debe anadir un error Gaussiano €. Esta
hipdtesis es estandar y se deriva de la idea de que es imposible adquirir toda
la informacién necesaria para calcular de forma exacta la etiqueta. Puede haber
errores pequenos con las mediciones de los atributos, pueden influir débilmente
variables que no se han tenido en cuenta o incluso es posible que haya cierta
aleatoriedad en la determinacion de la etiqueta. Gracias al Teorema Central del
Limite tiene sentido asumir que todas estas pequenas diferencias agregadas siguen
una distribuciéon normal.

De todos modos, la teoria vista en estos capitulos es extensible a situaciones
donde el modelo es unicamente lineal, es decir, cuando los errores son no Gaussia-
nos. La clave para desarrollar esta teoria esta en controlar el tamano del siguiente

mAaximo
n
E GiXij
1

1=

F XU = max

1<j<p

MAax

1<j<p ’

y por tanto se presenta con respecto a la seccion previa el inconveniente de que el
proceso que se estudia ya no es Gaussiano, a diferencia del proceso (2.8). Por ello la
Cota de Chernoff ya no es suficiente y se requiere el uso de resultados estadisticos
maés potentes. En particular se utiliza la Desigualdad de Simetrizacién (Apéndice
A.2) que requiere de la introduccién del concepto de variable Rademacher, que
son variables r tales que

(2.12)
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Suponiendo que las variables ¢; son independientes y centradas para todo i,
gracias a la Desigualdad de Simetrizacién se puede asegurar que siendo 1,79, ..., 7,
variables i.i.d. Rademacher independientes del vector aleatorio €

D e Z ri€i Xy ] ) . (2.13)

n
ij ] <2 (
i=1
También se usa la Desigualdad de momentos de Hoeffding (Apéndice A.4),
que denotando por E, a la esperanza condicionada a los valores de € y utilizando
nuevamente que las variables ¢; son centradas asegura que

Zmei U] < (210g(2p))1/ 121%7(2 §X2)1/2.
1 =1

E | max
1<5<p

maX
1<j<p

E. | méx
1<j<p

Por 1ltimo se supone que la varianza de los errores ¢; esta acotada por 1 para
todo 7 y que todas las entradas de la matriz X estan acotadas por uno para
alcanzar la siguiente cota sobre la esperanza en € de lo anterior

n

g Ti€;
i=1

E | max
1<5<p

n 1/2
max X2
l<jspi= " Y

1=

< (2nlog(2p)) 2

Poniendo en conjunto este resultado con (2.13) se obtiene que si | X;;| < 1 Vi, j
y ademas las variables ¢; son independientes, centradas y tienen varianza menor
que uno para todo ¢ entonces

E | max
1<j<p

n
D
i=1

ij ] < (8n 10g(2p))1/2. (2.14)

Esta cota es un caso particular de la Desigualdad de momentos de Nemirovski
que estd probada en su forma general en [3] (Lemma 14.24) y que se enuncia a
continuacion.

Teorema 2.2.1 (Desigualdad de momentos de Nemirovski) Sean Zy,Zs, ..., Zy
variables aleatorias y sean 1,72, ...,Vp funciones del espacio donde viven dichas
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m—1

variables en los reales, entonces para todo m > 1 yp > e se satisface la

desigualdad
m/2

n m

> (5 (Z) —Ely; (Z))

i=1

< m/2
E mdx < [8log(2p)]™“E

maX E
1<]<p 7

Cabe destacar que aunque los errores no sean normales la cota (2.14) sobre
la esperanza se puede mejorar hasta una cota probabilistica, en particular, en el
problema 6.2 de [3] basado en [6] se afirma que bajo las mismas hipdtesis que
hemos usado para probar (2.14) se tiene con probabilidad 1 — §

Eez i

2log(2p)

— max
on

n 1<j<p

Argumentos similares a los presentados en esta seccién son vélidos en cualquier
problema donde los errores no se supongan Gaussianos, en concreto serian tutiles
en el tercer capitulo de esta memoria si dejasemos de suponer que los errores son
normales.

2.3. Garantias bajo dispersién

Como se comenta al comienzo del capitulo es muy comun en la practica en-
contrarse en una situacién de dispersion estadistica, es decir, una situacion en la
que muchos de los p atributos considerados no guarden relacién con la etiqueta.

Evidentemente el modelo subyacente serda mas simple cuanto menor sea el
nimero de atributos relevantes, y si se conociesen dichos atributos la estimacién
seria mas sencilla y tendria mejores garantias.

Sorprendentemente el lasso es capaz de ir mas alla tal y como se ha mencionado
posee garantias que mejoran cuanto mas simple es el modelo subyacente casi al
mismo ritmo que si tuviésemos informacion adicional. A las desigualdades que
ofrecen garantias de este tipo se les conoce como desigualdades ordculo y para
llegar a ellos se requiere de la siguiente notacion.

Para distinguir los indices relevantes se define el conjunto activo Sy := {j :
B9 # 0} y so = |So el ntimero de indices activos. Se introduce también la notacién
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Bs asociada al conjunto de indices S C {1,2,...,p} que queda definida por
(Bs); = Bl(j € 5). (2.15)

Teniendo esta notacién en cuenta y definiendo £° como la media de los valores
absolutos de las entradas no nulas de 3° se deduce de manera trivial de (2.10) que
con probabilidad al menos 1 — 6,

L8 — 613 < 6By | 21210 (2.16)

Esta desigualdad ofrece garantias mejoran cuando disminuye el nimero de
atributos relevantes. Sin embargo, las garantias no son lo suficientemente buenas
para considerarla una desigualdad ordculo, pues como se vera después del Teorema
2.3.2 si conocemos los sg atributos relevantes se pueden encontrar estimadores
que con probabilidad alta aseguren que el error es de orden O (so/n) y esto queda

realmente lejos de las cotas de orden O (50 log(p)/ n) que ofrece este resultado.

Se entiende ahora mejor porqué se llama asi a este tipo de resultados, que son
capaces de ofrecer una cota en funcién de pardmetros desconocidos y por tanto
en la practica solo se podria concretar la cota si un oraculo nos facilitase dichos
parametros, en este caso el nimero de atributos activos y la media de los valores
absolutos de estos atributos.

2.3.1. La condicién de compatibilidad

La notacién g introducida en (2.15) es realmente ttil a lo largo de toda
la memoria para alcanzar resultados interesantes. Evidentemente esta notacion
siempre cumple

18Il = 1IBsllx + 18se s

y en particular por la definicién de Sy

18°11 = 1183, 11-

Ademas, procediendo de igual manera que en la secciéon anterior, tomando g
como en (2.7),

21 2
Ay = 20 2108(2P/0)
n
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con probabilidad al menos 1 — 4 se cumple (2.9),

L3 - 8013 + MBIl < MollZ — B0 + MAY.

De donde se deduce tomando A > 2

2 . . . . .
o R B3 < MiBso = B, Il + Ml Bse It + 2M188, 1 = 2M 1855 11: — 2X[ Bsg |1

< 3A[|Bsy — B2l = M Bsglhr-
(2.17)

Esta cota del error tiene un problema similar al que tenia la segunda parte
del Teorema 2.1.1, no es aplicable directamente puesto que contiene la variable
aleatoria 3 y se desconoce el tamano de [|fs, — 34, [1- Se busca por tanto una

acotacion de ||3g, — B4, |l1 que permita continuar la cadena de desigualdades.

~ Como se verd en (2.3.1) es particularmente deseable conseguir una cota de
185, — B[l por un multiplo de [|X (5 — 5%)[3.

En esta acotacion es 1til la Desigualdad de Cauchy-Schwarz

1850 = B8, I11 < v/50ll B, — 53, Iz, (2.18)
donde Sop = |S(]|

Ademés, definiendo & = X7 X /n, se tiene

LIX(B - B3 = (B B)S(B ~ 5°). (219)
siempre que

(B—BYS(B-B)>06p=4" (2.20)

Esto motiva la introduccién de la condicion de compatibilidad en el conjunto
Sy para 3 — B° que se satisface si para algtin ¢q > 0

18, — 8% 12 < (B — B°)2(B — 8°) /6. (2.21)

Es evidente que esta condicion es equivalente a que se satisfaga al menos una de
las condiciones de (2.20), dando lugar a la siguiente observacion.
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Lema 2.3.1 Si se cumple la condicion de compatibilidad en el conjunto Sy para
B — B° por la Desigualdad de Cauchy-Schwarz (2.18) y por (2.19) se obtiene la
acotacion deseada

1850 — B% 11 < V/50llBs, — B l2
< \Jso(B — A8 — 80/ 63

VG g
= 2 IX B~

sin embargo, ,@ es aleatorio y Sy desconocido por lo que lo ideal seria garantizar
que la condicién de compatibilidad en todo conjunto S C {1,2,...,p} se cumple
para todo S.

En general se dice que un conjunto S C {1,2,...,p} cumple la condicién de
compatibilidad si existe ¢(S) > 0 tal que para todo (

185115 < BEBIS|/9(5). (2.22)

Esta condicién es una relajacién de la condicién de que la matriz X tenga ran-
go méaximo p, y la constante de compatibilidad ¢(S) es una medida de lo bien
acondicionada que estd dicha matriz restringida a las columnas del conjunto S, a
mayor ¢y mejor acondicionada esta.

Por ejemplo, idealizando el problema y suponiendo que n = p y que las co-
lumnas de la matriz X son ortogonales se tiene que la matriz X es la identidad y
por tanto para cualquier ¢y < 1 se satisface la condicién de compatibilidad.

En general, se debera tomar

X 2
o)< min I
vilvsl220 ||vs||3

|51

Se resume por tanto que no se cumplira la condicién de compatibilidad para
el conjunto S a no ser que todos los vectores v tales que || Xv||32 = 0 cumplan
|lus|l1 = 0, es decir, a no ser que las relaciones que existen entre las columnas de
X no involucren a los indices del conjunto S. En particular, el caso extremo en
donde dos columnas son idénticas no significa necesariamente que no se cumpla
la condicién de compatibilidad a no ser que al menos una de las columnas esté
asociada a un indice del conjunto activo. Esta condicion es por tanto una relajacion
significativa en estadistica de alta dimensién con respecto a la condicién de que
todos los autovalores de 3 sean estrictamente positivos, imposible cuando p > n.
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Se puede relajar todavia mas la condicién de compatibilidad para el conjunto
activo Sy, exigiendo la desigualdad (2.22) solo para los 3 — 3 tales que ||Bg,c |1 <

31|Bs, — B8, |I1, puesto que gracias a (2.17) se sabe que esta desigualdad se satisface

para 3 = B en €2),. Teniendo en cuenta esta ultima relajacién se redefine la
condicién de compatibilidad.

Definicién 2.3.1 El conjunto S se satisface la condicion de compatibilidad si
existe ¢(S) tal que para todo B que satisfaga

1Bsell < 3[18s — Bslh (2.23)

se cumple

18s — B35 < (8= B°)E(B — B)|S|/6(S)*. (2.24)

Suponiendo que se satisface la condicién de compatibilidad para el conjunto
So y tomando A > 2\, donde

21og(2
NP i)

del Lema 2.3.1 y de (2.17) se tiene

2 A N 2 n R N
SIX (8 - Oz + B =Bl = SIX (8 - BONZ + M Bsells + Al Bso — B3, lln
< 4)\HBSO - 5?%”1

NI
< 4AWHX(5 = B9)|l2-

Ademés utilizando la desigualdad 4uv < 2u? 4 202

2 . . 2 s
SIX (B = BN + M = B0l < ZIX (5 = B0)II5 + 2075,
0
de donde se deduce el siguiente resultado, en el que se usa la segunda parte del
Teorema 2.1.1, (2.11), para obtener (2.26).

Teorema 2.3.2 (Resultado ordculo) Si se satisface el modelo lineal normal (2.1),
la normalizacion (2.4) y ademds se satisface la condicion de compatibilidad para
el conjunto activo Sy con constante de compatibilidad ¢o := ¢(Sp), entonces con
probabilidad al menos 1 — § se tiene

. /21 5
18— B°h < 80;—% % (2.25)



2.3. GARANTIAS BAJO DISPERSION 31

log(2p/d) so

P (2.26)

1 A
~|IX(8 - 8°)I < 960°

Al igual que en el Teorema 2.1.1 la cota depende del parametro desconocido o
y de nuevo podemos utilizar una estimacion del parametro para alcanzar una cota
que no dependa de o, sin embargo, consideramos nuevamente inttil este esfuerzo
porque en la cota intervienen otros parametros desconocidos.

Se observa que se ha mejorado bastante con la introducciéon de la condicién
de compatibilidad, pues gracias a este resultado se puede asegurar que el error

de estimacion es a lo sumo una O (so log(p)/ n) frente a la O <so log(p)/ n> que

se garantizaba en (2.16) que se cumple con la misma probabilidad aunque sin
necesidad de asumir la condicién de compatibilidad.

Otro aspecto destacable de este resultado es que ofrece una cota consistente del
error de estimacién(desigualdad (2.25)) . Y aunque esta desigualdad ha quedado
eclipsada por su acompanante es un resultado muy fuerte y puede ser realmente
util en la practica en un escenario en el que se busca entender de que forma cada
uno de los atributos influye sobre la variable respuesta.

Se estudia ahora lo lejos que queda esta cota de las que se tendrian si se co-
nociesen de antemano los sg atributos relevantes y se pudiese utilizar el algoritmo
de minimos cuadrados sobre ellos con garantias, es decir, si sy es menor que el
tamano de la muestra n.

Como ya se menciona en la introduccion es conocido que la solucién a los
minimos cuadrados vendria dada en este caso por

B =(Xg Xo) ' XY,

donde X es la matriz X restringida a los sq atributos relevantes.

Ademas puesto que se esta suponiendo que el modelo subyacente es lineal
satisfaciendo

Y =XB"+¢

se tiene
B=p"+ (Xq Xo) ' X{ e
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Esto permite calcular la esperanza del error de estimacion

1 . 1 -
B |15 — X8I = 1B [1Xo(X] X0) X7 el).

Llamando H a la matriz de proyeccién Xo(XI Xo)7' X, y utilizando que las
matrices de proyeccién son autoadjuntas e idempotentes

1. . 1
E |18 — X l] = LE [T

_ Lo
—nE[e HE}.

Ahora usando que € He es escalar, la linealidad de la traza y del producto de
matrices y que siendo A y B matrices Tr(AB) = Tr(BA) si ambas multiplicacio-
nes son posibles

E %HXOB — X8°2| = %E [Tr(e"He)]
1

= EE [Tr(Hee")]

= 77 (B [Hed'])

1

n

Tr (H E [GGTD
y por la hipotesis sobre la varianza del error

Lo 1
E ;HXOB—XOB‘)H% = —Tr (Ho?)

n
STy (1) o
=—Ir o
n
1
= —Tr (Xo(Xg Xo0) ' Xg) 0
1
= =Tr ((Xg Xo) "X Xo) 0
n
1
= —Tr(Is) 0"
Tr(Ly)o
= 500°%/n.

Finalmente la Desigualdad de Markov asegura que

1 . e
P|—|| X8 — Xof°|2 < 2=|>1-0.
n on
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Por tanto con ¢ fijo con probabilidad 1 —9 la regla obtenida mediante minimos
cuadrados en un problema con s atributos y tamano muestral n tiene un error
de estimacién que es a lo sumo una O(sy/n), mientras que como se ha visto en el
Teorema 2.3.2, con alta probabilidad en un problema con p atributos y tamano
muestral n donde el modelo subyacente tiene tinicamente sq atributos activos la
regla obtenida mediante el lasso tiene un error de estimacién que es a lo sumo

O(so log(p)/n)-

Es decir, la desigualdad ordculo (Teorema 2.3.2) permite alcanzar garantias
similares para el lasso a las que se obtendrian mediante minimos cuadrados cono-
ciendo los s atributos activos de antemano, pagando el precio del logaritmo del
nimero de atributos totales.
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Capitulo 3

Garantias estadisticas para el
lasso con modelo mal especificado

Se generalizara en esta seccion la teorfa vista en la seccion previa para cuando
dejamos de suponer que la etiqueta ha sido obtenida a partir de una combinacién
lineal de los atributos a la que se ha anadido cierto ruido.

Ahora la etiqueta puede haber sido generada de cualquier forma, en este esce-

nario la regla de Bayes es
FO(X) = E[Y|X].

Se supone a lo largo de este capitulo que para un vector de errores € i.i.d. normales

estandar
Y = f2%X) +e (3.1)

En este capitulo trataremos de encontrar una desigualdad ordculo similar a la
que ofrecia el Teorema 2.3.2, sin embargo, ahora nos encontramos que el modelo
estd mal especificado y que por tanto debemos definir un modelo reducido que
haga una buena prediccién. Una vez que se posee el modelo reducido llamaremos
resultado ordculo a cualquier resultado que pruebe que el estimador lasso ofrece
garantias similares a las de dicho modelo. En particular, al final de este capitulo
escogeremos como modelo reducido el asociado a

B = arg;nin{é‘(fﬁ) + MBI}

y trataremos de probar que con probabilidad alta las garantias para el estimador
lasso son casi tan buenas como las que podriamos obtener conociendo el ‘verdadero

35
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valor’ de [3*.

3.1. Garantias incondicionales

En esta seccion se busca un resultado que garantice la consistencia para el
estimador lasso bajo el modelo (3.1). Para ello se supondré tnicamente que los
datos estdan normalizados de acuerdo con (2.4) y por tanto se tomardn las X
deterministas.

Procedemos a continuacion igual que se hizo en el capitulo previo para el
modelo (2.1), con la diferencia de que ahora se debe arrastrar el término + || X 3* —
FO(X)]3 que se anulaba en $* = 3° bajo la hipdtesis previa, como se observa a
continuacion.

De la definicién de B se tiene que para todo [5*

1 A . 1 . .
Y~ XBIB+ AIBIL < IV — X834+ MB
sustituyendo Y por f°(X) + € y desarrollando los médulos
1 . . .
= (Nell3 +26(£°(X) = XB) + 1/°(x) = XBI3) + A8l
1 * * *
< — (llellz +26(f°(X) = XB7) + [|£2(X) = XB[I2) + A5~
De donde se deduce de forma trivial

LIXB = PEOB+ABIL < X (3-8 + AT+ X6~ X3, (32)

Al igual que en el capitulo pasado se desea eliminar los términos aleatorios de
la desigualdad, por lo que se busca controlar el tamano del proceso

2 .
max —|ef XU,
1<ij<p n
Por suerte, a diferencia del proceso que nos interesaba bajo el modelo inicamente
lineal (no normal) este proceso vuelve a ser Gaussiano. De hecho es el mismo
proceso que ya se estudié después de (2.6), por lo que ya se conoce que si se toma

21 2
A = 204 | 21082p/0)
n
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entonces con probabilidad al menos 1 — 9,

200,
— max

Vn1<i<p

1

Ty (4)
X
O'\/ﬁ6

< o (3.3)

Combinando esto con (3.2) se obtiene que para todo 5* con probabilidad al
menos 1 — 0

XA~ PPOOIE + MBI < dolld — B+ AL+ IX B~ PN

ademas tomando A > 4\ y utilizando las propiedades de la notacion Sg definida
en (2.15) y definiendo S* = {j : 37 # 0}

+ M| Bgecl| + 4X]| 8%

4 A A A * 4 *
L1X5 — fU1 + X181 < M — . 2=

y por tanto

4 A 2 2 * 4 *
—[ X5 = fll3+ 3X|Bs-cllr < 5XBse = B[l + ~[1XB" = £°]l5. (3.4)

Del hecho de que la desigualdad anterior se cumple para todo 8* con probabi-
lidad 1 — ¢ se deduce el siguiente resultado

Teorema 3.1.1 Bajo el modelo (3.1), siendo 3 el estimador obtenido mediante

2log(2p/9)

el lasso con A = 8o se tiene que con probabilidad al menos 1 — 0

21og(2p/90)

1 A 1
—[| X8 — f°l3 < min [—HXﬁ — f°lI5 + 100
n B n n

||BS§ - 655”1] ’

donde Sg = {j : p; # 0}.

Este ultimo resultado prueba la consistencia del lasso con modelo mal especificado.
Sin embargo, esta esta muy lejos de ser la desigualdad ideal, porque el lado derecho
contiene el estimador 5’, al igual que ocurria en la segunda parte del Teorema
2.1.1. Buscamos por tanto una cota para el tamano de HBS — B§+]|1, esta cota
se conseguird al igual que en el capitulo anterior mediante la introduccion de la
condicién de compatibilidad.
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3.2. Garantias bajo dispersién

Como ya se ha comentado es comun que muchos de los atributos conocidos
no tengan influencia en el valor de la etiqueta. Sin embargo, a diferencia de lo
que ocurria en el segundo capitulo los atributos ya no tienen porqué modificar la
etiqueta de forma lineal. Por tanto para trabajar con mas facilidad estableceremos
un S* (en Definicién 3.2.1) que describird un buena aproximacién lineal de la
funcién f°. Seguird siendo comtin en la practica que muchos de los atributos no
intervengan en dicha aproximacién, de nuevo los atributos que intervienen forman
el conjunto activo S, = {j : 37 # 0}.

Es evidente que si se conociese el conjunto activo seria mas facil lograr una
aproximacién buena de 3* y por ende de f°, pero este conjunto es desconoci-
do. Sin embargo, al igual que en el capitulo anterior se presentan desigualdades
oraculo capaces de ofrecer garantias para el lasso similares a las que se obtendrian
conociendo el conjunto activo S*.

Para alcanzar esta desigualdad oraculo se distinguen dos casos, el primero, que
serd el mas favorable, cuando $* cumple

Al Bse — B

1 *
1 < —[lXB8T = O3
n

En este caso de (3.4) se deduce que con probabilidad al menos 1 — ¢ se satisface
la desigualdad ideal

4 A A 9 *
~[XB8 = f2ll5+ 3185 [l < ~(1XB" = fI3, (3:5)

de donde se deduce de forma inmediata

4 A A * 9 * 5 *
—1X6 ~ 5+ 38 = 87 < o i U5 + 3\ Bs — Bs.

. (3.6)

Como veremos posteriormente esta desigualdad es suficiente para probar el resul-
tado deseado en este primer caso.

El segundo caso, cuando * cumple

1 * A *
EHXﬁ — fI3 < MlBs+ — Bs-

1

da lugar a la desigualdad

4 2 A A *
415 - 218+ 3Ny < N — 55

1, (3.7)
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y por tanto a

4 . R .
EHXﬂ — O3+ 3M18 — B*[l1 < 12X||Bs — Be]l1- (3.8)

Conseguir extraer una desigualdad interesante en este caso serd mas laborioso
y requerird de hipétesis adicionales porque ahora no ha desaparecido el estimador
B del lado derecho. Para tratar con dicho estimador introducimos de nuevo la
condicién de compatibilidad, pero al igual que en el capitulo previo queremos
encontrar una desigualdad que B satisfaga siempre que se cumpla (3.3), para que
esta juegue el papel de la desigualdad (2.23) en la Definicién 2.21 y que no sea
necesario imponer la condiciéon de compatibilidad para todo . La desigualdad
que buscamos se puede extraer directamente de (3.7), pues

MlBsg Il < 31 Bs- — B3

cumple todos los requisitos.

1

Por simplicidad a esta desigualdad se le ha hecho coincidir con la del capitulo
anterior mediante la eleccion de un A que cuadriplique a \g. Esta eleccion se
puede modificar para obtener resultados ligeramente distintos pero con el mismo
espiritu.

Se recuerda por tanto que la condiciéon de compatibilidad se cumple el con-
junto de indices S C {1, 2, ..,p} si existe una constante ¢(S) tal que para todo
satisfaciendo

AlBsz ll1 < 3M|Bs- — B
se tiene ]S|
2 < TA X
18511t < gy (6758)

Es inmediato ver que la Nota 2.3.1 sigue siendo aplicable pues no requiere de
ninguna hipétesis sobre el modelo subyacente.

Y ahora que disponemos de la condicién de compatibilidad se puede deducir
de (3.8) que si el conjunto S* la cumple entonces en el segundo caso considerado
con probabilidad 1 — ¢ se tiene

122 /5] X (8 = 89>
Vno.
y utilizando las desigualdades 12uv < 18u? 4 2v? y 12uv < 6u? 4 6v? se tiene
A%s,

3

4 N R
~IIX5 = fOI3 + 308 = 87l <

2 AN 6 *
<255+ |XG - N5+ —| X8 - 7Ol
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y por tanto
As,

¢

2 D ) * 6 *
21XB = 13+ 303 - Al < 21X - P+ 24 (39)

Los resultados que hemos visto hasta ahora en este capitulo son validos pa-
ra todo £*, tomamos ahora un * que optimice las cotas dadas en un resultado
concreto, con la tnica restriccién de que dicho 5* cumpla la condicion de compa-
tibilidad, por ello se debe escoger como se desee W, una coleccion de conjuntos de
indices S que cumplen la condiciéon de compatibilidad. Esta coleccién nos permi-
tird escoger el £* que optimiza el resultado que se presenta posteriormente

Definicién 3.2.1 Sea ¥ una coleccion de conjuntos de indices S que cumplen la
condicion de compatibilidad

* ; l _£0 2 4)\28/3
B —cgfg%n{n!\Xﬁ f (X>”2+¢2<55)}’

donde Sg :={j: B; # 0} vy sg = |S5|.

Es claro que * es un estimador similar al estimador de seleccién del mejor
subconjunto (1.3) puesto que penaliza por un miltiplo del tamano del conjunto de
indices activos entre la constante de compatibilidad de dicho conjunto sz/$?(Sg).
Se espera por tanto que * tenga un conjunto soporte pequeno con una constante
de compatibilidad no demasiado pequena.

Por todo esto 3* serd un buen candidato para jugar el papel que 3° tenfa en la
desigualdad orédculo (Teorema 2.3.2) visto en el capitulo pasado. Y al igual que en
aquel resultado se busca una cota que, sin conocer la funcién f°, mejore cuanto
mejor se comporte dicha funcién, en este caso cuanto mejor se pueda aproximar
por una funcién lineal de un conjunto (pequenio) de atributos que satisfaga la
condicién de compatibilidad.

Gracias al estudio realizado anteriormente ahora bastard con conseguir una
desigualdad que englobe tanto a (3.6) como a (3.9) para encontrar un resultado
que se cumpla en los dos casos que se han distinguido. Ademas, como cada uno de
los dos términos que aparecen en estas desigualdades tienen valor inicamente por
separado, para poder alcanzar desigualdades mas finas sobre cada uno de estos
términos se presentan dos desigualdades,

As,

3

1,5 3 o
~|IXB = FOlE < 127+ —|IXBT - £
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y
— < -0 - Tz 8=
15 = 67lh = -~ 5 + ot

que claramente se satisface en ambos casos y de las que se deduce el siguiente
resultado.

Teorema 3.2.1 (Resultado ordculo) Sea U una coleccion de conjuntos de indices
que cumplen la condicion de compatibilidad, si se toma X\ > 4\g donde

N = 20) 2108(2P/0).
n

entonces con probabilidad al menos 1 — o

13— Bl < min L x5 O3 + 6oy | 2BER/0) 55 )
B:55€¥ \ da/2nlog(2p/0) n ¢Sﬁ
Y
1 A 012 , 3 012 0, _2108(2p/0) sp
- _ < b — NP OB
HIX - £l < i, (num P 2a O S) a0

donde B* estd definida como en la Definicion 3.2.1 y donde sz = |S4|.

Puede sorprender el tamano de las constantes en algunos de los resultados de la
memoria, como por ejemplo en la desigualdad (3.10) del Teorema previo. Cabe
destacar por tanto que durante este trabajo se otorga mayor relevancia a los ratios
de convergencia, que nos permiten comprobar que el estimador lasso continua
aprendiendo de forma adecuada incluso en situaciones adversas, como por ejemplo
cuando el modelo estd mal especificado como en el resultado previo. De hecho
en (3.10) se puede considerar mds preocupante el término con la constante mas
pequena puesto que por muy grande que sea el tamano de la muestra seguira
teniendo un tamano aproximadamente constante.

Destacamos aqui que si el modelo lineal fuese correcto, es decir fO(X) = XY
y ademds Sgo € U entonces la desigualdad (3.10) tomarfa la forma

LIX(3 - )3 < i (+29302—10g<2p/ i —ﬁ> ,

n B:SpeEV n Ss
nos damos cuenta de que aunque se ha trabajado en un marco mucho mas general
para alcanzar el Teorema 3.2.1, cuando hemos supuesto que el modelo lineal es
correcto, se ha recuperado la tasa de convergencia correcta (log(p)/n), aunque se
ha pagado cierto precio en forma del tamano de la constante.
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Capitulo 4

Funciones de pérdida convexas

Hasta ahora siempre se ha trabajado con la funcién de pérdida cuadratica,
pero como se menciona en la introduccién segun el problema se pueden escoger
distintas funciones de pérdida. Durante esta seccién se buscan las garantias que
tiene el lasso cuando se utiliza una funcién de pérdida convexa genérica [, en
particular nos interesan las funciones de pérdida hinge y logistica que permitiran
estudiar las garantias que tiene el lasso en el problema de clasificacién binaria
donde la etiqueta Y € {—1,1}.

Las funciones de pérdida suelen coger como argumentos a f, X e Y, pero
durante este capitulo las funciones de pérdida tendran como argumentos a f(X)
y a Y para facilitar la descripcién de propiedades sobre la funcion de pérdida. De
esta forma la funcién de pérdida hinge, representada en la figura 4.1 en rojo, esta
dada por

Ihinge (f(X),Y) = méx{0,1 — f(X) « Y}

es particularmente 1til para la clasificacién binaria mediante maquinas de soporte
vectorial duras (hard SVM en la literatura inglesa) puesto que no solo es una
funcién de pérdida convexa que acota la funcién de pérdida 0 —1 si no que ademas
casa muy bien con la filosofia de estos algoritmos, pues vale 0 para todas las
predicciones correctas que superan el margen y para el resto de predicciones la
funcién de pérdida toma el valor de la distancia del punto al margen correcto,
por lo que los errores se pueden calcular con productos escalares, permitiendo asi
transformaciones a dimensiones mas grandes en las que se trabajard mediante el
nicleo de la transformacion.

La otra funcion relevante es la funcion de pérdida logistica, esta funcion viene

43
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dada por
Lo (f(X),Y) = =Y f(X) +log(1 + exp(f(X)))

si la etiqueta Y € {0, 1} y equivalentemente viene dada por

log(f(X),Y) = loga(1 + exp(—f(X) *Y))

si la etiqueta Y € {—1,1}. Esta ultima funcién se representa en la figura 4.1 en
verde.

-2

Figura 4.1: Funciones de pérdida hinge (rojo) y logistica (verde).

Ambas funciones son 1utiles para el problema de clasificacion binaria porque son
acotaciones convexas de la funcién de pérdida 0-1. Aunque la funcién de pérdida
hinge es una cota mas fina la funciéon de pérdida logistica es més suave.

Ahora se describe la teoria que nos permitira dar garantias sobre el estimador



45

lasso tanto para la funcién de pérdida hinge, la logistica o cualquier otra funcién
de pérdida convexa.

Empezamos por describir el riesgo para una funcion de pérdida [ de una regla
f, que viene dado por

La regla 6ptima es
fY = argminR(f)
feF
donde F es el espacio de parametros. El exceso de riesgo de una regla f viene
dado por

e(f)=R(f) = R(/f")

En la practica es imposible calcular el riesgo de una regla f, porque depende de
la distribucién (desconocida) de las observaciones. En su lugar se trabaja con el
riesgo empirico

Ralf) = 5 YUY

Sobre la funcion de pérdida asumiremos convexidad en f, es decir, que para cada
Y fijo la funcién

z—=1(z,Y)

es convexa. Esto tiene sentido si asumimos que F es un espacio normado de
funciones (con norma que denotaremos || -|| ). Este espacio puede ser muy grande,
pero la regla f se busca en un subespacio F = {fs : § € R’} C F y supondremos,
ademds, que la aplicacién B +— fs es lineal (tipicamente f3(X@) = X®3 con
X ¢ RP. La mejor aproximacién f° en F es

0 0 :
Jarm = fﬁ%LMa con  Parm = arﬂg%nnR (fs)
cRP

En este marco el estimador lasso es

B = argmin (R, (f5) + All5]h)

En particular, definiendo
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y denotando a = f(z), para la funcién de pérdida logistica con etiquetas Y € {0, 1}
el riesgo de la regla f para un z fijo, viene dado por

1 1

E E(_Yf(X) +log(1 +exp(f(X)))|X =z| = E(—W(:B)a + log(1 + exp(a))).
(4.2)

Y derivando respecto de a e igualando a cero se puede calcular facilmente que

valor de a que minimiza (4.2) para cada x, de donde se deduce la regla de Bayes

que en este caso viene dada por

()

S () = T—r(z)

Por supuesto esta regla no se conoce de forma explicita por ser desconocida la
funcién 7(x), pero posteriormente se vera que con ciertas suposiciones sobre 7(x)
y sobre el modelo se pueden alcanzar resultados interesantes para el estimador
lasso con funcion de pérdida logistica en el problema de clasificacion binaria, pero
por el momento se vuelve al estudio de funciones convexas genéricas.

4.1. Garantias generales

Para alcanzar cualquier garantia en este escenario se debe estudiar, al igual
que en capitulos anteriores, un proceso empirico. Sabemos que la aleatoriedad en
este problema esta introducida la discordancia entre el riesgo y el riesgo empirico
que se denota para un 3 concreto por

En particular, como veremos en (4.6) nos interesa el superior en 3 y * del
proceso empirico

U (B) — vn(B%) = va(B = B7),

pero este proceso es imposible de controlar de forma global (para todo 8y £*),
principalmente porque tanto 8 como S* varian en un espacio finito dimensional.
Sin embargo, fijando §* (4.4) y restringiendo [ a una bola l; de radio M centrada
en 3* denotaremos el superior del proceso empirico por

Zy = sSup |vn(ﬁ) - Un(ﬁ*”a (43)
18—B*li <M

y podremos aprovechar la convexidad de las funciones de pérdida junto con alguna
hipétesis adicional para trasladar el problema al problema de controlar el tamano



4.1. GARANTIAS GENERALES 47

del superior en un conjunto finito del proceso empirico, que como veremos seremos
capaces de resolver bajo ciertas hipdtesis. Tomaremos

pri= arg;nin{é‘(fﬁ) + A8} (4.4)

con esperanzas de que este vector sea proximo a B por ser hacia donde tiende
el estimador cuando el tamano de la muestra tiende hacia infinito, ademas este
vector tiene evidentemente muy buenas propiedades estadisticas por lo que es
deseable comparar a nuestro estimador con él.

Procedemos ahora a plasmar el procedimiento descrito en el parrafo anterior
con més detalle.

Es claro que

E[Zu] =E | sup |’Un(5)—vn(ﬁ*)|]

I1B=B*L<M

y que denotando la iésima fila de X mediante X(;), v, se puede reescribir como

va(B) = %Z (1(fs(Xe). Yi) —E [1(fs(X(5), Yi)]) -

Se tiene por tanto que la esperanza de Z); es la esperanza del superior cuando
18— B*]ls < M de

n

%Z ((U(fs(Xw), Ya) = U fo- (X)), Vo)) — E [I(f3( X)), Ya) — U fo+ (X)), Yo)]) |-

i=1

En este contexto la Cota de Chernoff que se ha utilizado en otros capitulos no
es suficiente y tampoco lo es la version que se utilizé de la Desigualdad de Sime-
trizacion para tratar errores no Gaussianos en la seccion 2.2, si no que se debe
utilizar la version mas general de este Teorema en la que hay uniformidad en las
funciones I(f.(X;), Y;). Utilizando la Desigualdad de Simetrizacién (Apéndice A.2)
donde 79,79, ..., 7, son variables Rademacher (2.12) independientes entre ellas y
respecto de la muestra se deduce de la ecuacién anterior

n

%Zr (U fs( X)), V) = U fo (X)), V2))

E[Zy] < 2E sup

1B=B*1 <M

Suponiendo ahora que las funciones de pérdida son Lipschitz con respecto a la
primera componente con constante L, la Desigualdad de Contracciéon (Apéndice
A.3) asegura que

E[Zy] < 4LE sup

18—l <M

3o FlXe) — fir (X)) u -
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Y puesto que || — 8|1 < M para todo i

|fa( X)) = fa-(X5))] < M méx X,

1<5<p

Ademés por la Desigualdad de momentos de Hoeffding (Apéndice A.4)

se tiene

E[Zy] < AMLE

DlaX
1<5<p

E Tz %
n J

1<;<p

B12u] < A2y 25 E [ O]
n

y finalmente utilizando la Desigualdad de Markov se obtiene el siguiente resultado:

Lema 4.1.1 Sea Zy; como en (4.3), si la funcion de pérdida [(f(X),Y) es con-
vexa con respecto de la primera componente y Lipschitz con respecto de la primera
componente con constante L, entonces con probabilidad al menos 1 — §

Zu <

AML [2log(2p) E [

1L 2108 [y 0 M | (45)

1<5<p

Se podrian obtener mejores cotas probabilisticas utilizando la siguiente de-
sigualdad de concentracion debida a Bousquet, en vez de la Desigualdad de Mar-
kov que es claramente sub6ptima.

Teorema 4.1.2 (Desigualdad de Bousquet) Si
Evy(Z) =0Vyel, Vi,

n

1
=Y supEy?(Z) < 1

=1 er

y ademds para alguna constante positiva K,
[Vllee < K, ¥y €T

Entonces para todo t > 0,

P (Z >EZ + % +V2tV/1 + 2KIEZ) < exp[—nt].
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De todos modos la acotaciéon de Zp; que se da en (4.5) es bastante potente
y permite obtener de una forma elemental (pero muy fina) un resultado de con-
sistencia del estimador lasso utilizando funciones de pérdida convexa (Teorema
4.1.3). Para alcanzar este resultado comenzamos destacando que por definicién
para todo B y en particular para 3*

Ru(f5) + MBIt < Ralfs-) + A5

y por tanto que
£(f3) + MBll < e(f) + MBIl = [a(B) = va(8)] (4.6)

por lo que si se consiguiese probar que efectivamente ||B — B*||1 < M se obtendria
el resultado deseado.

Buscando probar esta proximidad entre B y B* se toma para cierto valor 0 <
¢ < 1 un nuevo vector de coeficientes 3 := tB + (1 —1t)B*. Gracias a la convexidad
(en algunos casos heredada de la funcién de pérdida) de todas las funciones que
intervienen se deduce de (4.6) y de la evidencia

e(for) + ANl < e(fae) + A"l = [0n(87) = va(57)]

que para este nuevo vector de coeficientes se satisface

£(f3) + MBIl < e(fae) + A8 = [oa(B) = va(8")]

Destacamos que esta cota es mucho mejor que la que se hubiese obtenido de (4.6)
sustituyendo §* por [ para resaltar la importancia de que la funcién de pérdida
utilizada sea convexa.

Ahora tomando astutamente
t= M
M*+ |8 = B*[l1

es claro que ) R
1B = 8%l = tllf = 57l < M7,
Yy que por tanto

e(f5) + MBIl < e(fs) + MBI + Zar-,

de donde se obtiene

B =B < e(fa) + 2871 + Zr,
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Ademas gracias al Lema 4.1.1 que nos permitia controlar el tamano de este
proceso empirico sabemos que tomando

4L [2log(2
N = 2L ME[

g [ o

1<j<p
con probabilidad al menos 1 — ¢
AIB = Bl < e(fa) + 2MB7 [l + Ao M™ < 20 M,

de donde si tomamos A > 4\ se deduce que con la misma probabilidad

M+ 1B = B la M* _ M+ |8 = 57[|x
2

~ 1 ~
_ [* — _ R* < < M*
16— Bl = 13— o)y < MW= M <

y esto es justo lo que necesitabamos para terminar de probar el siguiente resultado

Teorema 4.1.3 Tomando A\ > 4)q, donde

—— 2log(2p) {

=\ ZE R | X O3

1<5<p } '

Con probabilidad al menos 1 — o

e(f) + MBI < arggﬂn@ (e(f5) + 2711811 ) (4.7)

Si se tuviese por ejemplo que las columnas de X tienen norma mas pequena

que 1, entonces
AL [2log(2p)
o = ) =
) n

y (4.7) se convertirfa en

Esto es suficiente para ver la consistencia del lasso en este escenario, sin embargo,
para mejorar este resultado se deben anadir hipotesis tal y como se discute en la
seccion venidera.
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4.2. La condiciéon sobre el margen

En la seccion previa para obtener garantias sobre distintas funciones de pérdida
se ha requerido convexidad a dichas funciones, imitando las propiedades de la
funciéon de pérdida cuadratica. Una de las mayores ventajas de la funcion de
pérdida cuadratica es que tomando una clase de reglas suficientemente pequena
el exceso de riesgo crece estrictamente de forma cuadratica alrededor del éptimo.

Situaciones similares a esta son muy deseables pues cuanto mas ‘marcada’ sea
la funcién del riesgo entorno al éptimo, menos relevantes seran las perturbaciones
que muestra el exceso de riesgo empirico con respecto al real. Para formalizar las
situaciones mas deseables se presenta la siguiente definicién.

Definicién 4.2.1 Dada una clase de reglas ‘H, la condicion sobre el margen se
satisface para la funcion estrictamente convera G si

e(f) = GAIf = FID (4.8)
para todo f € F,,:={f e H:||f — f° < u}.

Ademas, diremos que el margen es cuadrdtico si

e(f) Zelf = 113
con ¢ >0 para todo f € F,:={f e H:||f— fOl <u}

Para la funcion de pérdida logistica podemos probar que se satisface la con-
dicion sobre el margen cuadratico asegurando que para todo x en el minimo de
(4.2),a = 15;25)7 la segunda derivada de (4.2) con respecto de a es mayor que una
constante ¢ > 0, es decir, asegurando que

m(x)(1 —m(z)) > ¢

para todo z.
Por lo que si para alguna constante ¢ se tiene

t<m(x)<1-—t

entonces para la funcién de pérdida logistica se satisface la condicion sobre el
margen cuadratico con constante

c=t(l—1).
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Cabe destacar que de la condicién sobre el margen no se deduce necesaria-
mente la convexidad, sin embargo, es un argumento en general mas fuerte que la
convexidad a la hora de probar resultados. Destacamos también que gracias a que
se pide que (4.8) se satisfaga para una funciéon G convexa se pueden aprovechar
algunas propiedades de la funcién GG y de su conjugada convexa. Esta conjugada
coincide con la Transformada de Legendre, y viene dada por

G*(v) := sup{uv — G(u)},v > 0.

u

Una propiedad particularmente interesante que se deduce directamente de la de-
finicién es que

G*(v) + G(u) == uv Yu,v > 0,

ademds se menciona como curiosidad (véase [1]) que

(G =G.

A lo largo de esta seccion se estudian las garantias que se pueden obtener
para el estimador lasso si se satisface tanto la condicién sobre el margen como la
condicién de compatibilidad. Esta ultima condicion se redefine a continuacién de
tal forma que relacione la norma L; con una norma || - || en el espacio de funciones
lineales.

Definicién 4.2.2 La condicion de compatibilidad se satisface para un conjunto S
si para todo ||Bscl||1 < 3||Bs|l1 existe una constante ¢(S) > 0 tal que

1817 < [1£s11%151/%(S)-

Para mejorar los resultados obtenidos en la secciéon anterior partiremos de
nuevo de (4.6)), que asegura que

2(f3) + MBIl < e(fa) + A8 = [0a(B) = va(8Y)]
para todo B*. Y paralelamente a la seccién previa definimos

ZM = sup |'Un(6) — Up (ﬁ*>’>
1B—B*1 <M

donde * viene dado por

f* = argmin <3€ (far) +2G™ (4)\\/§)> :

B:Sge¥ Qb*
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Ademas por simplicidad en las cuentas tomamos la notacion
36 (fa 4\\/5,
et = B e (V)
2 Oy
M* = err* /X,

que nos permitird probar el siguiente resultado con mayor facilidad.

Teorema 4.2.1 (Resultado ordculo)

Sea ¥ una coleccion de conjuntos que cumplen la condicion de compatibilidad
y suponiendo que las columnas de X tienen norma menor que 1.

Si se satisface la condicion sobre el margen en F,, con funcion estrictamente
conveza G y que fg« € F,, y fz € F, para todo B con ||B — B*||1 < M*. Y si
ademds la funcion de pérdida z — l(z,y) es Lipschitz con constante L entonces
con probabilidad al menos 1 — 9 se tiene

2 pax 30\/_ * 4L\/8_/3>
7 5”1—55@(1@@ )46 (5 )

(/) < jin, <6€ (f5) + 4G (27L vgiiogfp ))

Demostracion. Para empezar destacamos que del Lema 4.1.1 es claro que si

4L [2log(2p)
) n

entonces con probabilidad al menos 1 — §

)\0:

Ademas al igual que se hicimos en la seccién previa si tomamos
B=t3+(1-1)p",

con M

M+ |18 = Bl
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entonces por el mismo argumento de convexidad que se utiliza en dicha prueba se
tiene de (4.6) que

£(B) + MBIl < Zurs +e(87) + A|B" |l < AoM™ + £(8%) + All51,
y usando la notacién Bg definida en (2.15) y sus propiedades obtenemos

e(B) + AlBsellr < err* +e(8%) + Al|Bs. — 57| < 2err™ + Allfs. — B7[h- (4.9)

Consideramos ahora dos casos distintos: Caso 1:
MBs, = B < err”,

por tanto de (4.9) B .
e(B) + Al Bsell < 3err”

y por el caso actual

e(B) + AllB — B*|lx < derr® (4.10)
de donde si se escoge A\ > 8\ se deduce facilmente
~ err* Ao M*
— B <4 =4—M"< .
13-l < 477 = 4200 < X

Caso 2: )
AMBs, — B*||1 = err™,

por tanto de (4.9)
M Bsell < 2err™ + A||Bs, — Bl < 3MBs. — 571
Y de la condiciéon de compatibilidad

18s. = Bs-1h < V5.l fz = foll/ -

por lo que también de (4.9)

e(B) + ABs. ll1 + AllBs, — B5-lly < err™ +(8%) + 205,11 f5 — fo+ 1|/ s

Por la definicién de conjugada convexa para todo u,v > 0

w < G*(u) + G(v),
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se tiene

20Vs.\fp = faell/o” < % (4MW5./ 07115 = £+ AMs. /7| fs = 1)
< 5 (€ (1VE/) + G (13— 1°l) + G (105./6) + G (I — 1),

y de la condicién sobre el margen

NG5 — fall )67 < G <‘“f) Fe(B)/2 452

Por lo que poniendo todo en conjunto se deduce

e(B)/2+ M| — B*||l1 < err™ +3e(B)/2 + G* (4)\%/8_*) = 2err* = 2 \gM"*,
(4.11)

de donde .
18— B*l1 < 2MM* /X < M*/4 < M* /2.

En ambos casos se ha obtenido

16 = 8|l < M* /2,

lo cual permite concluir

16 =Bl =

< M™.

18 =81k _ M+ 115 = 87
t 2

Ahora repitiendo los argumentos previos reemplazando 3 por ,é se llega bien
a (4.10) o bien a (4.11), de donde recordando que
4L [2log(2p)
) n
y que A > 8)\g, se deduce el resultado deseado. O

Ao

Corolario 4.2.2 Bajo las mismas condiciones del Teorema 4.2.1 si ademds se
satisface la condicion sobre el margen para una funcién cuadrdtica G(u) = cu? se
tiene con probabilidad al menos 1 — ¢

15L21
e(f3) < jmin, <6e () + 2 W) ,

copg n

porque el convezo conjugado de G es G*(v) = v?/(4c).
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Se observa que la funcién de pérdida logistica l;,,(f(X),Y’) con etiquetas Y €
{—1,1} es Lipschitz con respecto la primera componente con constante

L =1/log(2),
por ser
8llgg(a, Y) . 1 < 1
da ~ (1+e2)log(2) ~ log(2)

Puesto que ademés se ha probado previamente que bajo ciertas condiciones
tomando la funcion de pérdida logistica se satisface la condicién sobre el margen
cuadratico se concreta el siguiente resultado.

Corolario 4.2.3 Sea V¥ una coleccion de conjuntos que cumplan la condicion de
compatibilidad y

B* = min (66 (fa) +

2P L2K? log(2p)sg
B:Sgev

t(1 —1)¢%,0%n

Asumiendo que || fg- — f60|| < uy quellfs — fﬁOH < u para todo B con
18— B*|l1 < M*, y que para algin t

t<m(x) <1—tVuz,

donde 7(x) estd definida en (4.1).

St ademdas las columnas de X tienen norma menor que 1, entonces se cumple
con probabilidad al menos 1 — §

(fz) < min (65 (fa) +

21512 K% log(2p)ss
- ﬂ:SﬁE\I’ '

t(1 —1)¢%,0°n

Demostracion. Ya se ha probado previamente, después de definir la condiciéon
sobre el margen que bajo las condiciones del Corolario la funcion de pérdida
logistica satisface la condicién sobre el margen cuadratico con constante t(1 — ).

Ademas es claro que las condiciones del Teorema 4.2.1 se satisfacen en este
Corolario, en particular
A > 8.
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Por ello del Corolario 4.2.2 se deduce el resultado. O

Comentamos aqui que al igual que ocurria en el Teorema 3.2.1, que a pesar de
haber trabajado en un escenario mas general si suponemos que el modelo lineal
es correcto se recuperarian las tasas de convergencia que se daban en el Teorema
2.3.2 tanto para el Corolario 4.2.2 como para el Corolario 4.2.3, aunque esto sea
a costa de pagar un precio en forma de constante.
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Capitulo 5

Conclusiones

Este tltimo capitulo pone en perspectiva los resultados obtenidos a lo largo
de esta memoria con los que se obtuvieron en [4]. Aunque durante este trabajo
se ha tratado el problema de regresion en el contexto de la estadistica de alta
dimensién y en [4] se traté el problema de clasificacién binaria en estadistica cldsica
buscaremos comparar ambos paradigmas. Para ello comenzamos introduciendo el
paradigma de aprendizaje PAC.

Uno de los primeros paradigmas de aprendibilidad en el contexto del Machine
Learning es el concepto de aprendizaje probablemente aprorimadamente correcto
(aprendizaje PAC) introducido por Vapnik (ver [19]) formalizado posteriormente
por Valiant (ver [18]). En este marco consideraremos que una clase de reglas H es
aprendible PAC si existe un algoritmo tal que con una probabilidad alta escoja
una regla casi tan buena como la regla 6ptima dentro de la clase. Esto se formaliza
a continuacion.

Definicién 5.0.1 (Aprendizaje PAC) Se dice que una clase de reglas H es apren-
dible PAC si existe un algoritmo de aprendizaje A y una funcién my, : (0,1)> = N
tal que para todo €,6 € (0,1), si m > my(e,d), entonces para cualquier distribu-
cion D, con probabilidad al menos 1 — & sobre la eleccion de la muestra S ~ D™
se tiene:

Rp(A(S)) < min Rp(h) + (5.1)

29
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donde Rp(h) = ( E [loi(h,z,y)] es el riesgo bajo la distribucion D para la

T, Yy)~
funcion de pérdida 0-1, que toma el valor 0 si h(z) =y y toma el valor 1 en caso
contrario.

Destacamos que aqui se busca una regla que sea capaz de aprender bajo cual-
quier distribuciéon D. Se observa ademdés que a diferencia del resto del trabajo
donde se buscan garantias para un tamano de muestra fijo aqui se busca el ta-
mafno de muestra necesario para obtener las garantias deseadas, en particular
my(€,9) se conoce como complejidad muestral y es el minimo tamano de muestra
necesario para que con probabilidad al menos 1 — ¢ se cumpla (5.1), por lo que si
my(€,0) < Ve, § > 0 entonces la clase H serd aprendible PAC.

Como se prueba en [4] (Corolario 1.3.2) si la clase es aprendible PAC entonces
el algoritmo de minimizacién del riesgo empirico (MRE) es vélido para conseguir
las garantias necesarias en la Definicién 5.0.1. Ademas también se prueba en ese
trabajo que es posible caracterizar las clases de reglas PAC mediante el concepto
combinatorio de dimensién de Vapnik-Chervonenkis que mide la complejidad de
las clases y sobre el que se puede consultar méas en [5]. Esto conduce al resultado
que enunciamos a continuacion, que se conoce como Teorema Fundamental del
Aprendizaje Estadistico, y que estd probado en su forma mds general en [14]
(Theorem 6.7).

Teorema 5.0.1 (Teorema Fundamental del Aprendizaje Estadistico) Dada una
clase de reglas H son equivalentes:

1. El algoritmo MRE permite aprender de forma PAC en H.
2. 'H es PAC aprendible.

3. H tiene dimension-VC finita.

Ademas existe una version cuantitativa del Teorema Fundamental del Apren-
dizaje (en [14] Theorem 6.8) que nos ofrece cotas de cardcter similar a las que se
han obtenido a lo largo de la memoria.

Teorema 5.0.2 (Version Cuantitativa del Teorema Fundamental del Aprendizaje
FEstadistico) Sea H una clase de funciones con llegada en {0,1} con dimVC =
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d < 00, entonces utilizando la funcion de pérdida 0-1 existen constantes C,Co
que asequran que H es aprendible PAC' con complejidad muestral
d+log(1/9) dlog(1/e) + log(1/6)
Cp———=<

mH(e,é) S OQ .
€ €

Se puede probar que las funciones lineales en R? combinadas con la funcién
signo construyen una clase H,, de funciones con llegada en {0, 1} y de dimV C(H,,) =
p (ver [10] para dimV C(H,) < p y la otra desigualdad es fécil de probar). Y por
tanto con un tamano de muestra n para que de forma uniforme en las distribu-
ciones se cumpla la desigualdad (5.1) con probabilidad al menos 1 — § para el
algoritmo MRE y la clase H,, el € necesario cumple para cierta constante C

¢ > ¢, Pt log(1/o).
n

Vemos por tanto que para exigir uniformidad en las distribuciones y utilizando
la funcién de pérdida 0-1, se debe tomar un € de orden al menos p/n, que es un
orden horroroso en estadistica de alta dimension. En cambio, prescindiendo de
la uniformidad en las distribuciones y tomando funciones de pérdida que acoten
a la funcién de pérdida 0-1 (como la funcién de pérdida hinge o logistica), tini-
camente es necesario un € de orden a lo sumo log(p)/n como hemos visto por
ejemplo en el Teorema 4.2.1. Se destaca por tanto lo irreal que es el paradigma
de aprendizaje PAC, para el que ademas se necesita el algoritmo MRE, que no es
computacionalmente eficiente y por tanto no puede ser llevado a la practica.

Todavia se podrian buscar més argumentos en contra del paradigma de apren-
dizaje PAC y a favor de la teoria desarrollada en esta memoria, pues por ejemplo
como se muestra en el siguiente contraejemplo no existe ningin algoritmo de-
terminista capaz de aprender de forma PAC una clase de regresores lineales si
cambiamos la funcién de pérdida 0-1 por la funcién de pérdida cuadratica.

Ejemplo 5.0.1 Se toma el algoritmo determinista A y se procede mediante reduc-
cion al absurdo, suponiendo que el algoritmo A junto con la funcion de complejidad
m : (0,1)? = N hace al problema de regresién lineal en R aprendible PAC para la
funcion de pérdida cuadrdtica.

Se escogen los valores € = 1/100, § = 1/2 y un m > m(e,d) suficientemente
grande. Y se buscan dos distribuciones tales que ningun algoritmo determinista
pueda simultdneamente cumplir que con probabilidad al menos 1 — § el exceso de
riesgo de la regla devuelta por el algoritmo A(S) sea menor que delta para ambas
distribuciones.
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_ 1og(100/99) o _
Para ello se define p = ==5 = y se toma la distribucion Dy siempre devuelve
el elemento z; = (u, —1) y la distribucion Dy que devuelve con probabilidad 1 —
de nuevo el elemento z; = (u, —1) y con probabilidad u el elemento z, = (1,0).

Es fdcil ver que para ambas distribuciones con al menos un 99 % de probabilidad
toda la muestra estard formada por el elemento zy, esto es trivial para la primera
distribucion y para comprobarlo para la sequnda basta observar que para un m

suficientemente grande
(1—p)™ > e 2™ =0,99.

Por ello con probabilidad de al menos 99 % el algoritmo determinista A devolverd
un regresor lineal [3.

Si este regresor 3 es menor que —1/(2u) entonces su riesgo para la distribucion
Dy serd

Rp,(B) > u(—1/(2w))* = 1/(4p),

mientras que el menor riesqo bajo esta distribucion es

minfip, (8) < Rp.(0) = (1= w)(~1 =1

por lo que el exceso de riesgo asociado a 3 < —1/(2u) bajo la distribucion Dy es
Rp, (B) minfip,(f) 2 1/(4u) — (1 —p) > €,

para m suficientemente grande.

Si por el contrario este regresor 3 es mayor que —1/(2u) entonces su riesgo
para la distribucion Dy serd

Rp, () = (=) (21) = (=1))* = 1/4,

mientras que claramente existe una regla con riesgo 0, por lo que en este caso el
exceso de B> —1/(2u) bajo la distribucion Dy es mayor que 1/4.

Se deduce por tanto que no existe ningun algoritmo determinista que funcione
de la forma deseada bajo las dos distribuciones simultdineamente y que por tanto
la convexidad de la funcion de pérdida no es suficiente para garantizar que el
problema de regresion es aprendible PAC.

Quedan claras por tanto las ventajas de la teoria desarrollada en esta memoria
frente al paradigma de aprendizaje PAC.



Apéndice A

A.1. Cota de Chernoff para normales estandar

Sea Z una variable aleatoria normal estdandar
P[Z >t <e /2

para todo t > 0.

Demostracion. Vease en primer lugar que para todo s > 0 y para todo ¢

o

E
SAy S 1
E[GX’]: t\/%

©  q )

_ 57/2 —(t—s) /th

e e
/oo V2T
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Ademés,
P[Z >t =P [GSZ > GSt] <E [esz} oSt o5t /2—st

y como esta cota es vélida para todo s > 0 se toma el valor s =t que la optimiza
y proporciona el resultado deseado. O
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A.2. Desigualdad de Simetrizacién

Sea v una funcion real y sean ry,rs, ..., r, variables i.i.d. Rademacher indepen-
dientes de las variables 21, Zs, ..., Z,, entonces para todo m > 1
m)

(sg; > 0(2)~ B (20} ) <2"E (sgg

A.3. Desigualdad de Contraccion

n

Z Y (Zz)

i=1

Sean z, 29, ..., 2, elementos no aleatorios del espacio Z, siendo H una clase
de funciones en Z que toman valores reales y siendo ~; funciones Lipschitz con
constante L.

Entonces siendo 1,79, ...,7, variables Rademacher (definidas en 2.12) para
cualquier funcién fg- : Z2 - R

<§‘lel7l-)t Z i {vi (f Yi (fF (Zz))}|> <2LE (SUP

feH
A.4. Desigualdad de momentos de Hoeffding

n

Zﬁ' (f () = [ (Zz))|>

=1

Sean Z1, Zs, ..., Z, variables aleatorias que toman valores en Z 'y v1,%2, ..., %
funciones de dicho espacio en la recta real tales que

Ev; (Zi) = 0,|v(Z)] < iy,

para todo i < n,j <p.

Entonces para todo m > 1 satisfaciendo p > ™!, se tiene

Z’YJ

E max
1<5<p

m n m/2
< [21og(2p)]™? méax [Z c?’j] :

1<5<
)P i—1
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