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Prologo

Este libro resume las experiencias de 35 afios de docencia e involucramien-
to en la investigacion bioldgica, especialmente en el campo agronémico. Sin em-
bargo, la estadistica es una sola y las mismas técnicas que se presentan aqui pue-
den aplicarse en todas las dreas del conocimiento.

Los estudiantes, instructores y técnicos de las ciencias bioldgicas aplicadas,
que requieren informacién para sus tesis y proyectos, tienen por lo general limi-
tado acceso a especialistas a quienes consultar. Es cierto que hay varios textos de
estadistica y disenos experimentales, aunque relativamente pocos en espanol y
con traducciones no siempre claras. Ademas, algunos son extremadamente com-
plejos, con pocos ejemplos practicos y presuponen un alto nivel de matematicas
para su comprension. Estas restricciones fueron el principal motivo para escribir
este libro, que se espera contribuya a un mejor y mas eficiente uso de los métodos
de andlisis estadistico.

Este texto comienza desde los fundamentos de la estadistica. Describe el
significado de la variaciéon y la importancia de su estudio. Establece temprana-
mente la relacién entre poblacion y las muestras que pueden extraerse de ella, un
aspecto que se descuida y que es esencial para comprender esta ciencia. Enfatiza
en el hecho de que la estadistica s6lo provee un nivel de probabilidad para las hi-
potesis planteadas, nunca certezas absolutas. Explica los procesos para la selecciéon
del disefio experimental que mds se ajuste a las circunstancias, el analisis estadis-
tico correspondiente al modelo y las pruebas posteriores para comparar las me-
dias de los tratamientos. Incluye también algunos aspectos que no son comunes
o suficientemente explicados, como la prueba de homogeneidad de las varianzas,
la prueba de aditividad, los experimentos factoriales fraccionados, la transforma-
cién de datos que violan las presunciones del andlisis de varianza y varias pruebas
de la estadistica no paramétrica.

Se ha tratado de mantener un adecuado equilibrio entre la teoria y las apli-
caciones précticas, con explicaciones ficiles de entender, si se dispone de conoci-
mientos bésicos de adlgebra, en la mayoria de los casos. Varios ejercicios provienen
de la experiencia propia del autor; otros, de su participacién en decenas de tesis;
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algunos, como resultado de consultorias para evaluaciéon de proyectos y unos po-
cos, mediante simulaciones computarizadas. Por razones diddcticas se presentan
los andlisis paso por paso, indicando las férmulas necesarias para este objetivo.
Los resultados se corroboran con andlisis ejecutados con el programa Statistix',
pero puede usarse cualquier programa de preferencia del estudiante.

El material de este texto podria usarse en dos cursos universitarios. El pri-
mero, de estadistica basica, del capitulo 1 al capitulo 10. El segundo, un curso de
disenos y técnicas experimentales, del capitulo 11 al 24. En cursos de maestrias, el
autor ha empleado todo el material, con un repaso rapido de los primeros capitu-
los y mayor énfasis en los capitulos posteriores.

Por dltimo, se aspira a que investigadores y estudiantes, a través de estas pa-
ginas, puedan identificar mejores practicas para la planificacién de experimentos
y andlisis de datos.

1 Statistix 9. Analytical Software. Tallahassee, Florida. www.statistix.com
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Capitulo 1
Introduccion

“Un dia llegard en que el pensamiento estadistico serd
tan necesario para ejercer la ciudadania con eficiencia,
como la capacidad de leer y escribir” Herbert G. Wells?.

La célebre frase de H.G. Wells demuestra la importancia que en la vida dia-
ria tiene la estadistica. Este conocimiento nos permite formar juicios criticos, con
fundamentos légicos, sobre aspectos tan diversos como el manejo de la economia,
los avisos comerciales, el cambio climatico, las tendencias en medicina, los diag-
nosticos médicos, las noticias, las encuestas comerciales y politicas, los postulados
religiosos, etc.

La estadistica como ciencia y técnica es una herramienta esencial de apoyo
en todas las dreas del saber humano y un elemento imprescindible para la toma
de decisiones. El avance de todas las ciencias ha sido en gran parte el resultado
de la aplicacién de métodos estadisticos para la evaluacion de hipoétesis. Este ha
sido el caso de todas las ciencias experimentales puras y aplicadas, como biologia,
quimica, fisica, astronomia, agricultura, medicina, psicologia, etc.

En el campo especifico de las ciencias agricolas, el conocimiento de la es-
tadistica es esencial para planificar experimentos; analizar el contenido de la lite-
ratura cientifica; presentar propuestas de investigacién a organismos nacionales e
internacionales; participar en proyectos de investigacion para la generacién, adap-
tacién o validacion de nuevas tecnologias; escribir articulos cientificos; participar
en programas de transferencia de tecnologias; realizar pruebas de evaluacién de
nuevos insumos agricolas como fertilizantes, pesticidas, variedades, semillas, mé-
todos de manejo, etc.

2 Escritor y filosofo inglés. https://www.goodreads.com/author/quotes/880695.H_G_Wells
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1.1. éQué es la Estadistica?

Estadistica es la parte de las matemadticas que estudia las caracteristicas de
las muestras y de las poblaciones de las que provienen. La estadistica es una he-
rramienta que nos sefiala los procedimientos para generar, organizar, analizar e
interpretar datos con el propésito de solucionar los problemas cotidianos en to-
dos los campos. Proporciona, ademads, un soporte de racionalidad a las decisiones.
El lenguaje de la estadistica es la matematica, en consecuencia, se requiere del
conocimiento de los fundamentos mateméticos y de los modelos de representa-
cién para comprender los alcances de sus aplicaciones. Como generalmente las
poblaciones son muy grandes o inaccesibles, para conocer sus caracteristicas es
necesario trabajar a partir de muestras.

La Estadistica se divide en dos dreas: La Estadistica Descriptiva y la Estadis-
tica Inferencial.

La Estadistica Descriptiva tiene que ver con la recolecciéon de datos, su
organizaciéon en cuadros, la representacion gréfica de los mismos y el célculo
de valores como frecuencias, mediana, media, desviaciéon estindar y otros. Su
papel esencial es proveer informacién basica inicial para la planificacién y toma
de decisiones.

La Estadistica Inferencial, como su nombre lo indica, se emplea para rea-
lizar estimaciones o inferencias a partir de la informacién generada por la Esta-
distica Descriptiva. Esto es, a partir de los resultados obtenidos con las muestras
se llega a conclusiones relacionadas con las poblaciones. Para esto, la estadistica
inferencial se fundamenta en el célculo de probabilidades, por lo que el nivel de
certeza de sus conclusiones no es absoluto.

Podemos también decir que la Estadistica Inferencial es la ciencia pura y
aplicada que permite crear, desarrollar y aplicar técnicas para evaluar los resul-
tados de experimentos. La Estadistica Inferencial es una herramienta de la inves-
tigacion, es decir un medio para arribar a conclusiones y no un fin en si misma.

En todo caso es bueno tener en mente que la Estadistica es s6lo una herra-
mienta. Cabe citar lo que indican Steel, Torrie y Dickey (1997), en el capitulo 1
con respecto a la interpretacion de resultados: “Es el drea de investigacion la que
debe proveer las respuestas. A veces los investigadores se olvidan de que son ellos
los que deben pensar. La Estadistica no puede pensar por ellos”



INTRODUCCION

19

1.2. Breve historia de la estadistica®

La historia de la estadistica es la historia del hombre sobre la tierra. Sin
duda empez6 con interrogantes sobre las distancias recorridas, los cambios de es-
taciones y de clima, la distribucién de plantas y animales, la cantidad de alimento
disponible, entre otras variables.

El nombre de “estadistica” viene de Estado. Se conoce que las civilizaciones
antiguas registraban la produccion, el comercio, el ndmero de habitantes y otros
datos. El primer censo que registra la historia y que tuvo como finalidad reclutar
soldados e imponer impuestos, se realizé en el imperio romano por orden del Em-
perador César Augusto (63 A.C.-14 D.C.)". Estas “estadisticas” eran necesarias para
el manejo del Estado y la planificaciéon de la guerra y los territorios conquistados.

Pero la estadistica como ciencia se inicia a mediados del siglo XVII, cu-
riosamente por una discusion sobre las apuestas con dados y las experiencias del
jugador Chevalier de Meré. Esto condujo a la formulacién de la teoria de las pro-
babilidades y la distribucién binomial por parte de dos famosos matematicos
franceses: Blaise Pascal (1623-1662) y Pierre Fermat (1601-1665). Surgié enton-
ces el concepto de la posibilidad de predecir eventos futuros, con cierto grado
de certidumbre y sobre una base matematica. A partir de esto, muchos grandes
pensadores han contribuido al desarrollo de la estadistica. A continuacién, se
mencionan algunos personajes y sus aportes que han significado contribuciones
importantes para esta ciencia.

Eltrabajo del matematico suizo Jacob Bernoulli (1655-1705) demostré que
amedida que aumenta el tamafio de la muestra, la media de la muestra se aproxi-
ma mds y mds a la media de la poblacién. En esto contribuyé también Abraham
de Moivre (1667-1754), quien publicé la ecuacién de la curva normal en 1733,
aunque no la aplicé a datos experimentales. Estas observaciones condujeron a la
formulacion del Teorema del Limite Central, que es el fundamento en el que se
basa la Estadistica Inferencial.

3 Informacién sobre la historia e importancia de la estadistica se encuentra en varios textos.
Dos referencias recomendadas son: 1. Salsburg, D. 2001. The Lady Tasting Tea. How statistics
revolutionized science in the twentieth century. W.H. Freeman and Company. New York. 2.
Steel, R.G., ].H. Torrie, D.A. Dickey. 1997. Principles and Procedures of Statistics: A biometrical
Approach. Third Edition. The McGraw-Hill Company, Inc. New York.

4 http://www.imperivm.org/articulos/augusto.html
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Posteriormente, dos famosos matemadticos y astrénomos, el francés Pierre
Simon de Laplace (1749-1827) y el alemédn Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
desarrollaron en forma independiente la ecuacion de la curva normal y aplicaron
sus principios a su trabajo. Laplace demostré la importancia del uso de proba-
bilidades para la interpretacién de datos cientificos, en su caso con relacion a las
6rbitas de Jupiter y Saturno. Laplace también demostré matematicamente el Teo-
rema del Limite Central®. Por su parte Gauss, considerado uno de los mas grandes
matematicos de todos los tiempos, desarroll6 el método de “cuadrados minimos”.
Este método reduce a un minimo la estimacion del “error” en el andlisis de datos
y le sirvi6 a Gauss, en sus estudios de astronomia, para reencontrar el asteroide
Ceres y calcular su 6rbita.

La contribuciéon de Sime6n Denis Poisson (1781-1840) tiene que ver con
un caso especial de la distribuciéon binomial, en la que la probabilidad de ocu-
rrencia de un evento es sumamente baja. Una aplicacion histdrica de la llamada
“distribucion de Poisson” se dio en la Segunda Guerra Mundial, cuando el esta-
distico R. D. Clarke pudo determinar que las bombas V1 y V2 no iban dirigidas a
blancos especificos en Londres, lo que hubiera cambiado la estrategia de defensa
contra los ataques aéreos alemanes.

La investigacidn en estadistica tedrica y aplicada continud en el siglo XIX
con las contribuciones de los britdnicos Francis Galton (1822-1911) y Karl Pear-
son (1857-1935). Galton, primo de Charles Darwin, estudié la asociaciéon de va-
riables y desarroll6 los conceptos de regresion y correlacion, que fueran luego
ampliados y perfeccionados por Pearson. El anilisis del grado de asociacién de
variables cuantitativas independientes recibi6 el nombre de “correlaciéon de Pear-
son”. El concepto de la distribucién de Ji-cuadrado y las aplicaciones correspon-
dientes se deben también a Pearson. Tanto Galton como Pearson, preconizado-
res de la eugenesia, hicieron multiples observaciones biométricas, relacionadas
especialmente con la herencia de caracteristicas como la altura y la inteligencia
humanas. Pearson cre6 la revista cientifica Biometrika en 1901 y que se publica
hasta la fecha. Por sus grandes aportes a Pearson se lo considera como uno de los
fundadores de la estadistica.

Mientras Pearson trabajé con muestras grandes, uno de sus estudiantes,
William Sealy Gosset (1876-1937) desarroll6 empiricamente, extrayendo barajas
al azar, la distribucion ¢y la prueba del mismo nombre para muestras pequeias.

5  http://www.math.duke.edu/education/postcalc/probability/prob1.html
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El concepto de la prueba ¢ de Student, seudénimo en alusion a su profesor Karl
Pearson, se publicé en la revista Biometrikay se convirtié en un elemento de gran
importancia para la experimentacion e investigacién. Un dato curioso, relaciona-
do con lo anterior, es que el astrénomo alemén Friedrich Helmert habia encon-
trado matemdticamente, ya en el afio 1875, la ecuacion de esta distribucién. Sin
embargo, posiblemente no vio sus aplicaciones practicas.

Aunque ya se conocia que la variacién de las observaciones experimen-
tales podia separarse en varios componentes, fue el estadistico y genetista inglés
Ronald Fisher (1890-1962) el creador de los métodos de andlisis de varianza y
de los disefios experimentales. Fisher trabajé como estadistico de la Estacién Ex-
perimental Rothamsted e introdujo los conceptos de repeticion, aleatorizacion,
error experimental, bloqueo, covarianza, fusiéon de efectos, grados de libertad y
otros en la investigacién agropecuaria. Su libro “Métodos Estadisticos para Inves-
tigadores”, publicado en 1925, ha sido una guia clave para la experimentacioén en
agricultura y otros campos. A Fisher se le debe el desarrollo de la distribucién F
(F por Fisher), de varias tablas estadisticas, de los experimentos factoriales y de
los procedimientos conocidos con nombre propio como: Diseio Completamente
al azar, Bloques Completos al Azar, Parcela Dividida, Cuadrado Latino, Bloques
Incompletos, y otros.

Ronald Fisher hizo, ademas, aportes significativos al trabajo de Gosset, con
quien desarroll6 una cordial y fructifera relacién. En cambio, con Pearson mantu-
vo una agria y larga disputa que se inici6 por una critica de Pearson a un articulo
suyo sobre la prueba de Ji-Cuadrado.

Otros aportes importantes mds recientes ampliaron el campo de la aplica-
cién de la estadistica con nuevas teorias y aplicaciones. El trabajo del psicélogo
Abraham Wald (1902-1950) se enfocé en los andlisis secuenciales y en las fun-
ciones estadisticas para la toma de decisiones. Otro psic6logo, el inglés Charles
Spearman (1863-1945) fue un pionero en el andlisis factorial y desarrollé una
prueba no paramétrica, el “coeficiente de correlacion de escalas”, mds conocido
como la “Correlacién de Spearman”, método que lo utilizé para medir la inteli-
gencia humana.

A Maurice Kendall (1907-1983) se le reconocen contribuciones en el anali-
sis de series en el tiempo, analisis multivariado y en una prueba de escalas que lle-
va su nombre. Las pruebas no paramétricas de “suma de escalas” y de “escalas sig-
nadas” fueron contribuciones de Frank Wilcoxon (1892-1965). Al ruso Andrey
Kolmogorov (1903-1987) se le debe una nueva visiéon de los procesos estocésticos
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y la prueba no paramétrica para la bondad de ajuste de distribuciones supuesta-
mente normales (prueba de Kolmogorov-Smirnov). Otra prueba no paramétrica,
que lleva el nombre de sus inventores, William Kruskal (1919-2005) y Wilson
Wallis (1912-1998), substituye al andlisis de varianza en una direccién, cuando
las presunciones para el andlisis de varianza normal (prueba paramétrica) no se
cumplen. Igual cometido cumple la prueba de Milton Friedman (1912-2006),
que reemplaza al andlisis de varianza en dos direcciones.

En el campo de control estadistico de calidad en la produccién industrial
son importantes las contribuciones del japonés Genichi Taguchi (1924), quien
propone novedosos analisis como parte de la ingenieria de la calidad. Ademads, in-
corpora nuevos conceptos de disefios de experimentos y andlisis de medias, entre
otros temas. Sin embargo, sus métodos han sido criticados por algunos investiga-
dores occidentales.

En los dltimos anos los avances mds importantes en la estadistica han teni-
do que ver con nuevas teorfas en el campo de las probabilidades, principalmente
relacionadas con la fisica cudntica y el indeterminismo.

No podria concluirse este resumen sin mencionar que varios investigado-
res, mucho antes de que la estadistica se consolidara como ciencia, hicieron con-
tribuciones fundamentales al conocimiento cientifico. Realizaron observaciones,
plantearon hipotesis, efectuaron experimentos, analizaron resultados y formula-
ron sus teorias basdandose en probabilidades y en la l6gica que proporciona el sen-
tido comun. Ejemplos sobresalientes de esto fueron: Leonardo de Vinci, Tycho
Brahe, Galileo, Kepler, William Harvey, Isaac Newton, Johannes Mendel, Char-
les Darwin.

1.3. El razonamiento deductivo y el inferencial

En el proceso de recoger informacion y llegar a conclusiones estdn involu-
crados dos formas de razonamiento légico: 1) El razonamiento deductivo, que va
delo general a lo particular y 2) el razonamiento inferencial, que va de lo particular
a lo general. Un ejemplo del primero es el siguiente: “Los genes para resistencia a
piricularia (enfermedad del arroz causada por un hongo) se encuentran en espe-
cies silvestres del género Oryza. La planta Oryza rufipogon es una especie silves-
tre. Consecuentemente podria encontrarse genes para resistencia a piricularia en
Oryza rufipogon” Un ejemplo del segundo es el siguiente: “De diez plantas de maiz
tomadas al azar, nueve tienen mazorcas sanas; consecuentemente se puede inferir
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que alrededor del 90% de todas las plantas de maiz del sembrio probablemente
tendrd mazorcas sanas”.

Los problemas en cualquier campo para su solucién requieren del concurso
del razonamiento inferencial. Sin embargo, las conclusiones derivadas del proce-
so inferencial deben ser siempre comprobadas mediante métodos deductivos. En
otras palabras, las dos formas de razonamiento no son independientes, sino que
se apoyan mutuamente.

1.4. El Método Cientifico

El Método Cientifico es el procedimiento que se sigue para obtener res-
puestas en los trabajos de investigacion. Aunque la metodologia de las investiga-
ciones varfa de un trabajo a otro, el Método Cientifico tiene algunas caracteristi-
cas esenciales comunes. Estas son:

+  Observacion y revision de hechos o fenémenos,

« formulacién de hipétesis para explicar los hechos observados,

+ sometimientodelashipédtesisapruebapormediodemétodosexperimentales,
+ evaluacidn de las hipétesis basdndose en los resultados experimentales y

+ aceptacion, modificacién o rechazo de las hipdtesis formuladas.

En todo este proceso se emplea la herramienta llamada Estadistica. Esta
ciencia ayuda a planificar las pruebas experimentales, indica cémo y qué datos
recoger, como analizarlos y qué nivel de confianza se puede tener en los resulta-
dos. Debido a que la Estadistica se fundamenta en el célculo de probabilidades,
la evidencia que proporciona nunca es absoluta, por lo que siempre existe un
margen de error.

Debe recordarse que la Estadistica es una herramienta para la toma de de-
cisiones. La evaluacion de las hipétesis, su aceptacién, modificacién o rechazo se
realiza a partir de la evidencia obtenida y bajo la luz del conocimiento del drea de
investigacion.

Un ejemplo de la aplicacién del método cientifico es el trabajo del botanico
belga Juan Bautista van Helmont® en el siglo XVII. En términos de los pasos ante-
riores, el procedimiento fue el siguiente:

6  https://sites.google.com/site/experimentsinphotosynthesis8b/jan-van-helmont.
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+ El fenémeno observado era el crecimiento de las plantas.

+  Van Helmont formul6 la hipétesis de que las plantas crecian porque toma-
ban suelo por sus raices y que, consecuentemente, el suelo era el principal
constituyente de las plantas.

+  Para someter la hipdtesis a prueba, Van Helmont decidié cuantificar el
crecimiento de un arbol a partir de una cantidad determinada de suelo.
Sembr6 una pequenia planta de sauce que pesaba cinco libras en una mace-
ta con doscientas libras de suelo. Durante cinco afos Gnicamente anadi6
agua a la maceta. Al cabo de este periodo pes6 cuidadosamente el suelo y
el arbol. El suelo pesé 199 libras con 14 onzas y el drbol 169 libras con 3
onzas. El peso del suelo habia variado iinicamente en dos onzas, mientras
que el peso de la planta habia aumentado 164 libras y 3 onzas.

+ Ante la evidencia, Van Helmont rechazé la hip6tesis que habia formulado
de que el principal constituyente de las plantas era el suelo. Como sélo
habia afiadido agua durante cinco afos, concluy6 légicamente que el agua
era el principal constituyente de las plantas. Hay que recordar que en ese
tiempo no se conocia de la existencia del diéxido de carbono y menos atn
de la fotosintesis.

El procedimiento que siguié Van Helmont fue impecable y rigurosamente
cientifico, a pesar de que la conclusién a la que arribé fue errénea. A la luz de los
conocimientos actuales se le podria criticar que no tuvo repeticiones en diferentes
ambientes. Una repeticién del experimento en condiciones de oscuridad segu-
ramente le hubiera llevado a otra conclusién. Pero no olvidemos que se trata de
un experimento pionero, realizado en el siglo XVII (el experimento concluy6 en
1648). La introduccion de repeticiones en la experimentacién fue una innovaciéon
de Ronald Fisher a principios del siglo XX.

Es importante notar el proceso del pensamiento inductivo en este trabajo.
Van Helmont pudo generalizar que todos los sauces y probablemente todas las
plantas responderian de la misma manera.



Capitulo 2
Datos y variables

“La estadistica puede definirse como un conjunto de
métodos para tomar decisiones frente a la incertidum-
bre”” W.A. Wallis’

2.1. {Qué son datos y variables?

En Estadistica se trabaja con datos. Los datos son observaciones que provie-
nen de la poblacién o poblaciones de interés para el investigador. Hay dos fuentes
principales de datos: 1) los que se generan en experimentos controlados y 2) los
que se obtienen directamente del entorno.

Un ejemplo del primer caso podria ser el de una investigacién para evaluar
el rendimiento de 10 nuevos hibridos de maiz. Para esto, el investigador prepara el
terreno; siembra los hibridos generalmente en varias parcelas con repeticiones; los
cuida durante todo el ciclo de vida y obtiene el rendimiento. Un ejemplo del segun-
do caso se tendria en una investigacion sobre el rendimiento en sembrios ya esta-
blecidos por agricultores. El investigador inicamente toma los datos sin que haya
intervenido para nada en el cultivo. Las dos fuentes de los ejemplos son vilidas,
obviamente, aunque los objetivos de las respectivas investigaciones sean distintos.

Una caracteristica generalmente comun de los datos es la variacion existen-
te entre ellos. Si se toma por ejemplo el rendimiento individual de 20 plantas de
maiz es muy probable que los 20 datos sean diferentes, es decir, existe variaciéon
entre ellos.

Cuando una caracteristica presenta variacion recibe el nombre de variable.
Ejemplos de variables comunes en un experimento con maiz son: porcentaje de
germinacion, dias a floracién, altura de planta, incidencia de enfermedades, por-
centaje de acame, cobertura de la mazorca, peso de la mazorca, peso del grano,
color del grano, entre otros.

7  Economista y estadistico estadounidense. http://www.quotegarden.com/statistics.html
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2.2. Tipos de variables

Las variables pueden ser cualitativas y cuantitativas. Una variable cualitati-
va describe una caracteristica con limites bien definidos; por ejemplo, la diferente
coloracién que presentan semillas de fréjol. Las semillas pueden ser blancas, rojas,
negras, amarillas, bayas, cafés, o de otro color y combinaciones de colores. Las
evaluaciones de experimentos que incluyen variables cualitativas se basan por lo
general en la Estadistica No Paramétrica.

Por razén de avances en la calidad de los instrumentos de laboratorio, reac-
tivos y métodos de andlisis, algunas variables tradicionalmente cualitativas pueden
convertirse en variables cuantitativas. Por ejemplo, en ciertos trabajos, podria no
bastar la indicacion del color de las semillas. El investigador podria obtener resulta-
dos cuantitativos del contenido en las semillas de uno o mas pigmentos y con estos
datos apoyarse en forma mas eficiente en sus trabajos de mejoramiento genético.

Una variable cuantitativa es aquella en la que las observaciones pueden
expresarse numéricamente. Las variables cuantitativas pueden ser continuas y
discretas. Los datos de las variables continuas no presentan limites definidos y
pueden expresarse con fracciones o decimales. Ejemplos de este tipo de variables
son: peso del grano, tamano de la mazorca, contenido de grasa en la leche. Los
datos de las variables discretas provienen de conteos y se expresan con nimeros
enteros por tener limites definidos. Como ejemplos se pueden citar los siguientes:
numero de semillas por vaina, nimero de larvas por fruto, nimero de bananos
(dedos) por racimo.

Tanto las variables continuas como las discretas por lo general son evalua-
das con métodos de la Estadistica Paramétrica. Sin embargo, en varios casos los
datos correspondientes a las variables discretas requieren de algun tipo de trans-
formacién, como se verd mds adelante.

2.3. Representacién de variables y datos

Las variables generalmente se representan con las tltimas letras del alfabe-
to, como W, X, Y, Z. Las constantes se representan con las letras K o C. En este libro
se empleard la letra Y para las variables dependientes, la letra X para las variables
independientes y C para las constantes.

Cuando se tiene un conjunto o coleccién de datos numéricos se los puede
designar asi: Y}, Y5, ............ Y,.....,Y,. Donde Y; se refiere al dato “i” de la co-
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leccién; Y,, se refiere al tltimo dato de la coleccion. Obviamente hay “n” datos en
la coleccién.

2.4. Simbolos y expresiones comunes en estadistica
En estadistica la suma de los datos se expresa de la siguiente manera: Y, Y;
Donde YV, =Y, + Yo +...V;+... +Y,

La letra griega sigma mayuscula ¥’ indica sumatoria y es uno de los simbo-
los més usados en Estadistica. Los indices arriba y abajo de sigma indican los limi-
tes de la sumatoria. Por ejemplo: Y7, V; significa la sumatoria de Y; hasta Y, in-
clusive. Cuando se sobreentienden los limites, basta escribir: ¥ Y;

Para los analisis estadisticos es necesario obtener la sumatoria de los cua-
drados de todas las observaciones. Esto es:

N Y2 =Y+ Y} + Y +...+Y2. Aestaexpresion se la conoce como la “suma-
toria de cuadrados sin corregir”.

La expresiéon anterior, “sumatoria de los cuadrados sin corregir’,
no debe confundirse con la “sumatoria de las observaciones al cuadrado™:
2 _ 2
CY) =M +Y,+Y+...1,)

Es decir que: Y Y2 # (X Y;)?

Cuando se divide (Y Y;)? para el nimero de observaciones (N, si se trata
de una poblacién o n, si se trata de una muestra, como se verd mds adelante), se
. . ., Y2
obtiene lo que se denomina el “factor de correccién™: FC = aro”
n

Si restamos de la “sumatoria de cuadrados sin corregir” el “factor de co-
rreccion”, obtenemos la “sumatoria de cuadrados corregida”, o simplemente SC.
Esto es:

_vy2 E¥)?
s¢ = ypz- 20

Ejercicio 2.4.1.SiY, =5, ¥, =4, Y; = 6, Y, = 8, resuelva lo siguiente:
a. lasumatoria deY:
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b. la sumatoria de los cuadrados de Y (se llama también: Sumatoria de
Cuadrados sin Corregir)

YYP=Y2+ Y7+ Y +Y} =5"+4%+ 6%+ 82 =141
c. la sumatoria de Y al cuadrado:

(CY)2 = (5+4+6+8)2 =232 =529

d. La sumatoria de Y al cuadrado dividida para el nimero de observaciones
(se llama también: Factor de Correccién)

Y)%? 529
Q1) =——=132.25
n 4

e. La Sumatoria de Cuadrados Corregida (SCC o simplemente SC):

s¢ = 27 -E00 = 14113225 = 875

2.5. Reglas de la sumatoria
Las reglas de la sumatoria son las siguientes:

+ La sumatoria de una expresién que tiene dos o mds variables es igual a la
suma de las sumatorias de las variables individuales. Esto es:

Z(Yi+Wi+Zi)=ZYi+ZWi+ZZi

+ La sumatoria de una variable multiplicada por una constante K, es igual
a la constante multiplicada por la sumatoria de la variable. Esto es:
LKY;=K}Y;

+ Lasumatoria de una constante K es igual a la constante multiplicada por el
nimero de términos # en la sumatoria. Esto es: ¥, K = nK. Es decir que
si n=8 y K=12, luego

n=8
Z 12 = 8*12 = 96
i=1



Capitulo 3
Poblaciones y muestras

“Debemos admitir que cualquier inferencia de lo parti-
cular a lo general tiene algiin grado de incertidumbre. ..

»

pero el nivel de duda debe expresarse rigurosamente’.
Sir Ronald Fisher®

3.1. éCudl es el concepto de poblaciéon?

En estadistica, una poblacién o universo es el conjunto de todos los valores
de una variable, cualitativa o cuantitativa, continua o discreta. Las poblaciones
pueden ser finitas o infinitas, concretas o abstractas. Por ejemplo, los pesos de 50
estudiantes de un curso forman una poblacién finita y concreta. Las alturas de to-
das las plantas de maiz cultivadas en el afio 2014 forman una poblacién préctica-
mente infinita, aunque concreta. El rendimiento de las plantas de maiz cultivadas
en el Ecuador en el afo 2020 es una poblacién infinita y abstracta. En todo caso,
es el investigador quien define la poblacidn de referencia en su trabajo.

3.2. ¢Qué son parametros?

Si se conocieran todos los valores de una o mds variables de una poblacién
seria posible describirla exactamente. Para describir una poblacién se emplean sus
pardmetros, que son caracteristicas tinicas y constantes. En general, si pensamos en
un grafico que represente todos los valores de una poblacién, nos interesa formar-
nos un criterio de la posible ubicacién de la poblacién en una escala determinada,
su forma, inclinacién y amplitud.

Hay dos tipos de pardmetros: de tendencia central y de dispersién. Sin em-
bargo, como rara vez se conocen los pardmetros de una poblacion, se pueden infe-
rir sus valores mediante la obtencidén de muestras y el empleo de técnicas estadis-
ticas. En todo caso es importante recordar que los pardmetros estan alli, pero que
por lo general no los conocemos. La palabra “pardmetro” aunque tiene algunas
definiciones, etimol6gicamente quiere decir “medida desconocida”

8  Estadistico y bidlogo inglés. https://www.brainyquote.com/authors/ronald_fisher
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3.3. Parémetros de Tendencia Central

Se llaman parametros de tendencia central a los que ubican a la poblacién

con referencia a puntos especificos del conjunto de datos (distribucion de los da-
tos). Los mds usados son: el modo, la mediana y la media aritmética. Otros, como
la media geométrica, la media arménica, los cuartiles, quintiles y percentiles son
menos usados, aunque tienen aplicaciones especificas importantes en algunos
campos, especialmente en las ciencias sociales.

Modo (Mo). Es la observacién més frecuente de la poblacién. Puede haber
mas de un modo.

Mediana (Me). Es el valor central en una serie ordenada de datos, de tal
forma que el 50% de las observaciones queden a la izquierda de este valor
y 50% a la derecha.

Media Aritmética o simplemente media o promedio (Se representa con la
letra griega Mu: (p). Es la suma de todas las observaciones dividida para el
numero de observaciones. La férmula de la media de la poblacién es:

™M

_xYi
He (1)
Media Geométrica (G). Es la raiz “N” del producto de “N” datos. La media
geométrica se emplea cuando se detecta en los datos la presencia de efectos
multiplicativos. Ejemplos de esto son medidas relacionadas con el creci-
miento de las plantas en el tiempo, el crecimiento poblacional, el interés
compuesto, entre otros. La férmula es:

=|

G = \[V Y, Yy 2)

Media Armédnica (H). La media arménica se emplea cuando los datos
representan tasas o proporciones. La formula es:

2i(7) (3)

La media armonica es equivalente a la media aritmética ponderada. En la
formula de la media ponderada se incluye la frecuencia (f) o nimero de
veces que se repiten las observaciones. La férmula es:

_ XSV
HP=3r (4)
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Cuartiles, quintiles, percentiles. Son puntos, en una serie de datos numé-
ricos, que corresponden a observaciones que dividen la distribucién en
cuatro, cinco y cien segmentos, respectivamente. El segundo “cuartil” es
equivalente a la mediana.

Ejercicio 3.3.1. Resolver lo siguiente:

a.

Encontrar la media o promedio de los pesos, en gramos, de una poblacién
de ocho mazorcas de maiz: 350, 285, 414, 342, 316, 287, 312, 294.

Y; 350+285+414+342+316+287+312+294
Respuesta: y = % = - = 325gramos

Los requerimientos de agua de un cultivo en las etapas de elongacién del
tallo y de floracién son de 20 metros ctibicos y 100 metros cubicos por dia
por hectérea, respectivamente. ;Cudl es una estimacion del promedio dia-
rio de requerimiento de agua entre las dos etapas?

Respuesta: Como el requerimiento diario de agua se incrementa con el desa-

rrollo del cultivo, la mejor estimacion se obtiene con la media geométrica. Esto es:

G = N\/Yl*Y2 =N, = {20 100 = 44.7 m3 de agua por hectdrea.

Este valor es una aproximacion y puede variar dependiendo del cultivo, la

densidad de siembra, textura y estructura del suelo, contenido de materia orgédni-
cay otros factores.

Note que la media aritmética es 60 m3. Sin embargo, esto no hubiera sido una

buena estimacion, porque el requerimiento de agua con el desarrollo del cultivo no
es lineal, sino mds bien exponencial, con una fase lenta de incremento al principio.

a.

Se tiene dos reservorios vacios con una capacidad de 5,000 metros ctibicos
de agua cada uno. Para llenar los reservorios se dispone de dos bombas, A
y B, con una capacidad de bombeo de 1,000 y de 500 metros ctibicos por
hora, respectivamente. La bomba A llenard el reservorio uno en 5 horas,
mientras que la bomba B llenara el reservorio dos en 10 horas. ;Cudl es el
promedio de bombeo de agua de las dos bombas para llenar los reservorios?

Respuesta: Para situaciones como la descrita, por tratarse de proporciones

o tasas, lo correcto es encontrar la media armoénica:

H=

N 22,000

= 666.67m>/hora

L(7) ot
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(Nota: La media aritmética, 750 m*/hora, no es una estimacién correcta, por-
que no toma en cuenta el diferente tiempo de funcionamiento de cada bomba.)

También se puede emplear la formula de la media aritmética ponderada
para resolver este problema. Las frecuencias, en este caso, son las horas de funcio-
namiento de cada bomba para llenar los reservorios. El resultado es, obviamente,
el mismo:

_ XY 51000 + 10*500

= = 666.67m3/ora

b. Sila bomba A llena un reservorio en 5 horas y la bomba B llena el mismo
reservorio en 10 horas, sen qué tiempo llenaran el reservorio las dos bom-
bas trabajando juntas, es decir en equipo?

Respuesta: para encontrar el tiempo de trabajo en equipo, en este caso para
llenar un reservorio (N =1), la solucidn se la encuentra con la misma férmula de
la media arménica:

N 1 11 _

H=@=@=g_§—3.33hora5

Ejercicio 3.3.2. En el Cuadro 1 se presenta las ventas de cacao de un productor
durante tres periodos:

Cuadro 1. Ventas de cacao durante tres periodos

I I 111 Totales
Quintales de cacao 150 267 240 657 q
Precio de venta (US$) 67 95 102
Ingresos (US$) 10050 25365 24480 59895 dolares

a. ;Cuadl es el precio de venta promedio por quintal en los tres periodos? Esto
es la media aritmética de los valores 67, 95 y 102, sin tomar en cuenta el
volumen de ventas:

_ 67+95+102
- 3

= $88.0

b. ;Cudl es el precio de venta promedio que el agricultor recibié por los
657 quintales?
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Para esto, debe calcularse la media ponderada. Las frecuencias correspon-
den al ndmero de quintales que se vendieron en cada periodo. Esto es:

YfiY; 150%67+267%95+240%102
p =Ll = $91.16
fi 657

Es claro que el mismo resultado se obtiene al dividir el ingreso total para el
numero total de quintales de cacao vendidos.

El objetivo de este ejercicio fue demostrar el empleo de la media aritmética
y de la media ponderada en respuesta a preguntas diferentes.

Comentario: Tanto la media geométrica como la media armdnica tienen
aplicaciones importantes. Sin embargo, en las pruebas estadisticas, la media arit-
mética es la que tiene mayor relevancia. En este texto nos referiremos desde este
punto en adelante a la media aritmética, si es que no se especifica lo contrario.

3.4. Parametros de dispersién

Los pardmetros de dispersiéon son medidas que nos dan una idea de cuin
diferentes o separados estdn los datos u observaciones de una poblacién. Los pa-
rametros de dispersién mas utilizados son: rango (o amplitud), varianza (o cuadra-
do medio), desviacion estdndary coeficiente de variacion.

*  Rango (Ra) es la diferencia entre el valor médximo y el valor minimo de un
conjunto de datos: Ra = Yy 5-Yinin

«  Varianza. Se representa con la letra griega sigma minuscula al cuadrado
0. Es una medida de la variacién de los datos con relacién a la media. Se
calcula a partir del promedio de los cuadrados de las diferencias (o desvia-
ciones) de cada uno de los datos que componen la poblacién, con relacién
a la media. Por esta razdn, un término sinénimo de varianza es cuadrado
medio. Como esta formula demuestra el origen de la varianza, se la deno-
mina “férmula de origen” y es la siguiente:

2 _ TV i-p)?
7 N (5)

Existe otra férmula de la varianza que se deriva de la férmula (5). Esta
féormula, denominada “férmula computacional’, es la que mds comtinmente se
usa y estd programada en las calculadoras y en los programas computarizados. La
férmula computacional es:
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2
o2 = ZYiZ'(Z_Al//L
N (6)

Las dos férmulas anteriores son obviamente equivalentes. Sin embargo,
con la férmula (5) se pierde precision por efecto de redondeo.

La férmula (6) se obtiene algebraicamente a partir de la férmula (5) me-
diante los siguientes pasos:

1. Se despeja el denominador en la férmula (5):
No? =3 (Y;-n)*
2. Se expande el binomio:
(Yrw)? =X+ 2Y; + p?)
3. Se aplica las reglas de la sumatoria (Seccién 2.5):
(42 +p?) =X V2 2uy Y + T
4. De acuerdo con las reglas de la sumatoria, ' u? = Nu?, por lo que se obtie-

ne lo siguiente al reemplazar el valor de la media g por su igualdad LYi,
N

2 _ o (BY)? (Zr?

5. Finalmente, después de simplificar se tiene:

Yy?
yyz-E

Con lo que se demuestra la igualdad de los términos:
N2
No? =3 (-2 = LY -0

Estas igualdades tienen un nombre comun: “Sumatoria de Cuadrados Co-
rregida” o sencillamente SC. Cuando se dividen para “N” se obtiene la Varianza
que es, como se indic6, un pardmetro de dispersion.

Continuamos con los pardmetros de dispersion:

*  Desviacién Estdndar. Se representa con la letra griega sigma minuscula o.
La desviacion estandar es la raiz cuadrada de la varianza
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o =a? 7)

Las unidades de la varianza y de la desviacidn estindar estin dadas por el
tipo de medida. Por ejemplo, si la varianza de la producciéon de leche de
cinco fincas es igual a g2 = 64 litros? la desviacion estdndar serd igual a:
o = 8 litros. La ventaja de la desviacion estandar, con respecto a la varianza
en la interpretacion de los datos, es clara. Las unidades de la varianza son al
cuadrado, mientras que las unidades de la desviaciéon estdindar son las mis-
mas de las observaciones y de la media. Esto permite, por ejemplo, sumar
desviaciones estandar a la media.

Coeficiente de Variacién (CV). Es la medida que indica, en porcentaje,
cudnto varian los datos alrededor de la media. La férmula es la siguiente:

— T
¢V = 2*100 @)

Ejercicio 3.4.1 Encuentre el Modo, la Mediana, la Media, el Rango, la Varianza, la
Desviacién Estandar y el Coeficiente de Variacién de la siguiente poblacién: 9, 15,
9,5,6,4,8.

Para encontrar el Modo y la Mediana es conveniente ordenar los datos: 4,

5,6,8,9,9, 15.

El Modo (Mo), la observaciéon que mas se repite, es igual a 9

La Mediana (Me), la observacion que se encuentra en el centro del conjun-
to de datos es igual a 8

El Rango, Ra, es igual a: Y0 Yinin = 15 — 4 = 11
La Varianza es igual a:

~ X(¥;-p)? (4-8)% +(5-8)% + (6-8)* + (8-8)* + (9-8)* + (9-8)* + (15-8)°
- N 7

2

, -42.32.22 4 024+ 12+ 1%2+7% 80

——1143
¢ 7 7
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El célculo de la varianza se fundamenta en el principio de cuadrados mini-
mos. Es decir, si en vez de la media se usaria un valor cualquiera para encontrar
las desviaciones y luego se las elevaria al cuadrado, la “varianza” siempre serfa, en
este ejemplo, mayor que 11.43.

Note también que la varianza nunca puede ser un valor negativo. Los limi-
tes de la varianza son sélo valores positivos, de cero a infinito.

La varianza puede también encontrarse con la férmula computacional, que
es la méds empleada:

2

Y;: 2
B ZY%—LN’-L 52888
N

2

o =1143

+ La desviacién estdndar es igual a: g = /g2 = 3.38

3.38
«  El Coeficiente de Variacién es igual a CV = %*100 =——"100 = 42%

3.5. Propiedades de la media y varianza
La media, varianza y desviacion estdndar tienen las siguientes propiedades:

+ Si a cada observacién individual de un conjunto de datos se le suma o
resta una cantidad constante C, la nueva media es igual a la media original
sumada o restada la constante. La varianza y la desviacion estdndar perma-
necen inalteradas.

+  Si a cada observacién individual de un conjunto de datos se le multiplica
o divide por una cantidad constante C, la nueva media es igual a la media
original multiplicada o dividida por la constante. La nueva varianza es
igual a la varianza original multiplicada o dividida por la constante al cua-
drado. La nueva desviacién estdndar es igual a la original multiplicada o
dividida por la constante.

Tomemos como ejemplo las siguientes cinco observaciones: 10, 12, 8, 6, 14.
La media, la varianza y la desviacién estandar de este grupo de datos son: u,, = 10,
05 = 8 yo, = 2.83, respectivamente. Llamemos a estos resultados, los parametros

originales (los subindices con la letra “0” indican esto). Si a cada uno de esos datos
le sumamos, como ejemplo, la constante

C = 4, las nuevas media, varianza y desviacién estdndar (identificadas con

«_ »

el subindice “n”) resultan ser:
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Uy =po+C=10+4=14
ol =05=8
o, = 09 = 2.83

Si a las mismas cinco observaciones: 10, 12, 8, 6, 14 se las divide para una
constante, digamos C = 2, los nuevos pardmetros seran:

Hn = Ho/C =10/2 =5
o2 =05/C*=8/22=2

0, = 0,/C = 2.83/2 = 1.41

Note que a la nueva varianza se la encuentra dividiendo la varianza original
para la constante al cuadrado.

Aunque no se ha presentado atin los estadigrafos media, varianza y desviacion
estdndar, que son caracteristicas de las muestras, las propiedades descritas para los
parametros de la poblacion son iguales para los estadigrafos de las muestras.

Ejercicio 3.5.1 Supongamos la siguiente poblacion original: 15, 17, 11, 12, 13, 16.
Los parametros son: yu, = 14, ¢Z = 5.60, g, = 2.37

a. Sia cada observacion se le suma la constante C = 10, tenemos una nueva
poblacién: 25, 27, 21, 22, 23, 26. De acuerdo con las propiedades de la
media y de la varianza, ;cudles serdn los valores de los parametros de esta
nueva poblaciéon? Respuesta:

Un = Uy +10 =24, o2 =0}=560, o0,=0,=237
b. Si a cada observacién de la poblacién original (15, 17, 11, 12, 13, 16)

se la multiplica por la constante C = 4, jcuales serdn los valores de la
nueva poblacién?

Un = Uy x4 =56, 02 =0¢*4*=89.60, 0,=0,%4=94

Ejercicio 3.5.2. Si en una investigacion se encuentra que la media es 60 libras, la
varianza 400 libras cuadradas y la desviacién estdndar 20 libras, j;cudles son los
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valores de la media, la varianza y la desviacion estdandar en kilogramos? (Recordar
que 1Ib es igual a 1/2.2 kg = 0.454 kg.)
leg = Mip* == = 60% == 27.3 kg

2.2 2.2

2

2 2 x 1 * 1 2

1
ng = O-lb*ﬁ = ZO*E =91 kg

3.6. Frecuencias, Histogramas y Curvas

Como el numero de datos que se recogen en los experimentos es general-
mente elevado, por conveniencia se los agrupa en términos de la frecuencia f;
con que se presentan. De esta forma resumida, todos los datos o valores de una
poblacién pueden presentarse en un cuadro. Como ejemplo, si hubo 20 plantas
que midieron 205 cm, no hace falta escribir 20 veces el dato 205 cm; basta indicar
como centro de clase ¥; = 205¢m y como frecuencia f; = 20.

Todo un conjunto de observaciones puede presentarse en subconjuntos o
clases, segun el criterio del investigador. Los limites de cada clase son los valores
extremos de los subconjuntos. El intervalo es la amplitud (o rango) de las clases.
Por lo general y para mantener la simetria, los intervalos son iguales en todas las
clases de un conjunto. Los centros de las clases son los promedios de los limites de
cada clase; esto es, los valores centrales Yi de los sub-conjuntos. Con este método,
que simplifica los cdlculos, los pardmetros de la poblacién pueden encontrarse
con menor esfuerzo a partir del cuadro de frecuencias que se forme.

La agrupacion de datos y el método relacionado para calcular la media, la
varianza y otros pardmetros y estadigrafos puede parecer obsoleto, por la veloci-
dad actual de las computadoras y la facilidad de uso. Sin embargo, este procedi-
miento conduce a la generacién de gréficos y curvas vy, por lo tanto, a un mejor
entendimiento del origen de las distribuciones.

Ejercicio 3.6.1. Las siguientes observaciones corresponden a un trabajo en el que
se evalu6 el nimero de nédulos en las raices de 120 plantas de gandul o fréjol de
palo (Cajanus cajan)
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Cuadro 1. Ndmero de nédulos por planta

11 | 21 26 | 27 |29 31 32 35 36 | 38 | 40 | 42 | 44 | 46 50

14 | 21 26 | 27 | 30 31 32 35 37 | 38 | 40 | 43 44 | 47 50

15 |23 |27 |27 |30 |31 33 |35 |37 [ 39 |40 | 43 | 44 | 47 |50

15 | 23 27 27 | 30 31 33 35 37 39 | 41 43 45 | 47 54

17 | 24 | 27 28 30 31 33 35 37 39 | 42 | 43 46 | 48 57

17 | 24 | 27 | 28 30 31 33 36 38 39 | 42 | 43 46 | 49 57

18 | 24 | 27 28 30 31 34 | 36 38 39 | 42 | 43 46 | 49 58

20 | 25 27 | 29 31 32 35 36 38 | 40 | 42 | 43 46 | 49 58

a. Presente un cuadro de frecuencias, mediante el empleo del programa
Statistix, con un intervalo cuyo valor sea 5. Indique, ademds, las frecuencias
de cada clase y la frecuencia acumulada para cada clase.

Cuadro 2. Distribucién de frecuencias de la variable
nimero de nédulos en la leguminosa gandul o fréjol de palo

Cumulative
Low High Freq

Percent Freq Percent
9.5 14.5 2 1,7 2 1,7
14.5 19.5 5 4,2 7 5,8
19.5 24.5 8 6,7 15 12,5
24.5 29.5 18 15,0 33 27,5
29.5 34.5 22 18,3 55 45,8
34.5 39.5 24 20,0 79 65,8
39.5 44.5 20 16,7 99 82,5
44.5 49.5 13 10,8 112 93,3
49.5 54.5 4 3,3 116 96,7
54.5 59.5 4 3,3 120 100,0
Total 120 100,0

b. A partir del cuadro de frecuencias anterior, presente un histograma para
las 120 observaciones
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Gréfico 1. Histograma de las frecuencias de los nédulos de gandul

Comentario: El objetivo del ejercicio anterior fue demostrar como pue-
de resumirse una gran cantidad de datos mediante un cuadro de frecuencias. La
misma informacién puede resumirse también a través de un histograma. Las ba-
rras representan las clases y las alturas de las barras, las frecuencias. Puede verse,
ademds, que esta distribucion tiende a una curva “normal” (la linea curva en el
gréfico), como se discutird mas adelante.

A partir de un cuadro de frecuencias, como se presenta en el ejercicio si-
guiente, pueden encontrarse las caracteristicas de las poblaciones o muestras, esto
es, los parametros o estadigrafos, dependiendo de si se trata de una poblacién o
de una muestra.

Ejercicio 3.6.2. Supongamos que la siguiente colecciéon de datos constituye una
poblacién: 20, 15, 5, 10, 20, 15, 15, 30, 10, 35, 15, 25, 30.

a. Crear un cuadro de frecuencias.
Si los datos no estan ordenados se procede a hacerlo:
5,10, 10, 15, 15, 15, 15, 20, 20, 20, 25, 25, 30.

A continuacion, se presenta un Cuadro de Frecuencias, en el que puede in-
cluirse calculos preliminares para encontrar los parametros de la poblacién:
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Cuadro 1. Centros de clase y otras variables de un cuadro de frecuencias

Py fi fit v 1t
5 1 5 25 25
10 2 20 100 200
15 4 60 225 900
20 3 60 400 1200
25 2 50 625 1250
30 1 30 900 900
Yi=13 | Xf;Y; =225 | YY2=2275 |Yf;V?=4475

b. Encontrar el Modo, Mediana, Media, Rango, Varianza y Desviacién estdn-
dar de esta poblacién.

El Modo (Mo) es igual a 15 (note que es el centro de clase con mayor
frecuencia).

La Mediana (Me) es también igual a 15 (ver datos ordenados).

La Media (p) se calcula partir del cuadro de frecuencias con la siguiente
féormula:

La varianza calculada a partir del cuadro de frecuencias es:

X £fr)? 2252
, LIV TS
N=X/, 13 '

La desviacion estdndar es: g = /g2 = V44.67 = 6.68

Comentario: Con la disponibilidad de programas de computacién el uso
del método descrito en el ejercicio anterior para calcular pardmetros pareceria an-
ticuado, sin embargo, ayuda a una mayor familiarizacién con los conceptos de pa-
rdmetros, estadisticas y manejo de datos. Ademds, ayuda a comprender el origen
de las diferentes distribuciones, incluyendo, en especial, la distribuciéon normal.

Como se vio, un histograma es la representacion gréfica mediante barras, de
un conjunto de datos y tiene muchas aplicaciones. Como ejemplo, la produccién
mundial® en el afio 2015 de algunos cultivos se presenta en el histograma siguiente:

9  Fuente: www.faostat.org/site/339
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Grdfico 3.6. Los cultivos con el mayor volumen de produccién a nivel mundial

En el siguiente ejercicio se pide presentar un histograma a partir del cuadro
de frecuencias del Ejercicio 3.6.2. Esto sirve como introduccién al concepto de
curva normal.

Ejercicio 3.6.3. Presentar, a partir del Cuadro de frecuencias del Ejercicio 3.6.2,
un histograma:

frecuencias

5 10 15 20 25 30

centros de clase

Comentario: En el gréfico del ejercicio 3.6.3 es importante observar que
los centros de clase estdn en el punto medio de las barras. Los limites de las clases
pueden estar fusionados o no. Si se unen los centros de las clases en la parte supe-
rior de las barras con una linea, se obtiene una curva de frecuencias. Mientras mas
barras haya, la curva serd mas suave (menos angulada). La distribucion, esto es el
tamano relativo de las barras o la forma de la curva de frecuencias, es caracteristi-
ca de los datos de cada poblacién.
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3.7. La Distribucién Normal de una Poblacién

Todas las curvas de frecuencias, construidas a partir de cuadros de frecuen-
cias, tienen una distribucién caracteristica. Sin embargo, cuando la forma de la
curva de frecuencias es simétrica y similar a una campana, decimos que la pobla-
cién presenta una curva o distribucién normal.

Son caracteristicas propias de la curva o distribucién normal las siguientes:

+ La férmula para la ordenada o el alto de la curva normal es:

= 1 e_(y_“)Z/ZO.Z
oVnm

Note la presencia de los pardmetros de la poblacién en la férmula.
* El modo, la mediana y la media son coincidentes en el centro de
la distribucion.

(¥i-)3
Ng3

a. Sia3 esigual a cero,
la curva es normal: - a) A

b. Si a3 es negativa, la curva

no es normal. Tiene cola izquierda
. —» b
y sesgo negativo:

+  Es simétrica. El pardmetro de simetria es alfa-tres: a3 =

c. Sia3es positiva, la curva
tampoco es normal. Tiene cola - 9
derecha y sesgo positivo:

+ Lapunta de la curva tiene una redondez caracteristica, medida por el para-

4
metro a4, llamado Curtosis: ¢4 = Z(;’—f:)
(o2

a. Sia4 = 3,lacurva es normal (acurtica).

b. Si a4 < 3, la punta de la curva es muy aplanada y deja de ser normal
(platictrtica).

c. Sia4 > 3,lapunta es muy aguda y la distribucién no es normal (lep-
tocurtica).
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Mediante el uso de programas de computacioén se pueden encontrar rapi-
damente los valores de a3 y a4. De esta forma es posible estimar si una poblacién
se acerca a una distribucién normal o no.

+  En teoria el rango de la distribucién normal va de menos infinito a mas
infinito. Sin embargo, en la préctica se considera que el 100% de las obser-
vaciones estdn comprendidas dentro de la curva de la distribucién normal.

+  Una propiedad importante de la curva o distribucién normal, como se
indica en el grafico 3.7.1, es que:

a. el 68.26% de las observaciones se encuentra entre y-c y u+ o
b. el 95.44% entre u-20 y u+ 20
c. €l99.74% entre u-30 y pu+ 30

N —_————

-]
(=]
@
ES

b
— 'g [ —
ES

u-3c u-2o u-o U u+ o u+20c u+3o

Grdfico 3.71. La curva de la distribucién normal y sus caracteristicas

Una notacién conveniente para la distribucién normal es la siguiente: Yi
DN (u, a%).Por ejemplo, Yi DN (20, 80) nos indica que se trata de una poblacién
en la que las observaciones Yi estan distribuidas normalmente (DN) y cuya media
y varianza son 20 y 80, respectivamente.

3.8. La distribuciéon Z

La distribuciéon Z es una distribucién normal, estandarizada, en la que
u =0y o =1. Cualquier poblacién distribuida normalmente puede estanda-
rizarse mediante la férmula:
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Z — (yi'”)

g 9)

La ventaja de la distribucién Z es que podemos calcular ficilmente las pro-
babilidades asociadas con esta curva. Si se tiene una estimacion de la media y de
la varianza de una poblacién se puede calcular a partir de qué valor se encuentra,
digamos, el 10 % mas alto de los datos. Esto ayuda en varios procesos de selec-
cién de observaciones en diferentes campos. También podemos probar hipétesis
relacionadas con la igualdad o no de medias de dos poblaciones. Para todo esto
empleamos la tabla Z que se encuentra en el Apéndice A, o en su defecto, la opcién
de probabilidades del programa Statistix.

La importancia de la distribucién normal estriba en el hecho de que mu-
chas poblaciones de interés bioldgico, agronémico y de otros campos siguen esta
distribucién. Ademas, en el proceso de muestreo, como se vera mds adelante, la
distribucidn tedrica de las medias de todas las muestras, independientemente de
la forma de distribucién de la poblacidn, se acerca o sigue la distribucién normal.
En otras palabras, la distribucién normal es siempre el punto de referencia para
cualquier poblacién. Esta relacion se estudia en el Teorema del Limite Central.

3.9. {Qué es una muestra?

Una muestra es una parte de la poblacién. La Estadistica nos proporciona
los principios y métodos que permiten realizar inferencias validas sobre las carac-
teristicas de la poblacion a partir de muestras. En general las poblaciones son muy
grandes y muchas veces inasequibles. Aun si hubiera cémo llegar a conocer todas
las caracteristicas de la poblacién con la que se trabaja, esto seria impréctico por
el costo en tiempo y otros recursos. Por este motivo en investigacién se trabaja
con muestras.

Ejemplo de una muestra es un dato del peso de una mazorca de maiz del
hibrido DK15. Esta es una muestra de una poblacién muy grande, practicamente
infinita, de pesos de mazorca de ese hibrido. El tamano de la muestra del ejemplo
es n = 1; sin embargo, las muestras por lo general son mds grandes y pueden ser
de cualquier tamano.

Un requisito importante para que tengan validez las inferencias que se ge-
neren, es que la muestra sea representativa de la poblacién. Para esto, la muestra
debe ser una muestra al azar, que es aquella en la que todos y cada uno de los com-
ponentes de la poblacién tienen iguales probabilidades de ser incluidos en la muestra.
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La tnica forma posible de obtener una muestra al azar es mediante el em-
pleo de algtin proceso mecanico o electrénico, como la extraccion de papeles nu-
merados o fichas, el uso de tablas de nimeros al azar, o un programa de computa-
cién. No es posible inventarse una muestra al azar, porque en general las personas
tienden a favorecer algunos nimeros mds que otros.

3.10. Estadisticas y sus caracteristicas

Las estadisticas o estadigrafos son caracteristicas de las muestras. Asi como
las poblaciones se caracterizan por parametros, las muestras se caracterizan por
estadisticas. Los pardmetros son constantes, las estadisticas son variables. Es muy
poco probable que dos muestras al azar, aunque extraidas de la misma poblacién,
tengan las mismas estadisticas.

Los estadigrafos mas comunes de tendencia central son:
« el modo de la muestra, mo
+ la mediana de la muestra, me
+ la media de la muestra, Y

La férmula de la media de la muestra es:

y =2
" (10)

Las definiciones de estos estadigrafos son similares a las dadas para los
pardametros.

Los estadigrafos de dispersion son:
+ Elrango de la muestra, ra

+ Lavarianza de la muestra, S2. La varianza de la muestra se puede encontrar
con cualquiera de las dos férmulas siguientes:

g2 = L0
n-1 (11)

svy)?
ZYiz( 7Y1)

2
§t=—0 (12)
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Note el parecido de estas formulas de la varianza de la muestra con las for-
mulas de la varianza de la poblacién (seccion 3.4), excepto por el denomi-
nador. Como la cantidad &¥22 es el Factor de Correccién (FC), la férmula
(12) puede expresarse mds sucintamente de esta manera: g2 = L¥irC

n-1

El término (n-1) se denomina grados de libertady es necesario en el cdlculo
de la varianza porque por el tamano de la muestra generalmente se subes-
tima la sumatoria de cuadrados corregida (los términos en el numerador
de la férmula).

Asi como la media de la muestra Y es el mejor estimador de la media de la
poblacién p asi la varianza de la muestra $2 es el mejor estimador de la va-
rianza de la poblacién ¢2. Esto se fundamenta en el modelo lineal aditivo,
como se verd mds adelante.

« La desviacién estindar de la muestra, S
La férmula es:

S =152 (13)

La desviacién estdndar de la muestra es el mejor estimador de la desviacion
estdndar de la poblacién.

« La desviacién estdndar de la media de la muestra, mis conocido como
error estandar, 53-,

La formula es:

S R
SY_\/:_\/E (14)

El error estdndar es el mejor estimador de la desviacién estdndar de la pobla-
cion de medias. El Teorema del Limite Central, que se estudiard en el capi-
tulo cinco, tiene que ver con el origen del error estdndar, concepto en que
se fundamenta la estadistica inferencial.

« El coeficiente de variacién de la muestra, cv
La férmula es: cv = %*100 (15)

Por lo demds, los célculos para encontrar los estadigrafos son similares a los
empleados para los pardmetros. Esto se notard en los ejercicios que se presentan a
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continuacién. Sin embargo, es de suma importancia no confundir los pardmetros
con los estadigrafos. Los pardmetros son constantes, por lo general desconocidos y
pertenecen a las poblaciones. Los estadigrafos son variables que se calculan a partir
de muestras extraidas de poblaciones de interés para el investigador. De una misma
poblaciéon se pueden extraer muchas muestras. El fundamento de la Estadistica
Inferencial es estimar los valores de los pardmetros a partir de los estadigrafos. En
otras palabras, los estadigrafos sirven como estimadores de los parametros.

Ejercicio 3.10.1. De una poblacion de pesos de malezas por parcela, se extrajo la
siguiente muestra de tamano ocho, (n = 8): 25, 32, 20, 18, 24, 30, 28, 23. El peso
estd en gramos. Encuentre las siguientes estadisticas: a) la sumatoria de las obser-
vaciones, b) la sumatoria de cuadrados no corregida, c) el factor de correccién, d)
la media, e) la varianza, f) la desviacion estandar, g) el error estandar, h) el coefi-
ciente de variacion. Indique las unidades en cada caso.

a. YV, =25+32+20+ 18 + 24 + 30 + 28 + 23 = 200 gramos

b. YV?Z=252+32%+20% + 182 + 24% + 302 + 28% + 232 = 5162 gramos*

)2 2
c. el factor de correccién: % = % = 5000 gramos*
d. lamedia: ¥ = % = Z—ZO = 25 gramos

YY?-FC _ 5162-5000
ni

e. lavarianza: §2 = = 23.14gramos?

f. la desviacion estindar: S = VSZ = 4.81 gramos

. 52
el error estdndar: 55 = — = 1.70 gramos

h. el coeficiente de variacién: cv = %*100 =19.24%

El siguiente ejercicio sirve como introducciéon al empleo del programa
computarizado Statistix. Se escogié este programa para la realizacién de ejercicios
y demostraciones por su facilidad de manejo, su rapidez y sus multiples opciones
para los analisis de datos. (Statistix 9, User’s Manual. 2008.)

Ejercicio 3.10.2. Los siguientes datos corresponden a una muestra de 20 plantas
de café robusta, tomadas al azar de una plantacién. Note que los datos estdn or-
ganizados en Columnas (seis variables) y en hileras (20 casos que corresponden
a las veinte plantas). Esta es la forma como los datos deben organizarse para los
analisis en diferentes programas de computacion. Las seis variables son: Varl=las



POBLACIONES Y MUESTRAS

49

20 plantas, Var2=altura de planta, Var3=didmetro del tallo en cm, Var4=didmetro
de la copa en cm, Var5=ntmero de ramas, Var6=largo de las ramas en cm.

Cuadro 1. Datos de 20 plantas de una plantacién de café robusta en el primer afio

Varl Var2 Var3 Var4 Var5 Varé
1 117 2.8 153 30 82
2 110 2.8 135 32 68
3 140 3 145 30 73
4 127 3.6 150 38 79
5 150 3 150 36 80
6 165 3.1 160 40 83
7 150 2.8 160 36 78
8 165 3.6 145 44 84
9 160 4 185 44 120
10 143 3.4 175 40 87
11 165 3.4 165 44 80
12 155 3.8 175 44 83
13 155 4 180 42 85
14 147 3.8 180 42 97
15 160 3.8 190 48 100
16 165 4.3 190 44 98
17 165 3 170 46 85
18 150 3 175 42 81
19 150 3.1 165 40 93
20 125 3.2 150 25 76

Cuadro 2. Estadistica descriptiva (Statistix Descriptive Statistics)

Var2 Var3 Var4 Var5 Varé
Media 148.20 3.3750 164.90 39.350 85.600
Desv. Est 16.719 0.4598 16.212 6.1067 11.486
Varianza 279.54 0.2114 262.83 37.292 131.94
Error Est 3.7386 0.1028 3.6251 1.3655 2.5684
V. Minimo 110.00 2.8000 135.00 25.000 68.000
ler Cuartil 140.75 3.0000 150.00 36.000 79.250
Mediana 150.00 3.3000 165.00 41.000 83.000
3er Cuartil 163.75 3.8000 178.75 44.000 91.500
V. Maximo 165.00 4.3000 190.00 48.000 120.00
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Con el programa Statistix se pueden encontrar varias estadisticas, como
la media, la desviacion estindar, la varianza, el error estdndar, el valor minimo,
el ler cuartil, la mediana o segundo cuartil, el 3er cuartil y el valor maximo de
las variables. Puede verse en el Cuadro 2, como ejemplo, para la Var2 (altura de
planta), los siguientes resultados: media, 148.20 cm; desviacion estandar, 16.72
cm; varianza, 279.54 cm?; error estdndar, 3.74 cm; valor minimo, 110 cm; primer
cuartil, 140.75 cm; mediana o segundo cuartil, 150 cm; tercer cuartil, 163.75 cm;
y valor maximo, 165 cm.

3.11. El modelo lineal aditivo

Es una prictica cientifica comun el tratar de explicar fendmenos naturales
mediante modelos. Como ejemplo, la producciéon de arroz en un édrea determina-
da puede explicarse a través de un modelo que tome en cuenta los componentes
del rendimiento: nimero de paniculas en un drea determinada, nimero de gra-
nos por panicula y peso del grano. Influyen e interacttian en la expresiéon de los
componentes del rendimiento, la constitucion genética de las plantas y los facto-
res ambientales.

En estadistica cada observacidn, en teoria, estd formada por la media, mds
un error por razén de muestreo (que puede ser de signo positivo o negativo). Este
es el modelo lineal aditivo:

Y; = u+ & en donde g; es el error por razén de muestreo.
Las suposiciones necesarias para la validez de este modelo son:
+  Los errores g; son aleatorios (al azar).
+  Loserroresg;noestancorrelacionadosentreellos,esdecirsonindependientes.

« La sumatoria de los errores de las observaciones tiende a cero con el tama-
no de la muestra (n) y es igual a cero cuando n = N, es decir } ¢; = 0.

De acuerdo con el modelo la media de la muestra es igual a:

n

La cantidad £ debe disminuir a medida que el tamano de la muestra au-

n .. . .
menta. Esto, porque valores positivos y negativos de g; tienden a cancelarse unos
con otros y ademds, porque el valor del divisor 7 se incrementa. Es decir que £

n

tiende a cero. En otras palabras y es un buen estimador de y y estd mas préximo
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ala media y a medida que n aumenta. Los g; provienen de una muestra finita que
nos permite obtener una estimacion de la varianza de la poblacién 6. Como no
se conoce la media de la poblaciéon g, los €; a su vez se estiman por las desviacio-
nes (Y;-Y), de donde proviene la varianza de la muestra S2. Esto es evidente en la
féormula ndmero (11) presentada en péginas anteriores:

g2 = Z0iD?

n-1






Capitulo 4
Estadistica y probabilidades

“La idea de que las probabilidades aumentan o dismi-
nuyen dependiendo de cudn recientemente ocurrié un
evento, se llama la falacia del jugador. Por ejemplo, si se
obtienen 44 caras al lanzar 100 veces una moneda, ésta
no desarrollard un sesgo hacia sellos para igualar lo que
tedricamente se espera’’ Leonard Mlodinow™"

4.1. Relacién entre Estadistica y Probabilidades

Probabilidad se define como el estudio matemético de los eventos que suce-
den al azar. La estadistica se fundamenta en el célculo de probabilidades. Aunque
a la probabilidad de ocurrencia de un evento se la puede expresar ambiguamente,
como ejemplo: “es posible que manana llueva’, en estadistica se usa una escala
numérica del cero al uno o porcentajes del 0 al 100%. Como ejemplo: “hay 50%
de probabilidad que manana llueva”. Cuando un evento es imposible que ocurra
indicamos que tiene probabilidad igual a cero, P(E;) = 0. En cambio cuando hay
certeza sobre la ocurrencia de un evento decimos que su probabilidad es igual a
uno, P(E;) = 1.

En general, esto podemos expresarlo asi:
0 < P(E;) < 1, en donde P(E;) es la probabilidad del evento E;

Siempre es importante en el cdlculo de probabilidades tener en cuenta el
Espacio de Muestreo (EM). Como ejemplo, si lanzamos una moneda al aire se
esperan dos posibles resultados o eventos: que caiga cara (C) o sello (S). Esto se
representa de la siguiente forma: EM = [C, S]

El Espacio de Muestreo cuando lanzamos simultineamente dos monedas
es: EM = [CC,CS,SC,SS ]

10  Fisico estadounidense. https://www.goodreads.com/author/quotes/1399.Leonard_Mlodinow
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La poblacién de nimero de caras-caras, caras-sellos, sellos-caras y sellos-

sellos, en el Espacio de Muestreo anterior, es infinita. Pero tanto si lanzamos
dos monedas 100 veces como mil veces, la poblacién de referencia es la misma
e inalterable.

4.2. Reglas para el célculo de probabilidades

Existen dos principios o reglas basicas para el célculo de probabilidades: 1)

la regla de la multiplicacién y 2) la regla de la adicion.

1.

La regla de la multiplicacién indica que: “Cuando dos eventos A y B son
independientes, la probabilidad de la ocurrencia simultinea de los dos
eventos es igual al producto de las probabilidades individuales de A y B”.
Esto se representa con la siguiente formula en la que P denota “probabili-
dad™ P[An B] = P(A)*P(B)  (16)

(El operador U invertida indica la independencia de los dos eventos.)

Al lanzar una moneda al aire puede caer “cara” o “sello”. Llamemos p a la
probabilidad de que caiga cara, que por experiencia sabemos que es igual a
5, sila moneda es “buena”. Igualmente, llamemos q a la probabilidad de que
caiga sello y es también igual a 2. Estos dos eventos son independientes, es
decir, un resultado no afecta a otro resultado en una secuencia de eventos.

Con esta informaciéon podemos preguntar, scudl es la probabilidad de que
al lanzar dos monedas al aire las dos caigan cara? Si la probabilidad de que
la primera moneda caiga cara es p = Y5 y la probabilidad de que la segunda
moneda también caiga cara es p = Y, entonces la probabilidad de que las
dos monedas caigan cara serd:

P(E) =p?>=1/2*1/2 = (1/2)* = 1/4

La regla de la adicion plantea que “Cuando dos eventos A y B no pueden
ocurrir simultdneamente, la probabilidad de ocurrencia de cualquiera de
los dos eventos es igual a la suma de las probabilidades individuales de A
y B”. Esto se representa en la siguiente férmula, en la que el operador U
indica la unién de dos eventos mutuamente excluyentes:

P[AUB] = P(A) + P(B) (17)
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En una baraja de 52 cartas (en la que hay cuatro cartas de cada denomina-
cién), la probabilidad de extraer un AS es 4/52=1/13. La probabilidad de
extraer una K también es 4/52 = 1/13. Consecuentemente la probabilidad
de extraer un AS o una K sera:

1/13 + 1/13 = 2/13.

Ejercicio 4.2.1 ;Cudl es la probabilidad de que al lanzar tres monedas al aire ob-
tengamos dos caras y un sello? Si se supone que cara = p = Y2 y sello = q = 1,
entonces existen ocho posibles eventos al lanzar tres monedas al aire, como se
demuestra en el cuadro a continuacién:

Cuadro 1. Posibles eventos al lanzar tres monedas al aire

Eventos Ira Mo;l;:las ra Probabilidades Descripciéon
1) p p p (2)*=1/8 Tres caras y cero sellos
2) P p q (¥2)>=1/8 Dos caras y un sello
3) p q p (2)’=1/8 Dos caras y un sello
4) p q q (2)*=1/8 Una cara y dos sellos
5) q p p (2)=1/8 Dos caras y un sello
6) q p q (2)*=1/8 Una cara y dos sellos
7) q q p (Y2)’=1/8 Una cara y dos sellos
8) q q q (Y2)’=1/8 Cero caras y tres sellos

Los eventos 2), 3) y 5) tienen resultados idénticos, si no importa qué mone-
da en particular cay6 cara o sello. Entonces, la probabilidad de obtener dos caras y
un sello al lanzar tres monedas al aire es igual a 1/8 + 1/8 + 1/8 = 3/8

Una forma mads sencilla para resolver problemas de este tipo es empleando
la férmula de la expansion del binomio, (p + q)™. Note que si p + q = 1, entonces
P+t =1

Como ejemplo en el ejercicio anterior se tiene: p =%, q="2yn =3.
Entonces, (p + q)° = p* + 3p%q + 3pq¢* + ¢* :§+§+§+§: 1

Los coeficientes de los términos pueden encontrarse directamente a partir
de la expansion del binomio, pero es mas facil empleando el “Triangulo de Pascal”:
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Cuadro 4.2.1. Tridngulo de Pascal.
Coeficientes para la expansién del binomio (p + )"

1 n

1 1 1

1 2 1 2

1 3 3 1 3

1 4 6 4 1 4

1 5 10 10 5 1 5

1 6 15 20 15 6 1 6

1 7 21 35 35 21 7 1 7

1 8 28 56 70 56 28 8 1 8

Note que en los extremos de las hileras van los coeficientes valor uno y que
en la hilera, abajo de dos ntimeros contiguos, va en el medio la suma de esos dos
numeros. El cuadro anterior se ha construido sélo hasta el valor de n = 8, pero n
puede tomar cualquier valor. El nimero de términos en cada hilera es igual a n+1.

Ejercicio 4.2.2. Como resultado de un cruzamiento entre dos lineas puras de ar-
veja, una de semillas amarillas y otra de semillas verdes, en la F2 se encuentra que
% partes de las semillas son de color amarillo y % parte son de color verde. Si se
toman al azar cinco semillas F2:

;Cudl es la probabilidad de que tres sean amarillas y dos verdes?
;Cudl es la probabilidad de que dos sean amarillas y tres verdes?
;Cudl es la probabilidad de que por lo menos una sea amarilla?
;Cual es la probabilidad de que por lo menos una sea verde?

o o

Resolucion: El primer paso es expandir el binomio (p + q)", en el que la
probabilidad de que la semilla sea amarilla es igual a: p = % y de que la semilla
sea verde es igual a: q = ¥4; el numero de individuos, en este caso semillas, n = 5.
Es conveniente, para efectos de este ejercicio, el calcular la contribucién de cada
término en porcentaje. El resultado de la expansiéon del binomio es:

(p+q)° =p° +5p*q +10p°q* + 10p*q° + 5pq* +¢° = 1

5 _ 243 405 270 90 15 1 _
®+a9 1024 = 1024 = 1024 = 1024 t 1024 U 1024 1

(0 +q)° = 23.7% + 39.5% + 26.4% + 8.8% + 1.5% + 0.1% = 100%
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Note que los exponentes de p representan el niumero de semillas amarillas,
mientras que los exponentes de q representan el nimero de semillas verdes.

a. Para responder a esta pregunta, la probabilidad de que la muestra esté
compuesta por tres semillas amarillas y dos verdes, debemos reempla-
zar los valores correspondientes en el tercer término de la expansion del
binomio. El tercer término (10p°q?) representa la probabilidad, del evento
al azar, de obtener una muestra formada por tres semillas amarillas y dos
verdes. Esto es:

10 p’q® = 10 (3%)° (Y4)? = 270/1024 = 0.2637, es decir, 26.4%.
b. Es el cuarto término el que nos interesa ahora:
10 p’q’= 10 (34)* (Y4)’ = 90/1024 = 0.0879, es decir, 8.8%

c. La respuesta se obtiene sumando los cinco primeros términos ya que cual-
quiera de ellos representa la presencia de por lo menos una semilla amarilla:

p’ + 5p*q + 10p°q* + 10p*q’ + 5pq* = 1023/1024 = 0.9990, es decir, 99.9%
d. Para esta pregunta debemos sumar los cinco ultimos términos:

5piq + 10p°q2 + 10p*q°® + 5pq* + q° = 781/1024 = 0.7627, es decir, 76.3%.

Otro procedimiento

Existe otro procedimiento cuando Gnicamente se trata de encontrar la pro-
babilidad de ocurrencia de una determinada combinacién. La férmula que se em-
plea es la siguiente:

— (n-x)
P x,(nx),p q (18)

En la que P mayuscula es la probabilidad del evento, n es el tamano del
grupoy X el componente del grupo con probabilidad p. El signo de admiracién
(1) significa factorial.

Como ejemplo, para encontrar la probabilidad de dos semillas amarillas y
tres verdes, cuando

n=5,X =2,p=3/4yq=1/4 (literal b del ejercicio anterior):

oo (/274 =

_ 5%4r3%2r]
T @")(3*2*1)

120*9*1
12*16*64

= 0.088
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La probabilidad de ocurrencia del evento descrito (dos semillas amarillas y
tres verdes) es entonces 0.088 u 8.8% (como ya se determind en el ejercicio anterior).

La férmula anterior tiene mayor utilidad y es mds practica (ahorra tiempo)
cuando se tienen valores altosden y de x.

Ejercicio 4.2.3 En una poblacién de un cultivar de café robusta se conoce que el
10% de las plantas presentan resistencia a la roya.

a) Si se toman 15 plantas al azar, ;cudl es la probabilidad de que todas ten-
gan resistencia a la roya?

Segtin la férmula (18) los datos son: ndamero total de plantas, n = 15; nu-
mero esperado de plantas resistentes, x = 15; proporcién conocida de plantas
resistentes, p = 1/10; proporcién plantas susceptibles, g = 9/10. Estos valores se
reemplazan en la férmula (18):

(1/10)15%(9/10)° = = 1*1015

151(15 15)! *1015
Una probabilidad bastante baja. (Recuerde que factorial de cero es igual a
uno. También recuerde que cualquier cantidad elevada a cero es igual a uno.)

b) Con la misma informacién del literal a), ;cudl es la probabilidad de que
15 plantas tomadas al azar de esa poblacidn, 5 plantas presenten resistencia y 10
sean susceptibles?

El nimero total de plantas, n = 15; nimero esperado de plantas resistentes,
x = 5; nimero esperado de plantas susceptibles, (n-x) = 10. Con estos datos se
procede a reemplazar los valores en la férmula:

51(15 = (1/10)°*(9/10)' = 3003%0.00001+0.3487 = 0.0105

4.3. La distribucién binomial

Cuando las probabilidades de eventos excluyentes son dos, p v q, v la ocu-
rrencia de un evento no tiene efecto en el siguiente, como en el lanzamiento de
una moneda, se origina una distribucion binomial. Los ejemplos de los tres ejerci-
cios anteriores corresponden a distribuciones binomiales.

Si se lanzan seis monedas simultdneamente al aire varias veces y si se con-
sidera s6lo el nimero de caras en cada lanzamiento, entonces los eventos posibles
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son: 0 caras, 1 cara, 2 caras, 3 caras, 4 caras, 5 caras, y 6 caras. Las probabilidades
de estos eventos son:

(ptq)f=p°+6p°q+15p'q*+20p°q’ + 15 p’°q* + 6 pq° + ¢°

El denominador de cada término es igual a 2" cuando p = . En este caso
en el que n=6, 2" es igual a 64.

20/64

15/64 15/64

frecuencias

1/64 6/64 6/64 1/64

0 1 2 3 4 5 6

numero de caras

Grdfico 4.3.1. Distribucién binomial del nimero de caras obtenido en una serie tedrica
de lanzamientos de seis monedas

En el Grafico 4.3.1 se presenta un histograma de esta distribucion binomial,
cuando p = ¥ (probabilidad del evento “cara”) en la que las frecuencias corres-
ponden a los coeficientes, y el eje de la X al nimero de caras.

Al observar el grafico se puede encontrar la probabilidad de cualquiera de
los siete eventos posibles, al lanzar seis monedas (n = 6 y p = ¥2). Asi, la probabili-
dad de obtener tres caras es 20/64 = 0.312. La de obtener seis caras es 1/64 = 0.015.

A pesar de la distancia vertical entre las ctspides de las barras, se puede
notar cierta semejanza con la distribucién normal (Seccién 3.6). Si en vez de n
= 6 tendriamos un valor mds alto de n, habria mds barras, la distancia entre las
caspides de las barras serfa menor y consecuentemente el histograma resultante
se asemejaria mds y mas a la distribucién normal. Cuando n = 20, la distribucién
binomial es practicamente idéntica a la distribucién normal y consecuentemente
pueden aplicarse las propiedades de la distribucién normal (Seccién 3.7).

La media y la varianza de una poblacién con una distribucién binomial
pueden calcularse con el método empleado en el ejercicio 3.6.2, en el que se toma
en cuenta las frecuencias. Pero primero se requiere estructurar un cuadro como
el siguiente:
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Cuadro 4.3.1. Clases, frecuencias y cdlculos complementarios
para encontrar la media y varianza de una poblacién binomial,
cuandop=q=1/2yn==6

Y; fi fi¥; Y2 fiY?

0 0.015625 0.00000 0 0.00000
1 0.093750 0.09375 1 0.09375
2 0.234375 0.46875 4 0.93750
3 0.312500 0.93750 9 2.81250
4 0.234375 0.93750 16 3.75000
5 0.093750 0.46875 25 2.34375
6 0.015625 0.09375 36 0.56250

Yy, =21 Yfi=1 YfiYi=3 Y2 =91 | Xfi¥?=105

En el Cuadro 4.3.1, el valor de Y; corresponde al nimero de caras; las fre-
cuencias resultan de la expansién del binomio (p + ¢)°y se presentan sobre la
base de la unidad (como ejemplo: 1/64 = 0.015625).

Con la informacién del Cuadro 4.3.1 se procede a encontrar la media y
la varianza:

Sfi¥i v LL
=55 T3 o= = =15
L Zfi 1

Sin embargo, por las caracteristicas propias de la distribucién binomial,
estos pardmetros se encuentran mas rapidamente con estas férmulas:

p=n*p (19)

1
En el ejemplo anterior estos pardmetros son: la media u = 6 * *5= =3,y
la varianza,

o2 =6xix1=15
2 2

La media que hemos encontrado es la media del nimero de “caras”. Para
encontrar la media del ndmero de “sellos” la formula es: 4 = n*q que en este caso
también es 3. Sin embargo, si las probabilidades de p y de g no fueran iguales, ha-
bria dos medias diferentes, una media para p y otra para q.
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Cuando se trata de porcentajes, donde p + g = 100, las férmulas para en-
contrar los pardmetros de una poblacién distribuida en forma binomial son:

Media: u = p,Varianza: 2 = (p*q)/n y Desviacion Estandar: o = |/ (p*q) /n

4.4. La distribucién Z y el célculo de probabilidades

Recuerde que la distribucién Z es una distribucién normal estandarizada,
2 . . Y-
conu=20, =1 yo=11a formula, como se vio anteriormente es: Z = %

Con el uso de la Tabla Z (Apéndice A) podemos calcular probabilidades
acerca de la distribucién normal. La primera columna y la primera fila de la Tabla
Z son los valores en desviaciones estandar a partir de la media que es cero. Los
valores en el cuerpo de la tabla corresponden a las dreas bajo la curva normal. Por
lo general, estos valores se los multiplica por cien para expresarlos en porcentaje.
Como ejemplo, para un valor de Z = 1.00, es decir una desviacién estandar a par-
tir de la media, el drea correspondiente es 15.87%.

Ejercicio 4.4.1. Encuentre las siguientes probabilidades para la distribucion Z:
a. P(Z>0.58)

Lo anterior equivale a preguntar: ;cudl es la probabilidad de valores de Z
iguales o mayores que 0.58? Para esto acudimos a la Tabla Z (Apéndice A). La co-
lumna de la extrema derecha equivale a las décimas, mientras que la hilera supe-
rior equivale a las centésimas. El drea bajo la distribucion Z es en la practica igual
a1 0100% (el cien por ciento de las observaciones esta bajo la curva).

La tabla presenta tinicamente valores de Z a partir de la media cero, hacia
cualquiera de los dos extremos. Como la curva es simétrica, los valores de Z a la
izquierda de la media son negativos y a la derecha son positivos. En este caso, por
lo que se pide, el valor de Z es positivo y es igual a 0.58. Desde ese punto hacia el
extremo derecho el drea de la curva es 0.2810 y esa es la probabilidad (0.2810, o
28.10%). La respuesta obviamente hubiera sido la misma si se pedia la probabili-
dad de valores de Z iguales o menores que -0.58, aunque en este caso se refiere al
extremo izquierdo de la curva.

b. P(Z < -1.35)

Ubicamos el valor de Z igual a 1.35 en la Tabla Z. La probabilidad es igual
a 0.0885, u 8.85%.
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Cc. P(Z<143)

Ubicamos el valor de Z igual a 1.43 en la tabla. La probabilidad es igual a
0.0764. El problema pide la probabilidad de valores iguales o0 menores que 1.43.
Por lo tanto, esta probabilidad estd a la izquierda de 0.0764. Como el area total que
cubre la distribucion Z es igual a 1, la probabilidad es 1- 0.0764 = 0.9236, 0 92.36%.

d. P(-126<Z<174)

Aqui se pide la probabilidad de valores de Z comprendidos entre —1.26 y
1.74. Como son necesarios dos valores de Z se designan como Z1y Z2. Para Z =
-1.26, la probabilidad es 0.1038. Esto es, el drea de la curva o distribucién normal
alaizquierda de —1.26. Para Z, = 1.74, la probabilidad es 0.0409. Entonces,

P(-1.26 £Z < 1.74) = 1-0.1038-0.0409 = 0.8553, 0 85.53%.

Ejercicio 4.4.2. Para los siguientes problemas suponga que se trata de una po-
blacién de pesos, en centigramos, de espigas de triticale (un hibrido entre trigo y
centeno) Y, DN (20, 100). Esto es, una poblacién en la que las Y, estdn distribuidas
normalmente con y=20cg y o2 =100 cg?

a. P(Y; > 18)

Esto equivale a preguntar: ;qué porcentaje de las observaciones incluye va-

q preg ¢que p ) y

lores iguales 0 mayores que 18? En otras palabras, ;cudl es la probabilidad en esa
g y q p : p

poblacién de encontrar espigas de triticale que tengan pesos iguales o mayores

que 18 centigramos? Para contestar esto se debe transformar la poblacién anterior

a la distribucién Z:

= — =——="-0.2_ Entonces el problema se reduce a P(Z > -0.2)

Por ser un valor negativo debemos restar de uno. La respuesta es 1 - 0.4207
=0.5793, 0 57.93%.

b. P(15<Y, <20)

La pregunta ahora es: jcudl es la probabilidad de obtener al azar espigas con
pesos comprendidos entre 15 y 20 centigramos? Para esto se requiere encontrar
los valores de Z, y Z, equivalentes a los valores de 15 y 20:

_ 1520 _

20-20
Z]_ = = =
10

-0.5 Z,=22=0
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Consecuentemente P(15 <Y; < 20) se reducea P(-0.5<Z <0)

Para Z =-0.5,1a probabilidad es 0.3085
Para Z, = 0.0, la probabilidad es 0.5000

Entonces, la respuesta es: 1 — 0.3085 — 0.5000 = 0.1915 6 19.15%. En otras
palabras, el 19.15% de la poblacién de espigas de triticale tiene pesos comprendi-
dos entre 15y 20 centigramos.

c. ;Entre qué pesos de espiga estd comprendido el 50% de las observaciones
que se encuentra en el centro de la distribucién?

Como ahora tenemos 25% en cada cola de la distribucion, buscamos en el
cuerpo de la tabla esa cantidad. Lo mads cercano es 0.2514, es decir 25.14%. A este
porcentaje le corresponden valores de Z de £0.67 desviaciones estandar.

Tenemos, entonces, dos valores de Zy conocemos la media (4 =20) y la
desviacion estandar

(0 =10) de la distribucién normal de espigas de triticale. El problema se
reduce ahora a encontrar los valores de Y, y Y, cuando los valores de Zson + 0.67.
La solucidn se obtiene al despejar las siguientes ecuaciones:

BH — 0.67; Y,-u = -0.670; Y,-20 = -0.67*10; ¥, = 133 cg

ag

2y

Z, =L =0.67; Y,-u = 0.6703 ¥,-20 = 0.67*10; Y, = 26.7 cg

ag

La respuesta es entonces que el 50% de las observaciones del centro de la
distribucién se encuentra entre ¥; = 13.3¢cg y Y, =26.7cg

Ejercicio 4.4.3. En una poblacién normalmente distribuida se encuentra que el
33.0% de las plantas de café robusta tienen alturas inferiores a 140 cm, mientras
que el 6.3% de las plantas tienen alturas superiores a 173 cm. Encuentre la desvia-
cién estandar y la media de esta poblacion.

Solucién: En el cuerpo de la Tabla Z (Apéndice A) se ubican los porcentajes
(33.0% v 6.3%) que corresponden a los Valores 7, =-044y7 =+1.53, respec-
tivamente. Luego, a partir de la formula Z = ik _ al reemplazar los valores de Z
tenemos dos ecuaciones:

-0.440 = 140-u

+1.530 = 173-u
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Al multiplicar una de las ecuaciones por -1 y al sumar las dos, se elimina u
y se obtiene la ecuacién 1.97¢ = 33. Entonces, la desviacion estdndar es:

33

0 = ——
i 1.97=16.75
anteriores:

cm. Este valor se reemplaza en cualquiera de las ecuaciones

+1.53*16.75 = 173-u. Al despejar, se tiene u = 147.4 cm.



Capitulo 5
El teorema del limite central

“La persona no cientifica tiene una nocion mds clara de
la fisica, quimica y biologia que de la estadistica. Mu-
chos creen que los estadisticos son filatelistas numéricos,
simples coleccionistas de niimeros”. Stephen Senn'!

5.1. ¢Qué es el Teorema del Limite Central?

El Teorema del Limite Central establece la relacion entre las muestras y la
poblacion de la que son extraidas. Esto tiene relacién con el origen del error es-
tdndar, como se verd después.

Se ha senalado que Y es un estimador de u, asi como S? lo es de o?. Esta
relacion entre las muestras y la poblacién de la que provienen no es casual y mas
bien se fundamenta en el célculo de probabilidades. Se pueden predecir los resul-
tados de un muestreo en forma similar como se predicen los resultados al lanzar
varias monedas al aire.

Cuadro 5.1.1. Todas las muestras posibles n = 2,
extraidas de la Poblacién 3, 5, 7, 9 y sus respectivas medias

Muestras, n = 2 XY xYi/n Y; (medias)
3y3 6 6/2 3
3y5 8 8/2 4
3y7 10 1072 5
3y9 12 12/2 6
5y3 8 8/2 4
5y5 10 10/2 5
5y7 12 12/2 6

11 Bioestadistico suizo-britdnico. http://www.vicbiostat.org.au/people/prof-stephen-senn
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Cuadro 5.1.1. Continuacién

Muestras, n = 2 YY; XYi/n s (medias)
5y9 14 1472 7
7y3 10 10/2 5
7y5 12 12/2 6
7y7 14 14/2 7
7y9 16 16/2 8
9y3 12 12/2 6
9y5 14 14/2 7
9y7 16 16/2 8
9v9 18 18/2 9

Tomemos como ejemplo una poblacién compuesta de las siguientes cuatro
observaciones: 3, 5, 7, 9. Esta es una poblacién intencionalmente pequefia por
raz6n del ejemplo. La media, varianza y desviacion estdndar de esta poblacion de
cuatro observaciones son, respectivamente: y = 6 g2 =5 g = 2.24

El valor de N, nimero de datos u observaciones en la poblacién del ejem-
plo, es igual a 4. El nimero de muestras posibles, diferentes, con reemplazo, que se
puede extraer de una poblacién con N datos es igual a N”, en donde n es el nume-
ro de datos de la muestra. El caso es igual para todas y cada una de las muestras.
Es necesario tener en cuenta que las muestras son tomadas al azar y que el mues-
treo es con reemplazo. Esto es, una vez que se extrae y se anota una observacion,
ésta vuelve a la poblacion. De esta forma se garantiza que todas y cada una de las
observaciones tengan igual probabilidad de ser incluidas en cualquier muestra.

En este ejemplo, si n = 1, todas las muestras posibles, sin repetir, serdn cuatro:
N" = 41 = 4. Estas cuatro muestras son: 3, 5, 7, 9. Las medias de las cuatro muestras
Y serdn también, obviamente, 3, 5, 7,9. ;Qué pasa si se aumenta el tamano de la mues-
tra? Tomemos, por facilidad, el caso de n = 2. Con este tamafio de muestra, el ntimero
de muestras posibles, diferentes, que pueden extraerse de la poblacién 3, 5, 7, 9 serd
N™ = 42 = 16. Las 16 muestras y sus 16 medias se presentan en el Cuadro 5.1.1.

Se puede considerar a las 16 medias del Cuadro 5.1.1 como una nueva po-
blacién, llamada “poblacién de medias”. Las medias pueden agruparse, de acuerdo
con su frecuencia, como se observa en el Cuadro 5.1.2 y formar un histograma,
como se observa en el Grafico 5.2.2.
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Cuadro 5.1.2. Medias y frecuencias de la poblacién de medias del cuadro anterior

Frecuencias ( fl) 1 2 3 4 3 2 1

Medias (Y) 3 4 5 6 7 8 9

5.2. Los componentes del Teorema del Limite Central
El Teorema del Limite Central se compone bédsicamente de tres partes:

a) La primera parte senala que: “A medida que el tamaiio de la muestra au-
menta la distribucion de las medias de todas las muestras posibles del mismo tamario,
extraidas de la misma poblacion original, se asemeja mds y mds a la distribucién
normal’. Esto se puede ver a continuacién claramente, al comparar el histograma
de las muestras de la poblacién 3, 5, 7,9, cuando n = 1, con el histograma cuando
n = 2. (Ver también el Grafico 5.2.3.)

Sin = 3, entonces habra 4’ = 64 muestras posibles. El histograma con las
frecuencias de estas 64 medias tendrd mas barras y su distribucion se aproximara
alin mds a la distribucién normal que la del gréfico anterior.

Lo indicado tiene singular importancia ya que el investigador generalmente des-
conoce las caracteristicas de la poblacién con la que trabaja y si es que sigue o no la
distribucién normal. Sin embargo, si se extrae una muestra suficientemente grande,
alrededor de n=30, las suposiciones basadas en una distribucién normal tienen validez.

3 5 7 9

Gréfico 5.2.1. Histograma de las medias de las muestras obtenidas de la poblacién 3,
5,7 9 cuando n=1.
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Gréfico 5.2.2. Histograma de las 16 medias de las muestras obtenidas de la poblacién
3,5,7 9 cuando n=2

b) La segunda parte del Teorema del Limite Central dice: “Si la poblacién
inicial es normal, la distribucion de las medias de las muestras seguird exactamente
la distribucion normal independientemente del tamario de la muestra”. En este caso,
entonces, bastard con tomar una muestra pequena, esto es de pocas observacio-
nes, para tener como referencia las propiedades de la distribucién normal. La re-
lacién entre diferentes poblaciones y la distribucién de las medias de muestras de
distintos tamafios se presenta en el Grafico 5.2.3.

c) La tercera parte del teorema del limite central indica lo siguiente: “Si
de una poblacion Y con media Uy y varianza oy formada por N observaciones, se
extraen todas las muestras posibles de tamario n, se tendrd N™ muestras y N™ medias
de muestras. Esta es una nueva poblacion y formada por las medias de las muestras
¥ que tiene sus propios pardmetros, como media y varianza. La media Wy serd igual a
la media de la poblacion Y, es decir Hy.

. ., . 2

La varianza de la nueva poblacién formada por medias de las muestras, oy
serd igual a la varianza de la poblacién Y dividida para n”. Esta nueva poblacion se
denomina: “La Poblacién de Medias”. Sus pardmetros serdn entonces:

Media de la Poblacion de Medias: Uy =y (21)

Varianza de la Poblacién de Medias: o2 = of (22)
Y T
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2
Desviacion Estandar de la Poblacion de Medias: 4, = E
n

Demostracion

Como demostraciéon de lo sefialado refirimonos a la poblaciéon descrita
anteriormente formada por las observaciones 3, 5, 7, 9. Los parametros de esta

poblacién Y fueron:

Media yy = 6, Varianza of = 5, Desviacion Esténdar g, = V5 = 2.24

Cuando se extrajeron todas las muestras posibles n=2 de esa poblacion, las

medias fueron (Cuadro 5.1.1): 3,4,4,5,5,5,6,6,6,6,7,7,7,8,8,9

Tratemos a estas medias como lo que en verdad son: observaciones de
una nueva poblacién. Por ser esta una poblacién formada por 16 medias, lla-
mémosla “poblacién de medias”. Encontremos ahora algunas caracteristicas de

esta poblacién:

La sumatoria de las observaciones. Como las observaciones son las medias,

la férmula es:

YY,=3+4+4+5+...49=96
La sumatoria de los cuadrados de las observaciones:
YV =32442 442452492 =616

La sumatoria de las observaciones al cuadrado:

(X Y)? =962 =9216

La media de la poblacién de medias (poblacién Y) es igual a:

Con lo que se comprueba que: uy = ply = 6

La varianza de la poblacién de medias (poblacién Y) es igual a:

2
s ER) gg02e
N — 6 —925

2
O~ =
Y N 16
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Con lo que se comprueba que: 6f = o?/n=5/2 =125

+  La desviacion estandar de la poblaciéon de medias (poblacién Y) es igual a:
oy =+Jof/n=./5/2 =158

Lo anterior demuestra las relaciones entre poblacién y muestras, de acuer-
do con lo que postula el Teorema del Limite Central.

(En el Gréfico 5.2.3 se observa como las distribuciones tienden a la curva
normal a medida que aumenta el tamano de la muestra.)

5.3. El error estandar y el Teorema del Limite Central

Conocemos, gracias al Teorema del Limite Central, la relacién entre una
poblacién y las muestras que pueden extraerse de ella. Sin embargo, esta claro
que en la practica no podemos extraer todas las muestras posibles de una pobla-
cion. Por lo general nos contentamos con obtener unas pocas muestras y muchas
veces solo una muestra. Pero en todo caso, siempre debemos tener como referen-
cia la poblacién tedrica formada por todas las medias de las muestras (Poblacién
de las Medias de las Muestras). De hecho, la media de la muestra que hayamos
obtenido pertenece a esa poblacién. Como se vio en la seccidon anterior, un pa-
rametro muy importante de esa poblacién es la Desviacién Estdndar de la Pobla-
cion de Medias (oy ). En los trabajos de investigacion necesitamos contar con un
estimador de ese pardmetro. Puede deducirse que la estadistica que resulta ser el
mejor estimador de gy es Sy, que se lo conoce como Desviacién Estdndar de la
Media de la muestra o simplemente Error Estdndar. La férmula del Error Estdndar
esiguala §; = \/Sz_/n . Note la similitud con la férmula de la Desviacién Estdandar
de la Poblacién de Medias: oy = /o /n .

Para tener mayor confianza en los resultados experimentales es importante
que el error estdndar sea lo mas bajo posible. Hay dos formas cdmo el investigador
puede reducir el valor de Sy:

1. Refinando la técnica experimental. Esto es, controlando las fuentes de
variacion, lo que lleva a una reduccién de la varianza S? y consecuente-
mente del error estdndar Sy.

2. Aumentando el tamafio de la muestra, #n. En otras palabras, como la fér-
mula de Sy es igual a &£ _ %, entonces el valor de Sy va a ser menor si el
. . n n
denominador se incrementa.
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POBLACION A DISTRIBUCION DE ¥, (A) DISTRIBUCION DE ¥, (A)
n= n=30
VALORES DE ¥, VALORES DE T, VALORES DE ¥
POBLACION B DISTRIBUCION DE ¥, (B) DISTRIBUCION DE Y, (B)
n=2 n=30
VALORES DE ¥, VALORES DE T, VALORES DE ¥,
POBLACIGN C DISTRIBUCION DE T, (C) DISTRIBUCION DE T, (C)
n=2 n=30
VALORES DE Y, VALORES DE ¥/ VALORES DE ¥
POBLACION D DISTRIBUCION DE ¥, (D) DISTRIBUCION DE T, (D)
n=2 n=30
VALORES DE Y VALORES DE ¥, VALORES DE ¥/

Gréfico 5.2.3. relacién entre poblaciones diferentes y la distribucién de medias de mues-
tras de distintos tamafios

Ejercicio 5.3.1 Al tomar una muestra al azar de tamano 16 de una poblacién nor-
malmente distribuida, el valor de Sy fue igual a 5.

a) Encuentre la varianza de la muestra:

Sy = -5=i-25=j—:;52=4oo

S
Vn’ 16°
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b) ;Cudl deberia ser el tamafio de una nueva muestra para reducir Sy de 5
a 2.5, es decir, a la mitad?

Para encontrar el tamano (n) de la nueva muestra, si queremos que Sy sea
igual a 2.5, se debe sustituir en la férmula los valores conocidos:

Sy =2.5=1/S2/n; 2.52 = 400/n; n =400/2.52 = 64

c) Si los recursos solo alcanzaran para reducir de 5 a 4 el error estdndar,
scon qué tamano de muestra se deberia trabajar?
Sy =4=./52/n; 42 =400/n; n=400/4% =25

Note en el literal b) que al aumentar el tamano de la muestra de 16 a 64, el
error estandar sélo disminuyd a la mitad.

Comentario: Se presupone, con relacidn al ejercicio anterior, que la varian-
za de la nueva muestra no va a diferir significativamente del valor de 400, a no ser
que haya cambios en la técnica de muestreo.

Ejercicio 5.3.2. Si se obtuvieran todas las muestras posibles n=20 de una pobla-
cién en la que u = 100y % = 1280, ;Cudles serfan los parametros de la pobla-
cién de medias: py, of, oy ¢

py = pu =100

of = 0%/n=1280/20 = 64

oy =/o%/n=./1280/20 = 8

Ejercicio 5.3.3. Se tiene una poblacién normalmente distribuida, con media 40 y
varianza 100

(u = 40,0% = 100)

a. Sise extrae una muestra n=4, ;alrededor de qué valor probablemente esta-
ra el error estdndar Sy ?

Con los datos proporcionados no podemos encontrar Sy . Sin embargo, si
podemos encontrar el valor del pardmetro oy, cuyo estimador es Sy. Por
lo tanto:
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a? 100
oy = |7 = |7 = ° . Consecuentemente podemos inferir que el error es-

tandar estard alrededor de 5.

b. Con un programa de computacién extraiga seis muestras n=4 de una
poblacién con media igual a 40 y varianza igual a 100: y = 40, ¢% = 100

Statistix 9

M1 M2 M3 M4 M5 M6

49.59 36.37 56.07 46.39 26.69 37.12
42.40 47.04 45.37 58.48 35.52 57.10
25.87 40.48 45.39 61.21 35.62 26.87
31.99 44.55 57.02 45.51 41.00 50.27

c. Encuentre las medias, varianzas y errores estindar de las seis muestras

Statistix 9

Muestras n medias Varianzas Err?res
Estandar
M1 4 37.463 111.97 5.2908
M2 4 42.110 21.989 2.3446
M3 4 50.964 41.716 3.2294
M4 4 52.896 65.680 4.0521
M5 4 34.709 35.137 2.9638
M6 4 42.838 182.06 6.7464

Las medias, varianzas y errores estindar son estadisticas provenientes de
muestras. Consecuentemente son variables. Estos valores son estimadores de los
pardmetros: media de la poblacién (u = 40), varianza de la poblacién (a2 = 100)
y desviacién estdndar de la poblaciéon de medias (a; = 5).

Note como los estimadores fluctdan alrededor de los pardmetros. Sin em-
bargo, las fluctuaciones son relativamente grandes por razén del pequefio tamano
de las muestras (n = 4). El promedio de las seis medias es igual a 43.49, el prome-
dio de las seis varianzas es igual a 76.43 y el promedio de los seis errores estindar
es igual a 4.10.

Comentario: Las seis muestras al azar de tamafio cuatro del ejercicio ante-
rior son parte de un total posible de N* muestras. Si N fuera s6lo 100, entonces
N™ = 100* = 1*108, es decir, habria 100 millones de muestras posibles. Por lo
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tanto es muy improbable que haya dos muestras iguales o que al repetir el proceso
se extraiga una muestra repetida.

Si quisiéramos reducir el error estindar a la mitad, es decir a un valor al-
rededor de 2.5, el tamano de la muestra deberia ser cuatro veces mds grande, es
decir n = 16. (Ver el ejercicio 5.3.1.) Para demostrar esto, saquemos de la misma
poblacién del ejercicio anterior, seis muestras de tamano 16 (nada mégico con el
numero seis, pueden ser menos 0 mas muestras).

Ejercicio 5.3.4. Se tiene una poblacién normalmente distribuida, con media 40 y
varianza 100

(1 =40,0% = 100)

a. Obtenga seis muestras de tamafio 16, (n = 16)

Statistix 9

M1 M2 M3 M4 M5 M6
50.96 31.3 40.59 29.8 47.73 27.2
32.73 38.09 34.32 35.54 32.26 42.97
41.75 39.99 43.05 34.35 38.34 32.75
29.18 44.95 40.82 37.39 63.52 41.03
43.01 56.58 39.72 31.67 11.39 44 .42
36.09 36.91 53.54 36.88 49.11 47.06
27.23 50.29 52.14 32.04 45.38 43.98
34.56 45.52 22.07 36.79 42.93 30.22
34.18 52.11 43.52 53.45 56.95 31.33
40.69 40.3 34.84 30.71 38.58 42.66
25.36 35.19 35.64 46.8 32.63 37.27
45.94 45.39 36.66 39.97 28.64 51.43
38.18 58.32 45.3 57.79 36.79 41.28
47.61 52.54 31.37 33.21 44,85 24.04
39.78 58.09 59 41.65 38.26 40.72
28.29 51.38 40.49 42.21 51.33 43.13
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b. Obtenga ahora las medias, la varianzas y errores estindar de las seis muestras

Statistix 9

Muestras n medias Varianzas Errores Estandar
M1 16 37.221 57.933 1.9028
M2 16 46.060 72.372 2.1268
M3 16 40.817 81.139 2.2519
M4 16 38.765 64.984 2.0153
M5 16 41.168 148.70 3.0486
M6 16 38.844 58.182 1.9069

Como puede verse las medias, las varianzas y los errores estindar fluctian
alrededor de la media de la poblacién (40), la varianza de la poblacién (100) y la
nueva desviacién estandar de la poblacién de medias (2.5), respectivamente. Note
también que la variacion entre las muestras ha disminuido sensiblemente al incre-
mentar el tamafio de la muestra de 4 a 16. El promedio de las seis medias es 40.47,
el promedio de las seis varianzas es 80.55 y el promedio de los seis errores estindar
es 2.21. Estos valores estdn ahora mds cercanos a los pardmetros de la poblacién
de medias: uy =40.0 y o3 =2.50.

Comentario: A medida que aumenta el tamafio de la muestra, el error por
muestreo disminuye. Esto se puede deducir del modelo lineal aditivo, que senala
que: Y = u+ Y &;/n. Es decir que la media de la muestra se acerca cada vez mds
a la media de la poblacién a medida que se incrementa el tamano de la muestra.
Esto, bajo la presuncién de que el muestreo sea al azar, por lo que las desviaciones
o errores de signo positivo tienden a cancelarse con los errores de signo negativo.

5.4. La desviacién estandar de las medias y las probabilidades

El error estdndar interviene en la mayoria de las pruebas estadisticas que
conllevan a decisiones sobre la base de probabilidades. Sin embargo puede ser que
en algunos casos el investigador conozca o tenga evidencia suficiente acerca del
valor de la varianza de la poblacién de su interés.

Si fuera asi, en las pruebas de hip6tesis con relacion a la media de la pobla-
cién deberia emplear la desviacion estdndar de la poblacién de medias oy por ser
una constante y no el error estdndar S , que es una variable. Para estos casos se
emplea la férmula de la distribucién normal estandarizada Z para la poblacién de
medias. La férmula es:
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Zy = (YV-pp) /o7 (24)

Veamos varios ejemplos:

Ejercicio 5.4.1 Encuentre las siguientes probabilidades relacionadas con la Distri-
bucién Z: (comparar con los ejercicios de la Seccién 4.4.)

a. Si se extrae al azar una observacién de una poblacién normalmente dis-
tribuida con media igual a 30 y varianza igual a 40, ;DN (u = 30,02 = 40)
;Cudl es la probabilidad de que esa observacion Y; se encuentre entre 28 y
34, es decir: P(28 <Y, < 34)?

Para contestar esta pregunta nos referimos a la distribucién Z, cuya férmu-
Y;-
laes:Z = (iny)
a

Necesitamos dos valores que en la distribucion Z sean equivalentes a 28 y a

34. Al reemplazar en la férmula tenemos lo siguiente:

7, = (28-30)

_ _ (34-30) _
— —032vyz,= —,;- = 0.63

En la Tabla Z, apéndice A, a la izquierda de -0.32 encontramos el area
37.45% y a la derecha de 0.63 el drea 26.43%. Sumamos estas dos dreas y tenemos
63.88%. Consecuentemente, la probabilidad de que la observacién se encuentre
entre 28 y 34 serd: 100% - 63.88% = 36.12%.

b. Side la misma poblacidn del literal a) se extrae una muestra al azar n=10,
;Cudl es la probabilidad de que la media de esa muestra Y; se encuentre
entre 28 y 34, es decir: P(28 < Y; < 34)?

En este caso, como se trata de la media de una muestra Y; y no de una ob-
servacion Y;, debemos emplear la férmula (24):

Zy = (Y-up) /0%

Con los datos de este_ejercicio encontramos la desviaciéon estandar de la
poblacién de medias, oy = %‘; = 2. Igualmente, como en el literal a), necesitamos
dos valores que en la distribucién Z sean equivalentes a 28 y 34:

_ (28-30) _ _ (34-30) _

Zl T—'lYZz— 2 2

En la Tabla Z, apéndice A, a la izquierda de -1 encontramos el drea 15.87%
y a la derecha de 2 el drea 2.28%. Sumamos estas dos dreas y tenemos 18.15%.
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Consecuentemente la probabilidad de que la media se encuentre entre 28 y 34
serd: 100% - 18.15% = 81.85%.

Note que en a) la probabilidad fue mucho menor que en b), a pesar de
que las dos poblaciones tienen igual media. Esto resulta por cuanto el valor de la
desviacion estdndar de la poblaciéon de medias es siempre menor que el de la des-
viacion estandar de la poblacién original (excepto cuando n =1).

Si una poblacién sigue una distribucién normal, el teorema del limite cen-
tral nos indica cudl es la distribucién de las medias de todas las muestras posibles
extraidas al azar de esa poblacién.

Si se tiene, como ejemplo, una poblacién en la que los pardmetros son
u=501y ad?=100

esperamos que Uy = 50, que 0’5 =100/10 =10, y que oy = V10 = 3.16
cuando n=10.

Empleando la férmula Zy = (Y;-uy)/07 podemos calcular la probabilidad
de obtener valores determinados de Y.

Si una poblacién sigue una distribucién normal, el teorema del limite cen-
tral nos indica cudl es la distribucién de las medias de todas las muestras posibles
extraidas al azar de esa poblacién.

Si se tiene, como ejemplo, una poblacién en la que los pardmetros son
100
u=>50y o? =100, esperamos que uy = 50, que 0} =—=10y gy = V10,
cuando n=10.

Mediante el uso de la formula Z7 = (¥;-u5)/ 07 podemos calcular las proba-
bilidades de obtener valores determinados de Y.

Ejercicio 5.4.2. Si Y;DN(u = 50,02 = 100), calcule las siguientes probabilidades
cuando n=10:

a. P(Y;>51) Zy=(51-50)/3.16 = 0.32; R= 37.45%
b. P(Y;>55) Zy=(55-50)/3.16 = 1.58; R=5.71%
c. P(Y;>60) Zy=(60-50)/3.16 =3.16;R=10.08%
d. P(Y; £50) Zy =(50—50)/3.16 = 0.00; R= 50.00%
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e. P(Y;<46) Zy=(46-50)/3.16 =—-1.27;R=10.20%
f. P(Y,<42) Zy=(42—150)/3.16 = 2.53; R=0.57%

Comentario: Note en el ejercicio anterior que la probabilidad tiende a cero
a medida que el valor de la media de la muestra se aleja del valor de la media de la
poblacién. Como ejemplo, en el literal f), la probabilidad de obtener una muestra
con una media igual o menor que 42 es sélo 0.57%. Si desconociéramos que la
media de la poblacién es en verdad 50, no estariamos tan seguros en afirmar que
esa muestra con media ¥ = 4 provino de una poblacién con una media u = 50,
porque la probabilidad de que ocurra ese evento s6lo por azar es muy baja. Més bien
estarfamos tentados de pensar que esa estadisticay = 42 vino de una poblacién con
una media menor que 50.



Capitulo 6
El planteamiento
y las pruebas de hipotesis

“Hay solo dos posibilidades: si los resultados confirman
la hipétesis, has realizado una medicion; si los resulta-
dos son contrarios a la hipétesis, has hecho un descubri-
miento”. Enrico Fermi

6.1. {Qué es una hipétesis?

Hipdtesis es una proposicion acerca de la forma de accién y posible rela-
cién de dos o mas variables. Toda investigacion requiere de hipétesis. Por lo gene-
ral no es una idea sacada del aire, sino que tiene que sustentarse sobre el conoci-
miento actualizado del campo de investigacion. La hipdtesis es parte esencial del
método cientifico, como se vio en la seccidn 1.4. La hipdtesis debe ser sometida a
prueba para la verificacién de su postulado, su modificacién o su rechazo. En todo
caso, cualquier hipdtesis es provisional. A Albert Finstein' se le atribuye la frase
“ninguna cantidad de investigaciéon podria probar que lo que propongo es cierto,
pero un solo experimento podria demostrar que estoy errado”. De acuerdo con
el epistemdlogo Karl Popper', considerado como uno de los grandes fil6sofos de
la ciencia del siglo 20, una hipétesis no puede ser “confirmada’, porque siempre
existe la posibilidad de que algtin experimento futuro demuestre su falsedad.

La formulacién de hipétesis es un hecho cotidiano en nuestras vidas. Ex-
presiones como: “es posible que manana llueva”, “probablemente el délar se reva-
lte frente al euro”, o “tal equipo de futbol puede quedar campeén”, son frases que
contienen un componente de probabilidad y que las escuchamos frecuentemente.
Sin embargo, en estos ejemplos poco o nada podemos hacer para provocar resul-

12 Fisico italiano. https://www.brainyquote.com/authors/enrico_fermi

13 Wynn, C.M; Wiggins, A.W; and Harris, S. (1997). The Five Biggest Ideas in Science. John Wiley
and Sons. p. 107.

14 http://es.wikipedia.org/wiki/Karl_Popper
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tados que nos lleven a confirmar estas hipétesis. Es decir, no podemos plantear
experimentos controlados sobre la base de estas ideas.

En la aplicacién del método cientifico es esencial la formulacién de hipéte-
sis, el sometimiento de la hip6tesis a prueba y la evaluacion final de la hip6tesis. No
pueden existir investigaciones cientificas y experimentos sin una hipdtesis previa.

6.2. {Cémo se plantean las hipétesis?
Para demostrar cdmo se plantean las hipdtesis analicemos el siguiente caso:

Al lanzar 10 monedas al aire, ;cudl es la probabilidad de obtener 10 caras?
El resultado de cada moneda es un evento independiente de lo que pueda ocurrir
con las otras monedas. Recordemos que la probabilidad de obtener una cara al
lanzar una moneda es p = 1/2. Consecuentemente para 10 monedas, la probabi-
lidad es p°. Esto es: p'® = (1/2)'° = 1/1024 = 0.00098, una cantidad un poco
menor que 0.1%.

El punto es el siguiente. Supongamos que un tahur le apuesta que al lanzar
10 monedas al aire obtendrd 10 caras. Como usted conoce acerca de probabili-
dades acepta la apuesta y jpierde! ;Cudl seria su conclusion, que el sefior que le
propuso la apuesta era un timador o que sencillamente tuvo mucha suerte? La
probabilidad de obtener 10 caras al lanzar 10 monedas al aire es tan baja que usted
posiblemente concluya que lo estafaron.

En forma similar, si se desconoce la verdadera y y la probabilidad de obte-
ner una media determinada Y resulta muy baja con relacién a una p hipotética, se
podria concluir que la ¥ encontrada proviene de una poblacién con una u dife-
rente de la que se tenia en mente. Sin embargo, tanto en el ejemplo de la apuesta
como en este dltimo, la decisién podria no ser la correcta.

En el ejemplo de la apuesta, antes de concluir si le estafaron o no, usted,
consciente o inconscientemente, se plante6 dos posibilidades: la primera, que las
monedas eran de curso legal y que probablemente no todas caerfan cara y la se-
gunda, que las monedas habrian sido manipuladas y tenderian preferentemente
a caer cara. En otras palabras, 1) el tahdr tuvo mucha suerte o, 2) el tahtr hizo
trampa. En términos generales, estas dos posibilidades, mutuamente excluyentes,
se llaman hipétesis.

La primera hipétesis se denomina “Hipdétesis Nula” y se representa como
H, . Por lo general la H,, denota el “status quo’, es decir se basa en la informacion
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o conocimiento previo que tenemos de una poblacién. Asi, si en un experimen-
to se trata de evaluar el rendimiento de una nueva variedad, la Hy seria que el
rendimiento de la nueva variedad va a ser igual al de la variedad tradicional de la
zona. La segunda hipotesis se llama “Hipdtesis Alternativa” y se representa como
H,. Como el nombre lo indica la H; ofrece alternativas distintas a lo que plantea la
H, . En todo caso, las dos hipdtesis deben abarcar todos los eventos posibles que
puedan resultar.

En todo trabajo de investigacion es esencial plantear las hipdtesis antes de
realizar el experimento y obtener los resultados. En el ejemplo de la apuesta, la
hipétesis nula Hy, se refiere a la informacién conocida de que las monedas pueden
caer cara o sello indistintamente, pero con igual probabilidad, es decir p = q = V5.
Consecuentemente el tahtdr no intenta hacer trampa; si gana es por puro azar. La
hipétesis alterna (H,) es la probabilidad de que esas monedas tengan mayor pro-
babilidad de caer cara, o tal vez que tengan cara en los dos lados, en cuyo caso p=1
y q = 0. Si esto tltimo es el caso, el tahur hace trampa. Como la probabilidad de
obtener 10 caras es tan baja, una vez conocido el resultado, usted posiblemente se
decida por la H,. Sin embargo, en cualquiera de los dos casos, tanto si se acepta la
H, como si la rechaza se puede cometer error. Esto determina que haya errores de
dos tipos, Tipo I y Tipo II, como se verd mas adelante.

6.3. Procedimiento para las pruebas de hipétesis
El procedimiento para las pruebas de hipodtesis es el siguiente:
1. Planteamiento de la hipétesis nula (H,) y alternativa (H,)

2. Determinacion del nivel de significacion 'y del valor critico V.C.

3. Andlisis de los resultados experimentales y obtencion de la prueba estadis-
tica, PE.

4. Comparacién entre el valor de la prueba estadistica y el valor critico

5. Aceptacion o rechazo de la hip6tesis nula, Hy

6.4. Nivel de significacién, valor critico y prueba estadistica

Se llama en estadistica nivel de significacion a, a la cantidad de evidencia
necesaria para decidir cuan probable es que un evento haya ocurrido solo por
azar. Generalmente y en forma convencional se ha fijado como nivel de signifi-
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cacion una probabilidad del 5%. Esto quiere decir que el investigador acepta que
sus resultados puedan deberse al azar en ese porcentaje. En otras palabras, estd
dispuesto a rechazar la hipdtesis nula si P < 0.05 (probabilidad igual o menor
que 5%). A veces, para dar mayor énfasis a los resultados experimentales se usa
también el nivel de significacién del 1%.

En las diferentes curvas de distribuciéon de datos cuantitativos los niveles
de significaciéon que fije el investigador estan en los extremos. Estos porcentajes
de las distribuciones se denominan dreas criticas y separan las dreas de rechazo
de las dreas de aceptacion de la hipdtesis nula. A cada area critica le corresponde
un valor critico, que se lo encuentra con la férmula de la distribucién especifica y
que toma en cuenta la densidad de las dreas de la curva y los grados de libertad de
la muestra. El drea critica se expresa en porcentaje, mientras que el valor critico es
una cantidad relacionada con el drea critica y que se ubica en la abscisa de los ejes
cartesianos. Al valor critico se lo encuentra en tablas especificas, como las de los
apéndices de este texto. El valor critico es un punto de referencia para compararlo
con la prueba estadistica.

La prueba estadistica es el valor calculado con los datos experimentales ob-
tenidos de la muestra y la aplicacién de la férmula de la distribucién correspon-
diente, de acuerdo con la planificaciéon del experimento. Si la prueba estadistica
excede el valor critico, entonces la decision es rechazar la hipétesis nula.

Para facilitar la evaluacion de hipétesis, varios matemdticos e investigado-
res desarrollaron tablas estadisticas donde constan los niveles de significacion &
y los correspondientes valores criticos. Por simplicidad, las tablas (ver apéndices)
solo especifican determinados niveles de significacién. Los mds usados tradicio-
nalmente han sido los niveles de significacién del 5% y del 1%. Actualmente, con
los programas computarizados, el investigador puede determinar exactamente la
probabilidad de un resultado y sobre esta base, decidir si acepta o rechaza la hipé-
tesis nula planteada. Sin embargo, las tablas estadisticas mas relevantes se incluyen
en este texto por razones diddcticas.

En investigacién, una vez que se ha aceptado o rechazado la H,, el paso
siguiente es la discusion de los resultados. Este es el punto crucial de una inves-
tigacion; es el paso que explica y justifica los resultados obtenidos y en el que el
aporte personal en términos de ideas tiene gran importancia.
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6.5. Hipétesis, decisiones y consecuencias

El célculo de probabilidades nos permite probar las hipétesis que nos he-
mos planteado. Una prueba de hipdtesis es una evaluacion probabilistica de la
evidencia a favor o en contra de la hipdtesis nula y esto nos conduce a su acepta-
cién o rechazo.

En el siguiente cuadro se presentan las alternativas y consecuencias al deci-
dirse por determinada hipdtesis:

Cuadro 6.5.1. Hipétesis, decisiones y consecuencias

Condicion de las hipdtesis
H verdadera H verdadera
Decision 1 Aceptar Ho Decisién correcta Error Tipo II
Decisién 2 Rechazar H0 Error Tipo I Decisién correcta

En otras palabras, si se rechaza una hipdtesis nula verdadera se comete
Error Tipo 1. Si se acepta una hipdtesis nula falsa, se comete Error Tipo II.

6.6. Error Tipo | y Error Tipo Il

En el proceso de evaluacion de las hipétesis siempre se corre el riesgo de lle-
gar a una conclusion errénea. Aunque el limite de las probabilidades es 0 < 1, las
curvas de distribuciones en Estadistica en teorfa van de menos infinito a mas infi-
nito (-00 & +00). Consecuentemente, nunca podemos tener certeza absoluta de la
veracidad de nuestra decision al aceptar o rechazar una hipétesis. En otras palabras,
siempre existe la probabilidad de cometer error.

Como se sefiala en el Cuadro 6.5.1, existen dos tipos de error:

a. Error Tipo I. Se llama también “error de primera clase”. Se comete Error
Tipo I cuando se rechaza una hipétesis nula verdadera.

b. Error Tipo II. Se llama también “error de segunda clase”. Se comete Error
Tipo II cuando se acepta una hipétesis nula falsa.

El drea critica corresponde al nivel de significacion de la prueba. A esto se le
designa con la letra griega alfa cr. El nivel de significacion es el riesgo de cometer
Error Tipo 1. En otras palabras, la probabilidad de cometer Error Tipo I es igual al
nivel de significacién .
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La probabilidad de cometer Error Tipo II se designa con la letra griega beta
B.Elvalor de B depende de « y de u, (la media hipotética) y tiene relacién con el
poder de la prueba. El poder de la prueba es igual a 1 — f. Si el nivel de significa-
cién a aumenta también aumenta la probabilidad de cometer Error Tipo I, pero
disminuye la probabilidad de cometer Error Tipo II. Sin embargo, como se vio
anteriormente, si el tamafio de la muestra aumenta el error estindar disminuye.
Consecuentemente la prueba se vuelve mds precisa. En otras palabras, tanto las
probabilidades de cometer Error Tipo I como Error Tipo II pueden mantener-
se bajas al incrementar el tamano de la muestra, n. Mds adelante se presentaran
ejemplos de la estimacion del poder de la prueba y de las relaciones con «, 8 y el
tamario de la muestra (n).

En las investigaciones agropecuarias, el llegar a decisiones en forma apresu-
rada y aceptar o rechazar las hipétesis sin mayor sustento o evidencia (Error Tipo
I, Error Tipo II), puede ser sumamente costoso. Supongamos que sobre la base
de una muestra pequena se llega a la conclusion de que un producto X controla
la sigatoka (enfermedad del banano) y nos apresuramos a aplicar el producto en
100 o mas hectdreas. Bien podriamos estar botando el dinero, o peor, causando
mads mal que bien.

6.7. Pruebas de una cola y pruebas de dos colas

En las pruebas de hipétesis hay tres casos posibles, que son definidos por el
investigador de acuerdo con sus intereses. Cuando las pruebas tienen relacién con
la media de la poblacién los casos son:

Caso No. 1. Ignoramos la posibilidad de que ¢ pueda ser menor que Ko (1o
es el simbolo que representa a la media que se plantea en la hip6tesis nula. Se llama
media hipotética):

Ho:pp = po
Hyzp >

Esta es una prueba de cola derecha y tiene signo positivo.

Caso No. 2. Ignoramos la posibilidad de que 4 pueda ser mayor que p:
Ho:p = po

Hyp < o



EL PLANTEAMIENTO Y LAS PRUEBAS DE HIPOTESIS

85

Esta es una prueba de cola izquierda y tiene signo negativo.

Caso No. 3. Se considera la posibilidad de que u pueda ser mayor o menor
que Uy

Ho: = o
Hy:p # po

Esta es una prueba de dos colas y consecuentemente puede tener signo po-
sitivo o negativo.

En las figuras siguientes se presentan los tres casos posibles. Si la prueba
estadistica cae dentro del drea critica, o lo que es lo mismo excede al valor critico
absoluto, la decision es rechazar la H, . (La forma mds aceptada de expresar lo mis-
mo es indicar que no existe suficiente evidencia para rechazar la H,). En el caso
contrario, se acepta la H, con el nivel de significacién especificado.

Caso No. 1
Hg:pu =
= P PRUEBA DE COLA DERECHA
Hy:p > pg
AREA CRITICA = @

T ACEPTEH. —»[% RECHACE Ho -»>
0 +V.C.

Grdfico 6.71. Prueba de cola derecha
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Caso No. 2

PRUEBA DE COLA IZQUIERDA

AREA CRITICA= @

- »| <

RECHACE He ACEPTE Ho

-V.C.

Gréfico 6.7.2. Prueba de cola izquierda

Caso No. 3

Ho:p =
PRUEBA DE DOS COLAS W

Hy:pe# pg
AREA CRITICA= @/2 AREA CRITICA = a/2

VC
44— RECHACE Ho — M ACEPTEH, — P € RECHACEH. >

Grdéfico 6.7.3. Prueba de dos colas



Capitulo 7
Pruebas de hipotesis para las medias

“La tinica prueba relevante de la validez de una hipé-
tesis es comparar lo que se predijo con los resultados del
experimento”. Milton Friedman®

7.1. Prueba Estadistica Z

Si tenemos una poblacién y conocemos su varianza g2 pero desconocemos
la media u, podemos probar la hipétesis nula que la media g es igual a una media
hipotética yu, utilizando la distribuciéon Z. La prueba estadistica Z (P.E.Z.) es:

P.E.7 =t
oy (25)

Una vez planteadas las hip6tesis y definidos el drea critica y el valor critico,
se procede a extraer una muestra al azar de la poblacidn, luego se encuentra la
media de muestra Y y la desviacion estdndar de la poblacion de medias oy. A
continuacién se obtiene la prueba estadistica P.E.Z. Luego evaluamos la prueba
estadistica compardndola con el valor critico y decidimos si aceptar o rechazar la
Hipétesis Nula. Los ejercicios a continuacién son ejemplos de esto.

Ejercicio 7.1.1. Se tiene una poblacién normalmente distribuida Y, DN (u, 90).
Es decir, una poblaciéon con media desconocida y varianza igual a 90. Un investi-
gador se plantea las siguientes hip6tesis:

H,:u =20

Hy:p # 20

15 Economista estadounidense. https://www.brainyquote.com/authors/milton_friedman
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El nivel de significaciéon que escoge es a@ =5%.

Luego procede a la extracciéon de una muestra al azar y ésta es: 15, 14, 8, 10,
18, 20, 25,10, 13, 12.

10

- —
La desviacion estdndar de la poblacion de medias es: gy = fﬂ = % =3
n
. . Y- 14.5-20
La prueba estadistica Z es igual a: P.E. Z = % =——=-183

Y
La hipdtesis alternativa plantea la posibilidad de que la media sea menor o
mayor que 20, consecuentemente esta es una prueba de dos colas. Por lo tanto, la
regién o drea critica en cada colaes ¢ /2 = 2.5%. En el cuerpo de la Tabla Z (Apén-
dice A) se busca 0.0250 (es decir, 2.5%). En la columna e hilera correspondientes
se ubica el valor Z, que para este caso es 1.96.

Por ser prueba de dos colas los valores criticos son entonces -1.96 y +1.96.
Como la prueba estadistica -1.83 cae dentro de estos limites, en otras palabras, no
excede a los valores criticos, la decisién consecuentemente es aceptar la H,, al 5%
nivel de significacién. Como en verdad nunca podemos estar seguros de que la
verdadera media de la poblacién sea igual a la media hipotética, una mejor ma-
nera de expresar lo anterior y que cubre la incertidumbre anotada, es senalar que
“no existe suficiente evidencia para rechazar la H

Analicemos el significado de la conclusion a la que se llegd en el ejercicio
anterior. La distribucién 7 representa la curva normal que seguiran las medias de
todas las muestras posibles de tamafio 10, extraidas de la poblacién Y, DN (i, 90)

La probabilidad de extraer una muestra con una media como la obtenida,
Y = 14.5, es superior al 5%. Como ésta es una probabilidad no lo suficientemente
baja, podemos concluir que no existe suficiente evidencia para rechazar la H, que
u =20. Esta claro que la decisién tomada seria correcta si el valor de u fuera en
verdad 20.

Sin embargo, incluso si el valor de u fuera en verdad 20, es probable extraer
al azar una muestra que tenga una media extrema y que la P.E. exceda al valor
critico absoluto de 1.96. Esta probabilidad es igual al 5%. Si este evento ocurriera,
entonces se rechazaria una hipétesis nula verdadera y consecuentemente se come-
teria Error Tipo L.
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En cualquier experimento podemos llegar a una conclusién equivocada y
nunca conocer si se cometi6 Error Tipo I o II. Sélo la evidencia obtenida de otros
experimentos similares al nuestro puede despejar estas dudas. En todo caso, en
experimentos cuidadosamente conducidos, disminuye la probabilidad de arribar
a una conclusién errada.

En el siguiente ejercicio se conoce que la poblacién no estd normalmente
distribuida. Consecuentemente, el tamafio de la muestra debe ser alrededor de
30. Esto, de acuerdo con lo que postula el Teorema del Limite Central. Cuando n
= 30, la distribucién de la poblacién de medias se convierte en una distribucién
normal y por lo tanto se pueden aplicar las propiedades de la distribucién normal
estandarizada Z.

Ejercicio 7.1.2. En un valle se ha sembrado fréjol en forma tradicional por mu-
chos anos. La media de la produccién de fréjol en ese valle es p = 400 kg/ha y
la desviacion estaindar o = 50 kg/ha. (Es decir, varianza igual a 2500.) Se sabe
ademads que la distribucién de la produccién no sigue la distribucién normal. Un
técnico agricola trata de demostrar a los agricultores los beneficios del manejo
integrado de plagas. Para esto realiza un experimento en 30 parcelas repartidas
al azar en el valle y las cultiva de la misma forma que los agricultores, con la ex-
cepcidn del manejo de plagas. Las hipétesis que se plantea el técnico agricola son:

H,:u =400
a=5%

Note que la hipdtesis nula es u = 400. Esto equivale a decir que el manejo
integrado de plagas no afectara en forma alguna la producciéon de fréjol. Por lo
contrario, la hip6tesis alterna

u > 400 plantea la posibilidad de que la media sea mayor gracias a la apli-
cacién del manejo de plagas. Ademads, descarta la posibilidad de que el manejo de
plagas disminuya la produccién. Por eso, se plantea la hipdtesis de una sola cola.
Una presuncién importante es que la varianza de la producciéon se mantendra
igual al aplicar la tecnologia que se pretende introducir.

Al analizar los resultados el técnico agricola encuentra que la media de la
muestra de 30 parcelas fue ¥ = 450. Fue necesario tomar una muestra de tamafio
30 ya que la poblacién original no presentaba una distribucién normal. De esta
forma la distribucién de las ¥; serd normal, de acuerdo con el Teorema del Limite
Central y podemos entonces aplicar las propiedades de esta distribucion.



LeoNARDO CORRAL DAVALOS

90

El valor oy esigual a: gy = ;%go =9.13

. . Y- ;
La prueba estadistica es igual a: P-E.Z = U—Yo = 45;)14300 =5.48

Note que, como se descarta la posibilidad de que el manejo integrado de
plagas pueda disminuir la produccién, la prueba estadistica es una prueba de
cola derecha.

La Tabla Z nos proporciona el valor critico. El valor mas préximo a & =5%
en el cuerpo de la tabla es 0.0495 (4.95%). Esto corresponde a un valor critico
iguala 1.65. Como la P.E. = 5.48 excede claramente al valor critico 1.65, la decisién
es rechazar la H que u = 400 al 5% nivel de significacién. La prueba estadistica
incluso excede el valor critico al nivel del 1% de significacién, que es igual a 2.33
(ver Tabla Z). En otras palabras, el manejo integrado de plagas caus6 un aumen-
to estadisticamente significativo en la produccién de fréjol en las condiciones de
ese experimento.

(Otra forma de indicar un valor significativo al 5% es colocando un aste-
risco al lado de la P.E. Si el valor es significativo al 1% se colocan dos asteriscos.
La abreviacién n.s. (no significativo) al lado de la prueba estadistica indica que no
hay suficiente evidencia para rechazar la H, En este caso tenemos P.E. = 5.48 **)

7.2. El Poder de la Prueba

Se define el poder de la prueba estadistica como la probabilidad de rechazar
la hipétesis nula cuando la hipétesis alternativa es verdadera. Como se menciond
anteriormente, el valor de alfa (a ) es la probabilidad de cometer Error Tipo I. A
partir del valor a y de los valores de las hipétesis es posible estimar beta (f2), que es
la probabilidad de cometer Error Tipo II. Una vez que se obtiene el valor de g se
puede encontrar el Poder de la Prueba (PP). La férmula del poder de la prueba es:

Veamos un ejemplo:

Un investigador desea evaluar el rendimiento de una nueva variedad de
arroz. Se conoce que el rendimiento promedio de la zona es 30 g/ha (q es el sim-
bolo de quintal métrico y equivale a 100 kg). El investigador descarta la posibili-
dad de que la nueva variedad rinda menos que el promedio de la zona y mds bien
estd predispuesto a rechazar la H si la media de la muestra es igual o mayor que
34 g/ha. Por lo tanto plantea las siguientes hipdtesis:
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Ho:pt = 30
Hy:p > 30

También se conoce, a través de varios afios de experiencia, que la poblacién
estd normalmente distribuida y que la varianza es igual a 100 g*/ha®. Antes de
realizar el experimento al investigador le interesa conocer cual es la probabilidad
de cometer Error Tipo I si toma una muestra de 10 observaciones (n=10). Con
la informacién que tiene, la condicién n =10 y una supuesta media de la muestra
igual a 34 (Y = 34), hace las siguientes estimaciones:

La desviacion estandar de la poblaciéon de medias sera:

oy =+Ja?/n =./100/10 = 3.16

La prueba estadistica Z tendra el siguiente valor:

PEZ = (Y-po)/ 07 = (34 — 30)/3.16 = 1.26

En la distribucién Z, la media de la poblacién de la hipétesis nula u = 30
equivale a Z = 0, mientras que el valor supuesto de la media de la muestra equiva-
le ala prueba estadistica, es decir Z =1.26. Este valor de Z, corresponde a un drea
de 10.38 %. Esta probabilidad es demasiado alta para rechazar la hip6tesis nula.
El valor 10.38 % es el nivel alfa, la probabilidad de cometer Error Tipo I. Esto se
resume en el siguiente gréfico:

Distribucion Z

a =10.38%

I
I
1

Z,=0 Z,=126

Grdfico 72.1. Ubicacién de la media poblacional, media de la muestra y el nivel alfa

Sin embargo, pareceria que una diferencia en el rendimiento de 4 g/ha, es
decir 400 kg, si es importante para el agricultor. El investigador podria pregun-
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tarse: ;qué tal si la media verdadera de la poblaciéon de la nueva variedad de arroz
no es 30 g/ha (que es el valor de la hipdtesis nula), sino mds bien 36 q/ha? Si fuera
asi, ;cudl seria el valor de f3, es decir, la probabilidad de cometer Error Tipo II?
Este caso se presenta en el Grafico 7.2.2. (Recuerde que todo esto es en la etapa de
planificacion del experimento.)

La prueba Z, con la misma informacién anterior, pero para el supuesto caso
de que la media verdadera de la poblacién sea 36 q/ha (la H,), es la siguiente:

PEZ = (Y-u,)/o7 = (34 — 36)/3.16 = —0.63
El valor de la prueba estadistica Z = -0.63 cae a la izquierda de la curva y
equivale a un porcentaje de 26.43%. Este porcentaje es 3, la probabilidad de Error

Tipo II, es decir, la probabilidad de aceptar una hipétesis nula falsa (o rechazar
una hipdtesis alternativa verdadera).

Con esta informacién se puede calcular el Poder de la Prueba (PP) que,
como se definié anteriormente, es la probabilidad de rechazar la hipétesis nula
cuando la hipdtesis alternativa es verdadera. El Poder de la Prueba es:

PP=1-p=1-0.2643 = 0.7357, que expresado en porcentaje es: 73.57
%. En el Gréfico siguiente se presentan las curvas y las dreas respectivas:

100 — B = 73.57%

= 26.43%

f, = 30 F=34 =36

Gréfico 7.2.2. El Poder de la Prueba cuando la hipétesis alternativa es igual a 36 g/ha.

En resumen, en este ejemplo hemos calculado las siguientes probabilidades:

*  Error Tipo I, 10.38 %
*  Error Tipo II, 26.43 %
+  Poder de la Prueba 73.57 %
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Si la probabilidad del Poder de la Prueba no es suficientemente satisfacto-
ria, el investigador siempre puede, en la planificacién de su experimento, aumen-
tar el tamano de la muestra. Esto se demuestra en el siguiente ejercicio. (Siempre
puede obtenerse un tamafio de muestra mayor, pero también deben considerarse
los costos involucrados.)

Ejercicio 7.2.1. Con los mismos datos del ejemplo anterior, pero ahora con un ta-
mafio de muestra n=18, encuentre las probabilidades de a) Error Tipo I, b) Error
Tipo Il 'y ¢) el Poder de la Prueba:

Las hipétesis son:
Ho: it = 30
Hy:p > 30

La varianza de la poblacién es 100 g*/ha? la supuesta media de la muestra
es 34 g/ha, y el tamanio de la muestra n=18.

La desviacion estdndar de la poblaciéon de medias serd:

oy =+Ja?/n =./100/18 = 2.36

a) Error Tipo 1

La prueba estadistica Z tendra el siguiente valor:
PEZ = (Y-uy)/oy = (34 —30)/2.36 = 1.70
El valor 1.70, de acuerdo con la Tabla Z, corresponde a un porcentaje de

4.46 %. Este es el valor & encontrado, que es también igual a la probabilidad de
cometer Error Tipo L.

b) Error Tipo 11

Ahora, bajo la suposicién de una media poblacional verdadera de 36 q/ha,
scudl es el valor de 8, la probabilidad de cometer Error Tipo II? Para esto debemos
plantear una nueva prueba estadistica Z:

PEZ = (Y-u,)/oy = (34 — 36)/2.36 = —0.85
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El valor -0.85 en la distribucién Z corresponde a un drea, a la izquierda de
la media de la poblacién, equivalente a 19.77 %. Este es el valor g, la probabilidad
de cometer Error Tipo II.

c) El Poder de la Prueba

El poder de la prueba, es decir, la probabilidad de rechazar una hipétesis
nula falsa cuando se tiene una hipdtesis alternativa verdadera es igual a:

PP=1-=1-0.19.77 = 0.8023

En términos de porcentaje, la probabilidad del poder de la prueba es 80.23%.

Comentario: Observe como al cambiar el tamafio de la muestra de 10 a 18,
disminuy¢ la probabilidad de cometer Error Tipo I, también disminuyé la proba-
bilidad de cometer Error Tipo II y aument6 la probabilidad del Poder de la Prueba.
Esto resalta la importancia que tiene el tamafo de la muestra en la investigacion.

En el siguiente ejercicio se demuestra el procedimiento para encontrar el
tamano de la muestra cuando se desea un valor especifico del poder de la prueba.
Para esto es necesario fijar previamente los valores alfa y beta.

Ejercicio 7.2.2. La media de la poblacién de contenido de proteina en 100 g de
harina de trigo blanco de invierno es 8 g. Se conoce que la varianza de la poblaciéon
es 4 g% Un mejorador vegetal piensa que su nueva variedad tiene un contenido
mayor. Las hipdtesis que se plantea son:

HO:I’l:8
Hi:p>8

El investigador espera que la media verdadera esté alrededor de 9.5 g. El
nivel alfa (la probabilidad de cometer Error Tipo I) lo fija en 5% y el Poder de la
Prueba (la probabilidad de rechazar una hipétesis nula falsa) en 80 %. (Esto ulti-
mo indica que el valor de beta, la probabilidad de cometer Error Tipo II, es 20%.)

La pregunta que se hace es: ;cudl debe ser el tamano de muestra, n, para
lograr el Poder de la Prueba deseado? Para responder esta pregunta se procede de
la siguiente forma:

Primero se encuentra el valor Z correspondiente a alfa 5% en la tabla res-
pectiva. Este valor es igual a 1.645. Este valor se reemplaza en la férmula de la
Prueba Estadistica Z (PEZ):
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PEZ = (Y-uy) /07 = 1.645

1.645 = (Y — 8)/(2/+n)

Ahora tenemos dos incégnitas: Y y n. Despejamos Y:
Y =8+ 1.645(2/vn) =8+3.29/n  (Ecuacién 1)

Luego, como se plantea que la hip6tesis alternativa es la hip6tesis verdadera
(11 = 9.5 g) se encuentra el valor beta al nivel del 20 %. Esto equivale a otro valor
de PEZy es igual a -0.842:

PEZ = (Y-u,)/oy = —0.842
-0.842 = (Y — 9.5)/(2/+/n)

Despejamos Y y tenemos lo siguiente:
Y =9.5-0.842(2/vn) =9.5-1.684/n  (Ecuacién 2)

Ahora igualamos las dos ecuaciones y despejamos para n, el tamano de
la muestra:

8+ 3.29/n = 9.5 — 1.684/n
329/ + 1.684 /Y =958

4974\ = 15, Vi1 = 4.974/15
(VR) = (3327 n=11

Se concluye que con un tamafo de muestra igual a 11 se logra en este ejer-
cicio obtener un Poder de la Prueba de 80 %. Esto es igual a la probabilidad de
rechazar la hip6tesis nula cuando la hipétesis alternativa es verdadera.

Comentario: La estimaciéon de una media que corresponda a la hipétesis
alternativa debe ser el resultado de la experiencia y conocimiento. No es un dato
que se inventa el investigador.

En el caso de encuestas, el procedimiento para estimar el tamafio de la
muestra tomando en cuenta el Poder de la Prueba, es similar al de los ejercicios
anteriores. Las respuestas con dos opciones (como ejemplo: si 0 no, cara o sello,
alto o bajo) corresponden a una distribucién binomial. Sin embargo, cuando el
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tamano de la muestra es alrededor de 30, la distribucién binomial es practica-
mente igual a la distribuciéon normal o Z. Es decir, puede usarse el mismo proce-
dimiento de los ejercicios anteriores para pruebas de hipdtesis y para determinar
el Poder de la Prueba.

En el caso de la distribuciéon binomial, la desviacién estdndar de la pobla-
cién de medias de las proporciones es igual a:

o5 =+/pa/n (27)

Lasletras p y q representan los dos eventos posibles, es decirque (p + q) = 1,
mientras que n es el tamano de la muestra.

En el siguiente ejercicio se aplica lo anterior para la prueba de hipétesis con
relacién a proporciones.

Ejercicio 7.2.3. Un extensionista agropecuario ha promocionado el uso de una
nueva tecnologia en varias comunidades rurales. Después de algin tiempo decide
estimar qué porcentaje de los agricultores estd utilizando la nueva tecnologia en
comparacién con la tecnologia anterior. Con esta finalidad planifica una encuesta
en la que habra una sola pregunta: ;Utiliza usted la nueva tecnologia? Si o No. La
proporcion de las respuestas positivas la designa con la letra p . Las hipétesis que
se plantea son las siguientes:

Hy:py = 0.50
Hy:p; > 0.50

La media de la proporcién de la hipétesis nula es pg, mientras que la media
de la proporcién de la hipdtesis alternativa es P1. La media de la muestra del ex-
perimento serd p. Se supone que el valor de la estadistica p estara entre py y ps.

El nivel de significacion alfa que decide emplear es 0.01, pero espera que
la proporcién de agricultores que estd aplicando la nueva tecnologia sea igual a
p1 = 0.65. (Este valor es la hipdtesis alternativa esperada por el investigador sobre
la base de estudios previos y su propia experiencia.) Ademads, desea que el Poder
de la Prueba sea 0.85 (beta igual a 0.15). Esto es la probabilidad de rechazar la
hipétesis nula cuando la hipétesis alternativa es verdadera.

Con las condiciones indicadas, la pregunta es: ;qué tamafio de muestra
debe tomar el investigador?
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Para encontrar la respuesta primero se calcula el valor de Z correspondien-
tea a = 0.01. Este valor es Z = 2.32. El valor de Z correspondiente a § = 0.15 es
Z = —1.04 Estos valores se encuentran en la Tabla Z del apéndice A. En el siguien-
te grafico compuesto por la poblacién H yla poblacién H, se observa la ubicacién
relativa de los valores Z y los valores de las proporciones de cada hipdtesis:

Poblacién Hy Poblacién Hy

a=0.01 B =015

Po =05 Z =232 Z=-104 p, =065

Grdfico 1. Valores de alfa, beta y del poder de la prueba en las poblaciones teéricas
de las hipétesis nula y alternativa

Para encontrar el tamafio de la muestra con el que se cumplan las condicio-
nes impuestas se realizan los siguientes calculos:

La desviacion estdndar de la poblacién de medias para la poblacién de la
hipétesis nula es:

05 =+/pq/n=+0.5%0.5/n=./0.25/n

La desviacion estandar de la poblacién de medias para la poblacién de la
hipétesis alternativa:

o1 =+/pq/n =4/0.65*0.35/n = ,/0.23/n

Luego se procede a reemplazar los valores en la formula de la Prueba Esta-
distica Z y despejar para la media de la proporcién de la muestra (p). (De acuerdo
con la forma como estan planteadas las hipétesis, el valor de la media de la mues-
tra p se encuentra entre el valor de la hipdtesis nula: p, = 0.50 y el valor de la
hipétesis alternativa esperada: p, = 0.65)

Para el caso de la hip6tesis nula:
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PEZ = (p-po)/06 = 2.32

232 = (p— 0.50)/,/0.25/n

p = 0.50 + 232 ,/0.25/n

p =050+ 1.16/vn (Ecuacién 1)

Se plantea, a continuacién, la férmula de la Prueba Estadistica Z en la que
p, es la media de la proporcion de la hipédtesis alternativa esperada:

PEZ = (p-p;)/o1 = —1.04
~1.04 = (p — 0.65)/,/0.23/n
p = 0.65—1.04 x,/0.23/n

p = 0.65—0.50/y/n (Ecuacién 2)

Ahora, se igualan las Ecuaciones 1 y 2 y se despeja para el tamano de la
muestra n:

0.50 + 1.16/v7 = 0.65 — 0.50 /v
1.66/yn = 0.15

(V7)" = (1.66,/0.15)2

n =122

En conclusion, si el extensionista agropecuario hace una encuesta a 122
agricultores seleccionados al azar, la probabilidad de aceptar una hipétesis alter-
nativa verdadera igual a 0.65 es de 85%.

7.3. Prueba Estadistica t de Student

Un inconveniente de la prueba estadistica Z, para evaluar hip6tesis concer-
nientes a la media de la poblacién, es que necesitamos conocer la varianza de la
poblacién o2 Con la prueba estadistica t de Student no es necesario conocer .
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La distribucién t fue descubierta en forma empirica por W.S. Gosset. El pu-
blicé sus resultados con el seudénimo de “Student” en 1908, en honor a su maes-
tro Karl Pearson; de ahi el nombre de la distribucién. Sin embargo, el astrénomo
alemdn ER. Helmert ya habia obtenido matematicamente la distribucién en 1875.

La férmula desarrollada por Gosset es bastante similar a la de la distribu-
cién Z:
Y-uy

t = —

Sv (28)
La diferencia es la inclusién de la estadistica Sy a cambio de oy.

La distribucién ¢ también es simétrica, algo mds aplanada que la distribu-
cién normal y con las colas mds separadas de la abscisa. En el siguiente gréfico se
comparan las dos distribuciones:

Grdfico 7.3.1. Comparacién entre las distribuciones Z (linea sélida) y la t (linea punteada)

Sin embargo, la forma de la distribucion ¢ varfa de acuerdo con el nimero
de grados de libertad (n-1), es decir, esta relacionada con el tamano de la muestra.
Cuando n-1 es un nimero alrededor de 30 las dos distribuciones son practica-
mente idénticas. Note en la Tabla ¢ (Apéndice B), que cuando (n-1) > 120, t al
5% es igual a 1.6450. Este valor es el mismo que encontramos para & =5% en la
Tabla Z.

El procedimiento para la prueba de hipétesis con relacion a la media de la
poblacién es muy parecido al empleado anteriormente. Sin embargo, la ventaja de
la prueba t es que no necesitamos conocer o2
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Ejercicio 7.3.1. Supongamos que es de interés probar las siguientes hipdtesis refe-
rentes a una poblacién de pesos de frutas, normalmente distribuida, con media y
varianza desconocidas:

Hy:u=10

a=1%

Para el efecto, en un experimento se extrae la siguiente muestra: 6, 5, 10, 8,
8,10, 8,9.

Para probar las hip6tesis planteadas se procede a encontrar las siguientes es-
tadisticas: tamano de la muestra, media, varianza y desviacion estdndar. Estas son:

n=8Y=8S5%=3145=1.77

A continuacién encontramos el error estdndar:

S;:\F{: /3'—;4=0.63

Sy 0.63

Para mayor claridad ubiquemos la P.E. t en un gréfico y los valores criticos
encontrados en la Tabla t (Apéndice B) con 7 grados de libertad:

-3.50 -3.19 0 +3.50

Como la prueba estadistica ¢ (P.E. f) no cae en las dreas criticas, la decisiéon
es aceptar Ho que # =10 al 1% nivel de significacion. En otras palabras, con el
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nivel de significaciéon del 1% no hay suficiente evidencia para creer que u sea
distinta de 10.

Con el programa Statistix se pueden realizar facilmente las pruebas t de una
muestra. El resultado es el siguiente:

Null Hypothesis: mu = 10
Alternative Hyp: mu <> 10

Variable Mean SE T DF P
Pesos 8.0000 0.6268 -3.19 7 0.0153

Note que el programa no presenta el valor critico, pero si la probabilidad de
haber obtenido una prueba estadistica tan extrema como -3.19. Esta probabilidad,
como podemos ver, es

P = 0.0153. Es decir, 1.53%. Esto nos indica que la prueba estadistica esta
entre el 1% y el 5%. En otras palabras, es estadisticamente significativa al 5% pero
no al 1%

Los mismos conceptos, principios y discusion acerca de los tipos de error,
se aplican también obviamente a estas pruebas, asi como a todas las pruebas
estadisticas.

7.4. La prueba estadistica t (P.E.t) y el control de calidad

La prueba estadistica t es muy usada en el control de calidad de procesos
industriales. A continuacion se presenta un ejemplo:

Ejercicio 7.4.1. El departamento de control de calidad de una empresa producto-
ra de conservas estipula que la media del peso neto de palmito en lata no debe ser
menor de 24 onzas. Pruebe las siguientes hipétesis al nivel alfa del 5% (a = 5%):

H,:u =24

Hyp <24

Con este fin se extrajo una muestra al azar de 12 latas. Los pesos netos en
onzas fueron los siguientes: 23.85 - 23.65 - 24.15 - 24.05 - 23.65 - 23.85 - 24.15 -
23.85 - 23.65 - 24.15 - 24.05 - 23.75

Primero encontramos Y, §2, Sy
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Y =23.90, S$2=10.0409, Sy=0.0584

V-to _ 23.90-24.0

Luego encontramos la P.E.t = =
Sy 0.0584

=-1.7120

Como el valor critico encontrado en la Tabla t (Apéndice B), al 5% nivel de
significacién y con 11 grados de libertad, es igual a -1.7960 la decision es aceptar
la H, que la media del peso es igual a 24 onzas al nivel de significacién del 5%.
(t=-1.7120 n.s.)

Con el programa Statistix los resultados del analisis anterior son:
Statistix: One-Sample T Test

Null Hypothesis: mu = 24
Alternative Hyp: mu < 24

Variable Mean SE T DF P
PesolLatas 23.900 0.0584 -1.71 11 0.0574

Observe que la probabilidad de haber obtenido un valor tan extremo como
t=-1.71 es P = 0.0574. Una probabilidad mayor que el 5%. Por lo tanto, se acepta
la Hipétesis Nula. Otra forma de expresar lo mismo es indicar que no hay sufi-
ciente evidencia para rechazar la Hip6tesis Nula que la media es igual a 24.

7.5. Intervalo de Confianza para la media de la poblacién

De Acuerdo con el Teorema del Limite central, las medias de todas las
muestras posibles que pueden extraerse de una poblacién siguen una distribucién
normal. En el concepto de Intervalo de Confianza se presupone una distribucién
normal, en la que la media de la poblacién es desconocida. Sin embargo, mediante
la distribucién ¢ se puede estimar la probabilidad de que la media poblacional se
encuentre entre dos valores de Y;. Estos dos valores son equidistantes de la media
poblacional hipotética, por la simetria de la distribucion ty se denominan “Limite
Inferior” y “Limite Superior”.

El Intervalo de Confianza nos indica la probabilidad o grado de certeza de
que la media verdadera esté comprendida entre los dos valores encontrados. El
Intervalo de confianza es iguala 1 -cr.

El desarrollo de la férmula para el intervalo de confianza de la media po-
blacional desconocida o hipotética se basa en la naturaleza de la distribucién #
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Sit= };—” , entonces se puede escribir: P (-ta/Z < 1;—” < ta/Z) =1-a
Y Y
Despejando p obtenemos la férmula para el intervalo de confianza de
la media:

P(Y-ty Sy Spu <Y +1ty,5;) =1-a (29)

Férmula en la que 1-¢ es el intervalo de confianza; Y—th{, es el limite infe-
rior del intervalo, mientras que Y + taSy es el limite superior. Note que & /2 es el
subindice de ¢ que nos sefala el valor de ten la tabla y que se lo encuentra con los
grados de libertad (n-1) de la muestra. El Intervalo de Confianza puede expresarse
en decimales, en cuyo caso es 1 - o, 0 en porcentaje, esto es 100 - & .

Ejercicio 7.5.1. Encuentre los siguientes intervalos de confianza para la media
de una poblacion de la que se extrajo una muestra n = 16 con estas estadisticas:
¥ = 45.0, S;= 4.0:

a. L.C.al 80%.
Como el Intervalo de Confianza es del 80%, ¢ =20% y a /2 = 10%

El valor de tq/2, con (n — 1) grados de libertad, es decir 15 grados de liber-
tad (g.l.) y a un nivel del 10% es: t(.10,1591)= 1.3410

Entonces, el intervalo de confianza es: 1.C. (80%) = 45.0 + 1.3410%4 =
39.63y 50.36.

En otras palabras, se puede indicar que la media de la poblacién u se en-
cuentra entre 39.63 y 50.36 con el 80% de probabilidad.

b. LC.al90%,a=10%y a /2 =5%
t0.05,1591 = 1.7530, entonces el intervalo de confianza es:
I.C. (90%) = 45.0 £+ 1.7530*4 = 37.98 y 52.01.

c. LC.al95%,a=5%ya /2=2.5%
t0.025,15g1) = 2.1310, entonces el intervalo de confianza es:

I.C. (95%) = 45.0 £ 2.1310*4 = 36.47 y 53.52.
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d. LC.al99%,a = 1%y a /2 =0.5%
L(0.005,15g1) = 2.947, entonces el intervalo de confianza es:
I.C. (99%) = 45.0 £ 2.9470*4 = 33.21 y 56.78.

Un resumen de los resultados del ejercicio anterior se presenta en el Cua-
dro 7.5.1.

Cuadro 7.5.1. Intervalos de Confianza, a diferentes probabilidades,
para la media de una poblacién cuando n = 16, Y = 45, Sy=4

Intervalo de Confianza | Limite Inferior Limite Superior Amplitud del Intervalo
80 % 39.63 50.36 10.73
90 % 37.98 52.01 14.03
95 % 36.47 53.52 17.05
99 % 33.21 56.78 23.57

Comentarios: Note en el cuadro anterior que los intervalos se vuelven mas
amplios a medida que 100 - « /2 se aproxima al 100%. Sin embargo, nunca po-
demos tener certeza absoluta de que el intervalo contenga a la verdadera media
de la poblacién. Esto se explica por razén de que la distribucién t, a semejanza de
otras distribuciones de probabilidades, es una curva asintética. Es decir que en sus
extremos se aproxima, hasta el infinito, al eje de la abscisa.

En las pruebas de hipétesis si se acepta la hip6tesis nula a un determinado
nivel alfa, la media de la muestra estard dentro del intervalo de confianza. Si por el
contrario, se rechaza la hipétesis nula, la media de la muestra quedard afuera del
intervalo. Esto se cumple siempre que el nivel alfa de la prueba de hip6tesis sea el
mismo que para el intervalo de confianza.



Capitulo 8
La distribucion Ji-Cuadrado

“No ponga su fe en lo que la estadistica dice hasta que
no haya analizado cuidadosamente qué es lo que no
dice”. William W. Watt'

8.1. Origen de la distribucién Ji — Cuadrado

La distribucién Ji-Cuadrado tiene que ver con la varianza y esta relacionada
con la distribucién normal y con el teorema del limite central. Se representa con
la letra griega Ji al cuadrado: y2.

Si se tiene una poblacién normalmente distribuida, Y; DN (u, g2) y se ex-
traen todas las muestras posibles de tamafio n y para cada muestra se calcula la
estadistica (n-12)s , estas cantidades siguen la distribucién Ji-Cuadrado con (n-1)

grados de libertad.

La forma de la distribuciéon y? depende del nimero de grados de libertad,
pero siempre es asimétrica. En la siguiente figura se presentan varias curvas de y?
cuyas formas especificas dependen de los grados de libertad.

Grdfico 8.1.1. Formas de la distribucién 2 en funcién de los grados de libertad

16 Bidlogo inglés. https://www.causeweb.org/cause/resources/fun/quotes/watt-statistics
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Asi como las distribuciones Z y t nos permiten probar hipétesis con re-
lacién al parametro u, asi la distribucién x* nos permite probar hipétesis con
relacion al parametro g2. El planteamiento de las pruebas es en general similar al
usado para Zy t, sin embargo, como la distribucién y? no es simétrica, los valores
criticos son distintos para las pruebas de cola izquierda y derecha.

La prueba estadistica para evaluar una varianza poblacional hipotética es:

(n-1)s2
PEy? = ——
% (30)

Note que el valor minimo posible de y? es cero. En otras palabras, no hay
valores negativos en la distribucién y?2 ya que no puede haber varianzas negativas.
En las siguientes figuras se presentan las dreas criticas para las pruebas de cola
izquierda, cola derecha y dos colas.

PRUEBA DE COLA IZQUIERDA (A) H :02 = g?
o* o

Hy:0% < g}
n—1)52
a PExZ — %
0-0
v
0 Xi-a
RECHACE | ACEPTE
|
PRUEBA DE COLA DERECHA (B) H,:0% = o?
Hy:0? > o2
n—1)s?
PEx? = %
o a
v
0 Xa

ACEPTE | RECHACE
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PRUEBA DE DOS COLAS (C) i

Hio% =g
n—1)5?
PEx? = —( )
a/2 af2 a2
A y
0 b & -a/z Xi;'z
RECHACE | ACEPTE I RECHACE

| |

Gréfico 8.1.2. Ubicacién de las zonas de aceptacién y rechazo para la prueba de Ji
Cuadrado. Pruebas de cola izquierda (A), cola derecha (B) y dos colas (C).

Ejercicio 8.1.1. En un experimento se desea probar la hipétesis nula de que la va-
rianza de una poblacién con distribucién normal es igual a 20 versus la hipdtesis
alternativa de que no es igual a 20. La muestra n = 7 que se extrajo tuvo varianza
16.67. El nivel de significacion que se escogi6 fue ¢ = 59, . Realice la prueba:

H,:02 =20

H,: o2 £ 20 P.E.)(Z — (n-1)s? _ 6*16.67 -50

a? 20

Para mayor comprension se ubica el valor de la PE. en un grafico:

== 25%
i— o
== 250
En— .
0 7\
v N/
: 75
1.24 5.0 14.4
xz(c.)(u.ws) P.E.x? xzts)(o‘nzs)
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Note, por el planteamiento de las hipdtesis, que ésta es una prueba de dos
colas. Es importante tener en cuenta que los valores criticos para las dreas de cola
izquierda y cola derecha son distintos en la prueba de y2. Esto es por la asimetria
de la distribucién. Como 5= 0.025, los valores criticos se los encuentra en la
Tabla de Ji-Cuadrado (Apéndice C) con 6 grados de libertad, en las columnas de
0.975 y 0.025. Los valores criticos son, redondeando, 1.24 (cola izquierda) y 14.40
(cola derecha).

Como la Prueba Estadistica P.E. no cae en las areas criticas, se puede con-
cluir que no hay suficiente evidencia para rechazar la H, . En otras palabras, se
acepta la H, que 02=20 al 5% nivel de significacion.

8.2. Aplicaciones de la distribucién Ji-Cuadrado

La distribucién Ji-Cuadrado tiene aplicaciones y pruebas especificas tanto
en la estadistica paramétrica como en la estadistica no paramétrica.

En el Ejercicio 7.4.1 se tuvo un ejemplo de una prueba de calidad con re-
lacién a la media de un producto. Sin embargo, en los procesos industriales no es
solo importante que la media sea la estipulada (peso promedio de un producto,
contenido de proteina, cantidad de ingrediente activo, etc.), sino también que la
variacién existente entre los items fabricados esté dentro de los estindares esta-
blecidos. Para esto tltimo, la prueba paramétrica de y? para evaluar la varianza de
una poblacién es lo recomendado.

Ejercicio 8.2.1. El departamento de control de calidad de una empresa productora
de conservas estipula que la varianza del peso neto de palmito en lata no debe ex-
ceder el valor de 0.25 onzas?. Para realizar la prueba y? se tomé una muestra de 12
latas. Los pesos netos en onzas fueron: 23.85 - 23.65 - 24.15 - 24.05 - 23.65 - 23.85
-24.15 - 23.85 - 23.65 - 24.15 - 24.05 - 23.75. El valor de la varianza de la muestra
fue $? = 0.0409 . Pruebe las hip6tesis correspondientes al nivel ¢ = 1%:

H,: 0% = 0.25
Hy:02 > 0.25

Note que la hipétesis alternativa, en la forma que estd planteada (“mayor
que 0.25”), determina que sea prueba de cola derecha al indicar: “mayor que 0.25”.
Las pruebas de una cola son mas precisas y en este caso lo que interesa es probar
que no se excede del valor estipulado.
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. N 2 *
La prueba estadistica es: P. E. y? = & 135 = % =18
a5 .

El valor critico correspondiente al drea critica o = 194, se lo encuentra en la
Tabla de Ji-Cuadrado (Apéndice C), bajo la columna “0.010” y en la hilera de 11
grados de libertad. Este valor es 24.7. (Todos los valores de las probabilidades de
las diferentes distribuciones pueden encontrarse también ficilmente con el pro-
grama Statistix.)

Para mayor claridad ubicamos la PE. en un grafico:

4 N
AN
1.8 2472
0 P.E.xz 12(11)(&01)5

Se puede observar en el grafico que la prueba estadistica no cae en el drea cri-
tica. Consecuentemente se concluye que no hay suficiente evidencia para rechazar
la H, al 1% nivel de significacién. Esto quiere decir que se cumple la estipulaciéon
de que la varianza no sea mayor, estadisticamente, que 0.25 onzas®. Esta prueba es
importante en las industrias para garantizar la uniformidad del producto.

8.3. Intervalo de confianza para la varianza de la poblacién

Con la distribucién y? podemos también determinar intervalos de con-
fianza para la varianza de la poblacién.

La férmula puede deducirse de los ejemplos anteriores. Esta es:

1)s2 )52
p ((n21)s <g?< (1; 1)s ) — 1

X(a/2) - X(1-a/2) (31)

La letra P indica “probabilidad”. Los conceptos y forma de aplicacién son
similares a los empleados para la media de la poblacién.
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Ejercicio 8.3.1 Se extrajo una muestra al azar de una poblacién Y, DN (u,0?). El
tamano de la muestra fue n=20 y el valor (n-1)§%= 483.

a) Se desea estimar un intervalo de confianza del 90% para la varianza de la
poblacién (a2). Encuentre el intervalo:

(n-1)s2 2 (n-1)s? 483 483
p <—2 <0°<—=——|=1a Reemplazando: P (— <o?< —) =0.90
X(19)(0.05) X(19)(0.95) 30.1 10.1

Intervalo de Confianza del 90% = 16.05 y 47.82

Es decir, se puede asegurar que la varianza g2 se encuentra entre los valo-
res 16.05 y 47.82 con un 90% de probabilidad.

b) Con los mismos datos anteriores, calcule ahora un I.C. del 99%:

(n-1)s2 2 (m-1)s2 '\ _ 483 483
p (—2 < 0° <———|)=1-a Reemplazando: P (— <o?< —) =0.99
X (19)(0.005) X(19)(0.995) 38.6 6.8

Intervalo de Confianza del 99% = 12.51y 70.61

Comentario: Note como el intervalo se vuelve mas amplio a medida que se
incrementa el nivel de confianza. Un intervalo de confianza del 99% quiere decir
que la probabilidad de que el intervalo contenga a la verdadera varianza de la po-
blacién es 99%. En este caso hay 1% de probabilidad de error. Sin embargo, como
se discutib en el caso de la media de la poblacién, nunca podemos tener certeza
absoluta de que la varianza esté incluida en el intervalo.

8.4. Ji - Cuadrado y la estadistica no paramétrica

La distribucion Ji- Cuadrado tiene aplicaciones muy ttiles en el campo de
la estadistica no paramétrica. En este caso no nos interesan los parametros de la
poblacién (media, varianza), sino mds bien las formas de las distribuciones. En
otras palabras, nos interesa probar la hipdtesis de que los datos de una muestra
provienen de una poblacién que tiene una determinada distribucién.

La prueba de y? para aplicaciones no paramétricas se ha usado mucho en
Genética y otros campos y es adecuada para datos que caen en categorias espe-
cificas, es decir para variables cualitativas, como por ejemplo: plantas enfermas,
semillas de cotiled6n amarillo, animales de pelo corto, nimero de machos y hem-
bras, preferencias de los consumidores, etc. Cuando se trata de una sola caracteris-
tica o variable y nos interesa evaluar si los datos se encuentran en una proporcién
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determinada, la prueba de Ji — Cuadrado se denomina prueba para la “bondad de
ajuste”. Si por lo contrario, lo que interesa es determinar si dos variables son in-
dependientes, la prueba de Ji — Cuadrado se denomina “prueba de contingencia”

La prueba estadistica para la bondad de ajuste es:
2 _ (0Ob-Es)?
X Z Es ( 32)

En donde “Ob” es el numero de items o eventos “observados” de una deter-
minada caracteristica y “Es” es el nimero teérico “esperado” de items o eventos,
de acuerdo con la distribucidn tedrica planteada en la hipétesis nula Hy, .

La prueba se realiza con (n— 1) grados de libertad, en donde n es el niumero
de categorias en las que se encuentran los eventos. Como ejemplo, una prueba
relacionada con la proporcién de una progenie en la que se tiene “semillas lisas”
y “semillas rugosas” (dos categorias), habra s6lo un grado de libertad. Esto es asi,
por cuanto al conocer el nimero de semillas lisas de un total, la otra categoria,
numero de semillas rugosas, queda automdticamente determinado.

Sin embargo, cuando algunas de las categorias tienen un bajo nimero de
observaciones (cinco o menos), en la férmula se introduce un factor de correccién:

2 _ «(l0b-Es|-0.5)2
X Z Es (33)

El restar 0.5 de los valores absolutos |0b-Es| se denomina la Correccién
de Yates y es necesaria para obtener una mejor aproximacion a la distribucién
tedrica planteada.

Es necesario recordar que, cuando se trata de dos categorias que se pue-
den expresar en proporciones, p y q representan las categorias (cara y sello, ma-
cho y hembra, si y no, etc.) En todo caso, en la distribucién binomial la suma de
las probabilidades de los dos eventos contrastantes debe ser igual a uno. Esto es:

bte=1

Ejercicio 8.4.1. Al lanzar monedas al aire se espera igual ntimero de caras y de se-
llos. Si en un experimento se contaron ocho caras y tres sellos, ;Se puede creer que
esta desviacion sea solo producto de azar o que esté interviniendo algin otro fac-
tor? Para realizar la prueba estadistica debe tomarse en cuenta el bajo nimero de
observaciones en una categoria, por lo que debe aplicarse la correccién de Yates:
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Cuadro 1. Prueba de Ji-cuadrado con el uso de la correccién de Yates

Categorias | Ob Es |0b-Es|-0.5 | (|Ob-Es|-0.5)? (|Ob-Es|-0.5)%/Es

Caras 8 5.5 +2 4 0.73
Sellos 3 5.5 -2 4 0.73
TOTAL 11 11 0 PEy? = 1.46

El valor de Ji-Cuadrado en la tabla, con un grado de libertad y al 5% de pro-
babilidad, es igual a 3.84. Como el valor de Ji-cuadrado calculado (1.46) no supera
al valor de la tabla se puede concluir que no hay suficiente evidencia para rechazar
la hipétesis nula. En otras palabras, la desviacion existente puede atribuirse al
azar, con una probabilidad de error del 5%.

Ejercicio 8.4.2. En un experimento, al lanzar 50 monedas al aire el resultado fue
30 caras y 20 sellos. En teorfa, si la probabilidad de obtener cara es p=1/2 y de ob-
tener sello es q=1/2 se esperarfan 25 caras y 25 sellos. ;Puede atribuirse la desvia-
cién observada tinicamente al azar o, en su defecto, a que varias monedas de las 50
tienden a caer mds de un lado que del otro? Para evaluar esta posibilidad pruebe
la H, de que el nimero de caras es igual al ntimero de sellos, es decir, que estan en
la proporcién uno a uno. Primero debemos plantear las hip6tesis:

H : la poblacién de caras y sellos estd en la proporcién 1 a 1
H: la poblacién de caras y sellos NO estd en la proporcion 1 a 1

O, en forma mads simplificada:
Hy:p =05

Hy:p #0.5

El nivel de significacién que se emplea queda a criterio del investigador,
pero por lo general se usa el 5%, (&« =5%). Para encontrar la prueba estadistica
construimos un Cuadro de y2. Es importante recordar, que de acuerdo con lo
postulado en la Hy , las categorias de los datos esperados (Es) deben estar en la
proporcién 1 a 1:
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Cuadro 1. Prueba estadistica de Ji-cuadrado para evaluar
la hipétesis nula p = 0.5 en el lanzamiento al aire de 50 monedas

0b-Es)?
Categorias Ob Es (Ob-Es) (Ob-Es)? (E—sS)
Caras 30 25 +5 25 1.0
Sellos 20 25 -5 25 1.0
) 50 50 0 P.E.x*=20

La prueba estadistica y?, o Ji-Cuadrado calculado, es PEy? = 2.0. Este
valor debe compararse con el valor de y? en la tabla correspondiente (Apéndice
C) al nivel alfa del 5% y con un grado de libertad. Esto es, ¥§ 514 = 3.84 .

Como el valor de la PE y?no excede al valor de y? en la tabla, la decisién es
aceptar la Hy al 5% nivel de significacién. En otras palabras, no hay la suficiente
evidencia para rechazar la hip6tesis nula. El nimero de caras y el numero de sellos
estdn en la proporcidn 1:1; la diferencia encontrada (30 vs. 20) puede atribuirse al
azar, con una probabilidad de 5% de error.

El mismo ejercicio anterior puede resolverse facil y rdpidamente con el pro-
grama Statistix 9.0. El resultado es el siguiente:

Multinomial Test
Hypothesized Proportions Variable: Es

Observed Frequencies Variable: Ob

Category Hypothe?ized Observed Expected Chi —Sf;uar.e
Proportion Frequency Frequency Contribution

Caras 0,50000 30 25,00 1,00
Sellos 0,50000 20 25,00 1,00

Overall Chi-Square 2,00

P-Value 0,1573

Degrees of Freedom 1

Comentario: Note que el programa Statistix presenta el porcentaje del
drea a la derecha del punto donde cae la prueba estadistica. Este porcentaje es la
probabilidad de un valor tan extremo como el obtenido. Como se esperaba, la
prueba estadistica fue igual a 2 y el drea a la derecha, es decir la probabilidad, fue
igual a 0.1573 (15.73%). Obviamente las conclusiones son similares que cuando
se hizo el analisis manualmente: no hay suficiente evidencia para rechazar la hi-
potesis nula).



LeoNARDO CORRAL DAVALOS

14

En el siguiente ejercicio también se usa la prueba de Ji — Cuadrado para la
bondad de ajuste y se refiere a un experimento de biologia aplicada:

Ejercicio 8.4.3. En un experimento se radiaron huevos de la mosca del vinagre
Drosophila melanogaster. A los 10 dias se contaron 300 hembras y 200 machos
adultos. La proporcion de los sexos en poblaciones de Drosophilay algunos otros
organismos (incluyendo la especie humana) es %2 a %2. Pruebe la hipétesis nula
que la proporcion es la esperada al nivel ¢ = 5%

Ho:p = 05
Hy:p #0.5

Se procede en forma similar al ejercicio anterior. Estructuramos un cuadro
de x? con las categorias y los valores observados y esperados:

Cuadro 1. Prueba de Ji Cuadrado

0b-Es)?
Categorias Ob Es (Ob-Es) (Ob-Es)? %
Hembras 300 250 +50 2500 10
Machos 200 250 -50 2500 10
by 500 500 0 P.E.x*=20

La prueba estadistica, o valor de Ji cuadrado calculado, es PE )(2 = 20 con
un grado de libertad. En la Tabla de x? (Apéndice C), al 5% nivel de significacién y
con un grado de libertad, se encuentra el valor )(3.05‘1 gt = 3.84 . Como claramente
el valor de la P.E. excede el valor de la tabla la decisién es rechazar la H, al 5% nivel
de significacion. Es decir que la proporcién de hembras y machos no es igual. Se
puede vélidamente pensar que las radiaciones afectan mas a los huevos que llevan
el cromosomaY (huevos que producirdn machos) que a los que no lo llevan.

Los programas de computacioén proporcionan directamente la probabili-
dad. En este caso, la probabilidad de haber obtenido tinicamente por azar un valor
tan extremo de y? = 20 es igual o menor que 0.00009.

Si se realiza el ejercicio anterior con el programa Statistix el resultado es
el siguiente:
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Statistix 9.0
Multinomial Test

Hypothesized Proportions Variable: Es

Observed Frequencies Variable: Ob

Category Hypotheélzed Observed Expected Chl—Sguarg
Proportion Frequency Frequency Contribution

Hembras 0,50000 300 250,00 10,00

Machos 0,50000 200 250,00 10,00

Overall Chi-Square 20,00
P-Value 0,0000
Degrees of Freedom 1

Comentario: La prueba de y? para la “bondad de ajuste” debe realizarse
siempre a partir del niimero real de observaciones, esto es, nimeros enteros y no
sobre la base de porcentajes. Observe que los resultados de los ejercicios 8.4.2 y
8.4.3 son completamente diferentes, a pesar de que los valores observados tienen
los mismos porcentajes: 30 caras y 20 sellos son 60% y 40%, asi como 300 hem-
bras y 200 machos son también 60% y 40%, respectivamente. La diferencia estriba
en las cantidades. A mayor nimero de observaciones, menor error y consecuente-
mente, mayor precision en las pruebas estadisticas.

8.5. La prueba Ji — Cuadrado y la genética

La prueba de y? tiene varias aplicaciones en Genética. Se emplea en es-
pecial para determinar el posible modo de herencia y las relaciones entre genes.
Como ejemplo, si se trata de una cruza di-hibrida (dos caracteristicas), cuando
hay segregacion y recombinacién independiente de los genes involucrados e igual
viabilidad de los gametos, se espera en la F, la proporcién 9/16: 3/16: 3/16: 1/16.
Las proporciones en la progenie pueden evaluarse con los procedimientos de los
ejercicios anteriores.

Ejercicio 8.5.1 En el maiz la presencia de ligula esta determinada por un gene
dominante L. Las plantas que tienen el genotipo /I carecen de ligula. De igual
manera, el color del tallo morado es una caracteristica determinada por el gene
dominante V, mientras que las plantas vv presentan tallo de coloracién verde. En
la F, de este cruzamiento LLVV * llvv se encontro lo siguiente:
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Cuadro 1. Genotipos y fenotipos de las plantas en la F, de la cruza LLVV * llvv

Numero de plantas Genotipo Fenotipo
780 L-V- Con ligula, tallo morado
260 L-vv Con ligula, tallo verde
245 1nv- Sin ligula, tallo morado
85 vy Sin ligula, tallo verde
Total: 1370 plantas

Pruebe las hipoétesis:
H,:proporcidn = 9:3:3: 1
H,:proporcion # 9:3:3:1
a=5%
Los datos observados en el experimento (Ob), las cantidades tedricas espe-

radas de acuerdo con la hipétesis nula (Es) y demds componentes de la prueba de
Ji-Cuadrado se presentan en el siguiente cuadro:

Cuadro 2. Valores observados, esperados y otras estadisticas
de la prueba Ji-cuadrado para la F, de la cruza LLVV * llvy

Categorias Ob Es (Ob-Es) —(Ob-ES)Z
Es
L-V- 780 1370%9/16 = 770.6 | +9.4 0.11
L-wv 260 1370%3/16 = 256.9 | +3.1 0.04
nv- 245 1370%3/16 =256.9 | -11.9 0.55
vy 85 1370%1/16 = 85.6 -0.6 0.00
Suma 1370 1370 0 PEx%* =0.70

Note que los valores esperados resultan de multiplicar las proporciones
9/16, 3/16, 3/16 y 1/16 por 1370, que es el nimero total de plantas.

La p.E. y? esigual a 0.70, con tres grados de libertad. El valor en la Tabla
x? (Apéndice C), al nivel alfa del 5% y con tres grados de libertad (hay cuatro
categorias) es )(3.05,3!]1 = 7.81. La decision es aceptar la Hy al 5% nivel de signifi-
cacion. Las desviaciones de los valores observados con los esperados son tan pe-
quenas que pueden ser atribuidas al azar. En términos genéticos puede sefalarse
que hay suficiente evidencia de que los dos pares de genes se separan y se recom-
binan independientemente.
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Para obtener el andlisis con el programa Statistix se crean dos variables: en
la primera, los datos observados (Ob) y en la segunda, la proporcién esperada
(Es). en este caso es suficiente escribir los numeradores de la proporcidn, es decir
9: 3: 3: 1. Los resultados son:

Multinomial Test

Hypothesized Proportions Variable: Es

Observed Frequencies Variable: Ob
Hypothesized Observed Expected Chi-Square
Category . . .
Proportion Frequency Frequency Contribution
1 0,56250 780 770,63 0,11
2 0,18750 260 256,88 0,04
3 0,18750 245 256,88 0,55
4 0,06250 85 85,63 0,00

Overall Chi-Square 0,71
P-Value 0,8719
Degrees of Freedom 3

Observe el valor de P. La probabilidad de haber obtenido estas desviaciones,
entre lo que se observéd y lo que se esperaba, es igual a 0.8719 (87.19%). Esta es la
probabilidad de que las desviaciones se deban al azar. Como el porcentaje es alto,
la mejor decision es aceptar la Hip6tesis Nula.

Otro ejemplo en el que también se plantea como hipétesis nula la proporciéon
9:3:3:1, es decir, la segregacion y recombinacion independiente de dos pares de genes,
se presenta a continuacion. En este caso, la evidencia estadistica lleva a rechazar la hip6-
tesis nula y a buscar, consecuentemente, otra explicacion para los resultados obtenidos.

Ejercicio 8.5.2. En la cebada, en la F, de un cruzamiento entre lineas puras se en-
contr6 lo siguiente (Cuadro 1):

Cuadro 1. Segregacién en la F, de dos caracteristicas
en la cebada: némero de hileras y color del follaje

Numero de plantas Genotipo Fenotipo
1178 H-C- Seis hileras, follaje verde
273 H-cc Seis hileras, follaje clordtico
291 hhC- Dos hileras, follaje verde
156 hhce Dos hileras, follaje clorético
Total 1898




LeoNARDO CORRAL DAVALOS

Pruebe las hipotesis:

H,:proporcion = 9:3:3: 1

Hy:proporcion # 9:3:3: 1

a=5%
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Cuadro 2. Valores observados y esperados y célculo del valor de x?
para las caracteristicas en la F,: ndmero de hileras y color del follaje en la cebada

Categorias Ob Es (Ob-Es) @
H- C- 1178 1898* 9/16=1067.6 +110.4 11.4
H- cc 273 1898* 3/16=355.9 -82.9 19.3
Hh C- 291 1898* 3/16=355.9 - 64.9 11.8
hh cc 156 1898* 1/16=118.6 +37.4 11.8
Totales 1898 1898 0 P.E.x? =543

La P.E. y? esigual a 54.3, con tres grados de libertad. El valor en la Tabla de
x? (Apéndice C) es x§ s34 = 7-81. La prueba estadistica excede con un amplio
margen al valor de la tabla. Consecuentemente la mejor decision es rechazar la H,
al 5% nivel de significacién. Las desviaciones entre los valores observados y los es-
perados son tan grandes que no podemos explicarlos tinicamente como resultantes
del azar. En términos genéticos, la evidencia apoya la idea de que para este par de
caracteristicas no hay segregacion ni recombinacién independientemente. Posible-
mente los genes estdn ligados, es decir, se encuentran en el mismo cromosoma, en
cuyo caso no se espera la proporcion tipica 9:3:3:1 de un cruzamiento di-hibrido.

Los resultados con el programa Statistix son:

Statistix Multinomial Test

Category Hypothesized Observed Expected Chi-Sguare
Proportion Frequency Frequency Contribution

1 0.56250 1178 1067.63 11.41

2 0.18750 273 355.88 19.30

3 0.18750 291 355.88 11.83

4 0.06250 156 118.63 11.78

Overall Chi-Square: 54.31, P-Value: 0.0000, Degrees of Freedom: 3
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Note que la probabilidad de obtener desviaciones tan grandes como las
encontradas, s6lo por azar, es bastante baja (P =0.0000, es decir, < 1/10 000). Con-
secuentemente la decision es rechazar la H,, .

8.6. Ji-Cuadrado y la prueba de contingencia

La prueba de contingencia es un método de la estadistica no paramétrica
cuyo objetivo es determinar si existe o no interacciéon o dependencia entre dos
variables. En los ejercicios anteriores se estudi el uso de la prueba de Ji-cuadrado
cuando se tenia una variable nominal o cualitativa. En esta prueba se trata de dos
variables cualitativas. Como los datos se organizan en un cuadro de dos o mds
hileras y dos o0 mds columnas, el analisis correspondiente se denomina “prueba de
Ji-Cuadrado en cuadros de contingencia”.

Una vez que se han obtenido los valores experimentales u observados (Ob),
el siguiente paso es encontrar los valores tedricamente esperados (Es) en la au-
sencia de interaccion. La férmula para encontrar el valor esperado de una casilla
cualquiera aibj es la siguiente:

Ci*H;
(Es)aibj = ?]

Férmula en la que C, indica una columna especifica, Hj indica la hilera co-
rrespondiente y GT la suma total de los datos observados.

Para encontrar los grados de libertad para las pruebas de contingencia se
aplica la siguiente férmula: g.[. = (4-1)*(B-1), en la que A y B representan el nti-
mero de “niveles” de cada variable. A continuacion, se presenta un ejemplo.

Ejercicio 8.6.1 En un experimento se evalué la posible interaccién entre dos va-
riables: A, hibridos de maiz y B, resistencia al marchitamiento causado por hongos
del suelo. La variable A constd de dos hibridos: al y a2. La variable B present6
también dos niveles, bl (plantulas muertas) y b2 (plantulas vivas). Para este fin,
en una parcela inoculada con hongos del suelo, se sembraron 100 semillas de cada
hibrido, en hileras alternas. Los resultados observados a los 15 dias de la siembra
se presentan en el siguiente cuadro:
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Cuadro 1. Ndmero de pléntulas muertas y vivas de dos hibridos de maiz

Variable B
. Plantulas Plantulas
Variable A Muertas, bl Vivas, b2 Totales, HJ
Hibrido al albl1=26 alb2=72 H,=98
Hibrido a2 a2b1=33 a2b2=64 H,=97
Totales, C; C,=59 C,=136 GT=195

Si estos hibridos de maiz tuvieran la misma resistencia al marchitamiento,
la proporcién de plantas muertas y vivas deberia ser estadisticamente igual para
los dos hibridos. Por lo tanto, las hipdtesis que se plantean en términos de los hi-
bridos y su resistencia al marchitamiento son:

Hy:al = a2
Hy:al # a2
a=>5%

La prueba estadistica de Ji-cuadrado tiene la misma férmula de los ejerci-
cios anteriores. Sin embargo, para encontrar los valores esperados debe aplicarse
la férmula de la regla de

Proporciones:
Ci*Hj
(Es)aibj =7 .

Como ejemplo, el valor esperado para la primera casilla albl del Cuadro 1 es:

Ci*Hy _ 59*98 _ 20,65 .

(Es)aiby = GT 195

Para la siguiente casilla alb2, el valor esperado es:

C,*H;  136%98

<7 Tos ~ 68.35

(Es)a,b, =

Se puede continuar de forma similar para encontrar los valores esperados
de las otras casillas. Sin embargo, en el caso de los cuadros de contingencia que
tienen sélo dos niveles en cada una de las categorias o variables, sélo hace falta
encontrar uno de los valores esperados. Los otros tres pueden encontrarse por
diferencia. Esto tiene que ver con los grados de libertad.
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En este ejercicio los grados de libertad de la prueba son:

g-l.= (A-1)*(B-1) = (2-1)*(2-1) = 1. Note que la variable A tiene dos niveles:
el hibrido al y el a2. La variable B también tiene dos niveles: plantulas muertas,
b1y plantulas vivas, b2.

Con esta informacidn anterior se procede a formar un cuadro de Ji-cuadra-
do similar a los vistos anteriormente:

Cuadro 2. Célculo de la P. E. y? para nimero de pléntulas muertas
y vivas de los dos hibridos de maiz

Variable A*B Ob Es (Ob-Es) (0Ob-Es)?/Es
albl 26 29.65 -3.65 0.45
alb2 72 68.30 +3.70 0.20
a2bl 33 29.35 +3.65 0.45
a2b2 64 67.70 -3.70 0.20
Sumatorias 195 195 0 P.E.x* =130

La prueba estadistica es: y?=1.30. Este valor se compara con el valor en
la tabla (Apéndice C) con un grado de libertad y al 5% de probabilidad. Esto es:

2
X (191)(0.05) = 3.84
Como el valor de la P. E. y? no excede el valor de y? en la Tabla, la decisiéon
esaceptar la H, yrechazar la H; al nivel de probabilidad del 5%. En otras palabras,
los hibridos de maiz al y a2 presentan niveles de resistencia estadisticamente igua-

les al marchitamiento. Es decir, las variables A y B son independientes.

Con el programa Statistix los resultados son:

Two by Two Tables

fommmmm o Fommmmm - +
I | I
| 26 | 72 | 98
I I I
Fommmmm o Fommmmm - +
I I I
| 33 | 64 | 97
I I I
e Fommmmm - +

59 136 195

Fisher Exact Tests
Two-tail p 0,2779 (sum of probabilities for more extreme values)

Pearson’s Chi-Square 1,30
P (Pearson’s) 0,2549
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Comentario: La Prueba Exacta de Fisher (Fisher Exact Test) es la mejor
prueba, por cuanto proporciona la probabilidad real de los eventos observados.
Para esto, el programa Statistix calcula y suma las probabilidades de los even-
tos mds extremos que los observados. Sin embargo, los célculos que requiere esta
prueba toman mucho tiempo. El programa Statistix lo hace en experimentos con
muestras en los que la suma total de observaciones, GT, sea igual o menor que 500
y s6lo para cuadros 2 * 2. Para muestras mas grandes la prueba de Ji-Cuadrado de
Pearson provee una buena aproximacion.

En el ejercicio anterior pudo verse que las probabilidades de las dos pruebas
fueron bastante similares: Fisher, 27.79% y Pearson, 25.49%.

Otro ejemplo con muestras mas grandes se presenta en el siguiente ejercicio:

Ejercicio 8.6.2. En una investigacién (Luna, 1989') se planteé la hipdtesis nula
de independencia entre las variables A “cobertura de mazorca” y B “método de
emasculacion”. Las hip6tesis en términos de la cobertura de mazorca, en relacién
con el método de emasculacién fueron:

Hy:al = a2
Hizal # a2
a=1%
En el siguiente cuadro se presentan los datos observados:

Cuadro 1. Ndmero de mazorcas con buena y mala cobertura (variable A)
en relacién con dos métodos de emasculacién (variable B)

Variable B
Variable A Descogollado, bl Despanojado, b2 Totales, H]
Buena cobertura, al alb1=1222 alb2=1176 H,=2398
Mala cobertura, a2 a2bl1=51 a2b2=116 H,= 167
Totales, C; C=1273 C,=1292 GT=2565

17  Luna, I. 1989. Efecto de densidad de siembra y métodos de emasculacién en la produccién de
semilla de tres hibridos comerciales de maiz. Tesis. Escuela Agricola Panamericana. Honduras, C.A.
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Los valores esperados se encuentran con la férmula utilizada en el ejercicio
anterior. Estos valores son: alb1=1190.1,a1b2=1207.9,a2b1=82.9,a2b2=84.1. (El
numero de grados de libertad es uno, por lo que solo hubiera bastado calcular un
valor esperado y por diferencia encontrar los otros valores.)

El valor de la prueba Ji-cuadrado se puede calcular directamente de
esta manera:

,  (1222-1190.D%  (1176-1207.9)*  (51-82.9)* = (116-84.1)*

P.E.y* = = 26.04%*
X 11901 12079 | 829 ' 841 60

El valor de Ji-cuadrado en la tabla, con un grado de libertad y alfa 0.01 es:
ngl,om = 6.63

Este resultado nos indica que, estadisticamente, hay evidencias de que el
método de emasculacién influye sobre la cobertura de mazorca. Al descogollar se
obtienen menos mazorcas con mala cobertura que al despanojar. Consecuente-
mente, se rechaza la hipétesis nula al nivel alfa del 1%.

El mismo analisis con Statistix:

Two by Two Tables

Fommmm e e +
I I |
| 1222 | 1176 | 2398
| | |
e — O +
| | |
[ 51 I 116 | 167
I | |
fmmm——————— Fmmmm—————— .

1273 1292 2565

Pearson’s Chi-Square 26.04
P (Pearson’s) 0.0000

Note que la probabilidad de haber encontrado un valor tan extremo como
26.04 s6lo por azar es igual o menor que 9/100000, es decir: (P < 0.00009)
8.7. La prueba de Ji — Cuadrado en encuestas

La prueba de Ji — Cuadrado puede aplicarse también para el andlisis de da-
tos resultantes de encuestas. Sin embargo, como en todos los casos en estadistica
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inferencial, la decisién de qué prueba usar debe hacerse en la planificacion inicial
del experimento. Veamos a continuaciéon un ejemplo:

Ejercicio 8.7.1. En una investigacion se quiso determinar si tres tipos de queso
fabricados por una empresa tenian igual aceptacion en mercados de Guayaquil
que en mercados de Riobamba. Para esto se pregunté la preferencia a personas
que se acercaron a comprar en puestos de venta de las dos ciudades. Los resultados
fueron (nimero de personas que indicaron preferencia):

Cuadro 1. Preferencias de tres tipos de queso en dos ciudades del Ecuador

Variable B: tipos de queso

Variable A: ciudad Queso 1=bl Queso 2=b2 Queso 3=b3 Totales, H i
Riobamba = al albl=56 alb2=28 alb3=46 H, =130
Guayaquil = a2 a2b1=68 a2b2=62 a2b3=75 H, =205
Totales, C; C,=124 C,=90 C,=121 GT =335

Si las preferencias en las dos ciudades fueran similares, entonces se podria
decir que los tres tipos de queso tuvieron igual aceptacion. Esta es la hipdtesis
nula. La hipétesis alterna indicarfa que por lo menos uno de los quesos tuvo ma-
yor aceptacion en una ciudad en comparacion con la otra. La prueba generalmen-
te se la hace al nivel alfa del 5%.

Hyp:al = a2
Hy:al # a2
a=5%
Los grados de libertad son: g.l. = (ciudades — 1)*(tipos de queso — 1) = 2

Los valores esperados son:

Es(albl) = 124 x 130/335 = 48.12

Es(alb2) =90 130/335 = 34.93

Como los totales de los valores esperados deben ser iguales a los totales de
los valores observados, basta con dos valores esperados (dos grados de libertad)
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para, por diferencia, encontrar todos los valores. Con esta informacién procede-
mos a encontrar el valor de la PE y2

Cuadro 2. Célculo de la P.E. y? para preferencias
de tipos de queso (b1, b2, b3) en las ciudades de Riobamba (a1) y Guayaquil (a2)

Combinaciones Ob Es (Ob-Es) M
Es
albl 56 48.12 +7.88 1.29
alb2 28 34.93 -6.93 1.37
alb3 46 46.95 -0.95 0.02
a2bl 68 75.88 -7.88 0.82
a2b2 62 55.07 +6.93 0.87
a2b3 75 74.05 +0.95 0.01
Sumas 335 335 0 4.38

El valor de Ji-Cuadrado calculado es igual a 4.38. Este valor se compara con
el valor en la Tabla de Ji-Cuadrado (Apéndice C) al 5% y con 2 grados de libertad
que es 5.99. Como el valor calculado no supera al valor en la tabla, la conclusion
es aceptar la Ho. Es decir, no hay suficiente evidencia de que las preferencias por
esos tipos de queso sean distintas en Riobamba y Guayaquil.

Con el programa Statistix:

tipoqueso
ciudad 1 2 3
Fom Fom Fom - +
1 Observed | 56 | 28 | 46 | 130
Expected | 48.12 | 34.93 | 46.96 |
Cell Chi-Sqg | 1.29 | 1.37 | 0.02 |
Fom Fomm Fom +
2 Observed | 68 | 62 | 75 | 205
Expected | 75.88 | 55.07 | 74.04 |
Cell Chi-Sqg | 0.82 | 0.87 | 0.01 |
Fom Fom Fom +
124 90 121 335

Overall Chi-Square 4.38
P-value 0.1116 (esto es igual a una probabilidad del 11.16%)
Degrees of Freedom 2

Como la probabilidad es superior al 5% se concluye que no hay suficiente
evidencia para rechazar la hipétesis nula.
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Comentario: La probabilidad de haber obtenido solo por azar un valor de
Ji-Cuadrado igual a 4.38 es igual a 11.16%. Observe que en este caso, el programa
NO efecttia la Prueba Exacta de Fisher. Solo lo hace para cuadros 2 * 2 (el cuadro de
este ejemplo es un 3 * 2) y un ntimero total de observaciones (GT) de 500 o menos.



Capitulo 9
Las distribuciones F y t

“El valor de P = 0.05, o 1 en 20, es conveniente tomarlo
como un limite para juzgar si una desviacién debe con-
siderarse significativa o no. Efectos reducidos podrian
no notarse si la muestra es pequefia, pero ninguna dis-
minucién del estdndar de significancia corregird esta
dificultad”. Sir Ronald Fisher'®

9.1. éQué es la distribucién F de Fisher?

La distribucion F de Fisher, llamada asi por el investigador que la desa-
rroll6, es un tipo de distribucién que se origina a partir de las varianzas. En este
sentido, la distribucién F tiene relacion con la distribucién Ji-Cuadrado. La dis-
tribucion F se emplea para realizar pruebas que tienen que ver con las varianzas y
también con las medias de dos o mds poblaciones.

Si tenemos dos poblaciones A y B y extraemos una muestra de cada una, la
proporcién de las varianzas de las muestras:

SB (34)

sigue la distribucién F si las poblaciones tienen una distribucién normal y las va-
rianzas g7 y 04 son iguales. La distribucién F tiene una forma asimétrica similar
ala de y2. Su forma exacta varia de acuerdo con los grados de libertad de las dos
muestras: v,, que indica los grados de libertad de la muestra A y v, los grados de
libertad de la muestra B. Las expresiones n, y ng son los tamafios respectivos de

las muestras.
_ Si

Como no puede haber varianzas negativas los limites de F = 52 son0 & o
B

18  Estadistico y bidlogo inglés. https://www.brainyquote.com/authors/ronald_fisher
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SiSi=0yS3=>0:F=0
SiS?2>0ySZ=0:F=o00

SiSZ =Sz, entonces F = 1. Este es el punto central de la distribucién, 50%
de los valores F para cada lado, como se indica en el siguiente grafico:

0 F=1

Grdfico 9.1.1. Los limites de la distribucién F

La notacién Fy , vz (@) indica un valor en la tabla F (Apéndice D) con v,
grados de libertad para la varianza del numerador S y Vg para la varianza del
denominador; a es el nivel de significacion para la cola derecha.

Como la Tabla F presenta tinicamente los valores criticos para la prueba
de cola derecha, es conveniente colocar la varianza de la muestra numéricamente
mayor en el numerador. Si se desea calcular el valor critico para la cola izquierda
se aplica esta relacién:

F =
Vevat-o) = F (35)

Pero en la practica no hace falta ya que la H;: 6 < £ (prueba de cola iz-
quierda) puede transformarse a prueba de cola derecha si H,: 07 > d#.

El procedimiento para la prueba de las hip6tesis es similar al visto en otros
casos. La prueba estadistica F es:

SI'f/Iayor
menor (36)
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Ejercicio 9.1.1. En el mejoramiento vegetal se avanza mds rapidamente cuando
hay mayor variaciéon en una caracteristica deseada. Pruebe la hipétesis nula que
la varianza del peso hectolitrico de la cruza A de trigo (Poblacién A) es igual a la
varianza de la cruza B (Poblacién B):

D52 — 42
Hy:05 = op

H,:0} # o}
a=10%

Para esto, se extrajeron las siguientes muestras al azar:

Cuadro 1. Peso hectolitrico de muestras de trigo de dos cruzas, A y B

Estadisticas Muestra cruza A Muestra cruza B

83 73
70 67
80 75
69 70
70 74
68 69
82 74
68 70
69 -

N 9 8

Y 73.22 71.50

52 41.19 8.29

P.EF=3=22"_4096
s 829

En el Apéndice D se encuentra el valor en la tabla F (con 8 y 7 grados de
libertad y @/2 = 0.05). Este valor es: F(sy7g.1)0.05) = 3.73

Como la prueba estadistica F es igual a 4.96 y mayor que el valor F de la
tabla, la decisién es rechazar la H, que las dos varianzas de las poblaciones son
iguales, al 10% nivel de significacién.
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Con el programa Statistix podemos encontrar la probabilidad de un valor
de F tan alto y mayor que 4.96. Esta probabilidad es P = 0.0242

En conclusion, se espera avanzar mds rapidamente en el mejoramiento del
peso hectolitrico con la poblacién A, ya que presenta una varianza significativa-
mente mayor que la varianza de la poblacién B.

Otro ejemplo del uso de la prueba estadistica F para la igualdad de dos va-
rianzas se presenta en el siguiente ejercicio:

Ejercicio 9.1.2 En un experimento se evalud el efecto de una hormona en la sin-
cronizacién del estro o celo en cerdas. Para esto se escogieron 20 cerdas de iguales
caracteristicas y al azar se asignaron 10 para ser inyectadas con la hormona (Tra-
tamiento A). Las otras 10 fueron expuestas a la presencia de machos (Tratamiento
B). La variable de respuesta fue el nimero de dias transcurridos, a partir de los
tratamientos, en que las cerdas entraron en celo. Las hip6tesis fueron:

Hy:0f = of
Hy:0} < 0}
a = 0.05

Cuadro 1. Ndmero de dias en entrar en celo de diez cerdas por tratamiento

Trat Dias al celo S2
A 6 3 4 7 5 4 3 6 4 5 1.79
B 4 8 10 6 12 9 7 ] 5 13 8.40
PEF = S5 _ 840 _ 4.69
S22 179

En la tabla F del Apéndice D se encuentran los valores criticos al 5% y al
1%, con nueve grados de libertad para el numerador y nueve para el denomina-
dor. Estos valores son respectivamente 3.18 y 5.35. Como el valor de la PEF es
igual a 4.69, valor entre 3.18 y 5.35, la decision es rechazar la hip6tesis nula al nivel
del 5% de significacion. Con el programa Statistix se puede encontrar la probabi-
lidad exacta de haber obtenido sélo por azar un valor tan extremo como 4.69. Este
valor es P = 0.015, es decir 1.5%.
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La conclusién es que con la hormona (tratamiento A) se logré una mayor
sincronizacion del estro en comparacién con el tratamiento B. Esta respuesta fue
estadisticamente significativa (P = 0.015).

Comentario: En el ejemplo del ejercicio anterior lo que se buscaba era redu-
cir la variacidn del periodo en que las cerdas del experimento entraban en celo. En
consecuencia, lo procedente es una prueba de varianzas y no una prueba de medias.

Hemos visto una de las aplicaciones de la distribucion F. Esta distribucion
es, como se presentard mds adelante, el fundamento de los Andlisis de Varianza
que se utilizan para comparar medias de diferentes tratamientos.

9.2. Pruebas t para la comparaciéon de dos medias

Se ha visto anteriormente las pruebas que se realizan para evaluar la igual-
dad o diferencia de una media poblacional con relacién a una media hipotética.
En esta seccion se estudiardn las pruebas para evaluar la igualdad o diferencia de
medias de dos poblaciones. Estas pruebas se basan en la distribucion t de Student.
Las hipdtesis generalmente son:

Hotpg = up
Hy:py # up
a

En donde p, y up representan las medias de las poblaciones A y B respec-
tivamente y « es el nivel de significacién.

Es un requerimiento importante para esta prueba el suponer, sobre la base
de algtin conocimiento previo, que las poblaciones A y B estdn normalmente dis-
tribuidas. Si hay evidencia de lo contrario el tamano de las muestras debe ser
alrededor de 30. Esto tltimo, de acuerdo con el Teorema del Limite Central.

Las pruebas estadisticas t (PEt) para evaluar la igualdad o diferencia entre
dos medias de poblaciones distintas, A y B, se utilizan en experimentos en todo
campo de investigacion.

Para continuar con esta seccién es importante definir los siguien-
tes conceptos:
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+ Tratamiento. Es la variable independiente cuyo efecto se busca conocer. En
las pruebas t hay dos tratamientos, generalmente denominados 1 y2 o A
y B o cualquier otra designacién. Cuando los tratamientos se aplican a las
unidades experimentales se obtienen las muestras de las dos poblaciones
en estudio.

+ Variable de Respuesta. Es la variable dependiente, es decir la expresion del
efecto de la variable independiente. Por ejemplo, si la variable indepen-
diente consiste de diferentes dosis de un fertilizante, la variable dependien-
te serd el rendimiento de una variedad u otras caracteristicas que pueden
ser afectadas por el fertilizante (dias a flor, altura de planta, resistencia a
enfermedades, etc.)

+ Unidad Experimental. Es la entidad o sujeto que recibe un determinado
tratamiento y que da origen a una o varias observaciones. Dependiendo del
tipo de experimento una unidad experimental puede ser una parcela en el
campo, una planta en el invernadero, un plato Petri, un arbol, un grupo de
arboles, una jaula de pollos, un estudiante en un experimento educativo,
una persona voluntaria en un experimento médico, etc.

+ Par o Bloque. El término “par” en las pruebas ¢ se refiere a un grupo de dos
unidades experimentales que se presume son homogéneas. Mediante sor-
teo, las unidades experimentales reciben el tratamiento 1 o el tratamiento
2. En experimentos con mds de dos tratamientos, el conjunto de unidades
experimentales que se suponen son homogéneas, se denomina “bloque”. El
<« » <« » : :

par” es un “bloque” con dos unidades experimentales.

En las Pruebas Estadisticas t hay dos casos:

1) Cuando en la planificacion del ensayo se presume que todas las unidades
experimentales que dan origen a las muestras de A y de B son homogéneas. Como
ejemplo, un campo experimental en que las parcelas sean parecidas en términos
de textura del suelo y fertilidad. Asi, en un sorteo totalmente al azar, un nimero de
parcelas recibirdn el tratamiento A y otro nimero de parcelas el tratamiento B. En
este caso nos referimos como “prueba de ¢ para observaciones NO pareadas” y

2) Cuando las unidades experimentales que dan origen a las muestras de A
y de B presentan niveles de heterogeneidad, pero sin embargo podemos agrupar-
las en pares por alguna similitud entre ellas. Como ejemplo, en un experimento
con 20 cerditos de diferente tamano sera necesario agruparlos en 10 pares por su
similitud en el peso. Asi, en un par tendremos cerditos con pesos entre 5y 6 Kg
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y en otro par a lo mejor cerditos con pesos entre 10 y 12 Kg, etc. Cudl cerdito de
cada par recibe el tratamiento A o el B sera al azar. En este caso el ensayo se llama
“prueba de t para observaciones pareadas”.

9.3. Prueba de t para observaciones NO pareadas

Esta es una prueba muy usada y es comparable a un Analisis de Varianza de
un Disefio Completamente al Azar con dos tratamientos, como se verd mds ade-
lante. Los dos tratamientos representan dos poblaciones distintas, como por ejem-
plo: dos dosis de fertilizante, dos productos quimicos, dos dietas de engorde, dos
variedades de maiz, dos distancias de siembra, la aplicacién o no de un insumo, etc.

Una presuncién importante para esta prueba es que las varianzas de las dos
poblaciones sean homogéneas. Sin embargo, cuando las observaciones NO son
pareadas, existe el riesgo de que las dos poblaciones en estudio tengan diferentes
varianzas. En este caso, la comparacién de medias seria estadisticamente invalida
si no se tomaran medidas al respecto.

En los Analisis de Varianza una medida correctiva cuando las varianzas no
son homogéneas es la transformacion de los datos a escalas que reduzcan la varia-
cidn existente, pero esto se verd en capitulos posteriores.

En las pruebas t para observaciones no pareadas, si las varianzas poblacio-
nales son estadisticamente iguales se puede promediar las varianzas de las dos
muestras, tomando en cuenta el nimero de observaciones de cada una. Para deci-
dir si las varianzas son estadisticamente iguales se requiere realizar una prueba F
(ver seccién 9.1). Si se acepta la hip6tesis nula que las varianzas son iguales, enton-
ces se puede incluir en la férmula de la Prueba Estadistica ¢ (PEt) el promedio de
las dos varianzas. Este promedio se denomina varianza ponderada, Sp (La pon-
deracidn se realiza en funcion del namero de observaciones de cada varianza.)

Si las varianzas son diferentes no se deben promediar. En este caso, las va-
rianzas intervienen en forma individual en la férmula de la Prueba Estadistica,
que para diferenciar de la anterior se llama Prueba Estadistica T (PET). Esto tiene,
sin embargo, un costo en términos de grados de libertad y consecuentemente una
menor precisién en los resultados.

El procedimiento para efectuar la prueba de las hipdtesis planteadas a un
determinado nivel de significacién es como sigue:
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Se toma una muestra al azar de cada una de las poblaciones en cuestién y
se calcula la media y la varianza de cada muestra.

Se decide si las varianzas de las dos poblaciones son estadisticamente igua-
les. Para esto, mediante la distribucién F se prueba las siguientes hipdtesis:

cg2 = 52
H, 05 = 03

.52 2
H:of #+ 03

El nivel de significacién que se usa generalmente es el mismo que se plante6
inicialmente para la prueba de las medias. Esto conduce a dos casos:

Caso 1. Si se acepta la H,: g = g£, entonces se emplea la siguiente prue-
ba estadistica:
Y4-¥
t = Al = 1
2
s2 (—+—

nA "B (37)
Los grados de libertad para esta prueba son: ny + ng - 2

2
El término “? se denomina Varianza Ponderada y es un estimador de la va-
rianza comun de las dos poblaciones, en la que se toma en cuenta el tamafo
de cada muestra. Se calcula con la siguiente férmula:

52 — (n4-1)S3+(np-1)Sh
p ng+npg-2 (38)

Sin, = ng, entonces la férmula se reduce a: 55 _ Satsi (39)
Caso 2. Si se rechaza la H,: 62 = g2, entonces no hay una varianza comun
para las dos poblaciones y no se puede usar la férmula anterior. En este caso
se usa una aproximacion a la distribucién f, denominada por conveniencia
distribucién T. La férmula de la prueba estadistica T es:

Ya-Ts

=
np np (40)

T =

La mayor dificultad para esta prueba es el encontrar el niumero de grados
de libertad. La férmula para esto es:
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2 2\2
()
nA "B
I T EY @y
na npg
+
ny-1 ng-1
A B (41)

La expresion g.I. T indica el nimero de grados de libertad para la prueba.
Como probablemente se obtendrd un nimero con una fraccién decimal,
el resultado debe aproximarse al entero mds cercano posible. Por lo demds,
el valor critico se lo encuentra en la misma Tabla ¢ al nivel de significacién
deseado y con g.I.T grados de libertad.

+  Una vez que se encuentra el valor de la prueba estadistica, en cualquiera de
los dos casos, t o T, el siguiente paso es determinar el valor critico.

«  Compare la prueba estadistica con el valor critico. Si la prueba estadistica
cae dentro de las dreas criticas rechace la H,.

En el siguiente ejercicio se presenta un ejemplo de esta prueba:

Ejercicio 9.3.1. Un investigador desea evaluar el rendimiento de dos variedades
hibridas de maiz, A y B. Para esto se plantea las siguientes hipdtesis:

Ho:pig = up
Hytpy # pip
a=5%
El terreno del que dispone para su experimento es bastante homogéneo. Asi
que decide marcar 20 parcelas en el campo (unidades experimentales). A conti-

nuacion efectiia un sorteo totalmente al azar para sembrar 10 parcelas con la va-
riedad A y 10 parcelas con la variedad B. Los resultados en kg por parcela fueron:

Cuadro 1. Estadisticas y rendimiento de la variedad A y B en kg por parcela

Estadisticas Muestra Muestra
Variedad A Variedad B
9.8 93
8.1 13.2
9.2 12.2
10.1 11.6
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8.4 10.0
8.8 9.2
9.6 10.4
7.4 13.6
8.2 10.5
10.4 11.2
Yy 90.0 111.2
n 10 10
)% 9.00 11.12
(n-1)$%? =S¢ 8.64 21.04
S? 0.96 2.34

Una vez que se han calculado las estadisticas anteriores debe decidirse si
se usa la prueba t (mintiscula) o la prueba T (mayiiscula). Para esto se plantea las
siguientes hipétesis con relacién a las varianzas de la poblacién:

c 52— 2
H,:0; = o}

Hy:0} + of
a=5%

La prueba estadistica F es:

Note que la varianza numéricamente mayor va en el numerador. El valor
critico en la Tabla F es: Figyq)(0.025) = 4.03

Como la PE.Fes igual a 2.99 y no excede al valor critico de 4.03, la decisién
es aceptar la H, que las dos varianzas poblacionales son estadisticamente iguales.
Consecuentemente, la prueba estadistica que debe usarse es t.

Luego es necesario calcular la varianza ponderada o varianza comdun.
Como n es igual para las dos muestras, la varianza comun es el promedio de las
dos varianzas:

,  0.96+2.34
§f=———— =165
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Con este dato se procede a calcular La prueba estadistica ¢ con la férmula

(37), esto es:

11.12-9.00 2.12

PEt = ——=== — = 3.69

1.65(%+1—10) 0.57

La prueba es de dos colas, de acuerdo con lo planteado en las hipétesis. Los
Valores Criticos, al 2.5% y con 18 grados de libertad (g.l.=n, + ng — 2 = 18),en

la tabla t son: t(1g)(0.025) = £2.10

La PEt cae en la region critica; por lo tanto, se rechaza la H, al 5% nivel de
significacion. En otras palabras, la variedad B rinde significativamente mds que la

variedad A.

Con el programa Statistix, la hip6tesis nula que se prueba es:

Hy: up = 0, donde Up es la media de la diferencia. Esto es igual a lo del ejer-
cicio 9.3.1, ya que si Ha = Ugp, entonces Ua-Up = 0=up

Estos son los resultados del andlisis con Statistix:

Two-Sample T Tests for VarB vs VarA

Variable N Mean SD SE

VarB 10 11.120 1.5288 0.4835
VarA 10 9.0000 0.9787 0.3095
Difference 2.1200 1.2836 0.5740

T-Tests for Mean Difference

Null Hypothesis: difference = 0

Alternative Hyp: difference <> 0

95% CI for Difference

Method Variances DF T P Lower Upper
Pooled Equal 18 3.69 0.0017 0.9140 3.3260
Satterthwaite Unequal 15.3 3.69 0.0021 0.8987 3.3413
Homogeneity of Variances DF F P

Folded F Test 9,9 2.44 0.1000

Cases Included 20 Missing Cases 0

Comentario: Note que el programa Statistix presenta las dos alternativas:
Cuando las varianzas son iguales (Pooled method) y cuando las varianzas no son
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iguales (Satterhwaite method). Es decir, el investigador debe escoger la prueba
mads idénea. Como se decidié que las varianzas si son iguales, este es el método
que usamos en este caso (Pooled method). El valor de la prueba t es -3.69 y la
probabilidad 0.0017. Como es inferior al 0.025, es decir 2.5%, se concluye que las
medias de las dos variedades son estadisticamente diferentes.

Note también que el programa calcula el intervalo de confianza para la
media de la poblacién de diferencias (up). Este intervalo, con el 95% de confianza,
nos indica el limite inferior (0.91 kg) y el superior (3.32 kg). El intervalo no con-
tiene al cero, que es el valor de la hipétesis nula. Esto obviamente se espera cuando
la hipétesis nula es rechazada.

9.4. éPor qué la necesidad de dos pruebas: ty T?

La pregunta tiene que ver con las varianzas. Si las varianzas de las dos po-
blaciones son significativamente diferentes, puede llegarse a conclusiones erradas
con relacion a las medias de esas poblaciones. En otras palabras, es un requisito
para la prueba t la homogeneidad de las varianzas. Si las varianzas son distintas,
con la prueba T y el menor nimero de grados de libertad se compensa por esa
diferencia. Se verd mds adelante en los andlisis de varianza, que se usan princi-
palmente para comparar tres o mds medias de tratamientos, los procedimientos
a seguir cuando hay evidencia de diferencias significativas entre las varianzas de
las poblaciones.

A continuacidn se presenta un ejercicio en el que se emplea la prueba T.

Ejercicio 9.4.1. Con los datos del ejercicio 9.1.1. pruebe la hipétesis nula que las
medias del peso hectolitrico de las dos poblaciones de trigo son iguales:

Ho:pg = pp
Hy:pg # pp
a=5%
Cuadro 1. Datos del Ejercicio 9.1.1
Estadisticas Muestra A Muestra B
Peso Hectolitrico Peso Hectolitrico

n 9 8

}7 73.22 71.50

S2 41.19 8.29
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Como en el ejercicio 9.1.1 se concluyé que g2 # o2, entonces, para probar
las hip6tesis acerca de las medias poblacionales A y B, se debe usar la prueba esta-
distica T (férmula 40):

73.22-71.50
PET = ——===0.73

41.19 n 8.29

9 8
Los grados de libertad para esta prueba son:

_ (41.19/9 +8.29/8)?
~ (L19/9) (829/8)’
8 7

g.LT =114

Con esta férmula rara vez se encontrard un ntimero entero para los grados
de libertad. Por lo tanto debemos tomar el valor mas cercano, en este caso g.l.T =
11

El valor critico se lo encuentra en la Tabla t (Apéndice B). El valor, con 11
grados de libertad y al nivel alfa del 5% (0.025 a cada extremo, por ser prueba de
dos colas), es:

t(11)(0.025) = £2.201

Como la PET esigual a 0.73 no excede al V.C. 2.201, la decision es aceptar
la H, de que las medias del peso hectolitrico de las dos poblaciones son estadisti-
camente iguales al 5% nivel de significacion.

Con Statistix los resultados, aunque se presentan en forma diferente, nos
llevan a las mismas conclusiones:

Two-Sample T Tests for VarA vs VarB

Variable N Mean SD SE
V0ol 9 73.222 6.4183 2.1394
v002 8 71.500 2.8785 1.0177
Difference 1.7222 5.0830 2.4699

T-Tests for Mean Difference
Null Hypothesis: difference = 0
Alternative Hyp: difference <> 0
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Method Variances DF T P
Pooled Equal 15 0.70 0.4963
Satterthwaite Unequal 11.4 0.73 0.4820
Homogeneity of Variances DF F P
Folded F Test 8,7 4.97 0.0241

Observe en las tltimas lineas la prueba para la homogeneidad de las varian-
zas. El valor de F es significativo al 5% (P=0.0241). Por lo tanto las varianzas no son
estadisticamente iguales (como ya se demostré en el ejercicio 9.1.1) y debe usarse la
prueba T para evaluar las medias de las dos poblaciones. Esto corresponde al método
“Satterthwaite” (tercera linea desde abajo). Los grados de libertad son 11.4y T = 0.73.
La probabilidad es igual a 48.2% (P=0.4820), por lo que se acepta la hip6tesis nula.

9.5. La prueba de t para observaciones pareadas

Cuando las unidades experimentales son homogéneas, la prueba de ¢ para
observaciones NO pareadas es lo mds indicado. Esto vimos en los casos anteriores.
Sin embargo, algunas veces es dificil encontrar unidades experimentales homogé-
neas. En experimentos de campo las unidades experimentales, llamadas parcelas,
difieren en varios aspectos como, por ejemplo: textura y estructura del suelo, in-
clinacién del terreno, contenido de materia organica, nivel de fertilidad, cantidad
de microorganismos beneficiosos y perjudiciales, manejo anterior, etc. Es decir,
difieren en aspectos fisicos, quimicos y bioldgicos. En experimentos en que las
unidades experimentales son animales, las diferencias son atribuibles a raza, sexo,
edad, nutricién y en general a aspectos genéticos y ambientales.

Por lo anterior, para mejorar la precisién en experimentos en los que se co-
noce que hay variacion entre las unidades experimentales, es conveniente agrupar
éstas en pares. Las unidades experimentales que forman un par deben ser lo mas
similares que sea posible. Veremos posteriormente como el concepto de par se
extiende al de “bloque”. Un bloque contiene dos o més unidades experimentales
homogéneas. Un par es un bloque con dos unidades experimentales.

En la prueba t para observaciones pareadas las hip6tesis que se plantean,
con un nivel de significacién a, son:

HO:Hd = 0
Hl:”d #0

a
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El término Hd representa la media de una poblaciéon formada por las dife-
rencias entre las observaciones de las poblaciones A y B. Esto se explica mejor en
el siguiente cuadro:

Cuadro 9.5.1. Organizacién de datos en el caso de observaciones pareadas

Par Observaciones Diferencias
B A-B
1 Y, Y, dl =Y, -Y,
2 Y,, Y,, d,=Y,, -Y,
3 Y., Y, d3 =Y, -Y,
n YnA YnB dn = YnA - YnB

La prueba estadistica es:

= d-pg
\/5‘27 (42)

En la que: uy= 0, de acuerdo con la hip6tesis nula.

La media de las diferencias es: d = % (43)

La varianza de las diferencias es: §2 = W (44)

El error esténdar de la diferencia de dos medias es: Sg = /S2/n (45)

La férmula de la prueba estadistica consecuentemente puede expresarse
con mayor simplicidad de esta forma: t = s% (46)

Para la validez de esta prueba t la tinica presunciéon necesaria es que las
diferencias d; sigan la distribucién normal.

Para la asignacion de los tratamientos A y B se realiza un sorteo individual
dentro de cada par. Es decir, cualquiera de las dos unidades experimentales de
cada par puede recibir, al azar, cualquiera de los dos tratamientos.
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Por lo demds, el procedimiento para efectuar la prueba es similar al vis-
to anteriormente.

El ndmero de grados de libertad en este caso es igual al niumero de pares
menos uno.

Ejercicio 9.5.1. Un investigador desea conocer si el rendimiento de una variedad
de papa es afectado en forma diferente al emplear un nuevo sistema de manejo de
malezas (A) en comparacion con el sistema tradicional (B). Para el efecto dispone
de un lote de terreno de 20 parcelas (unidades experimentales). Como sabe que el
terreno que dispone no es homogéneo, marca cada par de parcelas en lotes conti-
guos (esto, porque por lo general dreas contiguas tienen suelos con caracteristicas
similares). Al final del ensayo de campo cosecha los 10 pares de parcelas y luego
analiza las diferencias entre A y B. Las hip6tesis son:

HO: Ha = 0
H1: 12%] =0
a=5%
Note que py = 0 es equivalente a 4a = Hp, ya que si las dos medias son

iguales entonces la diferencia entre las dos es igual a cero. Los resultados experi-
mentales se presentan en el cuadro siguiente:

Cuadro 1. Efecto de dos métodos de manejo de malezas,
Ay B, en el rendimiento de una variedad de papa, en kg por parcela

Par Observaciones Diferencias

A B d

1 45 56 -11

2 54 61 -7

3 60 61 -1

4 58 62 -4

5 53 53 0

6 65 63 +2

7 50 56 -6

8 47 58 -11

9 38 44 -6

10 42 50 -8

n=10 ZYA=512 ZYA=564 Zd:—SZ
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Ahora debemos encontrar d ySa:

Para encontrar Sa primero debemos encontrar 55 :
Yd? = (-11)% + (-7)%... +(-8)% = 448

(X dy)? = (-52)°

o2 _ H48-(52)*/10

=19.73
a 9

(Note que, aunque la sumatoria de las diferencias ), d; puede ser negativa,
la varianza siempre serd positiva)

El valor Si es entonces: S; = ’% =14

La prueba estadistica tes: PEt = % =-3.71
El ntimero de grados de libertad es: gl = 10-1=9
Los valores criticos en la tabla ¢ (prueba de dos colas) son: ¢(g)0.025) = £2.26

Como la prueba estadistica excede al valor critico absoluto, en otras palabras,
cae dentro del drea critica, la decision es rechazar la H, que la media de la diferen-
cia es igual a cero. Esto es, al 5% nivel de significacion. En términos agronémicos
y guidndonos por el signo de la sumatoria de las diferencias, se puede decir que el
método de manejo de malezas B tiene un efecto significativamente mayor que el
método A en el rendimiento de la papa, bajo las condiciones de este experimento.

Los resultados con Statistix son:
Paired T Test for V001l - V002

Null Hypothesis: difference = 0
Alternative Hyp: difference <> 0

Mean -5.2000, Std Error 1.4048
Mean - HO -5.2000

Lower 95% CI -8.3778, Upper 95% CI -2.0222
T -3.70, DF 9

P 0.0049

Cases Included 10 Missing Cases 0
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Observe los valores de la prueba t (-3.70) y la probabilidad (P=0.0049).
Como la probabilidad es menor que el 0.05 se rechaza la Hipdtesis nula (Ho).

9.6. Intervalo de confianza para la diferencia de dos medias

Asi como se estimaron intervalos de confianza para la media y varianza de
una poblacidn, asi también podemos estimar un intervalo de confianza para la
media de la diferencia, u;. Es importante recordar que u, es un pardmetro, que
resulta de la diferencia de dos medias poblacionales: u,-up = Uy . Para estimar un
intervalo de confianza para u, se emplea la siguiente formula que se deriva de las
anteriores formulas:

*C- *C- ) —
P(d'fa/z Sd < Ug Sd+ta/2 Sd)_ 1-a (47)

Esta formula nos indica que la probabilidad de que y; se encuentre entre

los valores

dtty,"Sq esiguala l-a.

Ejercicio 9.6.1. Encuentre el 90% intervalo de confianza para 4 con los datos del
ejercicio anterior (ejercicio 9.5.1), en el que:

d=-52 Si=14

Si se pide un intervalo de confianza al 90% el valor de alfa es @ = 10% y
a/2 = 5% . Consecuentemente el valor de ¢ se lo encuentra en la Tabla t (Apéndice
B) con 9 grados de libertad y al nivel de significacion alfa del 5%. (También puede

encontrarse el valor de t, mds facilmente, con la opcién “probability functions” en
el programa Statistix.) Este valor es igual a:

t(g)(o_os) = i_183

Al reemplazar los valores en la férmula tenemos:
P(-5.2-1.83*1.4 < py; <-5.2+1.83*1.4) = 1-0.1 = 0.90
P(-7.76 < ug < -2.64) = 90%

Es decir que se puede indicar, con el 90% de confianza, que el valor del
pardmetro Ug se encuentra entre los limites -7.76 y -2.64. Note asi mismo que la
probabilidad de error es 10%.
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Ejercicio 9.6.2. Con los datos del ejercicio 9.6.1 obtenga y compare entre ellos los
intervalos de confianza al 80%, al 90%, al 95% y al 99%.

Debe tenerse en cuenta que d es un estimador puntual de pg y que ahora
se trata de encontrar estimadores de intervalo, dentro de los cuales podamos afir-
mar, con una determinada probabilidad, que ahi se encuentra el pardmetro p

Las estadisticas que necesitamos son:

d=-52 Sqa=14

Con el programa Statistix las respuestas son:

Variable Lo 80% CI Up 80% CI
difAB -7.1428 -3.2572
Variable Lo 90% CI Up 90% CI
difAB -7.7751 -2.6249
Variable Lo 95% CI Up 95% CI
difAB -8.3778 -2.0222
Variable Lo 99% CI Up 99% CI
difAB -9.7652 -0.6348

Como en verdad desconocemos el parametro u,, podemos observar que
los intervalos de confianza se vuelven cada vez mas amplios a medida que aumen-
ta la probabilidad de que u, se encuentre contenida dentro del intervalo.






Capitulo 10
Regresion

“Encontramos regresion a la media casi todos los dias
de nuestras vidas, por lo que deberiamos prepararnos,
identificarla y no dejar que nos engafie”. Gary Smith'

Regresion es el estudio de la posible relacién de dependencia entre varia-
bles. Hasta el momento hemos visto aspectos relacionados con una sola variable
Y, sea esta altura, peso, rendimiento, etc. En este capitulo se analizard la asociacién
que pueda existir entre una o mds variables X, denominadas variables indepen-
dientes y una variable Y, supuestamente la variable dependiente. Por lo general,
tanto X como Y son variables cuantitativas. Ejemplos de X son: niveles de fertili-
zacion, distancias de siembra, horas luz en un invernadero, dosis de un producto,
cambios de temperatura, etc. Ejemplos de Y son: rendimiento de un producto,
altura de planta, peso del grano, contenido de azucar, etc.

Los casos mds comunes de estudio y andlisis de regresion en las ciencias
bioldgicas son tres:

1. Regresion lineal: Cuando los cambios en Y como respuesta a incrementos
de X son relativamente constantes, en un determinado espacio de mues-
treo. El modelo de regresion solo incluye valores de X a la potencia 1.

2. Regresion polinémica: Cuando los cambios no son constantes, sino que se
incrementan y/o disminuyen en un mismo espacio de muestreo. En este
caso el modelo incluye valores de X a diferentes potencias: X', X%, X?... X"

3. Regresion muiltiple polindmica: En este caso el modelo de regresion inclu-
ye dos o mas variables X (como ejemplo: niveles de nitrégeno, niveles de
potasio, densidades de siembra, etc.). Este caso incluye los términos indi-
viduales, asi como las interacciones entre variables: X , X, X2, X, X X,...
etc. Esto se verd en el capitulo de experimentos factoriales.

19  Economista estadounidense. https://www.goodreads.com/author/quotes/86376.Gary_Smith
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10.1. Las técnicas de regresién y sus aplicaciones
Mediante las técnicas de regresion se puede:

*  Determinar si la asociacion de las variables en estudio es estadisticamente
significativa o no. Es decir, ;cambia Y en respuesta a cambios en la varia-
ble X2 Si estos cambios son estadisticamente significativos se concluye que
existe una respuesta lineal de Y cuando cambia X.

+  Encontrar el punto en el que incrementos en X no causan cambios signi-
ficativos en Y. Por ejemplo, si X corresponde a diferentes cantidades de un
fertilizante llegara un punto en el que los rendimientos Y no se incremen-
tan (o incluso disminuyan) en respuesta a mayores dosis de X.

+  Conocer cudnto cambia Y en promedio cuando X cambia en una unidad.
Por ejemplo, si se incrementa en una unidad la distancia de siembra X de
un cultivo, cudnto en promedio sube o baja la produccién Y.

*  Predecir valores de Y en puntos de X no incluidos en el experimento.
Supongamos que los valores de X en un experimento fueron: 2, 4, 6, 8 y 10.
Si nos interesa podriamos predecir el valor de Y cuando X =13, o cualquier
otro valor de X, pero es importante que la interpretaciéon del resultado
tenga alguin sentido biolégico.

10.2. La relacién de dependencia entre dos variables

En matemadticas la relacién entre dos variables se expresa de la siguiente
forma: Y = f(X)

Lo anterior presupone que “Y es una funcién de X, es decir que la variable Y
depende de la variable X. Como ejemplo, suponga que el rendimiento de una va-
riedad de arroz cultivado sin fertilizacion es igual a 2.0 t/ha y que por cada unidad
de fertilizante (equivalente a, digamos, 50 kg de nitrégeno) el rendimiento sube
0.15 t/ha. Esta relacion se expresa mediante la ecuacion de la linea recta:

El significado de b,y b, se explicard mds adelante.

En el siguiente cuadro se presentan varios valores de X y los cambios co-
rrespondientes en Y:
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Cuadro 10.2.1. Cambios de Y (produccién de arroz por hectdrea),
en respuesta a X (unidades de fertilizante). Cada unidad equivale a 50 kg.

Xenkg X codificado Y
0 0 Y =2.0+0.15*0=2.00
50 1 Y=20+0.15*1=2.15
100 2 Y =2.0+0.152=2.30
150 3 Y=2.0+0.1543=245
200 4 Y =2.0+0.15% 4 =2.60

Puede notarse que la media ¥ es igual a 100 (2 en la escala codificada), y
que la media y es 2.30. Esta relacién funcional, perfecta, entre X y Y puede tam-
bién presentarse en un grafico, en el que la variable Y usualmente va en el eje de la
ordenada y la variable X en el eje de la abscisa:

2.60

2.45

2.30

215

200 —

Y=b,+hX; Y=20+015X

[

U e
Jeate
=

Grdfico 10.2.1. Representacién grdfica tedrica de la relacién funcional entre Y (produc-
cién de arroz) y X (unidades de fertilizante).

10.3. Regresién lineal simple

La ecuacién de la linea recta: Y = by + b; X describe la relacién funcional
que se observa en el Gréfico 10.2.1 en la que b, es la interseccidn. Este es el punto
en el que la linea o su prolongacion corta el eje de las Y. En este ejemplo, b, = 2.0.
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Note que en este punto X = 0. El otro valor de la ecuacién es la pendiente o coe-
ficiente de regresion p,, que indica cudn inclinada estd la linea de regresién con
relacién a la abscisa. En este ejemplo, b; = 0.15. La pendiente se define como el
cambio en Y por unidad de cambio en X, como se puede ver en el gréfico anterior.
Si b; tiene un valor positivo la linea es ascendente, si b, tiene un valor negativo la
linea es descendente.

Observe en el gréifico que todos los puntos caen en la linea recta. Note tam-
bién que la linea pasa por el punto de las medias (X, ¥). Si se conoce la interseccién y
se conocen las medias puede entonces trazarse la linea recta descrita por la ecuacion.

Sin embargo, una relacién funcional perfecta como la descrita, por lo ge-
neral, no se la encuentra en el campo de las ciencias bioldgicas. Por experiencia
sabemos que el rendimiento del arroz o de otro cultivo depende de varios factores
ademads del nivel de fertilizacién. Entre ellos: el clima de la zona, la constitucién
genética de la planta, caracteristicas del suelo, disponibilidad de agua, densidad de
siembra, incidencia de plagas, etc.

Por lo expuesto, en las ciencias bioldgicas estudiamos la relacion estadistica
entre las variables X y Y. Al contrario de una relacién funcional, una relacién es-
tadistica no es perfecta y es variable, cualidad inherente a los sistemas bioldgicos
y al proceso de muestreo. En una relacion estadistica las observaciones no caen
necesariamente en la linea de la relacién entre X yY, que en lo sucesivo la llamare-
mos linea de regresion de Y sobre X.

10.4. El modelo de regresién lineal simple

Regresion es un campo bastante amplio en estadistica. En esta secciéon nos
concretaremos al modelo de regresion que se sefiala a continuacién:

Yi =P+ BiXi & (49)

Este modelo se llama simple y lineal. Es simple porque hay una sola varia-
ble independiente. Es lineal porque la variable independiente tiene inicamente
exponente uno. Este modelo se llama también de primer orden. Los términos en
el modelo son:

«:»

Y; Eselvalor dela variable dependiente en la observacion “i

B, Es la interseccion, es decir el punto en el que la linea de regresién corta el
eje delasY (eje de la ordenada). La interseccién [, es un pardmetro.
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B Es el Coeficiente de Regresion o pendiente. Esto mide el cambio promedio
enY por cada unidad de cambio en X. La pendiente B; es un pardmetro.

X; Eselvalor de la variable independiente en la observacién “i’.

&; Esel error al azar proveniente de la medicién de Y; a un valor X;. Por defi-
nicioén del modelo y como presuncién importante para su validez, la media
esperada de &; es igual a cero con varianza g%

Las presunciones necesarias para la validez del modelo son las siguientes:

+ Las varianzas g2 de las poblaciones de Y; son iguales, independientemente
del nivel de X;

+  Los términos del error &; no estan correlacionados, es decir que la ocurren-
cia de un evento no influye en nada en otro evento.

+ Las observaciones Y; son independientes, es decir, no estan correlacionadas
entre ellas.

Aunque la variable independiente X puede medirse sin error, éste no es el
caso para Y. Con cada nivel de X estd asociada una poblacion de observaciones Y;
que se presume siguen una distribucién normal. Esto se representa en el gréfico
siguiente:

X

Gréfico 10.4.1. llustracién grdfica del Modelo de Regresién Lineal Simple,
Y; = By + B1X; + &; bajo la suposicién de un valor positivo de [5;
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Como los parametros son cantidades desconocidas, en estadistica trabaja-
mos con la siguiente ecuacion que contiene los estimadores respectivos:

Compare la férmula (49) con la (50). Note la presencia de €i en la formula
(50). Este término es el error experimental. Esto indica que los puntos experi-
mentales en un andlisis de regresion NO caen necesariamente sobre la linea de
regresion. El error experimental nos permite determinar, con cierto nivel de pro-
babilidad, si la variable Y depende de la variable X.

En estadistica nos interesa sobremanera el coeficiente de regresiéon b,, tam-
bién conocido como “la pendiente”. Es importante recordar que b; proviene de
una muestra y que es el estimador del parametro S;. A partir de los datos de la
muestra se puede evaluar la hipétesis nula que f; es igual a cero. Un valor po-
sitivo de b, estadisticamente significativo, indica que Y aumenta a medida que X
aumenta. Un valor negativo de by estadisticamente significativo, indica que Y dis-
minuye a medida que X aumenta. En los dos casos se puede afirmar con un nivel
de probabilidad previamente determinado que Y depende de X. Si el valor de b,
no es estadisticamente significativo al nivel de probabilidad de la prueba, se puede
concluir que no hay suficiente evidencia para rechazar la hipétesis nula H,: g, = 0

Si estadisticamente se demuestra que §; = 0, entonces se puede senalar que
el segmento de la linea recta es paralelo al eje de la abscisa, es decir que la variable
Y aparentemente no sufre cambio alguno con el cambio de X. Lo indicado, siem-
pre tomando en cuenta la probabilidad de cometer Error Tipo II (aceptar una
hipétesis nula falsa).

10.5. Estimacién de parametros

Supongamos que nos interesa estudiar la relacion entre las variables “edad”
(X) y “peso” (Y) en una raza de cerdos. Como no conocemos los parametros g, y
B1, porque para eso tendriamos que trabajar con toda la poblacion de cerdos de esa
raza, tomamos una muestra al azar. Luego, con los pesos y edades de cada animal de
la muestra buscamos el segmento de la linea recta que mejor se ajuste a las observa-
ciones Xy Y. Esta linea es la Linea de Regresion y tiene las siguientes caracteristicas:

*  Pasa por el punto (X, Y).

« Lasumatoria de las desviaciones verticales de las observaciones (X;, Y; ) con
relacion a la linea de regresion es igual a cero. Esto es: Yl e; = 0
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+ La sumatoria de los cuadrados de las desviaciones verticales es el valor
minimo posible. Esto es, a la linea de regresion se la encuentra basdndose
en el método de cuadrados minimos, lo que nos permite estimar vélida-
mente B, y f1 a partir de una muestra.

La sumatoria de los cuadrados de las desviaciones se la conoce mds comun-
mente como la Suma de Cuadrados del Error de Regresion (SCE). La férmula para
encontrar este valor es la siguiente:

SN2
Tef =32(%1) (51)
Férmula en la que:

e; representa el término del error, es decir, las desviaciones de los valores
observados de Y; con relacion a los estimados ¥

Y; El valor de ¥;, llamado “Y sombrero”, es el punto estimado de Y sobre la
linea de regresion.

Los valores ¥, se requieren para encontrar los errores e, asociados con cada
observaciéon (Y, X). Cada valor individual de Y; se lo encuentra con la siguien-
te formula:

Y; = by + by X (52)

Las ecuaciones normales

Las estadisticas b, y b; son los mejores estimadores de los pardmetros f3,
y By, respectivamente. Esto es asi por cuanto b, y b, satisfacen los criterios de
cuadrados minimos. Puede demostrarse, mediante cdlculo, que al estimar las esta-
disticas by, y b, se minimiza la Suma de Cuadrados del Error para cualquier con-
junto de datos. La relacién que se establece esta dada por las siguientes ecuaciones
simultdneas, denominadas ecuaciones normales:

XY, =nby+ b Y X;

NXi Y =boXX; +b XX} (53)

A partir de las ecuaciones normales pueden encontrarse los estimadores b,
y b,, como se demuestra en el siguiente ejercicio:
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Ejercicio 10.5.1. Con los siguientes datos encuentre los estimadores b,y b,

X 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 5 5 5
Y 10 | 13 |12 | 14 | 15 | 14 | 18 |16 | 15 | 20 | 22 | 16 | 17 | 20 | 18

Para resolver esto necesitamos las siguientes cantidades presentes en las
ecuaciones normales:

n=15

YV =10+ 13+ 12+ + 18 = 240
YXi=1+1+1+24+5=45

YX Y= (1%10) + (1% 13) + -+ (5% 18) = 775
YX?=12+12+12+22+ - +52 = 165

Ahora se procede a reemplazar las estadisticas encontradas en las ecuacio-
nes normales:

15b, = 240 — 45b,

Multiplicamos por -3 la primera ecuacién para eliminar b;:
—45b, = —720 + 135b,
45b, = 775 — 165b,
Al restar la una ecuacién de la otra y al despejar, obtenemos el valor de b;:
0 = 55— 30b,; b, = 1.83

Ahora podemos sustituir el valor de b, en cualquiera de las ecuaciones para
obtener el valor de b;;:

15b, = 240 — 82.5; by = 10.50

La Covarianza y el Coeficiente de Regresion

Otra forma, quizds mds simple, con la que podemos encontrar b, (el coefi-
ciente de regresion de la muestra o pendiente) es dividiendo la covarianza de XY
para la varianza de X, es decir:
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_ Covyy

b =
S (54)

La covarianza es una medida de la variacién conjunta de dos variables. La
covarianza de la muestra Covyy se la encuentra con la siguiente férmula:

IX;Yy;
COVyy = SEXY _ ZXi———
XY " n-1 (55)

La cantidad SPxy es la Suma Corregida de Productos XY.

La varianza de la variable independiente SZ se la encuentra con la siguien-
te formula:

inz.(z_f)_z

gz =3 _ 271 T T
X T n—1 (56)

La cantidad SCy es la Sumatoria Corregida de Cuadrados de X.

Por lo anterior, la estadistica b; puede encontrarse directamente con la si-
guiente férmula:

_ SPxy

1 SCx (57)

El valor de La interseccién b, se lo encuentra a partir del punto (X ,Y") que,
de acuerdo con el modelo, estd necesariamente sobre la linea de regresion. Por lo
tanto, se puede escribir la ecuacién:

Y = b, + b;X Al despejar se obtiene la estadistica b,:

bD = ?_bl)_( (58)

El ejercicio a continuacion hace uso de las férmulas anteriores:

Ejercicio 10.5.2. Se desea encontrar las estadisticas b, y b, (estimadores de los pa-
rametros S,y 1) para la relacién entre edad y peso de una raza criolla de cerdos.
Para esto se tomaron muestras al azar de cerdos de diferentes edades en un cria-
dero. Los resultados se indican a continuacién:

semanas X 4 4 8 8 12 12 16 16 20 20 24 24

peso Y 43 | 5.8 | 17.4 | 15.6 | 30.2 | 36.1 | 53.3 | 60.0 | 75.9 | 68.4 | 84.5 | 88.7
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Primero calculamos las estadisticas para la variable independiente X:
n=12 Y X, =168 X =14

DXz EX_ 35 SCy= 560

Luego calculamos las estadisticas para la variable dependiente Y:
n=12 LY =540.20 Y =45.02

Y Y7 =34,701.7 g =24,318.0 SCy=10,383.7

A continuacidn, se calcula las estadisticas para las dos variables X y Y com-
binadas (note que

n = 12, es decir, hay doce pares de observaciones X Y):

XY = (4%4.3) + (4*5.8) +...+ (24*88.7) = 9,955.6

La expresion anterior se denomina: “La sumatoria de los productos XY”.

XX LYi= 168*540.2 = 90,753.6

La expresién anterior se denomina: “La sumatoria de X por la sumatoria de Y.
SPyy = L XY -2 = 9,955.6 - 90,753.6/12 = 2,392.8

La expresion anterior se denomina: “La sumatoria corregida de productos XY”.

Tenemos ya todos los elementos necesarios para calcular el coeficiente de
regresion b, :

Luego calculamos la intersecciéon b,:
by =Y - b X =45.02 - 4.2729*14 = -14.8030

Las respuestas: b; = 4.27 y b, = -14.80, son los estimadores de los parame-
tros B, y By respectivamente.

La linea recta

Los datos del Ejercicio 10.5.2 pueden presentarse en un grafico de coorde-
nadas y a través de ellos trazar un segmento de linea recta. Podrian trazarse mu-
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chos segmentos de lineas rectas, sin embargo, s6lo uno es el que mejor representa
los datos y éste es el que se fundamenta en el método de cuadrados minimos. La
linea de Regresion es el segmento de una linea recta que en promedio mejor represen-
ta los datos experimentales.

Ejercicio 10.5.3. Con los datos del Ejercicio 10.5.2 presente un gréfico con el seg-
mento de linea recta (linea de regresion).

Para trazar una linea recta hacen falta tinicamente dos puntos. Estos pue-
den ser: la interseccién b, y el punto correspondiente a las medias (X, Y). Los
circulos del grafico corresponden a las observaciones experimentales. El segmento
de linea recta trazado es el que mejor representa en promedio la tendencia de las
observaciones experimentales, de acuerdo con el modelo de regresion lineal. Con
el programa Statistix el grafico es el siguiente:

Linear Regression Fitted Line

100 - r
801 o -
>
O 60+ o L
()
Ll 40 r
o o
20 r
07 T T T T T T T I
0 4 8 12 16 20 24
EDADX

PESOY =-14.803 + 4.2729 * EDADX

Grdfico 1. Segmento de la linea recta para los datos del ejercicio 10.5.2.

Observe la ecuacion de regresion en la parte inferior del grafico:
Y =-14.803 + 4.272 x X

10.6. Estimacion del error experimental

Como todo lo relacionado con la estadistica inferencial, el modelo es pro-
babilistico y consecuentemente tiene un componente de error. Por lo tanto, se
requiere estimar €;.

Si con los datos de un andlisis de regresion, se traza un segmento de linea
recta que pase por los puntos by y (X, Y), con seguridad muchas de las observacio-
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nes experimentales no caerdn sobre el segmento de la linea recta. Como ejemplo,
varios de los circulos que representan a las observaciones experimentales no estdn
exactamente sobre la linea de regresion (ver grafico del Ejercicio 10.5.3). Cada
una de las distancias o desviaciones verticales, de las observaciones experimenta-
les con relacion al segmento de linea, llamadas individualmente €;, son parte del
error y sirven en conjunto para estimar £;.

Las desviaciones verticales e; son entonces las distancias entre las observa-
ciones experimentales y el punto correspondiente estimado ¥; sobre la linea de re-
gresion. Para encontrar las ¥; empleamos la ecuacién de Regresién, ¥= b, + b, X.
Las ¢; se encuentran con la férmula:

e; = Y; - Y;. La sumatoria de estas desviaciones de Y; con relacién a Y; es
igual a cero, es decir: Y e; = Y(V;-¥;)) =0

La condicién que Y e; = Z(Yl?l) = 0 nos indica que la sumatoria de las
desviaciones al cuadrado ¥ e? = Y(¥;-Y)" es un cuadrado minimo. En otras pala-
bras, si trazdramos cualquier otra linea en que la sumatoria de las observaciones
no fuera cero, es decir ¥ e; # 0, entonces el valor X el serfa mayor que cuando

Zei =0.

Si se elevan todos los valores de las desviaciones e; al cuadrado se obtiene
la estadistica

Ye? = Y (V-Y;)? que se denomina Suma de Cuadrados del Error (SCE). Este
es un valor minimo, lo que implica que todas las desviaciones con relacién a cual-
quier otra variable que no sea ¥; daran un valor més alto. De lo anterior puede
deducirse que todos los puntos estimados Y; estan sobre la linea de regresion.

La SCE dividida para # - 2 (los grados de libertad) se denomina “varianza del
error’ 0 mas comdinmente conocido como Cuadrado Medio del Error (CME), esto es:

R 'AY
CME =2(YL ;’l) =%
n- n- (59)

El CME es un estimador vélido de &;

Ejercicio 10.6.1. Con los datos del Ejercicio 10.5.2 encontrar los valores de 171-, e
e?, de la SCE (Sumatoria de Cuadrados del Error) y del CME (Cuadrado Medio
del Error).
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Primero encontramos los valores de ¥ para los doce valores de X, a partir
de la ecuaciéon

¥ = b, + b, X, en la que b, = -14.8030,y by = 4.2729.

Cuadro 1. Valores esperados de “Y sombrero”, ¥

Y = by + b, X Y = by + b, X

Y, = —14.80 + 4.27 x4 = 2.2¢ Y, = —14.80 + 4.27 x4 = 2.29

Yy = —14.80 + 4.27 8 = 19.38 ¥, = —14.80 + 4.27 x 8 = 19.38
nydex Yo = —14.80 + 4.27 » 12 = 36.47
¥, = —14.80 + 4.27 + 16 = 53.56 ¥, = —14.80 + 4.27 + 16 = 53.56
Yo = —14.80 + 4.27 » 20 = 70.66 Vi = —14.80 + 4.27 » 20 = 70.66
¥,, = —14.80 + 4.27 x 24 = 87.75 Y,, = —14.80 + 4.27 + 24 = 87.75

Ahora encontramos las e; = Y;-Y; ylas ef = (Y;-¥)?, para las 12 observacio-
nes y las respectivas sumatorias.

Cuadro 2. Datos para encontrar el Cuadrado Medio del Error

% Y, e, = ¥i-Y; ef = (V-1)?
4.3 2.29 2.01 4.05
5.8 2.29 3.51 12.33
17.4 19.38 -1.98 3.92
15.6 19.38 -3.78 14.29
30.2 36.47 -6.27 39.34
36.1 36.47 -0.37 0.14
53.3 53.56 -0.26 0.07
60.0 53.56 6.44 41.43
75.9 70.66 5.25 27.51
68.4 70.66 -2.26 5.09
84.5 87.75 -3.25 10.54
88.7 87.75 0.95 0.91
YY, =5402 | YV, =540.2 Ye =0 Y e? =159.60

Note que YY; = ¥ ¥; = 540.2, por lo que Y &; = X(¥; -¥)) = 0.
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La sumatoria de los cuadrados de las desviaciones, en otras palabras Suma-
toria de Cuadrados del Error, es entonces:

SCE =Y e? = ¥ (Y;-¥))? = 159.60

Por lo tanto, el Cuadrado Medio del Error es:

CME == = =22 = 15.96
n 1

Como hubo 12 observaciones X Y, el nimero de grados de libertad, n — k,
es 10 (n es el numero de observaciones y k es el nimero de variables en el modelo,
en este caso dos variables).

10.7. Significado del coeficiente de regresién

El coeficiente de regresion o pendiente b, es la estadistica que mejor estima
el pardmetro f,;. En el ejercicio 10.5.2 se encontré que el coeficiente de regresion
fue: by = 4.2729. Este valor indica que por cada semana de incremento en edad
(unidad de X), el peso de los cerdos, en promedio, se incrementa en 4.2729 kilo-
gramos (unidades de Y). Pero es importante recordar que b, se obtuvo a partir de
una muestra y por lo tanto la conclusién a la que se arribe estd sujeta al calculo de
probabilidades y consecuentemente tiene un nivel de error.

Como puede verse en el grafico del ejercicio 10.5.3, b; determina la pen-
diente de la linea de Regresion. Si by> 4.2729, entonces la inclinacion de la linea
o “pendiente” seria mds pronunciada. Si by tuviera un valor negativo, entonces la
linea irfa de arriba hacia abajo, en otras palabras, Y disminuiria como respuesta a
incrementos de X. Si by fuera cero, entonces la linea de regresion seria paralela a la
abscisa o eje de las X, lo que significaria que Y no depende de X.

10.8. Significado de la Interseccién

La interseccion se estima por el valor b,. Este es el punto en el que el seg-
mento de la linea recta o su prolongacién corta el eje de la ordenada Y. Se puede
definir también como el valor de ¥; cuando X = 0.

Se debe tener cuidado al interpretar b, en especial si datos experimentales
de Y; no fueron tomados al nivel X = 0. En el ejercicio 10.5.2 el valor de b,, fue
igual a -14.8030. Como no se tomaron datos cuando X = 0, es decir al momento
de la paricion, este valor carece de sentido bioldgico. En todo caso b, es un punto
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que estd sobre la linea de regresion (o en su proyeccidn) y que define la muestra
de la que proviene.
10.9. Extrapolacién de datos

Una vez que se ha determinado la ecuacion Y = by + b;X se pueden extra-
polar los resultados a valores de X diferentes a los empleados experimentalmente.

Ejercicio 10.9.1. Con los resultados obtenidos en el Ejercicio 10.6.1, ;Cudl es el
peso promedio esperado para cerdos de 14 semanas, Y14 ?

El valor es: Y14 = -14.8030 + 4.2729*14 = 45.02kg

Recuerde que este valor de ¥, ,, como cualquier otro valor esperado, esté so-
bre la linea de regresiéon. Sin embargo, como la linea de Regresion es un segmento
de una linea recta, la extrapolacién tiene sentido inicamente para el intervalo que
dicta el conocimiento del campo de estudio especifico.

10.10. Pruebas de hipétesis con relacién a g,
Cuando la hipétesis nula plantea que 3, es igual a un valor diferente de cero

En estudios de regresion puede ser de interés probar la hip6tesis nula que
B es igual a algtin valor hipotético 8, versus la alternante en la que se plantea que
B4 no es igual a ese valor hipotético. Esto es:

Ho:.gl = ﬁl/z
Hy: By # Py

La hipétesis alternante H; también puede tomar las formas ;>B14 0 B1< Bis
de acuerdo con la informacién previa o el interés que tenga el investigador.

Como ejemplo, en el ejercicio 10.52 se encontré que para esa muestra de
cerdos de la raza A, el valor de b, fue 4.2729. Como b, es el estimador del para-
metro f; cuyo valor real desconocemos, un investigador puede estar interesado
en probar, con la informacién disponible, si g; es igual al parametro g,, = 6.0,
valor ya establecido en otra raza de cerdos. La evaluacion de estas hipdtesis se rea-
liza mediante la prueba t. Una presuncién importante para esta prueba es que la
muestra provenga de una poblacién de Y, normalmente distribuida. La férmula
que se utiliza es la siguiente:
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by-B1s
Sb (60)

t =

Esta prueba estadistica sigue la distribucion ¢ con # - 2 grados de libertad.

La estadistica S, es el error estdndar del coeficiente de regresion 'y es igual a
la raiz cuadrada del Cuadrado Medio del Error (CME) dividido para la Suma de
Cuadrados de X:

_ [emE
b= \I'scyk

(61)

En las secciones 10.5 y 10.6 se vieron los procedimientos para encontrar las
estadisticas CMEy SC,.

Ejercicio 10.10.1. Con los datos del ejercicio 10.5.2 pruebe la hipétesis nula que el
valor del pardmetro B, de esa poblacion es estadisticamente igual a un incremento
de 6.0 kg/semana.

Hy,: B =6.0
Hy:f; # 6.0

a=5%

El valor del coeficiente de Regresion hipotético B, = 6.0 representa la ga-
nancia en peso de una raza distinta de cerdos. El interés es entonces determinar

si hay diferencias estadisticas en la ganancia de peso de las dos razas en funcién
de la edad.

El primer paso es calcular el Cuadrado Medio del Error (CME). Esto lo
. : 512
hacemos a partir de la suma de cuadrados del Error (SCE) que es igual a Z(Yi-Yi)
y va fue encontrado en el ejercicio 10.6.1:

SCE =y ef = ¥(¥;-¥)* = 159.60

Por lo tanto, el Cuadrado Medio del Error es:

Luego encontramos S,,. Para esto necesitamos conocer también la SC, que
fue igual a 560 (ejercicio 10.5.2):
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_ |cME _ [15.96 _
Sy = /E = /% =0.1688

El valor de la prueba estadistica t es entonces:

4.2729-6.0
=————=-10.23
0.1688

Los valores criticos en la Tabla ¢ al nivel (/2 por ser prueba de dos colas,
con 10 grados de libertad (12 pares de observaciones X Y) son:

t(lO)(0.0ZS) = i22280

Como el valor de la prueba estadistica ¢ excede el valor critico absoluto de la
tabla, la decision es rechazar la Hy al 5% nivel de significacion. En otras palabras la
ganancia de peso, con relacién a la edad, en la raza de cerdos del experimento, no
es igual a 6.0 kg/semana. En otras palabras, se ha encontrado evidencia estadistica
de que la ganancia de peso en la raza del experimento es menor que 6.0 kg/semana.

Cuando la hipétesis nula plantea que 3, es igual a cero

En muchos casos, la prueba de hipdtesis que interesa es si el valor de 8 es
igual a cero, lo que indicaria que, al variar X en una unidad, no produce ningtin
efecto sobre Y. En otras palabras, que las variables X y Y son independientes.

Las hipétesis que se prueban son:
Hy:py =0
Hl: Bl * 0
La hipétesis alterna H; también podria ser: H;: B; < 0 (menor que cero) o

Hy:B; > 0 (mayor que cero), pruebas de cola izquierda y derecha, respectivamen-
te. La prueba estadistica que se emplea es la misma del caso anterior:

£ = by-B1s
Sp

Pero como Pin = 0, la férmula se reduce a:

,,
1]
ol
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Ejercicio 10.10.2. Con los datos del ejercicio 10.5.2 pruebe las siguientes hip6tesis:
Hy: 1 =0
Hi:B; #0

a=1%

La prueba estadistica es:

Como la prueba es al 1% (0.01), los valores criticos en la tabla t, por ser
prueba de dos colas, se encuentran con los niveles de significacién a/2 = 0.005 :

t(lO)(0.00S) = i31690

Como el valor 25.31 de la prueba estadistica ¢, excede a los valores criticos
de la tabla ¢ (+3.1690), la decisién es rechazar la hipétesis nula Hy que g, = 0 al
nivel de significacion del 1%. En otras palabras, la variable Y, peso de los cerdos,
depende de la variable X, semanas de vida. Se puede sefialar que hay evidencia
estadistica que el promedio de peso de los cerdos de esa raza se incrementa en
4.2729 kg por semana.

En este y otros casos podria ser que el modelo lineal no sea el mas ade-
cuado y que modelos curvilineos proporcionen un mejor ajuste, algo que se verd
posteriormente.

Respuestas con programas computarizados

Con los programas computarizados se obtienen las respuestas con mayor
celeridad, obviamente, pero también hay que interpretarlas correctamente. Como
comparacidn se presentan los resultados de los ejercicios anteriores, sobre ganan-
cia de peso de cerdos, con el programa Statistix:

Least Squares Linear Regression of PESO EDAD CERDOS

Predictor

Variables Coefficient Std Error T P
Constant -14.8033 2.62986 -5.63 0.0002
EDADX 4.2729 0.16882 25.31 0.0000

R-Squared = 0.9846 Resid. Mean Square (MSE) = 15.9604
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Note que estos resultados: b, = -14.8033, b, = 4.2729, S, = 0.16882, t =
25.31, P <0.0000, R? = 0.9846, MSE 0 CME = 15.96, fueron ya encontrados en
este y otros ejercicios, con excepciéon de R?y de la probabilidad P. Fijese, ademds,
en el cuadro anterior de resultados del programa Statistix, la ubicacién y el nom-
bre o simbolo para cada uno de estos valores.

La estadistica R? se conoce como coeficiente de determinaciény es una me-
dida del grado de dependencia de Y con relacién a X, que generalmente se expresa
en porcentaje. En este ejemplo se puede indicar que la variacién de Y se debe en
un 98.46% a su asociaciéon con X. Sin embargo, este valor es el coeficiente de deter-
minacién simple, que en este texto lo representaremos como r?, para diferenciar
del coeficiente de determinacion miiltiple, R,

Con relacién a la probabilidad P, el programa Statistix en las pruebas que
realiza no presenta los valores criticos, tampoco indica si se debe aceptar o re-
chazar la hipétesis nula. Lo que hace es presentar la probabilidad de que el valor
encontrado para la prueba estadistica se deba al azar. En este caso la P < 0.0000
significa que la probabilidad de un resultado tan alto como #=25.31, s6lo por azar,
es muy baja (menor que 1/10000). Esto es, en todo caso, una probabilidad menor
que la del nivel de aceptacion planteado, que en este ejercicio fue del 1/100. Por lo
tanto, hay fuerte evidencia estadistica para rechazar la hip6tesis nula y aceptar la
hipétesis alterna.

Ejercicio 10.10.3. En los cultivos por lo general el ciclo de vida influye en el ren-
dimiento. Con la siguiente informacién de un experimento con 16 lineas de arroz
en que los datos fueron “dias a floracién y rendimiento en kg por parcela”:

g;z;saFlor 50 |82 |56 |70 |72 |82 |64 |60 |84 |71 |64 |54 |80 |58 |65 |68
Rendi-

. 281271332725 (27 [3.7 [3.1 [2.0 [3.1 |32 |3.4 |24 |35 [3.8]3.2
miento (Y):

a. encuentre los coeficientes b, y b,
b. pruebe las hipotesis:

Hy: =0
Hi:p; #0
a=5%

c. presente un grafico con la ecuaciéon de regresion lineal
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Los resultados, con el uso de un programa de estadistica, son:

Least Squares Linear Regression of RENDkg

Prec.llctor Coefficient Std Error T P
Variables

Constant 5.05807 0.64270 7.87 0.0000
DIASflor -0.03040 9.413E-03 -3.23 0.0061
R-Squared = 0.4269 Resid. Mean Square (MSE) = 0.14939

a) El coeficiente by, la interseccién, es igual a 5.05 kg. En este caso es un
valor tedrico y sin sentido bioldgico. El coeficiente b; coeficiente de regresién o
pendiente, es igual a -0.0304 kg.

b) Como el valor de la prueba estadistica t es igual a -3.23 y tiene una pro-
babilidad baja de ser un resultado del azar, P = 0.0061, la decision es rechazar la
hipétesis nula que f; = 0. Es decir, hay evidencia estadistica que f; < 0. En otras
palabras, el rendimiento en las poblaciones de estudio depende del ciclo de vida.
Esta dependencia sin embargo no es muy fuerte. Si se observa el valor del coefi-
ciente de determinacion (r?) sélo se explica un 42.69% de la variacién en Y por
su dependencia con X.

c) el grafico de la linea de regresion y la ecuacion de regresion se presentan
a continuacién. Note la inclinacién de la linea de regresién o pendiente negativa
(by = —0.0304)

Linear Regression Fitted Line

39 I
o O
o 3.4 v .
a
=Z 297, [
L O
1 2.4 Q r
194 ° 1
50 57 64 71 78 85

DIASflor
RENDkg = 5.0581 - 0.0304 * DIASflor

Gréfico 1. Regresién lineal de rendimiento sobre dias a floracién en 16 lineas de arroz
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Comentario: Por lo general, a mayor ciclo de vida, mayor rendimiento. Re-
sultados como los del ejercicio anterior pueden deberse a condiciones adversas en
el desarrollo del cultivo (sequia, temperaturas altas, incidencia de enfermedades,
dafios por insectos, etc.).

10.11. Intervalo de confianza del coeficiente de regresion g,

En forma similar como se encontr6 intervalos de confianza para la media y
varianza poblacional, igualmente se puede encontrar intervalos de confianza para
el coeficiente de regresion de la poblacion P11 El procedimiento se fundamenta en
la distribucién t. La férmula que se utiliza es la siguiente:

P(bl'ta/z*Sb S ﬁl S bl + ta/Z*Sb) = 1-0! (62)

Férmula en la que:

* P eslaprobabilidad

* by esel coeficiente de regresion de las muestras

* g2 es el valor critico en la tabla t con grados de libertad y al nivel espe-
cificados

+ S, eselerror estaindar del coeficiente de regresion

«  B; es el coeficiente de regresion de la poblacién en estudio

* 1 —a esel nivel de confianza del intervalo. Se expresa usualmente en por-
centaje

Es importante recordar la importancia del concepto de intervalo de confian-
za. En el Ejercicio 10.5.2 encontramos que el coeficiente de regresion de la muestra
fue b; = 4.2729. Aunque b, es el mejor estimador del coeficiente de regresion de la
poblacién B, no quiere decir que §; necesariamente sea igual a 4.2729. Lo que nos
dice es que la inclinacién del segmento de linea recta flucttia entre dos valores es-
tipulados estadisticamente. Entre estos valores se encuentra el pardmetro ; con
una determinada probabilidad o nivel de confianza. En el ejemplo, el valor 4.2729
es s6lo un punto de referencia.

De lo anterior puede deducirse que mientras mayor sea el nivel de con-
fianza mds amplio serd el intervalo con la probable ubicacién del pardmetro S;.
Es importante también recordar que el nivel de confianza, o probabilidad, puede
aproximarse al 100% pero nunca llegar a ese valor. Esto dltimo se debe a la pro-
piedad asintética de las distribuciones estadisticas.
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Habra casos en los que el intervalo de confianza incluye el cero. De ser asi,
el valor de

B4, de acuerdo con la prueba estadistica, no sera diferente de cero.

Ejercicio 10.11.1. Con los datos del ejercicio 10.5.2 (edad y ganancia de peso en
cerdos) encuentre los Intervalos de Confianza (IC) para f8;: a) con el 90% de pro-
babilidad y b) con el 99% de probabilidad. Observe las diferencias en la amplitud
de los intervalos.

a) Siel IC esigual a 100 — ¢ = 90%, entonces & = 0.1 =10%ya/2 = 0.05=5%
Recordemos que b, = 4.2729 y que S, = 0.1688

Encontramos en la tabla (Apéndice B) el valor de t con n — 2 grados de
libertad, al nivel alfa del 0.05 de probabilidad:

tas2 = o giy0.0s = 1.8120
Al reemplazar los valores en la férmula tenemos:
P(4.2729-1.8120*0.1688 < f5; < 4.2729 + 1.8120%0.1688) = 1-a = 90%IC

P(3.9670 < B; < 4.5788) = 90%IC

Se concluye que f3; se encuentra entre 3.9770 kg/semana y 4.5788 kg/sema-
na con el 90% de probabilidad.

b) Si aumentamos el nivel de confianza, como ejemplo al 99%, podemos
constatar que el intervalo se vuelve mas amplio.

Ahora 100 — o = 99%, entonces @ = 0.01 = 1% y /2 = 0.005 = 0.5%

Encontramos en la tabla (Apéndice B) el valor de t con n — 2 grados de
libertad, al nivel alfa del 0.005 de probabilidad:

tas2 = taogn,o.00s = 3.1690

Al reemplazar los valores en la formula tenemos:

P(4.2729-3.169*0.1688 < f5; < 4.2729 + 3.169*0.1688) = 1-a = 99%IC

P(3.7380 < B; < 4.8078) = 99%IC
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Se concluye que f3; se encuentra entre 3.7380 kg/semana y 4.8078 kg/sema-
na con el 99% de probabilidad.

Note que, como se esperaba, al aumentar el nivel de confianza el intervalo
se amplia.

10.12. Regresién polinémica

Cuando en los analisis de regresion lineal simple los resultados no son sa-
tisfactorios, el investigador puede pensar que el modelo que emple6 no fue el
adecuado. El coeficiente de determinacion 72 es un buen indicador del grado de
dependencia de Y con relacién a X. Porcentajes bajos de esta estadistica indican
poca dependencia. El modelo de regresiéon polindmica se aplica cuando el inves-
tigador estd interesado en encontrar respuestas que no siguen un solo patrén, es
decir cuando los cambios no son constantes en la variable Y sino que dependen de
los niveles de X. En otras palabras, los cambios en Y se incrementan o disminuyen
en un mismo espacio de muestreo.

En este caso, el modelo incluye valores de X elevados a diferentes potencias.
El modelo para la regresion polindmica es:

Y; = Bo + PuXi + Bo X7 + B X7 AP X + & (63)

El exponente de X define el grado del polinomio o respuesta: X} corres-
ponde a la respuesta lineal, X # ala cuadrética, X 13 a la cubica, X' ala cudrtica y
asi sucesivamente. El exponente mads alto de la ecuacion es el que da el nombre al
polinomio.

Una aplicacién préctica de la regresion polinémica es, como ejemplo, el
analizar el comportamiento de poblaciones de patégenos o de la misma enferme-
dad a través del tiempo. Supongamos que un investigador encuentra que el mode-
lo cudrtico es el que mejor se ajusta a un estudio de la poblaciéon de un insecto en
un cultivo. Esto le indica que inicialmente la poblacién del insecto se incremen-
té (respuesta lineal), que luego la poblacion decrecié (respuesta cuadrdtica), que
posteriormente volvid a crecer (respuesta ciibica) y que por ultimo, la poblacion
volvié a decrecer (respuesta cudrtica).

Lo anterior es solamente la parte de andlisis de los datos. El porqué de ese
determinado comportamiento debe venir del conocimiento del cultivo, del ciclo de
vida del insecto, de la presencia de enemigos naturales, de cambios climéticos, etc.
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Una aplicacién, tal vez la mds comtn en las ciencias agropecuarias, es la
del modelo cuadratico en experimentos relacionados con niveles de fertilizacion,
dosis de pesticidas, densidades de siembra, niveles de nutrimentos en dietas para
animales, etc. El modelo de regresiéon polindémica es especificamente el cuadrati-
co, porque por lo general se espera una respuesta inicial lineal y luego, una ten-
dencia a rendimientos decrecientes. Como ejemplo, en experimentos con niveles
de nitrégeno se espera que los rendimientos se incrementen linealmente hasta
cierto nivel y que haya luego una tendencia decreciente en respuesta a niveles
altos de nitrégeno. Con niveles atin mds altos, la experiencia nos ensefia que los
rendimientos bajan sensiblemente por toxicidad de las plantas. En ningtn caso
se espera que vuelvan a incrementarse (lo que indicaria una respuesta ctibica).
Lo particularmente interesante de la respuesta cuadratica, en experimentos con
niveles de insumos, es el punto en el que se obtiene el mdximo técnicoy el éptimo
econdmico. Esto se explicard posteriormente.

En todo caso, es el investigador el que decide qué modelo polinémico se
ajusta mejor a sus datos. Un procedimiento que conduce a esto es incluir progre-
sivamente diferentes variables X en el modelo, es decir X*, X2, X3, etc y observar
si el coeficiente parcial de regresion resulté significativo o no. Generalmente si no
es significativo quiere decir que la inclusién de la nueva variable en el modelo no
contribuy¢ a explicar mejor la variacién de Y. En este caso también puede detec-
tarse un cambio reducido en el coeficiente de determinacion.

Para ilustrar lo anterior tomemos como ejemplo los siguientes datos de un
experimento para evaluar el efecto de cinco niveles de fertilizaciéon (0, 1,2, 3,4) en
el rendimiento de arroz en kilogramos por parcela:

Cuadro 10.12.1. Cinco niveles de fertilizacién (X)
y su efecto en el rendimiento de arroz (Y) en kilogramos por parcela

X: 10 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Y. [ 3259|7583 |71 |26|48(63|69]|65)|30]|62]|71]|75]638

El modelo lineal. Inicialmente el investigador podria plantearse un modelo
lineal para explicar la tendencia de los datos:

Yi=Bo+ BiXi + ¢

Como en ejercicios anteriores se present6 el procedimiento para el andlisis
del modelo lineal, en este ejemplo utilizamos directamente el programa Statistix:
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Least Squares Linear Regression of RendimY

Prec.llctor Coefficient Std Error T P
Variables
Constant  4.04667 0.49382 8.19 0.0000
fertNivel 0.96667 0.20160 4.79 0.0003
R 1id. M
R-Squared 0.6388 esid. Mean 1.21928
Square (MSE)
Linear Regression Fitted Line
9 ‘ .
e
> 7 8 < B
£ 8 “
S 5 L
c
o)
X 39 -
1, L
0.0 0.8 16 24 3.2 4.0

fertNivel
RendimY = 4.0467 + 0.9667 * fertNivel

Grdfico 10.12.1. Respuesta lineal

El coeficiente de regresion de la muestra es igual a 0.9667. El valor de la prue-
ba tigual a 4.79 nos sirve para evaluar la hipétesis nula de que el coeficiente de
regresion es igual a cero. La probabilidad de haber obtenido por azar un valor
tan extremo como 4.79 es P = 0.0003, por lo que deberia rechazarse la hipdtesis
nula. En otras palabras, hay suficiente evidencia estadistica de una respuesta lineal
ascendiente del rendimiento con relacién a los niveles de fertilizacion. El valor del
coeficiente de determinacién simple, r? = 0.6388 confirma lo sefialado. Es decir,
el 63.88% de la variacion en el rendimiento Y puede atribuirse a su asociacién
lineal con los niveles de fertilizacién X.

El modelo cuadratico. Al observar el grafico anterior puede verse que la
linea recta representa bastante bien al conjunto de datos. El coeficiente de regre-
sion, b1> es significativamente diferente de cero y el coeficiente de determinacién
simple r2 es relativamente alto (63.88%). Sin embargo, podria ser que el modelo
polinémico cuadritico provea un mejor ajuste:

Y, = By + BiXi + B X + & (64)
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Para encontrar las estadisticas by by b,, estimadores de los pardmetros
Bo, 1, B2 es necesario encontrar varias sumatorias a partir de los datos de niveles
de fertilizacién y rendimiento de arroz (Cuadro 10.12.1.) Los célculos y sumato-
rias se presentan en el cuadro siguiente:

Cuadro 10.12.2. Observaciones X, Y. Célculo de sumatorias de cuadrados
y sumatorias de productos para los datos del Cuadro 10.12.1.

Datos X Y X2 XY X%y XXx? X2x? Y?
1 0 3.2 0 0 0 0 0 10.24
2 1 5.9 1 5.9 5.9 1 1 34.81
3 2 7.5 4 15 30 8 16 56.25
4 3 8.3 9 24.9 74.7 27 81 68.89
5 4 7.1 16 28.4 113.6 64 256 50.41
6 0 2.6 0 0 0 0 0 6.76
7 1 4.8 1 4.8 4.8 1 1 23.04
8 2 6.3 12.6 25.2 8 16 39.69
9 3 6.9 20.7 62.1 27 81 47.61
10 4 6.5 16 26 104 64 256 42.25
11 0 3 0 0 0 0 0 9
12 1 6.2 1 6.2 6.2 1 1 38.44
13 2 7.1 4 14.2 28.4 8 16 50.41
14 3 7.5 22.5 67.5 27 81 56.25
15 4 6.8 16 27.2 108.8 64 256 46.24
SUMATORIAS 30 89.7 90 208.4 631.2 300 1062 580.29
MEDIAS 2 5.98 6 - - - - -

De acuerdo con el principio de cuadrados minimos las ecuaciones norma-
les para encontrar los coeficientes del modelo polinémico cuadratico son:

Y Y =nby + by Y X; + by Y X}

Y XY, =by X X;+ by XX + by Y XX}

YXPYi = bo X X7 + by XX XP + by ¥ X;° X7

(65)

De las ecuaciones anteriores, por procedimientos algebraicos, se derivan
las siguientes formulas en términos de Sumas de Cuadradosy Sumas de Productos:
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_ (8Cx*)(SPxy)-(SPxx*)(SPx*y)
LT (8Cx)(SCx?)-(SPxx?)?

_ (SCx)(SPx?y)-(SPxx*)(SPxy)
27 (5Cx)(SCx?)-(SPxx?)?

Resolvamos primero, con la informacién del Cuadro 10.12.2, cada una de
las Sumas de Cuadrados y Sumas de Productos:

2 y2 2
SCx? = ¥ XZXZ - 220 = 1062- 50 = 522

XX Z Y; (30)(89 7)

SPxy = Y. X, Y- = 208.4- =29

SPxx? =Y X;X? - Z”X = 300- 220 = 120

SPx?y = ¥ x2y-EX LY 27 = 631.2- 2200 = 93

SCx = 3 X, X;- 22N = 90-(31"5)2 =30

Note que tenemos ya todos los términos de los numeradores para encon-
trar b; y b,

Observe que el denominador D es comun para las dos férmulas. Este valor
es igual a:

D = (SCx)(SCx?)-(SPxx?)? = (30)(522)-(120)% = 1260

Por lo tanto, las estadisticas b, y b, son:

by = (522)(29)-(120)(93) — 31571
1260
(30)(93)-(120)(29) _

b, =
2 1260

-0.5476

Para encontrar el coeficiente b, o interseccién se parte de la férmula gene-
ral del modelo, en la que se reemplaza con los valores de las medias de Y, X y X?
que se encuentran en el Cuadro 10.12.2:

by = Y-b,X-b,X? = 5.98-3.1571*2 + 0.5476*6 = 2.9514
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Consecuentemente, la ecuacién de regresion polinémica de segundo grado
o cuadritica, para los datos del Cuadro 10.12.1, es:

Y = 29514 + 3.1571X-0.5476X>

En la ecuacién anterior, al reemplazar los 15 valores respectivos de X y X2,
se obtienen los 15 valores de ¥ (Y sombrero). Estas cantidades se presentan en el
Cuadro 10.12.3.

Podemos ahora probar hipétesis planteadas para determinar la significacion
estadistica de los coeficientes parciales de regresion b; y b,. Para esto necesitamos pri-
mero encontrar el error estindar para cada uno de los coeficientes, es decir S,y y Sj,.

Pero antes, en forma similar como se hizo en la seccién 10.6, debemos cal-
cular la Sumatoria de Cuadrados del Error (SCE) y el Cuadrado Medio del Error
(CME). El CME es un estimador no sesgado de la varianza de regresion, g2. La
Sumatoria de Cuadrados del Error se obtiene a partir de los cuadrados de las des-
viaciones (Y-¥)2 que se encuentran en la ltima columna del cuadro 10.12.3:

Cuadro 10.12.3. Valores de ¥ (Y sombrero)
y ofras estadisticas para encontrar el Cuadrado Medio del Error

Datos X Y Y 17 (-9 (Y-7)?

1 0 3.2 2.95 8.71 0.25 0.0618
2 1 5.9 5.56 30.92 0.34 0.1150
3 2 7.5 7.08 50.06 0.42 0.1805
4 3 8.3 7.49 56.16 0.81 0.6492
5 4 7.1 6.82 46.49 0.28 0.0794
6 0 2.6 2.95 8.71 -0.35 0.1235
7 1 4.8 5.56 30.92 -0.76 0.5790
8 2 6.3 7.08 50.06 -0.78 0.6009
9 3 6.9 7.49 56.16 -0.59 0.3532
10 4 6.5 6.82 46.49 -0.32 0.1013
11 0 3 2.95 8.71 0.05 0.0024
12 1 6.2 5.56 30.92 0.64 0.4084
13 2 7.1 7.08 50.06 0.02 0.0006
14 3 7.5 7.49 56.16 0.01 0.0000
15 4 6.8 6.82 46.49 -0.02 0.0003
SUMATORIAS | 30 89.7 89.70 577.03 0.00 3.2554
MEDIAS 2 5.98 - - - -
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La sumatoria de cuadrados del error (SCE) y la varianza del error o cuadra-
do medio del error (CME) son:

SCE = ¥(v-7)" = 3.2554

Enla férmula del CME, el valor de n es igual a 15 (ntimero de observaciones
de las variables) y k es igual a 3 (nimero de pardmetros en el modelo: B, , B, , B,)

Con esta informacién podemos pasar a encontrar los errores estindar
Sp1 ¥ Spy de la regresion. Las formulas son:

2
Spy = J (UBEeD) \/(0'2“3)(522)=0.3353

(SCx)(SCx2)-(SPxx2)? 1260
— (CME)(SCx) _ [(0.2713)(30) _
sz - \/(sCx)(SCxZ).(prxz)z - J 1260 = 0.0804

Disponemos ya de todo lo necesario para realizar las pruebas estadisticas de
las siguientes hipétesis al nivel alfa del 5%:

Ho:ﬂ1=0 vs Hl:ﬁlio
Ho:ﬂ2=0 vs Hl:ﬁzio

Las pruebas estadisticas son pruebas f, similares a la usada en el ejercicio
10.10.2:

b= T 042 == = 681

El valor critico en la tabla t (Apéndice B) es £ 2.179. Esto es al nivel del
2.5% de probabilidad, por ser prueba de dos colas, y con 12 grados de libertad.
Como los valores de las dos pruebas estadisticas superan al valor critico se puede
concluir que, tanto 8, como B, son estadisticamente diferentes de cero al nivel de
significacién especificado.

El significado de los coeficientes de regresién b; y b, es el siguiente:

« El coeficiente b1 indica que, en promedio, el rendimiento aumenta 3.1571
kg de arroz por cada unidad de incremento del fertilizante, si se mantiene
b2 a un mismo nivel.
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*  El coeficiente b, indica que, en promedio, el rendimiento disminuye 0.5476
kg de arroz por cada unidad de incremento del fertilizante, si se mantiene
b, a un mismo nivel.

Intervalos de confianza para B1 y B2. Para encontrar intervalos de con-
fianza para los parametros de la regresion polindmica aplicamos férmulas simila-
res a las empleadas en la seccién 10.11. Estas son:

P(bl'ta/Z*Sbl <pr<b + ta/2*5b1) =1-a
P(bz'ta/z*sbz <P, <b, + ta/Z*SbZ) =1l-a

Como ejemplo, podemos calcular intervalos de confianza para los pardme-
tros B1 y B2 digamos al 98%. En este caso, tenemos 1% a cada lado de la curva de ¢.
En la tabla tpara el 1% de drea de la curva, con 12 grados de libertad encontramos
el valor 2.6810. (Recuerde que n-k = 12 en donde n es el ntimero de observacio-
nes y k el nimero de variables en el modelo.) Entonces ta/2 = t12g1),001 = 2.6810

Al reemplazar los valores en la formula para f;:

P(3.1571-2.6810%0.3353 < ; < 3.1571 + 2.6810*0.3353) = 98%

Al resolver, se encuentra que 8, debe estar entre 2.2582 kg y 4.0560 kg de
incremento en la producciéon de arroz, por unidad de fertilizante, con un 98%
nivel de confianza (o probabilidad).

Ahora resolvemos para B3:

P(-0.5476-2.6810%0.0804 < B, < -0.5476 + 2.6810*0.0804) = 98%

Consecuentemente, se puede afirmar, con el 98% de confianza, que el para-
metro 3, debe estar entre los valores - 0.7632 kg y — 0.3320 kg.

Resultados con un programa para analisis estadisticos. Pudo verse que las
operaciones matemdticas, por la complejidad de las férmulas, se vuelven bastante
largas y requieren de considerable tiempo, atencién y esfuerzo. Esto, aun para
el modelo que contiene sé6lo tres variables. Con mayor nimero de variables, la
cantidad de trabajo se incrementa exponencialmente. Felizmente, con las com-
putadoras actuales y los programas estadisticos se ha simplificado grandemente
el esfuerzo requerido. En verdad, ahora toma mads tiempo introducir los datos y
seleccionar las opciones correctas que obtener los resultados. A continuacion, se
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presentan los resultados del andlisis de regresion polinémica (cuadratica) para el
mismo ejemplo del Cuadro 10.12.1, con el programa Statistix:

Polynomial Regression of RendimY

Differenced Scale (i.e., Xi - Xbar)
Preglctor Coefficient Std Error T P VIF
Variables
Constant 7.07524 0.20958 33.76 0.0000
fertNivel 0.96667 0.09509 10.17 0.0000
fertNivel”2 -0.54762 0.08037 -6.81 0.0000
Original Scale
Preqlctor Coefficient Std Error
Variables
Constant 2.95143 0.28301
fertNivel 3.15714 0.33525
fertNivel”2 -0.54762 0.08037
R-Squared 0.9258 Resid. Mean Square (MSE) 0.27129
Cases Included 15 Missing Cases 0

Observe enlos resultados que el programa presenta dos juegos de respuestas:

El primero, “differenced scale”, que presenta los resultados cuando se codi-
fican los valores de X como X;- X. Esto normalmente se hace para simplificar la
entrada de los datos, pero especialmente para obtener mds facilmente las respuestas
mediante el método de polinomios ortogonales, como se verd mds adelante.

El segundo, “Original Scale”, que emplea los valores reales de X, esto es, sin
codificacion. En este caso el programa no presenta los valores de # ni las probabi-
lidades, pero no hace falta porque son equivalentes en las dos escalas. La intersec-
cién bo, los coeficientes b1 y b2> asi como los valores Sp1 ¥ Sp2 (los errores estandar
-“Std Error”- de los coeficientes de regresion) son iguales en la “escala original” a
los obtenidos manualmente en el ejemplo anterior.

Note en especial el valor de R* igual a 0.9258. (En modelos con mas de una
X, se denomina R?al coeficiente de determinacién miultipley se representa con ma-
yuscula). Esto quiere decir que con el modelo cuadratico se explica en un 92.58%
la variacion en el rendimiento. Anteriormente, con el modelo lineal, se explico el
63.88% de la variacién de Y por su asociacién con X. Este mejoramiento de casi
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un 30% es significativo y demuestra que en este ejemplo el modelo cuadratico
provee un mejor ajuste de los datos. Esto se puede visualizar al comparar el Grafi-
co 10.12.1 con el grafico siguiente (Grafico 10.12.2):

Poly Regs Fitted Curve

9,
> 7
£ 8 v
'c i
e’ O
()
o 3
17 T T T T T T
0.0 0.8 1.6 2.4 3.2 4.0
fertNivel

RendimY =2.9514 + 3.1571 * fertNivel - 0.5476 * fertNivel*2

Grdéfico 10.12.2. Respuesta cuadrética

Note que los datos se ajustan mejor (estdn mds cerca) a la linea curva. Es
decir que las desviaciones componentes del Cuadrado Medio del Error (CME)
son menores que si se compara con el modelo lineal del Gréfico 10.12.1. El CME
es una medida del error experimental.

El principio general en todos los casos es que mientras menor sea el error
experimental mayor sera la confianza en los resultados.

Ejercicio 10.12.1. Con los datos del ejercicio 10.10.3 (dias a floracién y rendi-
miento de arroz) y mediante un programa para analisis estadisticos encuentre el
modelo polinémico que mejor se ajuste a los datos. Observe la significacion de los
coeficientes de regresion y los valores de los coeficientes de determinacién

Modelo Lineal

De acuerdo con los resultados del ejercicio 10.10.3 se obtuvo un valor de
by = -0.0304, estadisticamente significativo con una probabilidad P = 0.006 (me-
nor que el 1%). El valor del coeficiente de determinacién 72 fue 42.69%.
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Modelo Cuadrdtico

Los coeficientes, su significacion, el valor de R? y el grafico con la ecuacion
de regresién se presentan a continuacién:

Statistix, diasflor reg arroz,

Polynomial Regression of Y

Differenced Scale (i.e., Xi - Xbar)
5::?;;;:: Coefficient Std Error T P VIF
Constant 3.22212 0.11865 27.16 0.0000
X -0.02800 8.061E-03 -3.47 0.0041 1.0
X"2 -2.049E-03 8.123E-04 -2.52 0.0255 1.0

Original Scale

5::2;;::: Coefficient Std Error
Constant -4.22174 3.71997

X 0.24856 0.11090

X"2 -2.049E-03 8.123E-04
R-Squared 0.6152 Resid. Mean Square (MSE) 0.10803

Note que los coeficientes de regresion son significativos. Al incluir una nue-
va variable en el modelo, esto es X2, el valor del coeficiente de determinacién,
R?, aument6 a 61.52%. Note también, en el grafico que sigue, que la linea curva
parece representar mejor al conjunto de datos, aunque existe una considerable
dispersion de las observaciones. En todo caso, la significacion de los coeficientes y
la direccion de la curva parecen indicar que las variedades de arroz muy precoces
y las muy tardias producen menos que las de ciclo intermedio.
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Poly Regs Fitted Curve

3.9+ F

344

> 2.9

2.4+

50 57 64 71 78 85
X

Y =-4.2217 + 0.2486 * X - 2.05E-03 * X"2

Grdfico 1. Respuesta cuadrdtica, rendimiento de arroz y dias a flor

Modelo Cubico

En este modelo polindmico se incluyen cuatro variables: Y, X, X?, X°. De
igual forma, se procede a encontrar los coeficientes de regresion, su significacion,
el coeficiente de determinacién y se presenta el grafico correspondiente:

diasflor reg arroz,

Polynomial Regression of Y

Differenced Scale (i.e., Xi - Xbar)
5::2:;;:: Coefficient Std Error T P VIF
Constant 3.18275 0.11405 27.91 0.0000
X -0.06091 0.02136 -2.85 0.0146 8.1
X2 -1.862E-03 7.718E-04 -2.41 0.0327
X3 1.604E-04 9.732E-05 1.65 0.1253
Original Scale
5::2:;::: Coefficient Std Error
Constant -50.5144 28.3089
X 2.38264 1.29923
X2 -0.03434 0.01961
X" 3 1.604E-04 9.732E-05

R-Squared 0.6862 Resid. Mean Square (MSE) 0.09544
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Note que los coeficientes de regresiéon b; y b, son estadisticamente signi-
ficativos al nivel del 5%. Sin embargo, el coeficiente de regresién b; no es signi-
ficativo (P = 12.53%). Esta informacion nos lleva a descartar el modelo ctibico y
aceptar que para este juego de datos el mejor modelo es el cuadratico. El reducido
incremento en el valor de R? (de 61.52% en el modelo cuadrético a 68.62% en el
modelo cuibico) confirma lo indicado. (Siempre que se incluye una nueva variable
X en el modelo se incrementa el coeficiente de determinaciéon R?. Sin embargo, el
incremento no es necesariamente significativo, como en este caso.)

Por lo senalado en el parrafo anterior y al observar el grafico siguiente, la
conclusion es que los datos no se ajustan bien al modelo ctbico. Consecuente-
mente, para este experimento el modelo cuadratico parece ser el mds adecuado.

Poly Regs Fitted Curve

1.94 F

50 57 64 7 78 85
X

Y =-50.514 + 2.3826 * X - 0.0343 * X*2 + 1.60E-04 * X*3

Grdfico 3. Respuesta cibica, rendimiento de arroz y dias a flor






Capitulo 11
Analisis de varianza de regresion

“Tengo mis resultados desde hace tiempo, pero no sé
cémo llegar a ellos”. Carl Gauss®

Hemos visto en las secciones precedentes las pruebas que nos permiten
evaluar hipétesis como las siguientes, a un determinado nivel de significacion alfa:

Ho:ﬂl=0 vs Hl:ﬁl#:o
Ho:ﬁ2=0 vs Hl:ﬁ2¢0
Hotﬁn=0 vs Hl:ﬂn#:o

Las hipétesis anteriores se evalian mediante pruebas estadisticas t de Stu-
dent, como se vio en los capitulos 9 y 10. En los andlisis de varianza la prueba
estadistica es la prueba F de Fisher.

Un método alternativo para determinar el grado de dependencia de la va-
riable Y con relacién a una variable X, o con varias variables X, es la técnica que se
conoce como andlisis de varianza de regresion.

Con esta técnica podemos evaluar simultdneamente varias hipdtesis con-
cernientes a los coeficientes de regresion y determinar la pertinencia o no de un
determinado modelo en forma mds rdpida.

Como el nombre lo indica, el método consiste en analizar la variacién exis-
tente en el conjunto de datos y determinar las diferentes fuentes de esa variacion
y la importancia relativa de cada una de ellas.

11.1. Regresién: las fuentes de variacién

En regresion, la variacion proviene de tres fuentes:

20  Matemidtico y astronomo aleman. https://www.azquotes.com/author/5394-Carl_Friedrich_Gauss
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1. Variacion total. La variacion total se estima por la Suma de Cuadrados
Total (SCT). Esta es la variacion resultante de las desviaciones de las Y; con respec-
toa Y. La férmula de origen es entonces:

SCT = 3 (Y;-Y)? (66)

Sin embargo, la férmula de origen, por la presencia de decimales y conse-
cuentes errores de redondeo, no provee un resultado exacto. Por lo tanto, median-
te procedimientos algebraicos (ver seccién 3.4) es conveniente obtener a partir de
la férmula (66), la formula computacional:

_ _ )
SCT—SCY—ZYL-Z-T (67)

2. Variacion por Regresion. Esta cantidad se calcula por la Suma de Cua-
drados de la Regresion (SCReg). La SCReg resulta de las desviaciones de los valores
esperados P; con relacién a la media Y. La férmula de origen es:

SCReg = X% (68)

En forma similar al caso anterior, por procedimientos algebraicos (ver sec-
cién 3.4) se obtiene, de la férmula anterior, la férmula computacional que nos
sirve en todos los casos:

_vo2 P2

Sin embargo, en el caso de regresion lineal simple (una X y una Y) es mas
facil emplear la siguiente férmula en la que intervienen cantidades ya conocidas:

__ (SPxy)?
SCReg = (70)

3. Variacion por Desviacion o Error. Esta variaciéon es calculada por la
Suma de Cuadrados del Error (SCE). Es la variacion resultante de las desviaciones
de los valores observados Y; con relacion a los valores esperados ¥;. La formula de
origen, que se presenté en laseccion 10.5, es:

SCE = 3 (Y7’

Como la SCRegy la SCE son componentes de la SCT, en la practica la SCE
se la encuentra mas directamente por la relacion:

SO =3EF 4300 o)
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Férmula de la cual resulta que:

SCT = SCReg + SCE (72)

y consecuentemente, para encontrar directamente la Suma de Cuadrados
del Error:

SCE = SCT-SCReg (73)

Ejercicio 11.1.1. Con los datos del Cuadro 10.12.2 (efecto de cinco niveles de fer-
tilizacion en el rendimiento de arroz) encuentre los componentes de la varianza,
tanto para el modelo lineal como para el modelo cuadritico.

Modelo Lineal
2 2
SCT = SCy = ¥ ¥? -2 = 580.29-C7- = 4388
SPxy)?  (29)?
SCReg = SPxy)” _ 29 _ 560333

SCx 30

SCE = SCT-SC Re g = 43.88-28.0333 = 15.8467

Modelo Cuadrdtico:
SCT = 43.88

_ ) 89.70)2
SCReg = Z p2 @ - 577.03-% — 40.62

SCE = SCT-SC Re g = 43.88-40.62 = 3.26

Comentario: Es importante notar que la Sumatoria de Cuadrados Total
(SCT) para un mismo grupo de datos, independientemente del modelo de que
se trate, siempre serd la misma. Lo que cambia, al incluir nuevas variables X en el
modelo, es la Sumatoria de Cuadrados de Regresion (SCReg) y la Sumatoria de
Cuadrados del Error (SCE).

11.2. El cuadro de andlisis de varianza de la regresién

El andlisis de las fuentes de variacién se presenta en un cuadro que se deno-
mina Cuadro de Andlisis de Varianza de Regresion o Cuadro ADEVA de Regresion. El
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Cuadro ADEVA de Regresidn es un caso especial de andlisis de varianza. Veremos
posteriormente el caso mds general de aplicacion del Cuadro ADEVA, cuando se
evaltan los efectos de tratamientos en experimentos diseiados con ese objetivo.

Un Cuadro ADEVA estd constituido por varias columnas e hileras. Las co-
lumnas son constantes, mientras que el nimero y contenido de las hileras depen-
de en gran parte del diseno del experimento, como se verda mas delante. Para los
casos que hemos visto de regresion, lo que contiene el Cuadro ADEVA se presenta
en el Cuadro 11.2.1:

Cuadro 11.2.1. Componentes del ADEVA de Regresidn

f::;t:i:; suma de cua- gﬁ:‘::;je cuadrado Valor valor valor
1 0, 0
(EV) drados (SC) (el) medio (CM) F F (5%) F (1%)
Regresion | SCReg k-1 CMReg CMReg/CME | (tabla F) (tabla F)
Error SCE n—-k CME
Total SCT n-1

Puede notase que las columnas de sumas de cuadradosy de grados de liber-
tad tienen un total que resulta de las sumas de los otros componentes. Asi, SCT
= SCReg + SCE. Igual para los grados de libertad: n — 1 = (k— 1) + (n — k). Esta
propiedad nos sirve para comprobar si las cantidades encontradas son correctas.
(EI nimero de observaciones de la variable Y se denota con ny con k el nimero
de pardmetros en el modelo. En la regresién cuadratica, por ejemplo, k es igual a
tres: Y, X, X2.)

El nombre “andlisis de varianza” indica que lo que principalmente nos in-
teresa son los cuadrados medios o varianzas (términos sinénimos). Los cuadrados
medios o varianzas se obtienen al dividir las sumatorias de cuadrados para los
grados de libertad.

El Cuadrado Medio de Regresion:

__ SCReg
CMReg = — (74)
El cuadrado Medio del Error:

SCE
CME = — (75)
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La columna del valor F se refiere a la distribucion de Fisher. En los andlisis
de varianza (ADEVA) la prueba estadistica es una prueba F, cuyo valor resulta del
cociente entre dos varianzas o cuadrados medios, el CMRegy el CME:

— CMReg
CME (76)

Esta prueba F es similar a la que se us6 anteriormente en la seccién 9.1 para

. s
evaluar la hipétesis H,:02=05 ,enlaque F = S_;‘
B

Sin embargo, como teéricamente el CMReg debe ser por lo menos igual o
mayor que el CME, el CMReg siempre va en el numerador. Consecuentemente, la
prueba estadistica es siempre una prueba de cola derecha.

Las dos udltimas columnas del cuadro ADEVA corresponden a los valores
criticos, que se los encuentra en la tabla F (Apéndice D) con k - 1 grados de li-
bertad para el numerador (CMReg) y con n — k grados de libertad para el deno-
minador (CME). Estos son los grados de libertad asociados con cada varianza o
cuadrado medio. (Recuerde que # es el numero de observaciones y k el nimero
de parametros en el modelo.)

Convencionalmente se pone en el cuadro ADEVA junto al valor encontra-
do de la prueba estadistica F un asterisco para representar significacion estadistica
al 5% vy dos asteriscos para el 1%. La abreviacion n.s. al lado de la prueba Findica
que el valor de F encontrado no fue estadisticamente significativo. Sin embargo,
la evaluacion de las hip6tesis planteadas puede hacerse también a otros niveles de
significacion. De hecho, la mayoria de los programas estadisticos computarizados
indican la probabilidad (P) de cada prueba, permitiendo que el investigador tome
la decisién que juzgue pertinente.

Ejercicio 11.2.1. Con los resultados obtenidos en el Ejercicio 11.1.1 (datos de ni-
veles de fertilizacién y rendimiento de arroz del Cuadro 10.12.1) construya un
cuadro ADEVA de regresion para el modelo lineal. Decida si acepta o rechaza la
hipétesis nula que la variable Y no depende de X a los niveles de probabilidad del
5% y del 1%. Esto es igual a probar H,: g, = 0.

Cuadro 1. Andlisis de varianza (ADEVA) de regresién simple

FV SC gl CM F F F .
Regresion 28.03 1 28.03 22.98%* 4.67 9.07
Error 15.85 13 1.22
Total 43.88 14
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Sobre la base de lo expuesto en el cuadro anterior, la decisiéon es rechazar
la hipétesis nula al nivel del 1%. En otras palabras, la probabilidad de haber ob-
tenido un valor de F tan extremo como 22.98, s6lo por azar, es menor que el 1%.

El programa Statistix presenta simultineamente los dos métodos de anali-
sis, es decir la prueba t y la prueba F, como puede verse a continuacion:

Least Squares Linear Regression of RendimY

Preélctor Coefficient Std Error T P
Variables

Constant 4.04667 0.49382 8.19 0.0000
fertNivel 0.96667 0.20160 4.79 0.0003
R-Squared 0.6388 Resid. Mean Square (MSE) 1.21928
Adjusted R-Squared 0.6110 Standard Deviation 1.10421
AICc 9.0092

PRESS 21.810

(Cuadro ADEVA DE REGRESION)

Source DF Ss MS F P
Regression 1 28.0333 28.0333 22.99 0.0003
Residual 13 15.8507 1.2193

Total 14 43.8840

Lack of Fit 3 12.6640 4.22133 13.25 0.0008
Pure Error 10 3.1867 0.31867

Cases Included 15 Missing Cases 0

Comentarios:

Note que los dos andlisis son equivalentes. En el andlisis de los resultados
que estan sobre el ADEVA se emplea la prueba t. El andlisis que se presenta en el
cuadro ADEVA emplea, como se indic6, la prueba E. Esto quiere decir que debe
haber una relacién entre t y F. Esta relacion es: F = t*. Es decir, el valor de F = 22.99
es igual a t* = 4.79? (salvo error por redondeo.)

Observe que en el cuadro ADEVA que produce el programa no se presentan
columnas con los valores criticos de F al 5% y al 1%. Mads bien, con mayor exacti-
tud, senala el drea de la curva desde el punto en que cae la prueba estadistica hacia
el extremo. En este ejercicio, por ejemplo, la probabilidad P es igual a 0.0003. Es
decir que, bajo la presuncién de que la variable Y no depende de X, la probabili-
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dad de un valor de la prueba F tan extremo como 22.99 es solo de 0.03%. Como la
probabilidad es tan baja, la decisién deberia ser que b, no es igual a cero. En otras
palabras, se puede concluir que la variable Y depende de la variable X, con una
probabilidad de 0.03% de Error Tipo L.

Note también que el CME = 1.2193 esta relacionado con el error estindar
de regresion S, = 0.2016. Esto se demuestra con la siguiente férmula:

CME 1.2193

scx  “P T4 30

=0.2016

Ejercicio 11.2.2. Con la informacién obtenida en el Ejercicio 11.1.1 presente un
cuadro ADEVA de regresion para el modelo cuadrético y pruebe la hipdtesis nula
de que no existe un efecto cuadratico a los niveles de significacion del 5% y del 1%.

Cuadro 1. ADEVA de regresién cuadrdtica

FV SC gl CM F E s F .
Regresion 40.63 2 20.31 74.88** 3.49 6.93
Error 3.26 12 0.27
Total 43.88 14

Como el valor de la F calculada (74.86) excede el valor critico al nivel del
1%, la decision es rechazar la hipdtesis nula. En otras palabras, hay evidencia esta-
distica de la presencia de un efecto cuadrético.

Los resultados con el programa Statistix son:

Polynomial Regression of RendimY
Diferenced Scale (i.e., Xi - Xbar)

5;:§i§::: Coefficient Std Error T P
Constant 7.07524 0.20958 33.76 0.0000
fertNivel 0.96667 0.09509 10.17 0.0000
fertNivel”2 -0.54762 0.08037 -6.81 0.0000
Original Scale

5::2;;::: Coefficient Std Error
Constant 2.95143 0.28301
fertNivel 3.15714 0.33525
fertNivel”2 -0.54762 0.08037
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R-Squared 0.9258 Resid. Mean Square (MSE) 0.27129
Adjusted R-Squared 0.9135 Standard Deviation 0.52085
AlICc -10.916
PRESS 4.5972
Anov table
Source DF SsS MS F P
Regression 2 40.6286 20.3143 74.88 0.0000
Residual 12 3.2554 0.2713
Total 14 43.8840
Lack of Fit 2 0.06876 0.03438 0.11 0.8988
Pure Error 10 3.18667 0.31867

Cases Included 15 Missing Cases 0

11.3. Relacién entre ty F

Sies que tanto la prueba estadistica £ como la Fpueden ser usadas para eva-
luar una misma hipétesis (H,: B; = 0 y otras que veremos posteriormente), debe
entonces existir alguna relacion entre ty F. Esta relacion es la siguiente: t2 = F

Como la prueba ¢ tiene s6lo un grado de libertad en el numerador, la re-
lacién se cumple siempre que se trate de regresion lineal, que es cuando la Su-
matoria de Cuadrados de la Regresion (SCReg) es igual al Cuadrado Medio de la
Regresion (CMReg). Es decir que:

SCReg

CMReg =

Para demostrar que t? = F partimos de las pruebas estadisticas correspon-
dientes, donde la PEt estd elevada al cuadrado. En le ecuacion de la prueba F po-
demos poner la SCReg a cambio del CME por ser equivalentes en este caso:

b? SCReg
tz =1 F =
Sg Y CME
b? _ SCRe
Entonces: = = g
Sz~ cME

Conocemos que: SC Re g = by SPyy y CME = S = S;SCy

SCReg _ bySPxy

Por lo tanto: 3
CME ~ SZSCx
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p SPxy _ b ¢ SCReg _ b?
ero como: 7= = b1, entonces =7z 52

Que es lo que se queria demostrar.

La relacién matematica que existe entre ¢ y F se mantiene también, obvia-
mente, en las tablas respectivas (ver Apéndices B y D). La relacion existente entre
t y F se demuestra en el siguiente gréfico:

Grdfico 11.3.1. Relacién entre las distribuciones ty F y las dreas criticas respectivas
Esta relacién directa entre ty F (Y; = by + by) se presenta cuando el nimero
de grados de libertad para el numerador en la tabla F es igual a uno.

Veremos més adelante cémo mediante la prueba F, que es una prueba de
varianzas, podemos realizar pruebas relacionadas con medias de poblaciones.






Capitulo 12
Analisis de correlacion simple

“Una de las primeras cosas que ensefian los libros de
estadistica es que la correlacién no implica causalidad.
También es una de las primeras cosas que se olvidan”.
Thomas Sowell*!

Correlacién es una medida del grado de asociacién de dos variables. La co-
rrelacion determina la intensidad con la que las variables cambian en forma si-
multdnea. La definicién de correlacién, como puede verse es, en parte, similar a la
empleada para regresion, sin embargo, en correlacién las dos variables son con-
sideradas como independientes. En algunos casos la relacién entre las dos puede
deberse al efecto de una tercera variable.

16 vari uantitativ. ina “Correlacién de
La correlacion entre variables cuantitativas se denomina

Pearson” en homenaje a Karl Pearson, el cientifico que desarrollé este andlisis.
Cuando se trata de variables cualitativas, el procedimiento que se emplea es la
“Correlacion de Spearman”, que se verd en el Capitulo 24.

La correlacién es un campo importante en las ciencias bioldgicas y en es-
pecial en el mejoramiento genético de plantas y animales. El conocimiento de
la existencia de un grado de asociacién entre dos variables puede ayudar en la
seleccion de mejores materiales genéticos. Si se ha establecido, por ejemplo, que
el nivel de resistencia a una enfermedad estd positivamente correlacionada con la
intensidad de la pigmentacién en las hojas de un cultivo, podriamos obtener un
cultivar resistente al seleccionar plantas que presenten la pigmentacién adecuada.

Como en todo aspecto de la inferencia estadistica debe tenerse cuidado en
la interpretacion de la correlacion. Puede ser que la asociacion de dos variables sea
puramente casual y que no tenga ningun significado bioldgico (correlacion espuria).

21  Economista y pensador estadounidense. https://www.goodreads.com/quotes/3237859-one-
of-the-first-things-taught-in-introductory-statistics-textbooks
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La correlacién que estudiaremos es la correlacion lineal simple. Se denomi-
na correlacion lineal porque se presume que en la poblacion existe una relacién
lineal entre las variables y es simple porque se trata inicamente de dos variables.

12.1. Relacién entre regresién y correlacién

La correlaciéon se mide a través del coeficiente de correlacion de la muestra.
Este coeficiente se lo representa con la letra . La estadistica r esta relacionada con
el coeficiente de regresion b1 ya que los dos se derivan de la covarianza.

Para demostrar lo anterior partamos de la ecuacién que indica la regresion
de Y sobre X. Esto es:

La férmula para el coeficiente de correlacién proviene de las dos férmulas
anteriores. La relacion es la siguiente:

r=y by x*bx .y (77)

Sin embargo, es mds facil encontrar el valor de r a partir de las cantida-
des ya conocidas: Sumatoria de Productos XY (SPyy), Sumatoria de Cuadrados X
(5Cy), y la Sumatoria de Cuadrados de Y (SCy). Consecuentemente, la férmula
mds comunmente usada para encontrar el coeficiente de correlacién es:

SPxy

Nerae (78)

Observe en las formulas anteriores que en el andlisis de correlaciéon también
nos referimos a las variables como X yY, pero sin que esto implique dependencia
alguna. En otras palabras, en correlacién tanto la variable X como la variable Y
son consideradas independientes.

12.2. Las unidades y limites del coeficiente de correlacién

Por la definicién de correlacion y al observar la férmula (77) puede dedu-
cirse que la relacion entre las dos variables es simétrica.
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Al contrario de otras estadisticas como la media, la varianza, la desviacién
estdndar o el coeficiente de regresion, el coeficiente de correlacion no tiene unidad
de medida. Esto también puede deducirse de la férmula de r. Por ejemplo, si X =
altura y Y = peso, las unidades en la férmula serdn las de altura y peso:

altura*peso

JalturaZpeso?

Al simplificar se demuestra que r no tiene unidad de medida alguna.

Los limites del valor de r son: -1 < +1. Un valor de r = -1 demuestra una re-
lacién inversa perfecta, mientras que r = +1 demuestra una relacion directa perfecta.

12.3. Evaluacién de hipétesis en correlaciéon

A semejanza de lo estudiado en capitulos anteriores, r es el coeficiente de
correlaciéon de la muestra y es el mejor estimador del coeficiente de correlacion de
la poblacién, pardametro p que se representa con la letra griega “rho”. Por lo tanto,
en correlacion se pueden evaluar las siguientes hip6tesis:

Hy:p=0
Hi:p+0
La prueba estadistica que se emplea es una prueba t, que como se puede

haber supuesto, estd relacionada con la prueba estadistica empleada para el coefi-
ciente de regresion.

La prueba estadistica es:

rvn—2
1-1r2 (79)

PEt =

Los valores criticos para esta prueba se los encuentra en la tabla # con n-2
grados de libertad.

La prueba puede ser de una cola o de dos colas de acuerdo con el conoci-
miento y experiencia que tenga el investigador sobre las variables en estudio.

Matemdticamente se puede demostrar que:

by xy rVn-2

sz V12
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Por lo tanto, esta prueba estadistica ¢ sirve para discernir sobre la presencia
de una relacién o no de las dos variables, a un determinado nivel de significacion.

Es decir que las hipétesis nulas, Hy: g, = 0 vista anteriormente,y Hy:p = 0,
son matemdticamente equivalentes, aunque tienen diferente interpreta-
ci6n bioldgica.

Como se indico, res el coeficiente de correlacion de la muestra. Se parte de
la presuncién de que la muestra fue tomada al azar de dos poblaciones normal-
mente distribuidas. Esto permite que r sea el mejor estimador del coeficiente de
correlacién de la poblacién p (letra griega “rho”).

Ejercicio 12.3.1. En un experimento los rendimientos de maiz provenientes de
cruzas simples medio hermanas fueron los siguientes:

Cuadro 1. Rendimientos en t/ha de dos cruzas de maiz con un progenitor comdn

Sitios 1 2 3 4 D) 6 7 8
Cruza AB, X 4.2 5.3 2.4 2.5 3.2 3.1 4.2 3.0
Cruza AG, Y 3.5 3.8 3.0 2.9 3.2 4.0 4.1 3.6

La denominaciéon X y Y es tinicamente para identificaciéon y no indica gra-
do de dependencia alguno.

Pruebe que el rendimiento de las cruzas simples esta positivamente correla-
cionado. Es decir, pruebe las siguientes hipétesis al nivel de significacion ¢ = 0.05:

Ho:p=0
Hi:p#0

Para esto debemos primero encontrar las siguientes estadisticas:

n YX, YX7, YV, Y2, XY,
n=2_8

YX; =279Y X2 =104.23 SCX=6.93
YV =28.10% X2 =100.11 SCY=1.41

SPXY=1.95
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El valor de r es:

SPxy  _ 1.95

rzm‘m:%z

La prueba estadistica t es:

_rVn—2 0.62V8-2 _

PEt = —— = —— =
vi—-rZz V1-0.622

1.94

En el Apéndice B, el valor critico de t al nivel a/2 = 0.025 con seis grados
de libertad es 2.45

Como el valor de la prueba estadistica no excede al valor critico, la decisiéon
es aceptar la H, que p = 0. En otras palabras, no existe suficiente evidencia esta-
distica para rechazar la hipétesis nula.

Se esperaba que las dos variables estuvieran positivamente correlacionadas
por razén de que los hibridos en cada caso tenian un progenitor comun. Posible-
mente el reducido tamano de la muestra impidié que se detectara una correlaciéon
significativa, a pesar del relativamente elevado valor de r.

El programa Statistix, en el sub-mend correspondiente, presenta el coe-
ficiente de correlacién r y la probabilidad de encontrar un valor tan alto como
el obtenido:

CRUZAS
Statistix 9.0

correlations (Pearson)

X
Y 0.6246
P-VALUE 0.0979

Cases Included 8 Missing Cases 0

Note el valor de r = 0.62 y la probabilidad de 9.79%

Otro ejemplo de correlacidn se presenta en el siguiente ejercicio:

Ejercicio 12.3.2. Los siguientes datos corresponden a una investigacion en la que
se traté de determinar si los rendimientos de maiz y soya, sembrados en secuencia
en una zona ecoldgicamente similar, estaban relacionados. Para esto se seleccio-
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naron al azar fincas que cultivan maiz en el invierno y luego soya en el verano, en
condiciones de secano. Los resultados se presentan en el siguiente cuadro:

Cuadro 1. Produccién de maiz (invierno) y soya (verano), en t/ha.

Finca No. 1 % 3 4 5 6 7 8 9 10
Maiz, X 4.49 | 4.03 | 452 | 1.55 | 3.72 2.85 2.45 4.19 3.04 | 5.85
Soya, Y 1.85 | 1.52 | 2.09 | 1.02 | 1.46 2.11 0.80 1.82 1.48 | 1.97

Evaluar las siguientes hipétesis al nivel de significaciéon @ = 0.05:
Hy: p=0
Hi:p#0
Para encontrar el coeficiente de correlacién de la muestra se requieren las
siguientes cantidades de acuerdo con la férmula (77):
SCy=1361  SC, =176 SPyy = 3.35

Consecuentemente, el valor del coeficiente de correlacion de esta mues-
tra es:

SP.
r=—=r =068

N

La prueba estadistica t es igual a:

rWn—2  0.68V8
PEt = ———= ——" =263
Vi—-r2 V1-046

En el Apéndice B, el valor de t al nivel /2 = 0.025 con ocho grados de
libertad es 2.31. Por lo tanto, existe suficiente evidencia para rechazar la hipdtesis
nula. En este caso se puede senalar que los rendimientos de maiz en invierno y
soya en verano estdn positivamente correlacionados. Desde el punto de vista agro-
némico este resultado podria explicarse por razén del manejo del cultivo de maiz
en el invierno, lo que incide en el rendimiento del siguiente cultivo.

El programa Statistix, en el sub-menu correspondiente, presenta el coefi-
ciente de correlacion r y la probabilidad de un valor tan alto como el obtenido:



ANALISIS DE CORRELACION SIMPLE

199

FINCAS

Statistix 9.0
Correlations (Pearson)

MAIZtha
SOYAtha 0.6847
P-VALUE 0.0289

Cases Included 10 Missing Cases 0

12.4. Correlacién espuria

Como se sefial6 anteriormente, en correlacion se presume que las dos va-
riables son independientes. Cuando se encuentra una correlacion significativa, el
investigador tiene que buscar una explicacién légica y de sentido comiin para ese
resultado. Lo mas probable es que la correlacion se deba al efecto de una tercera
variable. Es decir, se puede determinar una posible causa de ese resultado. Los dos
ejercicios anteriores (Seccién 12.3) son ejemplos de correlaciones que tienen una
explicacion logica.

Una frase favorita de los estadisticos es que la correlacién no implica causa.
Sin embargo, en la literatura se pueden encontrar cientos de ejemplos del mal uso de
esta técnica, en los que se presentan como causales relaciones que no guardan légica.

Como ejemplo, en una investigacién publicada en el New England Journal
of Medicine** se reporta una correlacion positiva, 7 = 0.79 con una probabilidad
de error P < 0.0001, entre el consumo de chocolate en 14 paises del primer mun-
do y el numero de premios Nobel. La conclusién del autor es que el chocolate
aumenta la capacidad intelectual de las personas, lo que conduce a ganar premios
Nobel. Bien por el chocolate, pero en las pequenias fincas de América Latina mi-
les de familias campesinas han consumido casi diariamente por siglos chocolate
artesanal de su propia produccion y hasta ahora no ha asomado ningtn premio
Nobel. Parece més l6gico pensar que los premios Nobel son el resultado de buenos
sistemas educativos y de un gran apoyo a la investigacién cientifica. Una correla-
cidn entre los recursos asignados para la investigacion y el nimero de premios
Nobel seguramente hubiera también resultado significativa, aunque el resultado
no fuera tan novedoso como en el caso del chocolate.

22 Messerli, Franz. Annual per capita chocolate consumption and the number of Nobel laureates.
New England Journal of Medicine, 2012; 367:1562-1564
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Que la cantidad de cigiienas en Europa estd correlacionada positivamente
con el nimero de nacimientos, o que el consumo de helados aumenta el nimero
de personas ahogadas en el verano, son otros ejemplos de correlacion espuria que
pueden encontrarse en la web.

12.5. El coeficiente de determinacién

Como se vio en el capitulo anterior, el coeficiente de determinacion se define
como la proporcién de la variabilidad de Y que puede ser explicada por su asocia-
cién con una X o varias X.

Si el valor del coeficiente de correlacidon se eleva al cuadrado, entonces se
obtiene el coeficiente de determinacion. El coeficiente de determinacién se expresa
generalmente en porcentaje. Es una estadistica que nos ayuda a interpretar los
resultados tanto en regresién como en correlacion. La férmula mas comtinmente
usada para el coeficiente de determinacion simple (sélo una variable X) es:

2 (SPxy)?
SCx*SCy (80)

En el Ejercicio 11.2.1 el valor del coeficiente de determinacién r fue 0.6388.
Esto significa, en el ejemplo en mencién, que la variabilidad en el rendimiento del
arroz (Y) depende en un 63.88% de la variable independiente “niveles de fertili-
zacion” (X).

Cuando se trata de regresiéon polinémica o multiple, es decir una variable
Y y dos 0 més variables X, se emplea la notacion R Esta estadistica se denomina
coeficiente de Determinacion Multiple. Para este caso la férmula, derivada de las
anteriores, es:

_ SCReg
SCT (81)

RZ

En el Cuadro de Andlisis de Varianza de Regresién (Cuadro ADEVA de Regre-
sién) se encuentran, entre otra informacion, la Sumatoria de Cuadrados de Regre-
si6n (SCReg) y la Sumatoria de Cuadrados Total (SCT). Debe recordarse que esta
ultima es igual a la Sumatoria de Cuadrados de Y, es decir SCT = SCy. (La férmula
(81) puede también emplearse para encontrar el valor de 2 a partir del Cuadro de
Andlisis de Varianza de Regresion, como se demuestra en el Ejercicio 12.5.1.)
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Ejercicio 12.5.1. a) Con los datos del Ejercicio 12.3.1 encuentre el coeficiente de
determinacién empleando la férmula (80):

2 _ (pry)z _ (1.95)2

b) con los mismos datos del Ejercicio 12.3.1, pero ahora empleando la for-
mula (81), encuentre el valor del coeficiente de determinacidn.

Para esto necesitamos encontrar primero la SCReg y la SCT:

(SPyy)?  (1.95)?
SCReg = S, 693 = 0.55

SCT =SCy, =141
4= —= — = 0.39, es decir 39%

Se puede senalar entonces que 39% de la variacién de Y puede ser expli-
cada por su relaciéon con Xy viceversa. En otras palabras, 39% de la variacion en
produccién de las cruzas simples es atribuible al hecho de tener un progenitor co-
mun. El 61% de la variacién restante se debe a otros factores, como posiblemente:
tipo de suelo, humedad, fertilizacién, métodos de cultivo, etc.

El siguiente ejercicio trata del coeficiente de determinacién multiple:

Ejercicio 12.5.2. En el Ejercicio 11.2.2 se presentd el siguiente Cuadro ADEVA de
Regresion de Y sobre X y X?* (regresion polindmica):

Cuadro 1. Anélisis de varianza de regresién

FV SC gl CM F F .. F .,
Regresion 40.63 2 20.31 74.88** 3.49 6.93
Error 3.26 12 0.27
Total 43.88 14

Encontrar el coeficiente de determinacién maltiple:

R? = MRed _ 2083 _ ) 9258 eg decir 92.58%

El resultado anterior indica que la variacién de Y se explica en un 93% por
la dependencia con X y X2.
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Coeficiente de determinacion ajustado

Con la inclusién de varias variables independientes en el modelo de regre-
si6n puede presentarse un sobre dimensionamiento de la estadistica R% Es estos
casos es conveniente encontrar el coeficiente de determinacion ajustado RZ j. La for-
mula es:

(n—1)*SCE

2 _
Rqj = (n-k)*SCT (82)

Férmula en la que (n - 1) son los grados de libertad de la SCT'y (n - k) son
los grados de libertad de la SCE.

Ejercicio 12.5.3. Resultados parciales obtenidos con el programa Statistix con los
datos del ejercicio 11.2.2, se presentan a continuacion:

R-Squared 0.9258

Adjusted R-Squared 0.9135

Source DF SS MS F P
Regression 2 40.6286 20.3143 74.88 0.0000
Residual 12 3.2554 0.2713

Total 14 43.8840

Compruebe los resultados, empleando la formula (81), que el coeficiente
de determinacién ajustado es igual a 0.9135

REj=1-To0e = 1 - 2222 = 0.9135, es decir 91.35%
Nota: El programa Statistix siempre presenta el valor R? y el valor RZ jen

los andlisis de regresion multiple.



Capitulo 13
Introduccion a diseno de experimentos

“El estadistico que cree que su mayor contribucion al
planificar un experimento tiene que ver con la teoria
estadistica, encuentra que su mayor aporte lo hace sim-
plemente al persuadir al investigador que explique por
qué desea llevar a cabo ese experimento”. Gertrude M.
Cox*

El origen de la investigacién

El espectacular desarrollo de nuestra civilizacién se debe a la acumulacién
de conocimiento adquirido a través de los sentidos y almacenado en las células
cerebrales. Pero el simple ver, oler, sentir, gustar y escuchar no hubiera conducido
al desarrollo actual de la civilizacién a no ser por el innato deseo de saber el por-
qué de las cosas. Sin que seamos tinicos en muchos aspectos, esta caracteristica es
posiblemente la que mds nos diferencia de otros miembros del reino animal.

El procedimiento de observar hechos y tratar de explicarlos es la forma de
accion de los “genes de la curiosidad” de nuestra especie. A este procedimiento se
lo conoce como el método cientifico.

El método cientifico

El método cientifico* se define como el conjunto de pasos que siguen los
cientificos para encontrar posibles explicaciones de la ocurrencia de un fendéme-
no. Un ejemplo cldsico de la aplicaciéon del método cientifico es el trabajo del
boténico holandés Van Helmont en el siglo XVII (ver la Seccién 1.4).

23 Profesora de Estadistica estadounidense. https://www.stat.wisc.edu/quotes
24 Enla Seccién 1.4 se presentd el método cientifico y el experimento del Van Helmont, pero es
importante mencionarlo de nuevo en esta Seccion.
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El procedimiento que siguié Van Helmont fue impecable y rigurosamente
cientifico, a pesar de que la conclusién a la que arrib6 fue errénea. Obviamente,
no se conocia el fendmeno de la fotosintesis ni la existencia del diéxido de carbo-
no. Sobre la base de los conocimientos actuales se le podria criticar que no tuvo
repeticiones en diferentes ambientes. Una repeticion del experimento en condi-
ciones de oscuridad seguramente le hubiera llevado a otra conclusiéon. Pero no
olvidemos que se trat6 de un experimento pionero realizado en el siglo XVII (el
experimento concluyé en 1648). La introduccién de repeticiones en los experi-
mentos fue una innovacién creada por Ronald Fisher a inicios del siglo XX.

El disefio de experimentos

Por Disefio de Experimentos se entiende el proceso de planificaciéon de los
experimentos, la seleccion del material experimental, la asignacion al azar de los
tratamientos a las unidades experimentales, la forma de conduccién de los expe-
rimentos y el andlisis de los datos.

El cientifico inglés Ronald Fisher® invent6 los disefios experimentales, el
analisis de varianza y la prueba F (por Fisher) entre los afios 20 y 30 del siglo XX.
Su libro, “The Design of Experiments” se public6 en 1935 y ha tenido hasta ahora
21 ediciones. En su trabajo en la Estacién Experimental Agricola de Rothamsted,
R. Fisher desarroll6 los conceptos de repeticion, error experimental y aleatoriza-
cién que son esenciales en todo diseno experimental. Estos tres conceptos estin
intimamente relacionados. Es importante resaltar que las innovaciones de Ronald
Fisher aportaron enormemente al desarrollo de las ciencias, no sélo en el campo
agricola sino también en otros campos del conocimiento.

13.1. El concepto de repeticién

Se entiende por repeticion la aplicacién de un mismo tratamiento a mds de
una unidad experimental. Si un tratamiento se aplicara a una sola unidad experi-
mental, entonces no habria forma de separar el efecto del tratamiento del efecto
inherente a la unidad experimental. Por ejemplo, si se dispone tinicamente de dos
unidades experimentales (parcelas, en este caso) y se observa que la variedad A de
maiz produce 10 kg en una de ellas, mientras que la variedad B produce 15 kg en
la otra parcela, no habria forma de saber si la diferencia se debe a que la variedad

25  https://www.famousscientists.org/ronald-fisher/
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B es mejor que la A o que por azar le toc6 una unidad experimental con un nivel
superior de fertilidad.

En los experimentos la repeticién tiene varias funciones:

+  Proporciona una estimacién del error experimental.

*  Reduce el error estaindar de la media de los tratamientos, en cuya férmula
consta r que es el ndmero de repeticiones: Sy = \/ CME /r . A mayor nime-
ro de repeticiones mayor es la precision del experimento. En este sentido
por precision se entiende la mayor probabilidad de tomar una decisiéon
correcta con relacién a la hipétesis nula.

* Aumenta la amplitud de las inferencias que puedan hacerse al emplear ade-
cuadamente unidades experimentales mds variables.

En experimentos en el campo, una repeticién es un drea con varias unida-
des experimentales o parcelas que recibieron cada una un tratamiento diferente
(en algunos disenos esto recibe el nombre de “bloque”). Por lo general, todos los
tratamientos estdn representados una vez en cada repeticién. En los experimentos
se requiere que por lo menos haya dos repeticiones de cada tratamiento (dos par-
celas que reciban el mismo tratamiento) para poder estimar el error experimental.
No es necesario que las repeticiones estén fisicamente juntas. Pueden estar ubica-
das en diferentes localidades y también en diferentes épocas.

13.2. El concepto de error experimental

El error experimental es el resultado de la variacién que se genera en las
unidades experimentales que recibieron el mismo tratamiento.

Suponga un experimento en el que se desea comparar la produccién de dos
variedades de maiz, sembradas cada una en una parcela. En este experimento la
produccién proviene de dos componentes que se suman (son aditivos): el efecto
de la variedad y el efecto de la parcela. Estos efectos estdn fusionados y no hay for-
ma de separarlos. En otras palabras, no se puede saber si la produccién observada
se debe a diferencias entre las variedades, a diferencias entre las parcelas, o a una
combinacién de los dos efectos. Es decir, no se puede estimar el error experimen-
tal si se tiene una sola parcela (o repeticion).

En los experimentos el objetivo es medir el efecto de cada uno de los trata-
mientos. Para esto se suman por separado las observaciones de cada tratamiento
en todas las repeticiones. Pero luego se necesita una medida, un patrén de compa-
racién. Esa medida es un valor que se obtiene a partir de las parcelas que recibie-
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ron un mismo tratamiento. Ese valor se denomina error experimental. Pero sélo es
posible estimarlo si se tiene por lo menos dos repeticiones para cada tratamiento.

El error experimental es un componente inevitable en los experimentos. Lo

que se busca con una buena planificacion y ejecucion es que sea lo mds pequeno
posible. Un error experimental muy inflado tapa el efecto de los tratamientos y
conduce a conclusiones erréneas.

Las fuentes del error experimental

El error experimental proviene de dos fuentes: a) de la variacién inherente

(propia) de las unidades experimentales y b) de la variaciéon introducida por téc-
nicas defectuosas en el manejo del experimento (errores humanos y mecénicos).

a.

Variacion inherente a las unidades experimentales. No hay parcelas en
el campo, o plantas de un mismo hibrido, o animales de una misma raza
exactamente iguales. En experimentos bajo condiciones controladas, como
en el caso de invernaderos y cdimaras de crecimiento, siempre habra varia-
cién. En organismos homocigéticos e incluso en clones la variacién estd
presente. La norma de la naturaleza es la variacion. Los organismos pre-
sentan variaciéon genética, variacién ambiental y variaciéon que resulta de
la interaccién genotipo-ambiente. Esta es la variacion inherente que en los
experimentos es parte del error experimental. Sin embargo, el éxito de una
investigacion depende en gran medida de la seleccién de unidades experi-
mentales lo mas homogéneas que sea posible.

Para disminuir la variacién inherente se puede seleccionar unidades expe-
rimentales homogéneas, agrupar unidades experimentales similares en
bloques, emplear la técnica de covarianza. Estas alternativas pueden usarse
solas o en conjunto.

Variacion por errores humanos y mecanicos. Esta es la variacion que se
produce por poca uniformidad en la conduccién del experimento. Cuando
la técnica con la que se conduce un experimento es deficiente, el error
experimental se incrementa. Consecuentemente la probabilidad de encon-
trar diferencias reales entre los tratamientos disminuye. Si por ejemplo se
trata de un experimento que tiene como objetivo comparar varias dosis de
un fertilizante, la variaciéon puede originarse por fluctuaciones en la aplica-
ci6én de la dosis programada, por incorporacion desigual del fertilizante al
suelo, por desigual calidad del producto en diferentes bolsas, etc.



INTRODUCCION A DISERO DE EXPERIMENTOS

207

Para disminuir la variacién causada por errores humanos y mecanicos se
debe tener cuidado en la ejecucion del experimento. es necesario evitar el
agotamiento mental y fisico y supervisar adecuadamente el trabajo de co-
laboradores. Cualquier actividad como aplicacién de productos, toma de
datos, etcétera, debe efectuarse por bloques y no por tratamientos. Es tam-
bién necesario revisar el equipo disponible. Una balanza defectuosa puede
echar a perder toda una investigacion.

Es importante recordar que mientras mds bajo sea el error experimental
mayor serd la precision del experimento.

13.3. El concepto de Aleatorizacién

Para realizar una estimacion vélida del error experimental no debe intro-
ducirse ningtn sesgo que pueda favorecer a uno o varios tratamientos en detri-
mento de otros. Suponga un experimento en el que se siembran sistematicamente
dos variedades A y B (o tratamientos) en un grupo de parcelas. Un mapa del
campo seria como sigue:

v

Si existiera una gradiente de fertilidad de mas a menos en el sentido que
indica la flecha, el tratamiento A resultarfa sistemdticamente favorecido porque
ocupa un mejor terreno que el tratamiento B. Esto invalida los resultados porque
parte de la diferencia entre A y B va a deberse a que la variedad A crecié en un sue-
lo con mayor fertilidad. Uno de los supuestos en que se basa el andlisis de varianza
es precisamente que el error siga una distribucién normal y que sea independiente
del efecto de las parcelas.

Para que los resultados y el andlisis sean validos, se deben eliminar los posi-
bles sesgos. Esto se logra mediante la aleatorizacion o sorteo. La asignacion al azar
de los tratamientos a las unidades experimentales busca que todos los tratamientos
tengan igual probabilidad de ser ubicados en cualquier unidad experimental, dentro
de las restricciones que imponga el disefio que se use, como se verd mas adelante.
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13.4. Procedimientos para la experimentacién

Para el sometimiento de la hipdtesis a prueba se requiere de procedimien-

tos experimentales adecuados, que nos permitan obtener la mayor informaciéon
posible con relacién a la inversién de recursos. Es importante tener en cuenta los
siguientes aspectos:

1.

Definicion del problema. Este es el paso mds importante. Si no se ha defi-
nido con claridad el problema que se va a investigar, muy dificilmente se
podré conducir una investigacién exitosa.

Determinacion de los objetivos. Los objetivos deben guardar estrecha
relacion con la hipétesis planteada. Si la hipdtesis es que el maiz responde a
aplicaciones de roca fosférica, un objetivo puede ser evaluar el rendimien-
to de varios hibridos de maiz en respuesta a diferentes cantidades de roca
fosférica. Los objetivos deben ser claros y especificos. Cuando los objetivos
de una investigacién son ambiguos o demasiado ambiciosos, el trabajo no
aportard mayor cosa hacia la resolucién del problema.

Seleccion de los tratamientos. Los tratamientos constituyen las variables
independientes cuyos efectos sobre las unidades experimentales desea-
mos medir. La selecciéon de los tratamientos deberd hacerse teniendo en
cuenta los objetivos de la investigacién. Siempre debe incluirse un trata-
miento “testigo” que sirve como patrén de comparacion del efecto de los
otros tratamientos.

Seleccion de las unidades experimentales. Las unidades experimentales
son las entidades que reciben los tratamientos cuyos efectos deseamos
medir. Dependiendo del experimento, la unidad experimental puede ser
una parcela en el campo, una maceta en el invernadero, un tubo de ensa-
yo, un plato Petri, un animal, un grupo de animales, un arbol, una trampa
para insectos, etc. La unidad experimental debe ser representativa de la
poblacién de referencia, es decir de aquella a la que se aplicardn las conclu-
siones y recomendaciones.

Disefno experimental. Las caracteristicas de las unidades experimentales
determinan el disefio que deba usarse. El mejor disefio no es el mds grande
ni el mas complicado, sino aquel que conduce a resultados confiables. En
todo caso, hay que buscar el diseno mas simple posible. Es necesario recor-
dar siempre que los disenos experimentales y los andlisis estadisticos no
son un fin sino un medio. Son herramientas de la investigacion.
Determinacion del nimero de repeticiones. Basdandose en conocimientos
anteriores del campo de investigacién y procedimientos matematicos se
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puede determinar el niimero adecuado de repeticiones, en funcién de la
cantidad de informacién y precisién deseada. Mucho de esto depende de
la variacion existente en el material experimental. Algunos textos indican
que la combinacién entre el ndmero de tratamientos y repeticiones debe
proveer por lo menos de 20 grados de libertad para el error experimen-
tal, pero esto no es una regla fija y depende de la variabilidad del mate-
rial experimental.

Mediciones por hacerse. Esto se refiere a las variables dependientes o de
respuesta que se obtendrdn como resultado de la aplicacién de los trata-
mientos. Deben ser parte de la planificacion del experimento. Son ejemplos
de variables dependientes: altura de planta, ganancia de peso en animales,
peso del grano, incidencia de enfermedades, dafio por insectos, etc. Las
mediciones deben ser relevantes y estar relacionadas con los objetivos.
Esquema del andlisis de varianza. Es necesario elaborar un esquema del
andlisis de varianza en el que consten, principalmente, las fuentes de varia-
cién y los grados de libertad. Este esquema ayuda a identificar posibles
errores en la planificacién del experimento. En este punto es importante
también senalar el método de separacién de medias se empleara.
Conduccién del experimento. Los pasos anteriores corresponden a la pla-
nificacién del experimento. La conduccién del experimento se refiere a la
ejecucion del trabajo. Lo que se intenta es llevar a cabo el experimento con
el menor nimero posible de errores. Los errores mecdnicos y humanos
aumentan el error experimental y consecuentemente disminuye la proba-
bilidad de detectar diferencias reales que podrian existir entre tratamien-
tos. En otras palabras, el experimento pierde validez y no hay confianza en
los resultados obtenidos. Se debe tener cuidado especialmente en la medi-
cidn de las parcelas, el pesaje de los insumos, la aplicacion de los tratamien-
tos, el manejo agrondmico del ensayo, la toma de datos y la trascripcién de
los datos a algtin programa de computacion.

Efectos de borde. En experimentos de campo, las filas (o surcos) de
los extremos deben eliminarse. El nivel de competencia por luz, agua y
nutrimentos es diferente para esas filas con relacion a las filas del centro.
También deben eliminarse las plantas de los extremos de las filas. El drea
que queda se denomina parcela itil.

Analisis de los datos e interpretaciéon. Una vez concluido el experimento
se procede al andlisis de los datos en la forma planificada de antemano.
La interpretacidn de los resultados debe hacerse a la luz del conocimiento
actual en ese campo o campos afines, pero siempre atentos ante la posi-
bilidad de hechos que apoyen la hipdtesis o que proporcionen argumen-
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tos para modificarla o rechazarla. No importa cudn bien se conduzca un
experimento si al momento de la interpretacion de los resultados se come-
ten errores. En todo caso, y sobre todas las cosas, el investigador debe ser
honesto y objetivo. No es ético el descartar o modificar resultados que no
nos agradan. Ademas, podria ser que algin resultado inesperado sea la
pista necesaria para el descubrimiento de algo nuevo.

12. Conclusiones y recomendaciones. las conclusiones y recomendaciones
deben basarse en los resultados obtenidos y tomando en cuenta la pobla-
cién original de referencia. Un experimento es un modelo en pequeio que
trata de determinar cudles serian los resultados en una situacién real. Es
decir que a partir de la muestra se infiere caracteristicas de la poblacién. Si
en el modelo (o experimento) se determina que la variedad A rinde mejor
que la B en suelos arcillosos y siembras de invierno, no quiere decir que A
necesariamente rendird mejor que B en otras condiciones.

13.5. Las pruebas t y el disefio de experimentos

En el Capitulo IX se empled las pruebas de t (observaciones no pareadas y
pareadas) para comparar el efecto de dos tratamientos; procedimiento que con-
duce a la aceptacién o rechazo de la hip6tesis nula planteada.

En el caso de observaciones no pareadas se asignan los dos tratamientos a
las unidades experimentales aleatoriamente, es decir al azar. Esto es equivalente a
un Disefio Completamente al Azar (DCA), como se verd mas adelante.

Cuando puede agruparse a las unidades experimentales en pares homo-
géneos, se tiene el caso de observaciones pareadas. La aleatorizacién se restringe
para que las unidades experimentales de cada par reciban un tratamiento distinto.
Esto es equivalente a un Disefio de Bloques Completos al Azar (BCA), en el que el
bloque consta de dos unidades experimentales.

Para las pruebas de hipdtesis con los procedimientos de observaciones no
pareadas y observaciones pareadas se puede emplear indistintamente la Prueba
Estadistica t o la Prueba F (recordar que t*=F). En los disefios con tres o mds tra-
tamientos la prueba que se emplea es la Prueba Estadistica E

En la investigacion agropecuaria y también en otros campos, los disefios
DCA y BCA son los mas utilizados. Sin embargo, existen varias decenas de disefios
para experimentos, algunos relativamente sencillos como los sefialados y otros
bastante complejos.
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El investigador, de acuerdo con los objetivos de su investigacion, las carac-
teristicas de las unidades experimentales y otros recursos a su disposicién debe
decidir qué diseno emplear en cada caso. Sin embargo, es necesario tener en men-
te que la calidad de la investigaciéon no estd relacionada con la complejidad del
diseno experimental. El principio basico es emplear el disefio experimental mas
simple que sea posible y que mejor se ajuste a las circunstancias.






Capitulo 14
Diseno completamente al azar

“El modelo que se emplee en el disefio de un experi-
mento debe escogerse cuidadosamente. De hecho, el
modelo dicta el marco conceptual estadistico para la
generacién de los datos” Morris Hamburg?

Cuando en un experimento los tratamientos son el inico criterio de clasifi-
cacion, el andlisis que se realiza se denomina andlisis de varianza en una direccion.
Los resultados de un experimento conducido con un Diseno Completamente al
Azar (DCA) dan origen a un andlisis de varianza en una direccion.

En un DCA, la asignacién de los tratamientos a las unidades experimentales
(UE) es completamente al azar, lo que indica que no existe ninguna restriccion en la
aleatorizacion. Cualquier unidad experimental puede recibir cualquier tratamiento.

El DCA es el mejor disenio cuando las unidades experimentales son homo-
géneas. Es decir, cuando la variacién entre las unidades experimentales es baja.
Homogeneidad no significa igualdad. Homogeneidad entre parcelas en el campo
es dificil de encontrar. Lo mas usual es detectar la presencia de alguna gradiente.
Mientras mds grande es el terreno mayor serd la variacion entre parcelas. Sin em-
bargo, en cierto tipo de experimentos es posible contar con unidades experimen-
tales (UE) homogéneas. En experimentos en el laboratorio, en el invernadero, en
camaras de crecimiento, donde las UE son tubos de ensayo, platos Petri, macetas,
etcétera, es relativamente facil controlar la variacién. En estos casos, el disefio ex-
perimental recomendado es el Diseio Completamente al Azar (DCA).

14.1. Ventajas del Disefio Completamente al Azar

1. Es flexible en cuanto al niimero de tratamientos y de repeticiones.
2. El nimero de repeticiones de cada tratamiento puede ser diferente, bien
porque se planificé asi por no contar con suficientes UE o porque se per-

26 Hamburg, M. 1974. Basic Statistics: A Modern Approach. Harcourt Brace Jovanovich, Inc. New
York. Pg 17.
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dieron en la ejecucion del experimento una o varias UE. Esto complica en
algo el andlisis, pero se lo puede realizar sin necesidad de emplear formulas
especiales para estimar valores perdidos.

3. El andlisis estadistico es ficil, en especial si el nimero de repeticiones de
cada tratamiento es igual.

4. Es el diseno con el que se obtiene el mayor nimero de grados de libertad
para el error, en comparacion con otros disefios de igual tamano. Esta es
una ventaja importante, en especial en experimentos con pocos tratamien-
tos y pocas repeticiones, porque la precisiéon de un experimento aumenta
con el nimero de grados de libertad.

14.2. Desventajas del Disefio Completamente al Azar

En si mismo, el DCA no tiene ninguna desventaja. Sin embargo, si se conduce
un experimento con un DCA, cuando por la variacién entre UE debid escogerse
otro diseno, el error experimental resulta muy inflado. Esto causa una disminucién
en la precisiéon del ensayo, que por lo general es mayor que lo que se gana al tener
unos cuantos grados de libertad mas. Un error experimental muy inflado puede
impedir que se detecten diferencias reales entre los tratamientos, lo que resulta ser
una grave desventaja por el mal uso del Diseio Completamente al Azar.

14.3. Componentes de la variacién

El concepto de componentes de la variacién se introdujo en el caso del
Andlisis de Varianza de Regresion (Seccion 11.1). El concepto y el procedimien-
to es similar para los disefios experimentales. La variacién se analiza a través un
Cuadro de Analisis de Varianza, que se abrevia como Cuadro ADEVA. Todo expe-
rimento debidamente planificado tiene diferentes fuentes de variacién. En el caso
mads simple, que es el de un DCA, los componentes de variacién son:

Variacion total = Variacion entre los tratamientos + Variacién dentro de
los tratamientos.

El dltimo componente, la variaciéon dentro de los tratamientos, es en verdad
el error experimental. Note el cardcter aditivo de los componentes de variacion.

Las fuentes de variacidn se expresan en términos de Sumas de Cuadrados.
Por lo tanto, la igualdad anterior puede escribirse asi:

SCT = SCTrat + SCE
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expresion en la que SCT es la Suma de Cuadrados Total, SCTrat es la Suma de
Cuadrados de los Tratamientos y SCE es la Suma de Cuadrados del Error.

En disefios diferentes al DCA hay adicionalmente otras fuentes de varia-
cién; sin embargo, el cardcter aditivo de las mismas se mantiene.

14.4. Procedimiento para el andlisis de datos

En un experimento conducido con un DCA en el que hubo k tratamientos
y rrepeticiones los datos pueden presentarse como en el Cuadro 14.1. Los simbo-
los del Cuadro 14.1 son:

Yij = cualquier observacién de Y, a Y,

k = nimero de tratamientos

7; = numero de repeticiones en cada tratamiento

n = ntimero total de observaciones. El valor de 7 es igual a 2, 7j, 0 a 7*k, si r es igual para
todos los tratamientos.

«:»

Ti = Sumatoria de las observaciones Y;; en el tratamiento “i
¥ . . o v — Li
Y; = Media del tratamiento “i”’; ¥;. = o
j
2 Yij= La sumatoria de todas las observaciones en el experimento.

Y La gran media experimental. Es la media de todas las observaciones en el experimento,

v =2Yy (83)
n
Cuadro 14.4.1. Presentacién de los datos de un DCA
con k tratamientos y r repeticiones
Tratamientos 1 2 3 k Total
Yn Y21 Y31 ------------- Yk]
le Y22 Y32 ------------- Ykz
13 Y23 Y, | - s
1 YZJ YSJ' Yo
rJ rl 1’2 r3 rk n
n h % g T XTi=2Y;
Y. Y, Y, Y; Y Y
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Note que cada observacion estd asociada a un tratamiento y a una repeticion.

En el Andlisis de Varianza, dependiendo del modelo que se planifique en la
investigacion, fijo o al azar como se verd mds adelante, se tiene varios pardmetros
de referencia. Estos son:

+ La media de la poblacién de todos los tratamientos, u
+  Las medias de las poblaciones de cada uno de los tratamientos, y;

* Los efectos de los tratamientos (r;) medidos como desviaciones de la
media; de esto resulta que y; = u + 1;

+ Lavarianza del error experimental, g2

+  Lavarianza de los efectos de los tratamientos, 6.2 (pardmetro de importan-
cia en los modelos al azar)

Como en los experimentos con disefios experimentales se toman muestras
de poblaciones de tratamientos, se requiere de los estimadores respectivos de cada
uno de los pardmetros senalados. Estos son:

+  Elestimador de la media poblacional, u, es la gran media del experimento ¥

*  Los estimadores de las medias de los tratamientos, y; , son los valores Y;
*  Los estimadores de los efectos de los tratamientos 7; son los valores ¥,-¥
+  Elestimador de la varianza del error o2 es el Cuadrado Medio del Error, CME

I estimador de la varianza entre los efectos de los tratamientos o2 es el
valor §2

Lo indicado con relacién a los parametros y sus estimadores obviamen-
te no solo se refieren al DCA sino también a todos los otros disefios que se ve-
ran mas adelante (aunque tendrdn, ademas de los senalados, otros parametros y
estimadores).

Una vez organizados los datos como en el Cuadro 14.4.1, se pueden calcular
los componentes de la variacién en un experimento conducido con un Disefo
Completamente al Azar (DCA):
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1. La Suma de Cuadrados Total, SCT. Esto es una medida de la variacién total
en el experimento. Las formulas son:

a.

Férmula de Origen o de Definicién

ScT =¥(Y; ]1:/) 2, a partir de esta férmula, por algebra y aplicando las
propiedades de la sumatoria se deriva la formula computacional:

Férmula Computacional®
—yy2

Férmula en la que el Factor de Correccién FC es:

FC = (Zry)
n

(85)

2. La Suma de Cuadrados de los Tratamientos (SCTrat). Esto es una medida
de la variacion entre los tratamientos. Las férmulas son:

C.

Férmula de Origen o Definicién
= =2

SCTrat =rY(Y;-Y)

Férmula Computacional

2
SCTrat = ¥ L-FC
" (86)

3. La Suma de Cuadrados del Error (SCE). Esto es una medida de la variaciéon
dentro de los tratamientos. Las formulas son:

e.

Férmula de Origen o Definicién

SCE = ¥(Y,-Y;)?

Férmula general de la suma de cuadrados del error

SCE = SCT-SCTrat

27  Las férmulas computacionales son mds precisas porque evitan los errores por redondeo
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Una vez obtenidas las fuentes de variacion se colocan en un Cuadro ADE-
VA, como el que se presenta en el siguiente cuadro:

Cuadro 14.4.2. Ejemplo de un Cuadro ADEVA para un DCA

Fuente de Suma de Grados Cuadrado Prueba F
Variacién (FV) Cuadrados (SC) de Libertad (gl) Medio (CM) (F)
Tratamientos SCTrat k-1 CMTrat CMTrat/CME
Error SCE n-k CME
Total SCT n-1

El Cuadrado Medio o varianza se obtiene al dividir la Suma de Cuadrados
para los grados de libertad en cada hilera. Por lo tanto:

CMTrat = SCTrat/(k — 1)
b, CME =SCE/(n-k)

Es importante notar las caracteristicas aditivas del modelo:

a. SCTrat + SCE = ACT

b (k+D+(mk)y=n-1

Ejercicio 14.4.1. Mediante las férmulas de origen y las computacionales encuentre
los componentes de variacion para un disefio completamente al azar (DCA), con
cuatro tratamientos (A, B, C, D) y tres repeticiones. Los datos son los siguientes:

Cuadro 1. Resultados de un experimento ficticio con un DCA

Totale.es A B C D Gra{'l
y medias media

9 10

5 11

7 12

T; 18 12 21 33
Y; 6 4 7 11 Y=7
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Cuadro 2a. Sumatoria Cuqir:s\:z:;iizr::torla Cuadro 4a. Sumatoria
desviaciones: SCT ’ de desviaciones SCE
SCTrat
A B C D A B C D A B C D
-1 -5 +2 +3 -1 -3 0 +4 0 -2 +2 -1
+1 0 -2 +4 -1 -3 0 +4 -2 +3 -2 0
-3 -4 0 +5 -1 -3 0 +4 +2 -1 0 +1
2(¥y¥) =0 ry(-Y) =0 S(¥Y,) =0
Cuadro 2b. SCT Cuadro 3b. Cuadro 4b. SCE
SCTrat
A B C D A B C D A B C D
1 25 4 9 1 9 0 16 0 4 4 1
1 0 4 16 1 9 0 16 4 9 4 0
9 16 0 25 1 9 0 16 4 1 0 1
—2 _ =12 =
»(v,-¥) =110 ry(r-Y) =78 N(Y;-Y)? =32

En los cuadros anteriores, a partir del Cuadro 1 de resultados de un DCA,
se observa el procedimiento para encontrar los componentes de variacién me-
diante las férmulas de origen. En el Cuadro 2a pueden verse las desviaciones de
las observaciones con relacién a la gran media. (Segtn el principio de cuadrados
minimos, toda desviaciéon de un valor con relacién a una media es igual a cero.)
En el Cuadro 2b, la sumatoria de los cuadrados de las desviaciones del cuadro 2a
dan como resultado la SCT=110. En forma similar, las desviaciones de las medias
de los tratamientos con relacién a la gran media que se presentan en el Cuadro
3a, al elevarse al cuadrado y sumarse dan como resultado la SCTrat =78 (cuadro
3b). El origen de la SCE, a partir de las desviaciones de las observaciones de cada
tratamiento con relacion a su propia media, se observa en los Cuadros 4a y 4b: la
SCE es igual a 32.

Con las formulas denominadas computacionales los resultados son:

2

Y 84)?

Fc=—(Z DENCOR =588
n 12

SCT =Y Yg-FC = 698-588 = 110
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122

2 2 2 2
SCTrat =y L-Fc =242 422 1 3 588 =78
T 3 3 3 3

SCE = SCT-SCTrat = 110-78 = 32

Como se esperaba, se obtienen resultados iguales con los dos tipos

de féormulas.

Nota: En el cdlculo de la SCTrat, como el nimero de repeticiones fue igual

para todos los tratamientos, pudo usarse el valor de tres como denominador co-
mun y simplificar la férmula.

Para comprender en mejor forma las relaciones entre los componentes de

la variacion se plantea el siguiente ejercicio:

Ejercicio 14.4.2. Suponga un DCA con cuatro tratamientos (A, B, C, D) y dos
repeticiones. Construya tres cuadros que satisfagan lo siguiente:

1. SCT igual a 0. Gran media experimental igual a ocho.

2. SCT mayor que cero. Medias de los tratamientos iguales a cinco. SCTrat
igual a cero.

3. SCT mayor que cero. SCE igual a cero.
Cuadro 1 Cuadro 2 Cuadro 3

A B C D A B C D A B C D

8 8 8 8 5 8 1 4 3 6 4 1

8 8 8 8 5 2 9 6 3 6 4 7

Comentarios:

En el Cuadro 1 no existe variacion, todos los datos son iguales.
Consecuentemente la SCT, asi como la SCTrat y la SCE son iguales a cero.
La gran media experimental es Y = 8.

En el Cuadro 2, las medias de los cuatro tratamientos son iguales a cinco.
No hay variacién entre los tratamientos, consecuentemente la SCTrat es
igual a cero. La SCT es mayor que cero e igual a la SCE. (Nota: cualquier
combinacién de datos que en cada tratamiento sume diez también satisface
la condicién impuesta.)
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* En el Cuadro 3 no hay variacién entre las observaciones dentro de un
mismo tratamiento. Consecuentemente, la SCE es igual a cero. La SCT es
mayor que cero e igual a la SCTrat. Un ntimero infinito de valores satisface
también la condicién impuesta.

14.5. La aleatorizacién en el DCA

El sorteo o aleatorizacién en el disefio de experimentos se refiere a la asig-
nacién al azar de los tratamientos a las unidades experimentales. En el caso del
Diseno Completamente al Azar, cualquier unidad experimental puede recibir
cualquier tratamiento.

Para el sorteo se han empleado tradicionalmente varios procedimientos,
como papeles numerados, fichas y tablas de nimeros al azar. Las tablas de nume-
ros al azar pueden encontrarse en varios textos de Estadistica. Sin embargo, con
los programas computarizados se puede obtener con mayor facilidad el conjunto
de ntimeros al azar que se desee. Esta opcién la presentan casi todos los progra-
mas, incluyendo Excel y Statistix. Pero ademds, en internet se encuentran varios
sitios que permiten la generacién de ntimeros al azar. En el siguiente ejercicio se
presenta un ejemplo con el empleo del programa Excel.

Ejercicio 14.5.1. Se planifica realizar un experimento con un disefio completa-
mente al azar (DCA) con cinco tratamientos (A, B, C, D, E) y cuatro repeticiones.
Genere numeros al azar con el programa Excel para asignar en forma aleatorizada
los tratamientos a las unidades experimentales.

Lo primero que debe hacerse es numerar las unidades experimentales de 1
al 20. Luego, mediante el empleo de la opcién ALEATORIO.ENTRE(...), se pro-
cede a generar niimeros enteros al azar entre 1 y 20. Los niimeros repetidos que
se produzcan deben descartarse. Generalmente puede decidirse que los cuatro
numeros al azar mds pequefios se asignen al tratamiento A; los siguientes cuatro
numeros, al tratamiento B y asi sucesivamente. En el siguiente cuadro se resumen
los resultados:

Cuadro 1. Asignacién al azar de los tratamientos a las unidades experimentales

No.UE. |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17|18|19|20

No.Azar |10 (|5 |18 |9 |19(8 |3 |20 (16|12 |1 |11 (17|15 |13 |4 |7 |14|2 |6

Trat.

. CcC|B |E |C|E B |A|E |D|C|A|C|E |D|D|JA|B |D|A|B
Asign.
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En el cuadro anterior, como ejemplo, las unidades experimentales 7, 11, 16
y 19 correspondieron a los ndmeros al azar 3, 1, 4 y 2. Estas unidades experimen-
tales recibiran el tratamiento A.

La ubicacién fisica de las unidades experimentales va a depender de las
condiciones y caracteristicas del experimento. En el caso de experimentos de cam-
po, un mapa con las unidades experimentales o parcelas, numeradas en orden y el
tratamiento correspondiente, se presenta en el siguiente cuadro:

Cuadro 1. Mapa de campo para un Disefio Completamente al Azar,
con cinco tratamientos (A, B, C, D, E) asignados al azar a cuatro repeticiones

1 2 3 4 5
C B E C E
10 9 8 7 6
C D E A B
11 12 13 14 15
A C E D D
20 19 18 17 16
B A D B A

Nota: La marcacién de las parcelas en zigzag es optativa, pero tiene como
propdsito facilitar la toma de datos en el terreno y el registro en el libro de campo.

14.6. El Modelo Lineal Aditivo

El modelo lineal aditivo identifica las fuentes de variacion y es la base para
las suposiciones necesarias del analisis de varianza para todos los disefios expe-
rimentales. Para comprender el origen del analisis de varianza (ADEVA) en un
diseio DCA es necesario referirse a este modelo:

Yij=“+Ti+gij (87)
endonde:i=1,..k yj=1,..r
(k = numero de tratamientos; r = nimero de repeticiones)

En el modelo se tiene que una observacién cualquiera Y;; es el resultado
aditivo de varios componentes:

I, es la media general de la poblacion de referencia en el experimento
T;» es el efecto del tratamiento 7 medido como desviacién de la media
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&;j, es el componente del error que se supone proviene del azar y estd asociado con cada
observacion

Lo que interesa es estimar el valor de los pardmetros my Ti en el modelo y
evaluar las hipétesis que acerca de ellos se plantean. Como el modelo descrito es
lineal podriamos, en forma similar a lo que hicimos en regresion, usar el proce-
dimiento de cuadrados minimos para obtener estimadores vélidos de los pardme-
tros. Las suposiciones necesarias para esto son:

1. Las poblaciones tienen igual varianza, es decir g2 = g2....= o7 = 0?2,

2. Existe independencia entre las observaciones de las diferentes poblaciones,
en otras palabras, no estan correlacionadas.

3. Las poblaciones estin normalmente distribuidas.

4. Los & son independientes y tienen media igual a cero y varianza g2 Esto
es, no hay un componente sistemdtico del error que se acarree de observa-
cién a observacion.

El modelo lineal aditivo puede ser fijo (modelo I) o al azar (modelo II).

Modelo Fijo o Modelo 1

En el modelo fijo los efectos de los tratamientos estin establecidos (son
fijos) y cumplen la siguiente condicién: ). t; = 0. Estos efectos forman una pobla-
cién finita y son los parametros que nos interesan. Otro parametro de interés es la
varianza del error, 62 = CME = ¢*

Modelo al Azar o Modelo 11

En el modelo al azar los efectos de los tratamientos 7; representan una
muestra al azar de una poblaciéon de efectos de tratamientos que tienen media
igual a cero y una varianza o2 (varianza de los efectos de los tratamientos). Estos
son los pardmetros que nos interesan, ademds de la varianza del error experimen-
tal, o2

Diferencias entre el modelo fijo y el modelo al azar

Tanto en el modelo fijo como en el modelo al azar el planteamiento del
experimento y el andlisis de los datos son iguales. La diferencia entre los dos mo-
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delos se refiere a las poblaciones de referencia en cada una, a las hipétesis que se
prueban y a las conclusiones a las que se puede arribar.

En el modelo fijo la poblaciéon de referencia es la formada por los trata-
mientos seleccionados. Si en un experimento nos interesa evaluar el comporta-
miento de cuatro variedades de maiz HB-104, HPB, H-29, y D-833, estas cuatro
variedades forman la poblacién de referencia. Las conclusiones a las que se lle-
guen tendrdn validez Gnicamente para esas variedades. Si el experimento fuera
a repetirse el préximo ano, en él se incluirfan las cuatro variedades indicadas. En
otras palabras, las inferencias que se realizan en el modelo fijo se refieren al grupo
especifico de tratamientos del experimento.

En el modelo fijo, la hipétesis nula que se prueba es que los efectos de los
tratamientos son iguales a cero (y por consiguiente iguales entre si):

Las hipétesis son:
HO: T; = O

Hl:Ti i 0

Como puede verse, la hip6tesis nula plantea que todos los efectos de los tra-
tamientos son iguales versus la hipdtesis alternativa que por lo menos dos efectos
no son iguales.

La restriccién impuesta Y, 7; = 0 determina que los efectos de los trata-
mientos puedan medirse como desviaciones de la media total. Consecuentemente
las hipdtesis pueden plantearse también de la siguiente forma:

Ho:pp; =0
Hl:ﬂDl' *0

Consecuentemente, la hipétesis nula plantea que todas las diferencias entre
las medias de los tratamientos son iguales a cero, mientras que la hipdtesis alter-
nativa indica que por lo menos una diferencia entre las medias de los tratamientos
no es igual a cero.

Puede afirmarse que la mayoria de los experimentos se realizan con el mo-
delo fijo. Esto por cuanto el investigador, por lo general, estd interesado especifi-
camente en un grupo de tratamientos.
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En el modelo al azar, los tratamientos son una muestra aleatoria (al azar)
de una poblacién de referencia. Si se realiza un experimento para evaluar la ca-
lidad de los insecticidas que se expenden en un pais, se tomard una muestra al
azar de todos los insecticidas que se encuentran en el mercado. Los resultados y
conclusiones a las que se lleguen se referiran a toda la poblaciéon de insecticidas
y no dnicamente a los que se incluyeron en la muestra. Si el experimento fuera a
repetirse el proximo ano, se tomaria otra muestra al azar de la poblacién de in-
secticidas. Esta muestra seguramente incluird diferentes insecticidas que los de la
muestra del afio anterior. Por lo tanto, las inferencias que se realizan en el modelo
al azar se refieren a la poblacién de tratamientos.

Las empresas productoras y expendedoras de semillas utilizan el modelo al
azar porque constantemente estan evaluando nuevos materiales y les interesa co-
nocer el comportamiento a través de los ciclos agricolas de sus nuevos materiales,
en comparacién con otros del mercado.

En el modelo al azar la hipdtesis nula que se prueba es que la varianza de los
efectos de los tratamientos es igual a cero. Las hipdtesis son:

Hy:0? =
Hyi:c?#0

El interés principal es estimar el valor de los parametros (media y efec-
to de los tratamientos) en el modelo y evaluar las hip6tesis que acerca de ellos
se planteen.

Valores esperados de las Varianzas o Cuadrados medios

Asi como la media de la muestra es un estimador de la media de la pobla-
cidn, los cuadrados medios son estimadores de los cuadrados medios esperados.
Si los experimentos planeados tanto con el modelo fijo o con el modelo al azar
fueran repetidos indefinidamente y se calculara el promedio de los cuadrados me-
dios, se obtendrian los valores esperados. Esto se presenta en el siguiente cuadro:

Cuadro 14.6.1. Cuadrados medios esperados para el modelo fijo y el modelo al azar

Fuente de Variacién Grados de Cuadrado Medio Cuadrado Medio
libertad Modelo Fijo Modelo al Azar
Tratamientos k—1 al+r Zle /(k - 1) 0%+ TO'.[Z
Error n-k o 2 o 2
Total n—1
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En el Capitulo 9 se estudi6 acerca de la distribucion F y las pruebas estadis-
ticas correspondientes. De igual manera, la prueba estadistica esperada F resulta
de dividir el Cuadrado Medio esperado de los tratamientos, para el Cuadrado
Medio esperado del Error. Esto es, para el modelo fijo:
a2+r ¥ 72 /(k-1)

F=—0 (88)

Si el valor ¥ 72 /(k — 1) fuera igual a cero, F seria igual a uno. Un valor
de F igual a uno indica que no hubo efecto de los tratamientos. Teéricamente no
puede darse un valor de F menor de uno, sin embargo, en algunos experimentos
con poco control sobre el error experimental, se presenta este caso.

Los cuadrados medios esperados del cuadro anterior corresponden al caso
mas comun en el DCA, que es cuando el nimero de repeticiones es igual en to-
dos los tratamientos. Cuando los tratamientos tienen diferentes repeticiones, hay
varios valores de r y consecuentemente difieren las férmulas de los cuadrados
medios esperados. Para este caso y para otros disefios con fuentes adicionales de
variacion, puede consultarse el texto de Steel et al; (1997). De igual manera se
puede proceder para el Modelo Mixto, que combina efectos fijos y al azar en el
mismo diseno.

14.7. La evaluacién de hipétesis

Para una mejor comprension del proceso de evaluaciéon de hipétesis, anali-
cemos los resultados de un experimento:

Ejercicio 14. 7.1. Un investigador desea conocer si seis tratamientos tienen igual
efecto en el control de la roya del café. Para esto selecciona 24 arbustos iguales y
asigna al azar cuatro para cada uno de los seis tratamientos. Se decide que el efecto
se medird basdndose en la produccién de cada arbusto.

Las hipdtesis que se plantea, con las connotaciones senaladas en la seccién
anterior, son:

Hy:pp; =0

Hl:l'tDi #0

El nivel de significacién alfa generalmente se fija en 5% (@ = 5%). Esto es la
probabilidad de rechazar una hipétesis nula verdadera o Error Tipo L.
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Cuadro 1. Rendimientos de cerezas de café, en hectogramos por arbusto,
en respuesta a seis tratamientos para el manejo de la roya.

A B C D E F
16.8 18.5 24.3 15.8 14.4 8.4
20.6 21.2 27.1 11.8 12.0 5.2
18.3 20.0 19.4 13.9 10.9 9.3
22.2 18.1 23.8 12.4 13.2 4.5

Cuadro 2. Totales de los tratamientos, nimero de repeticiones y medias

Tratamientos A B C D E F

Totales de los
Tratamientos, T;

77.90 77.80 94.60 53.90 50.50 27.40

Repeticiones, 7; 4 4 4 4 4 4

Medias, Y; 19.47 19.45 23.65 13.47 12.62 6.85

La gran media experimental es: ¥ = 15.92. En el caso de las repeticiones,
como todos los tratamientos tienen igual nimero de repeticiones, se tiene que:

r]-=r=4.

Para encontrar los componentes de las fuentes de variacién en primer lu-
gar, mediante la férmula computacional, se calcula el Factor de Correccién:

_ (¥1r)*  (168+185+...+4.5)
B xr=n B 24

FC = 6083.35

Luego se procede a obtener la Suma de Cuadrados Total:

SCT =Y Y2-FC = (16.8% + 18.52+... +4.52)-6083.35 = 822.58

A continuacién, se encuentra la Suma de Cuadrados de los Tratamientos:

Y T? (77.92 + 77.8%+...+27.42)
-FC = -6083.35 = 735.81

Ui 4

SCTrat =

Finalmente, por diferencia, se encuentra la Suma de Cuadrados del Error:

SCE = SCT-SCTrat = 822.58-735.81 = 86.77

Se dispone ya de todos los componentes de Sumas de Cuadrados para pre-
parar el cuadro ADEVA:
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Cuadro 3. Andlisis de Varianza (ADEVA)

EV. S.C. G.L. C.M. F F .. F .,
Tratamientos 735.81 5 147.16 30.53** 2.77 4.25
Error 86.77 18 4.82
Total 822.58 23

Cuando la prueba F calculada excede el valor critico F de la tabla, esto es,
Fra1 2 Figpia > se declara que el valor de F es significativo. Es decir, se rechaza la
hipétesis nula y se acepta la hipétesis alternativa al nivel de significacion alfa («).
Esto indica que la probabilidad de haber encontrado un valor de F tan alto como
30.53, s6lo por azar, es baja. Por lo tanto, puede decidirse que hay diferencias rea-
les entre los tratamientos.

Los valores F de la tabla se los encuentra en el Apéndice D1 al 5%, Apéndi-
ce D2 al 2.5% y Apéndice D3 al 1%, con los grados de libertad correspondientes
a tratamientos (numerador) y al error (denominador). Esto es 5 y 16 grados de
libertad en este ejercicio. Los valores encontrados en la tabla, que constan en las
dos ultimas columnas del Cuadro ADEVA son:

F(3,16)(0.05) =2.77
F(3,16)(0.01) =4.25

En forma convencional se pone junto al valor de F calculado un asterisco
para indicar significacion al 5% y dos asteriscos para significacioén al 1%. En este

caso (Cuadro 3) el valor F lleva dos asteriscos, lo que indica que el valor calculado
de F excede el valor Fg o5 de la tabla y el valor Fg 91).

La conclusidn es, entonces, rechazar la hipétesis nula de que las diferencias
entre medias son iguales a cero. Esto conlleva a aceptar la hipdtesis alterna de que
por lo menos una diferencia entre medias no es igual a cero, al nivel de significa-
cién alfa previamente fijado.

Con el programa Statistix se obtienen los siguientes resultados:

Statistix 9.0 ROYA CAFE 2,

Completely Randomized AOV for REND

Source DF SS MS F P
FUNG 5 735.807 147.161 30.53 0.0000
Error 18 86.773 4.821

Total 23 822.580
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Grand Mean 15.921 Cv 13.79
Homogeneity of Variances F P
Levene’s Test 1.22 0.3420
O’Brien’s Test 0.78 0.5784
Brown and Forsythe Test 0.59 0.7080
FUNG Mean
A 19.475
B 19.450
C 23.650
D 13.475
E 12.625
F 6.850
Observations per Mean 4
Standard Error of a Mean 1.0978
Std Error (Diff of 2 Means) 1.5525

Comentarios:

Note en el ejercicio anterior que el programa Statistix presenta, en la tltima
columna del Cuadro ADEVA, la probabilidad de un valor F tan extremo
como el calculado, esto es

P = 0.0000 . Se puede entonces sefialar que la probabilidad de un resultado
asi, s6lo por azar, es P < 0.00009 (menor que 1/10000). Este resultado es
obviamente mucho mas preciso que el encontrado mecanicamente, por-
que no estd limitado sélo a las tablas del 1 y 5%.

Observe también que Statistix incluye en el andlisis tres pruebas diferentes
de homogeneidad de las varianzas: Levene, O’Brien y Brown y Forsythe. La
homogeneidad de las varianzas de los tratamientos es un requisito para la
validez del analisis estadistico. Si las varianzas no son homogéneas se puede
arribar a conclusiones erradas. En este ejemplo, a juzgar por las altas pro-
babilidades de las tres pruebas (P > 0.05), se concluye que hay evidencia
suficiente para senalar que las varianzas si son homogéneas.

En otros casos en que haya discrepancias entre las pruebas de homoge-
neidad de varianzas, el investigador puede guiarse por el promedio de las
tres pruebas. Si la probabilidad se mantiene en valores menores que el 5%,
entonces lo aconsejado es emplear alguno de los procedimientos de trans-
formaci6n de datos. La transformacién de datos no siempre corrige la falta
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de homogeneidad. Si este fuera el caso, podria realizarse el andlisis con
métodos de la estadistica no paramétrica. Estos métodos no tienen como
requisito la homogeneidad de las varianzas. Tanto lo relacionado con la
transformacién de datos, asi como el empleo de pruebas no paramétricas,
se verd en capitulos posteriores.

Separaciéon de medias

En todo caso, el andlisis de varianza corresponde a la primera parte del
manejo de datos. El paso siguiente es determinar qué medias o grupos de medias
son estadisticamente diferentes. Esto ultimo, cuando los tratamientos son cuali-
tativos. Cuando los tratamientos son cuantitativos, el procedimiento es establecer
tendencias mediante regresion. Estos métodos, que complementan el andlisis de
varianza, se veran en el Capitulo 17.

El Coeficiente de Variacién

El Coeficiente de Variacién (C.V.) es una estadistica importante que debe
estar presente en todo informe de investigacion. Por lo general se lo incluye junto
al Cuadro ADEVA. El C.V. se calcula con la siguiente férmula:

C.V.= J_*100 >"1()0

Por observacion de la formula se puede indicar que el Coeficiente de Va-
riacion es una medida de la variacion dentro de los tratamientos y alrededor de la
gran media experimental. Se lo expresa usualmente en porcentaje.

Mientras mayor sea el CME mayor sera el C.V. El valor del C.V. en algunos
experimentos con poco control de la variacién dentro de los tratamientos puede
exceder el 100%.

Los resultados experimentales son mds confiables cuando el C.V. es bajo.
Sin embargo, el C.V. por si solo no nos indica mayor cosa, si es que no se lo com-
para con otros C.V. encontrados en experimentos similares.

Supongamos que en un experimento encontramos un C.V. = 22%. ;Es esto
bueno o malo? No se sabe, pero si al examinar los resultados de otros experimen-
tos similares vemos que el C.V. oscila entre 5% y 10% entonces se puede pensar
que nuestro C.V. estd inflado. Un C.V. alto puede deberse a que no se seleccioné
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cuidadosamente las unidades experimentales, o que el disefio escogido no era el
adecuado, o que hubo fallas en la conduccién del experimento, o una combina-
cién de estas falencias. El nimero de repeticiones también afecta el C.V. Si las
otras limitaciones permanecen constantes, entonces a mayor numero de repeti-
ciones, menor C.V. En todo caso, con C.V. elevados, el grado de confiabilidad en
los resultados con relacion a las hipétesis planteadas se reduce.

Ejercicio 14.7.2. Encuentre el coeficiente de variacién (C.V.) del experimento del
ejercicio 14.7.1.

Para encontrar el C.V. se requiere conocer la gran media experimental y el
Cuadrado Medio del Error CME:

y =24 -38210_ 1597
n 24
CME==2" =482
18
Consecuentemente:
c.V.= YE 100 = 2824100 = 13.79%
Y 15.92

El siguiente ejercicio tiene relacién con el Modelo Lineal Aditivo:

Ejercicio 14.7.3. Encuentre la estimacién de la variabilidad de los efectos fijos del
experimento presentado en el ejercicio 14.7.1.

En el ejercicio 14.7.1, se encontré lo siguiente: CMTrat = 147.16 y
CME = g% =482

2
Segtin el modelo fijo, para encontrar el valor estimado de los efectos, Zk—_rl‘],
se parte del Cuadrado Medio de los Tratamientos, CMTrat. Esto es, segtin el Cua-

dro 14.6.1:

2
%T;

_ 2
CMTrat =0~ + r(k_l)

, consecuentemente:

2
TZ(I:-ll) = CMTrat-0% = 147.16-4.82 = 142.34

2 142.34

%ok = 5 = 35,58
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Se concluye que el valor estimado de los efectos de los tratamientos es
35.58. Como se trata del Modelo Fijo, si se repitiera el experimento un sinnimero
de veces, la cantidad E 1‘ sélo variara, teorlcamente, por fluctuaciones en el error
experimental, es decir, por las estimaciones de a2,

14.8. El DCA con diferente nGmero de repeticiones

El dnico disefio que puede planificarse con diferente ntimero de repeticio-
nes es el DCA. La conduccién del ensayo y el andlisis de datos no presentan mayor
dificultad. Sin embargo, en el empleo de métodos de separacion de medias (que
se verdn en el Capitulo 17) debe tenerse en cuenta el diferente nimero de repeti-
ciones de los tratamientos.

En experimentos con disenos completamente al azar es siempre preferi-
ble contar con igual nimero de repeticiones, pero esto no siempre es posible.
Como ejemplo, en experimentos con animales es muchas veces dificil contar con
suficientes unidades experimentales homogéneas. En otros casos, la cantidad de
insumos disponibles para cada tratamiento puede determinar mds repeticiones
para unos tratamientos y menos repeticiones para otros. Ademads, siempre existe
la posibilidad de que se dafien parcelas en el campo o que, por error, se omitan
observaciones. En otros disefios, a diferencia del DCA, deben estimarse los datos
perdidos para proceder al andlisis.

El siguiente ejercicio se refiere a un DCA con diferente ntimero de repeti-
ciones. En este experimento los datos estdn expresados en porcentajes de germina-
ciéon. Como se recordard, una presuncion para la validez del modelo lineal aditivo
es que la poblacion de la que provienen las muestras siga la distribucién normal.
Sin embargo, algunas mediciones en porcentaje provienen de poblaciones con
distribuciones binomiales, es decir que corresponden a dos categorias. En este
ejemplo las categorias son: las semillas germinaron o no germinaron. Para resol-
ver este problema se requiere de una transformacién de datos. (Vale anotar que no
todos los datos medidos en porcentaje corresponden a distribuciones binomiales.
Como ejemplo, la humedad se mide en porcentaje y también los contenidos de
proteina, grasa y minerales en diferentes productos. En estos casos, no es sello o
cara, o si o no. Estas variables siguen, por lo general, la distribucién normal.)

Lo concerniente a transformacién de datos se tratard en un capitu-
lo posterior, pero por el momento basta indicar que los datos Y; en porcen-
taje, se convierten a una escala Y; de grados (del 0 al 90) mediante la férmula
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' 180 ., c . s
Y; = arcsen(|/Y;/100)*—  La escala en grados estd mds cerca de la distribucién nor-

mal que la escala en porcentaje.

No siempre se requiere realizar la transformacion indicada. Varios textos
recomiendan efectuarla sélo cuando se observa excesiva variacion entre los por-
centajes. Sin embargo, lo mds conveniente es realizar una prueba de normalidad
de los datos, lo que se facilita con los programas computarizados. Con Statistix se
puede realizar la Prueba W desarrollada por Shapiro y Wilk (1965). La hipdtesis
nula que se plantea es la normalidad de la poblacién. Si la probabilidad es igual o
menor que 5% (P = 0.05) hay evidencia suficiente para rechazar la hipétesis nula
y concluir que la distribucién no es normal. En este caso se requiere transformar
los datos. Veamos el siguiente ejercicio:

Ejercicio 14.8.1. En un experimento conducido con un DCA se evaltio el por-
centaje de germinacién de siete grupos experimentales de la leguminosa andina
chocho Lupinus mutabilis. Un alto porcentaje de germinacion puede indicar algin
nivel de resistencia a patégenos del suelo. En cada parcela se sembraron 100 semi-
llas, pero los datos de algunas parcelas se perdieron. Los resultados se presentan
en el siguiente cuadro:

Cuadro 1. Porcentaje de germinacién de siete grupos experimentales
de chocho con diferentes niveles de resistencia a hongos del suelo

A B C D E F G
42 45 54 36 38 48 66
33 74 35 55 42 73 57
56 65 43 60 25 34 38
35 48 30 64 30 24 42
58 82 45 53 X 29 54
X 62 X X X 41 74

*Las X en el cuadro indican que los datos de esas parcelas se perdieron.

Al examinar los datos se nota que existe considerable variacién entre los
porcentajes, de un minimo de 24 a un maximo de 82. Esto podria indicar que hace
falta transformar los datos. Pero es mejor asegurarse con la prueba W y obtener
un grafico que compare los porcentajes con una distribucién normal (“Normal
Probability Plot” o “Rankit”). Esto se obtiene con Statistix en la opcién “Ran-
domness/Normality tests”. El Grafico, la prueba W y la probabilidad se presentan
a continuacion:
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Ordered Data
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Rankits
Shapire-Wilk W 0.9673 P(W) 0.3406 37 cases

Grdfico 1. Prueba de normalidad de los datos de porcentaje de germinacién de chocho

Como puede observarse, los datos de porcentaje (los circulos en el grafico)
estdn sobre la linea recta o cerca de ella, lo que indica que el conjunto de datos se
aproxima a una distribucién normal. Esto se confirma con el valor de la probabi-
lidad de la prueba W que es P = 0.3406. Por lo tanto, se puede concluir que hay
suficiente evidencia para aceptar la hipétesis nula de la normalidad de los porcen-
tajes. En consecuencia, en este caso, no hace falta transformar los datos y se puede
continuar con el anélisis, como se observa en el Cuadro 2.

Cuadro 2. Totales de los tratamientos, nimero de repeticiones
y medias para los datos de porcentaje de germinacién de siete lineas de chocho

Tratamientos A B C D E F G
Totales de los 224 376 207 268 135 249 331
Tratamientos, T;

Repeticiones, 1 5 6 5 5 4 6 6
Medias, YL 44.80 62.66 41.40 53.60 33.75 41.50 55.16

Para encontrar los componentes de las fuentes de variacidn se procede en
forma similar al del ejercicio anterior. En primer lugar, mediante la férmula com-
putacional, se calcula el Factor de Correccién:

)2 2
FC = Y — (42445..4+74) = 86597.29
Xrj=n 37

Luego se obtiene la Suma de Cuadrados Total:

SCT =Y Y2-FC = (42% + 452+...+74%)-86597.29 = 8144.70
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A continuacién, se encuentra la Suma de Cuadrados de los Tratamientos:

Y T? - <2242 3762 3312

SCTrat = )-FC = 3085.09

; Tttt

(note que en la férmula de la SCTrat el nimero de repeticiones es diferente
y que por lo tanto no tenemos un denominador comun, como fue el caso en el

ejercicio anterior.)

Finalmente, por diferencia, se encuentra la Suma de Cuadrados del Error:

SCE = SCT-SCTrat = 8144.70-3085.09 = 5059.62

Se dispone ya de todos los componentes de Sumas de Cuadrados para pre-
parar el cuadro ADEVA:

Cuadro 3. Andlisis de Varianza

EV. s.C. G.L. CM. F F,,. F,,
Lineas 3085.09 6 514.18 3.05* 2.42 3.47
Error 5059.62 30 168.65
Total 8144.71 36

. . S _ TY; _ 42+45+.474 _ 1790
La gran media experimental es: ¥ = == = ———— = — = 48.38

Ve VIGB6S 4

ElCoeficientedeVariacion (CV)es:CV = ;’E *100 = s 100 = 26.84%

La prueba F igual a 3.05* sefiala que por lo menos la diferencia de dos me-
dias es estadisticamente significativa al nivel del 5% de probabilidad.

Con Statistix el analisis es el siguiente:
Statistix 9.0 DCA germ chocho,

One-Way AOV for: ABCDETFG

Source DF SSs MsS F P
Lineas 6 3085.09 514.181 3.05 0.0189
Error 30 5059.62 168.654

Total 36 8144.70

Grand Mean 48.378 CV 26.84
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Homogeneity of Variances F P
Levene’s Test 0.82 0.5624
O’'Brien’s Test 0.61 0.7234
Brown and Forsythe Test 0.50 0.8068
Variable N Mean SE
A 5 44.800 5.8078
B 6 62.667 5.3018
C 5 41.400 5.8078
D 5 53.600 5.8078
E 4 33.750 6.4933
F 6 41.500 5.3018
G 6 55.167 5.3018
Comentarios:

A pesar de que las observaciones eran porcentajes de germinacion, se
demostré, mediante la Prueba W, que en este caso no hacia falta trasfor-
mar los datos. En otras palabras, la distribucién de los datos no se apartaba
sensiblemente de una distribucién normal, requisito importante para la
validez del modelo lineal aditivo.

Ademas de la normalidad de los datos, se puede observar en los resultados
que provee Statistix, que también se cumple el requisito de homogeneidad
de las varianzas. Esto se deduce por los altos valores de las probabilidades
de las tres pruebas: Levene, O'Brien y Brown.

En el Cuadro ADEVA el valor de F igual a 3.05* indica que por lo menos
una diferencia entre dos medias es estadisticamente significativa. Cémo
determinar qué diferencias son significativas se analizard en el Capitulo 17.



Capitulo 15
Diseno de bloques completos al azar (bca)

“Consultar a un estadistico al final del experimento
equivale a pedirle que haga un examen ‘post mortem’
Quizd pueda decir la causa de su muerte” Ronald
Fisher®

Cuando las unidades experimentales son heterogéneas, no es conveniente
emplear un Diseno Completamente al Azar (DCA). El procedimiento mds idéneo,
en este caso, es formar grupos con las unidades experimentales en funcién de po-
sibles semejanzas que puedan tener. Estos grupos reciben el nombre de “bloques”.

Suponga un experimento en el que se quiere evaluar el efecto de cuatro trata-
mientos. El investigador dispone de varias unidades experimentales. Como observa
que existe variacion entre ellas, decide agruparlas por semejanzas que logra identi-
ficar. Por lo tanto, forma tres bloques con cuatro unidades experimentales cada una
(ver Grafico 15.1.) Luego asignard al azar, los cuatro tratamientos, a las cuatro uni-
dades experimentales dentro de cada bloque. Este disefio experimental se denomina
Disefio de Bloques Completos al Azar, nombre que se abrevia como BCA.

AARDOXVAIDRo ARGV

Bloque 1 (XX R/
Bloque 2 ot ofo ofe ot
Bloque 3 AAAA

Grdéfico 15.1. Unidades experimentales heterogéneas y su arreglo en bloques completos.
Disefio de Bloques Completos al Azar.

La situaciéon que se presenta en el Gréfico 15.1 seria la situacion ideal. Pa-
receria que las unidades experimentales en cada bloque son exactamente iguales.

28  Estadistico y bidlogo inglés. https://www.brainyquote.com/authors/ronald_fisher
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Pero esto no se da en la vida real. Siempre habrd algunas diferencias entre las
unidades experimentales dentro de cada bloque. En todo caso, lo que se busca
es minimizar las diferencias dentro de los bloques. Las diferencias entre bloques
disminuyen el error experimental, como se verd mds adelante.

Un experimento conducido con un disenio de Bloques Completos al Azar
(BCA) genera un analisis de varianza en dos direcciones. Es decir, hay dos criterios
de clasificacion de las observaciones: Tratamientosy Bloques.

Un bloque completo contiene todos los tratamientos, repetidos una sola
vez. El término “bloque” en este caso es sinénimo de “repeticiéon”. En capitulos
posteriores se presentardn experimentos con bloques incompletos, en los que va-
rios bloques incompletos forman una repeticion.

El término “bloques” se aplic6 por primera vez en experimentos en el cam-
po v son secciones homogéneas del terreno experimental. Por extension, el tér-
mino “bloques” se emplea también en experimentos de produccién animal o de
otra indole. Por ejemplo, en un experimento en el que se desea probar el efecto
de varias dietas en el engorde de cerdos, los bloques podrian ser varios corrales
diferentes entre ellos, pero con condiciones similares dentro de cada corral. Los
bloques también podrian ser diferentes razas de cerdos.

En experimentos en el laboratorio, en cdmaras de crecimiento, en inver-
naderos, en experimentos con animales, el investigador puede fisicamente mover
sus unidades experimentales. En experimentos agronémicos esto no es posible,
obviamente. Las unidades experimentales son, por lo general, pequenas parcelas
de terreno. Sin embargo, se sabe que parcelas que se encuentran cercanas entre
ellas son bastante homogéneas. Por el contrario, parcelas distantes o alejadas unas
de otras presentan variacién considerable o gradientes en sus propiedades fisicas,
quimicas y bioldgicas. Por esto se recomienda que los bloques sean lo mds cuadra-
dos que sea posible, con parcelas rectangulares dentro de los bloques.

En investigacién agricola el diseno mds utilizado es el disefio BCA, pero
muchas veces se decide a priori el disefio sin conocer el drea experimental, lo cual
seguramente llevard a resultados poco confiables. Para conducir un experimento
se debe recabar informacién de posibles experimentos anteriores en el sitio, re-
conocer el drea y en el caso de detectar una o mas gradientes, planificar el disenio
acorde con esto. En dreas nuevas que vayan a dedicarse a la investigacién, pruebas
de uniformidad permiten identificar la direccién de las gradientes.
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Una vez que se conoce o se sospecha de la existencia de una gradiente, los
bloques en el campo se organizan en forma perpendicular a la gradiente. Veamos
un ejemplo:

Ejercicio 15.1. Suponga que se desea evaluar seis diferentes hibridos (A, B, C, D, E,
F) de un cultivo. También suponga que en el terreno experimental hay una gradien-
te de fertilidad, de secciones mas fértiles del terreno a secciones menos fértiles. El di-
seflo mds recomendado para este caso es el de BCA. Presente un cuadro con la direc-
ci6én de la pendiente, cinco bloques completos y la aleatorizacién correspondiente:

Bl Direcci(:)n
de la pendiente
1 F A D C E B e+
2 C D B A E F |
3 D C F E B A o |
4 E A B F C D -]
5 B A F C D E Y

Note que la pendiente corre en direccién perpendicular a los bloques. Con
esto se logra que todos y cada uno de los tratamientos estén representados tanto
en las dreas fértiles como en las dreas de baja fertilidad. De no haberse planificado
de esta forma, uno o mds tratamientos podrian estar sobre representados en las
dreas mas fértiles en desmedro de otros tratamientos. La introduccién de un sesgo
como el descrito, puede llevar a conclusiones erradas.

La aleatorizacién de los seis tratamientos dentro de cada bloque se realiz6
con el programa Statistix, en la forma descrita en el capitulo anterior.

En general, con el disefio BCA los tratamientos estan presentes s6lo una
vez en cada bloque completo. El nimero de tratamientos determina el nimero
de parcelas (unidades experimentales) en cada bloque. El nimero de bloques o
repeticiones depende de algunos factores. Entre ellos se pueden sefialar:

1. Elgrado de variacién entre las unidades experimentales. A mayor variacién
puede considerarse aumentar el nimero de bloques.

2. El ntimero de tratamientos. A mayor nimero de tratamientos, el nimero
de bloques puede ser menor. La idea es lograr entre 14 y 20 grados de liber-
tad para el error experimental.

3. Los recursos disponibles.

4. FEl grado de precisiéon que se desea tener en el experimento.



LeoNARDO CORRAL DAVALOS

240

En términos generales, la precisién de un experimento se incrementa con un
numero mayor de bloques o repeticiones. Pero en la practica, experimentos muy
grandes no necesariamente proveen mejor informacion. Ademas, son mas costosos,
mas dificiles de conducir y consecuentemente, mds propensos a errores humanos.

15.1. Ventajas del diseiio de Bloques Completos al Azar
Las ventajas del diseio BCA son:

Puede usarse con cualquier numero de tratamientos y de bloques.

Los bloques disminuyen la variaciéon del error experimental.

El andlisis estadistico no presenta mayores complicaciones.

La pérdida de observaciones no es un problema insalvable. Hay métodos
para estimar datos perdidos y continuar con el andlisis.

5. Esel diseno que, después del DCA, presenta el mayor nimero de grados de
libertad para el error experimental.

=

15.2. Desventajas del diseiio de Bloques Completos al Azar

Si el diseno BCA se aplica correctamente, no existe ninguna desventaja en
su uso. Sin embargo, cuando por las caracteristicas del terreno, se usa este di-
seno cuando lo correcto hubiera sido usar algin otro, disminuye la precisién
del experimento.

15.3. El modelo lineal aditivo para el disefio BCA

El modelo estadistico en el que se fundamenta el anélisis del diseno BCA
es el siguiente:

YVj=pn+1+1+¢g;
el modelo indica que una observacién cualquiera Yij es el resultado de la
accion aditiva de varios factores:

w: la media general de todas las observaciones en las poblaciones de referencia en
el experimento.

T; : el efecto de los tratamientos medidos como desviacion de u
75 : el efecto de los bloques medidos como desviacién de #

&;j = El error al azar asociado con cada observacion.
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Presunciones para la validez del modelo:

1.

Las poblaciones de las que provienen los tratamientos tienen igual varianza:

ot =0f=......... = o}

Las sumatorias de los efectos son iguales a cero:
2u=x1=0

Los &ij son variables independientes al azar, con distribucién normal,
media igual a cero y varianza 0% Los €ij representan las desviaciones del
modelo aditivo debidas al error experimental.

15.4. Componentes de la variacién en el disefio BCA

Por lo senalado anteriormente se puede deducir que la variacién en un

diseio BCA proviene de las siguientes fuentes:

1.

Variacién Total. Mide la variacion total en el experimento. Se estima por
medio de la Suma de Cuadrados Total (SCT).

Variacién por tratamientos. Mide la variacion entre tratamientos. Se estima
por medio de la Suma de Cuadrados de los Tratamientos (SCTrat).
Variacién por Bloques. Mide la variacién entre bloques o repeticiones. Se
estima por medio de la Suma de Cuadrados de Bloques (SCR).

Variacién por el Error Experimental. Mide las desviaciones de las observa-
ciones con relacion a los valores esperados de acuerdo con el modelo lineal
aditivo. Se estima a través de la Suma de Cuadrados del Error (SCE), que
resulta de la interaccién entre bloques y tratamientos.

La relacién entre los componentes de la variacion es la siguiente, de acuer-

do con el modelo lineal aditivo:

SCT = SCTrat + SCR + SCE
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15.5. Procedimiento para la evaluacién de las hipétesis
Las hipdtesis que principalmente nos interesa evaluar son:

Ho:py = ptp = - =

Hy: “Por lo menos dos medias de los tratamientos no son iguales”

Puede ser de interés, en algunos casos, también evaluar las siguientes hip6-
tesis con relacién a los bloques:

Hotpy = pp = - = Uiy
Hy: “Por lo menos dos medias de los bloques no son iguales”

Asi como en el DCA, en el diseio de BCA el modelo puede ser Rigido o
fijo (Modelo 1) y al Azar (Modelo II). El modelo puede también ser Mixto, en el
que por ejemplo los tratamientos sean al azar y los bloques fijos. En el caso de un
Modelo al Azar (Modelo II) las hip6tesis que se evaltan son:

H,. 0% =
Hy:a?#0

En un experimento conducido con un diseno BCA el numero de trata-
mientos se representa con la letra k, mientras que el nimero de repeticiones o

bloques con la letra r. En este diseno los términos “repeticiones” y “bloques” son
sin6nimos. Los resultados pueden presentarse como se indica en el Cuadro 15.5.1:

Cuadro 15.5.1. Presentacién de los datos de un disefio BCA
con k tratamientos y r bloques

Bloques Tratamientos

1 2 3 k Ri

1 Yn le Y13 B B Ylk Rl

2 Y21 Y22 st B B sz Rz

3 Yal Y32 Y33 B B Y3k Ra

R Y, Y, Y, - - Vi R
T T, T, T, 3 B T, Z Yy

Y; v s s - - v Y
n=rk
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Los simbolos en el cuadro anterior representan lo siguiente: Y;; es la obser-
vacién Y en el tratamiento i, bloque j; T; es la suma total de las observaciones en
el tratamiento i; R; es la suma total de las observaciones en el bloque j. Los otros
simbolos son conocidos o se explican por si solos.

Una vez que se ha estructurado un cuadro similar al 15.1, pero con los datos

reales, se puede proceder a calcular los componentes de la variacién en un disefio
de BCA:

1. Suma de Cuadrados Total (SCT):
2
SCT =Y, Yﬁ-FC ,en la que el Factor de Correccion (FC) es: FC = (ZRLJ)
rk=n

2. Suma de Cuadrados de los Bloques o Repeticiones (SCR):

2
z:i_FC
4 (89)

SCR =

3. Suma de Cuadrados de los Tratamientos (SCTrat):

_ It
SCTrat = - FC (90)

4. La Suma de Cuadrados del Error (SCE) se encuentra por diferencia:

SCE = SCT-SCR-SCTrat

Una vez obtenidos los valores de las fuentes de variacion se estructura un
cuadro ADEVA, cuyo esquema se presenta en el cuadro 15.5.2:

Cuadro 15.5.2. Esquema de un CUADRO ADEVA,
en un Disefo de Bloques Completos al Azar

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado Valores
Variacion Cuadrados Libertad Medio Fisher
(EV) (SC) (gD (CM) (F)
SCR CMR
Bloques SCR r-1 = CMR THE
- . SCTrat k-1 SCTrat — CMTrat CMTrat
ratamientos TS ra ~ME
SCE
SCE r-1)(k-1 — = CME
Error (r-1)(k-1) -D(k-1)
TOTAL SCT rk-1 =n-1
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Puede ser de interés calcular la Eficiencia Relativa (ER) del disefio de Blo-
ques Completos Al Azar (BCA) en comparacion con el Diseio Completamente al
Azar (DCA). Es decir, cudnto se gano o se perdio al realizar el experimento con un
BCA y no con un DCA. Esto puede ayudar en la planificacion de futuros experi-
mentos en el mismo sitio. La férmula para este célculo es:

(r-1)*CMR+1(k-1)*CME

ER = (rk-1)*CME

(91)

Férmula en la que CMR es el Cuadrado Medio de las Repeticiones, CME
es el Cuadrado Medio del Error, r es el nimero de repeticiones o bloques y k es el
nuimero de tratamientos.

Un ejercicio similar a un disefio BCA se vio ya en la seccién 9.5. Se trata de
la prueba t para observaciones pareadas. La igualdad se basa en la relacién t? = F
cuando se tiene Unicamente dos tratamientos. Las unidades experimentales se
agrupan en pares o bloques con dos unidades experimentales homogéneas. Sin
embargo, cuando se requiere evaluar mds de dos tratamientos, el procedimiento
es mediante un andlisis de varianza.

En el siguiente ejercicio se presenta el analisis de un experimento conduci-
do con un disefio de bloques completos al azar (BCA):

Ejercicio 15.5.1. En un experimento se generaron progenies de cruzas entre cinco
materiales de maiz reventdén (canguil), con un hibrido de maiz semiduro dentado
(Pardo, 1992)* En este ensayo se evalu6 el volumen de expansion de las primeras
cruzas (Filial 1 o F1). Como se detect6 una gradiente en el terreno, el diseno selec-
cionado fue un BCA, con seis tratamientos (se anadié un testigo comercial) y cinco
bloques. Realizar el andlisis correspondiente con los resultados que se presentan en
el siguiente cuadro. Calcular también, la eficiencia relativa del disefio empleado en
comparacién con un DCA. (Datos simplificados para facilidad del ejemplo):

29  Pardo, R.R. 1992. Estimaci6n de heterosis en la primera generacién de cruzas entre maices
reventones y un hibrido de maiz dentado blanco. Tesis. Escuela Agricola Panamericana.
Honduras, C.A.
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Cuadro 1. Volumen de expansién de cruzas de maiz tipo canguil

Bl Tratamientos R
oques j
E Te Al A2 71 72 z3 ’
1 23.5 15.9 19.5 13.4 17.6 13.1 103.0
2 19.6 17.3 12.7 12.5 16.6 9.0 87.7
3 16.3 14.6 10.3 11.8 18.8 7.2 71.0
4 23.9 20.8 18.2 15.0 13.5 10.9 102.3
5 20.2 15.4 16.3 6.8 12.0 15.3 86.0
Ti 103.5 84.0 77.0 59.5 70.5 55.5 Z Yy = 4500
Y; 20.7 16.8 15.4 11.9 14.1 11.1 Y=15

Los maices reventones de las cruzas fueron: Al y A2, americanos introduci-
dos de Nebraska e Indiana; Z1, Z2 y Z3 provenientes del banco de germoplasma,
los dos primeros de origen ecuatoriano y el tercero de origen colombiano. El tes-

tigo, tratamiento Te, fue un maiz reventén comercial.

Para encontrar los componentes de variacién debe calcularse primero el

Factor de Correccidn. Esto es:

_(Zvy)" @50
T rk=n_ 5%

FC = 6750

La Suma de Cuadrados Total es:

SCT = ¥, YA-FC = (23.5% + 15.9%+...+15.32)-6750 = 542.8

La Suma de Cuadrados de las Repeticiones es:

YR} (103.0% + 87.7%+...+86.0?)
SCR = ——=-FC = z - 6750 = 117.1

La Suma de Cuadrados de los Tratamientos es:

2 2 2
(1035 +87’Z ++555%) 6750 = 307.6

2
SCTrat = £L-FC =

La Suma de Cuadrados del Error se encuentra por diferencia:

SCE = SCT-SCR-SCTrat = 542.8-117.1-307.6 = 118.1

Con esta informacidn se estructura el cuadro ADEVA:
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Cuadro 2. Andlisis de Varianza de los datos de volumen de expansién en maiz canguil

FV SC gl CM F E s E .
Bloques 117.1 4 29.27 4.96** 2.87 4.43
Tratamientos 307.6 5 61.52 10.43** 2.71 4.10
Error 118.1 20 5.90
Total 542.8 29

Nota: dos asteriscos (**) denotan valores de F significativos al nivel alfa de 0.01

Para los tratamientos, el valor de F igual a 10.43, significativo a una proba-
bilidad P < 0.01, sefiala que hay diferencias entre las medias. En el Capitulo 17 se
verd lo concerniente a los métodos de identificacién de las medias estadisticamen-
te diferentes de otras medias.

El valor de F significativo para bloques, a un nivel alfa también menor de
0.01, indica que se logré remover variacién del error experimental gracias al em-
pleo del disefio BCA.

La eficiencia relativa (férmula 103) es:

_ 4%29.27+5*5%5.90

ER
29%5.90

= 1.55

El valor 1.55 indica que se gané un 55% en eficiencia al emplear un disefio
BCA y no un DCA. Generalmente, cuando se detecta una diferencia significativa
entre bloques, la eficiencia relativa senalard que la precisién del experimento se
increment6 al emplear un BCA.

Los resultados obtenidos con Statistix se presentan a continuacion:

Randomized Complete Block AOV Table for Volumen

Source DF SS MS F P
Bloques 4 117.097 29.2742

Trat 5 307.600 61.5200 10.42 0.0000
Error 20 118.123 5.9062

Total 29 542.820

Grand Mean 15.000 CV 16.20



DISERO DE BLOQUES COMPLETOS AL AZAR (BCA)

247

Tukey’s 1 Degree of Freedom Test for Nonadditivity

Source DF SS MS F P
Nonadditivity 1 5.534 5.53415 0.93 0.3460
Remainder 19 112.589 5.92575

Relative Efficiency, RCB 1.55

Means of Volumen for Trat

Trat Mean

Te 20.700

Al 16.800

A2 15.400

z1 11.900

72 14.100

Z3 11.100

Observations per Mean 5
Standard Error of a Mean 1.0868
Std Error (Diff of 2 Means) 1.5370
Comentarios:

El Coeficiente de Variacién de 16.20% en el Ejercicio 15.1 es relativamente
alto, pero se justifica por tratarse de materiales heterocigéticos de diferen-
tes procedencias.

De acuerdo con el modelo lineal, los datos deben ser aditivos. El programa
Statistix, en esta opcion, realiza la prueba de Tukey para la falta de adi-
tividad ( “nonadditivity”, en los resultados que presenta). En el Ejercicio
anterior, la probabilidad encontrada para la prueba de falta de aditividad
fue de 0.3460. Como la probabilidad es mayor que 0.05 se acepta que los
datos de este ejemplo si son aditivos. En general, cuando los datos no son
aditivos, las varianzas de los tratamientos no son homogéneas. Una posible
solucién cuando se presentan estos casos es el empleo de procedimientos
de la estadistica no paramétrica (Capitulo 24).







Capitulo 16
Diseno cuadrado latino

Los medios principales para adquirir conocimiento son
tres: observacién, reflexion y experimentacién. La ob-
servacion recoge hechos, la reflexién los combina y la
experimentacion verifica el resultado”. Denis Diderot™

El Cuadrado Latino (CL) es un disefio que tiene un nimero igual de trata-
mientos, columnas e hileras. Se designan como columnas e hileras a los equiva-
lentes de los bloques de un disefio BCA. El nombre se debe al famoso matematico
suizo Euler’ que identificaba las casillas de un cuadrado con letras griegas y la-
tinas para plantear conjeturas combinatorias. Sin embargo, las casillas o unidad
experimentales pueden identificarse con cualquier letra, simbolo o nimero.

La caracteristica del Cuadrado Latino es que cada tratamiento debe estar
presente solo una vez en cada columna y solo una vez en cada hilera. Este diseno
es de gran utilidad cuando en el terreno experimental se detectan dos gradien-
tes, perpendiculares una de otra. Se lo utiliza también en ganaderia, en experi-
mentos en que la misma unidad experimental rota por diferentes periodos. En
este caso, “las gradientes” son las unidades experimentales y los periodos. Con
el mismo concepto, el diseio de Cuadrado Latino se utiliza en la industria y en
otros campos.

16.1. La aleatorizacién en el Cuadrado Latino

La aleatorizacién de los tratamientos en un disefio Cuadrado Latino estd
restringida dentro de las hileras y columnas, en tal forma que todas las hileras
y todas las columnas tengan todos los tratamientos. Esta restriccién determina
que el nimero de tratamientos sea igual al nimero de columnas y de hileras. Los
disefios CL se identifican con el nimero de tratamientos Kk, elevado al cuadrado.

30 Fil6sofo y enciclopedista francés. https://www.brainyquote.com/authors/denis_diderot
31  http://www.maa.org/press/periodicals/convergence/euler-squares-euler-squares
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Como ejemplo, k2 = 42 = 16 es un diseno CL con cuatro tratamientos y 16 uni-
dades experimentales.

Desde el punto de vista matemadtico, el nimero de permutaciones® posibles
que puede darse, para formar los cuadrados latinos se incrementa aceleradamente
con el nimero k. Como ejemplo, para un cuadrado latino 4* hay 576 permutacio-
nes. Para un 5? hay 161,280 permutaciones. Para un cuadrado latino 9%, el nimero
de permutaciones posibles es la astronémica cantidad de 5.5247*10%. El popular
juego Sudoku tiene como base un cuadrado latino 9% aunque por las restricciones
propias del juego el numero de permutaciones es menor que el senalado.

Para la aleatorizacién se disponen los tratamientos en forma sistemdtica,
como se presenta en el Cuadro 16.1.1 para un Cuadrado Latino 5% Note en el cua-
dro que la primera hilera tiene las letras que designan a los cinco tratamientos en
orden alfabético. Luego, la segunda hilera empieza con la segunda letra y termina
con la primera. Se sigue este procedimiento hasta completar el cuadro. Con este
arreglo sistemdtico se cumple el requisito clave que ningtn tratamiento puede
repetirse en ninguna hilera o columna.

A continuacion, se sortea el orden de las columnas e hileras del Cuadro
16.1.1. Los nimeros al azar pueden obtenerse con cualquier método de los des-
critos. Para las columnas, el sorteo obtenido con Statistix fue: 1, 3, 4, 5, 2. Para las
hileras fue: 2, 5, 3, 4, 1. El resultado, siguiendo el orden del sorteo, se presenta en
el Cuadro 16.1.2.

Cuadro 16.1.1. Distribucién sistemdtica de los tratamientos A, B, C, D, E
en un Cuadrado Latino 52, previa a la aleatorizacién

Columnas
Hileras 1 2 3 4 5
1 A B C D E
2 B C D E A
3 C D E A B
4 D E A B C
5 E A B C D

32 https://en.wikipedia.org/wiki/Latin_square
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Cuadro 16.1.2. Cuadrado Latino. Tratamientos aleatorizados
en columnas e hileras a partir del Cuadro 16.1

Columnas
Hileras 1 3 4 5 2
2 B D E A C
5 E B C D A
3 C E A B D
4 D A B C E
1 A C D E B

Note que el arreglo obtenido en el cuadro anterior es uno de los 161,280
posibles.

Como el nimero de columnas e hileras no tiene significado alguno, se pue-
de, por conveniencia para evitar errores, enumerar nuevamente en forma ordinal
las columnas e hileras.

16.2. Ventajas y Desventajas del Disefio Cuadrado Latino

El CL tiene la ventaja que remueve variacién en dos direcciones, es de-
cir, por hileras y columnas. Esta variacion, de no usarse un CL, inflaria el Error
Experimental. Otra ventaja es que el analisis y conducciéon del experimento son
relativamente faciles.

Las desventajas del CL son:

1. No se recomienda para experimentos con menos de cuatro tratamientos ni
mads de ocho. En el primer caso, por haber pocos grados de libertad para el
error y en el segundo por ser experimentos demasiado grandes.

2. Sino se detectan claramente las fuentes de variacién se pierden, innecesa-
riamente, grados de libertad del error.

3. Si se pierden los datos de una o mds unidades experimentales se deben esti-
mar estos valores mediante el uso de férmulas algo complicadas. (Sin embar-
g0, los programas estadisticos por defecto estiman los valores perdidos.)

16.3. El modelo Lineal Aditivo para el Cuadrado Latino

El modelo lineal aditivo para el andlisis del disefio Cuadrado Latino es:

Yijk:u+hi+cj+rk+eijk
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Modelo en el que una observacion cualquiera Yjjk es el resultado aditivo de
una media, del efecto de la hilera, del efecto de la columna, del efecto del trata-
miento y del error experimental. Los componentes del error deben seguir una dis-
tribucién normal, con media igual a cero y varianza desconocida. Una presuncion
importante en este modelo es la ausencia de interaccion real entre tratamientos,
hileras y columnas. La interaccidn resultante, se supone, proviene inicamente del
azar y constituye el error experimental.

Las fuentes de variacién en el Cuadrado Latino incluyen, ademds de las sumas
de cuadrados ya identificadas en los disefios anteriores, las sumas de cuadrados de hile-
ras y de columnas. La relacién, que puede intuirse por el modelo lineal, es la siguiente:

SCT = SCH + SCC + SCTrat + SCE 135 formulas para encontrar cada compo-
nente se presentan a continuacion:

1. Suma de Cuadrados Total SCT =Y, Y, -FC
2

2. Suma de Cuadrados Hileras SCH=Y HTi-F c (92)
2

3. Suma de Cuadrados Columnas SCC = 2%'FC (93)

2
4. Suma de Cuadrados Tratamientos SCTrat = ), %" -FC (94)
5. Suma de Cuadrados Error SCE = SCT-SCH-SCC-SCTrat

2
El Factor de Correccién es: p¢ = i)
k*k

Con la informacién anterior se puede estructurar el modelo del Analisis de
Varianza (ADEVA):

Cuadro 16.3.1. Modelo del Cuadro ADEVA para el Disefio Cuadrado Latino

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado Valores
Variacion (FV) | Cuadrados (SC) Libertad (gl) Medio (CM) Fisher (F)
SCH CMH
Hil SCH -
reras k-1 k1 CME
scc CMC
SCC - —_ -
Columnas k-1 =] “ME
SCTrat CMTrat
T i SCTrat - it -
ratamientos k-1 = UE
SCE
SCE k-1)(k-2 -
Error (k-1)(k-2) D)
TOTAL SCT k2-1 = n-1
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Veamos un ejemplo:

Ejercicio 16.3.1. En un experimento de cultivos asociados, conducido con un di-
seno Cuadrado Latino, se evalud el efecto de cinco distancias de siembra de sorgo
sobre el rendimiento de una variedad de soya (Romero, 1993)*. La aleatorizacién
empleada fue la del Cuadro 16.2. Las distancias de siembra del sorgo fueron: A = 5
cm, B=10cm, C=15cm, D =20 cm, E = 25cm. (Algunas caracteristicas del ensayo
se modificaron por razones del ejemplo.) Los rendimientos de la variedad de soya,
en quintales métricos por hectdrea (q/ha), se presentan en el siguiente cuadro:

Cuadro 1. Resultados de rendimiento de soya en qg/ha, bajo el efecto
de cinco distancias de sorgo en cultivos asociados. Disefio Cuadrado Latino

Columnas
H;

Hileras 1 2 3 4 5

1 B=23.68 D=20.80 E=20.50 A=16.82 C=18.45 100.25

2 E=20.86 B=19.15 C=14.44 D=26.21 A=16.06 96.72

3 C=28.25 E=32.17 A=29.50 B=17.73 D=29.59 137.24

4 D=25.32 A=14.54 B=18.53 C=19.44 E=25.47 103.30

5 A=14.85 C=17.57 D=16.31 E=14.09 B=22.02 84.84

G 112.96 104.23 99.28 94.29 111.59 Z Yijie = 522.35

Distancias de siembra (tratamientos)
A=5cm B=10cm C=15cm D=20 cm E=25 cm

Ty 91.77 101.11 98.15 118.23 113.09
Tk 18.35 20.22 19.63 23.65 22.62

Con los resultados del Cuadro 1 se realiza el Analisis de Varianza pertinen-
te. Primero es necesario encontrar el Factor de Correccion:

_(Z¥)" (5223572

FC = = =10,913.
€= > 0,913.98

Debe, a continuacidn, calcularse las diferentes Sumas de Cuadrados:

33  Romero, A.R. 1993. Niveles de competencia de maiz y sorgo sobre el cultivo de soya en aso-
cio, en el valle del Zamorano y en fincas de pequefios productores. Tesis. Escuela Agricola
Panamericana. Honduras, C.A.
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SCT = Z ij -FC = (23.68% + 20.80%+...+22.02%)-10,913.98 = 672.53

H? 100.25 + 96.72%+... +84.842
SCH = ZT-FC = z -10,913.98 = 307.69

Cj2 112.962 4+ 104.23%+...+111.592
SCC = ZT-FC =

T -10,913.98 = 50.68

Y T? oo 91.77% + 101.11%+... +113.092

SCTrat = -
ra 5

-10,913.98 = 95.23

SCE = SCT-SCH-SCC-SCTrat = 218.93

Los resultados del andlisis de varianza (Cuadro 2) indican que las distancias
de siembra de sorgo aparentemente no influyeron en el cultivo asociado de soya.
El valor F de 1.31, con probabilidad P > 0.05, asi lo sugiere. Se esperaba que las
poblaciones mas altas de sorgo ejercieran mayor competencia sobre las plantas de
soya, por luz y nutrimentos. Posiblemente la distancia entre surcos de soya y sorgo
pudo influir en la falta de efecto.

Cuadro 2. Cuadro ADEVA para el rendimiento de soya. Disefio Cuadrado Latino

EV. S.C. gl CM F E, E,
Hileras 307.69 4 76.92 4.22% 3.26 5.41
Columnas 50.68 4 12.67 0.69 n.s.

Distancias 95.23 4 23.81 1.31 n.s.
Error 218.93 12 18.24
TOTAL 672.53 24
CV = m*loo = 20.44%
20.89

Las hileras removieron variacién que hubiera inflado el error experimental.
Este efecto de las hileras fue significativo (P < 0.05) . La remocién de variabilidad
por parte de las columnas no fue significativa. De realizarse otro experimento en
el mismo terreno se recomendaria emplear un BCA en el que las hileras serian
los bloques.



DISERO CUADRADO LATINO

255

Los resultados con el programa Statistix son los siguientes:
Statistix 9.0 soya dist sorgo CL,

Latin Square AOV Table for Rendimien

Source DF Ss Ms F P
Hileras 4 307.690 76.9225
Columnas 4 50.680 12.6700
Distancia 4 95.233 23.8082 1.30 0.3228
Error 12 218.931 18.2442
Total 24 672.534
Grand Mean 20.894 CV 20.44
Tukey’s 1 Degree of Freedom Test for Nonadditivity
Source DF SS MsS F P
Nonadditivity 1 0.632 0.6322 0.03 0.8616
Remainder 11 218.299 19.8453
Relative
Efficiency
Completely Randomized Design 1.49
Randomized Complete Block, Hileras 0.91
Randomized Complete Block, Columnas 1.59

Means of Rendimien for Distancia

Distancia Mean

5 18.354

10 20.222

15 19.630

20 23.646

25 22.618

Observations per Mean 5
Standard Error of a Mean 1.9102

Std Error (Diff of 2 Means) 2.7014




LeoNARDO CORRAL DAVALOS

256

Comentarios:

*  El coeficiente de variacion del ejercicio anterior es muy alto para un cultivo de
auto-polinizacién como la soya. Posiblemente se presentaron problemas en la
conduccién del ensayo, como la presencia de plagas y periodos de sequia, que
pudieron afectar diferencialmente los rendimientos de las parcelas.

+  De acuerdo con la informacién de la eficiencia relativa, que provee
Statistix, hubiera sido mejor realizar el experimento con un disefio de
Bloques Completos al Azar. Si los bloques hubieran sido las hileras, se
hubiera ganado un 59% mas en precision. Esto, principalmente porque se
tendria 16 grados de libertad para el error. Con un Diseno Completamente
al Azar también se hubiera ganado en precisién, en comparacién con el
Cuadrado Latino. Esta informacién es importante para futuros experimen-
tos en el mismo sitio.

+  Como los tratamientos fueron cuantitativos, se podrian evaluar posibles
tendencias mediante andlisis de regresiéon o el método simplificado de
regresidn que se conoce como comparaciones ortogonales. En el Capitulo
17 se verd un ejemplo con los datos de este ejercicio.

16.4. El Cuadrado Latino en investigaciones pecuarias

En investigaciones pecuarias puede emplearse cualquier disefio experimen-
tal. Sin embargo, el principal problema en algunas investigaciones es contar con
suficientes unidades experimentales. En este caso es importante el uso de alguno
de los disefios reversibles*, en los que un mismo animal o grupo de animales re-
cibe dos 0 mds tratamientos en secuencia. El Cuadrado Latino, en experimentos
con animales, es parte de los disefios reversibles. En este caso, cada animal recibe
en secuencia, a través del tiempo, todos los tratamientos en estudio. Las secuen-
cias o periodos constituyen las hileras, mientras que los animales se constituyen
en las columnas.

Como se menciond, una limitacién importante en los cuadrados latinos
es el tamano del experimento, lo que determina pocos grados de libertad para el
error. Con tres tratamientos se tiene solo dos grados de libertad para el error. Con
cuatro tratamientos, los grados de libertad del error son seis. Con pocos grados
de libertad se pierde precision en el experimento. A este inconveniente se une el

34 Morris T.R. 1999. Experimental Design and Analysis in Animal Sciences. CABI Publishing,
New York. Chapter 5, Change-Over Designs, p. 42-52



DISERO CUADRADO LATINO

257

hecho de que por lo general se dispone de pocos animales que pueden asignarse
a la investigacion.

La solucién a los dos problemas anteriores es el empleo de un experimento
con dos 0 més cuadrados latinos de igual tamafio. Obviamente, los tratamientos
son los mismos en los dos cuadrados, pero también los periodos (hileras) o los
animales (columnas) podrian ser los mismos.

Una vez que se ha ejecutado el experimento, se realiza el analisis de cada
cuadrado en forma individual y si las varianzas son homogéneas, se pueden com-
binar los resultados en un solo cuadro ADEVA. El esquema del andlisis de varian-
za para el caso de dos cuadrados latinos 42, en los que las hileras son “periodos” y
las columnas “animales’, se presenta en el Cuadro 16.4.1.

El Cuadro 16.4.1 se explica por si solo. En la situaciéon que consta en el
cuadro, se supone que hubo ocho periodos y ocho animales o grupos de animales.
De ahi los seis grados de libertad de cada uno. Esto implica que los ensayos se rea-
lizaron en diferentes épocas. Si los dos ensayos se realizaran simultdneamente, los
periodos serian los mismos y habria solo tres grados de libertad. Los tres restantes
pasarian al error experimental.

Cuadro 16.4.1. Esquema del Andlisis de Varianza combinado para dos cuadrados
latinos 42, ejecutados en periodos diferentes y con diferentes animales

Fuente de Variacién Grados de libertad
Cuadrados c-1=1
Periodos dentro de los cuadrados c(k-1) =6
Animales dentro de los cuadrados c(k-1) =6
Tratamientos k-1=3
Error c(k-1)(k-2) + (c-1)(k-1) = 15
TOTAL ck?-1 =31

Veamos un ejemplo:

Ejercicio 16.4.1. En una empresa avicola se planific evaluar el efecto de cuatro
dietas en el peso de los huevos. La empresa produce su propio alimento (el trata-
miento testigo T), mientras que las otras dietas (tratamientos A, B y C) provienen
de la competencia. Se decidié emplear dos cuadrados latinos 42. Para el efecto, se
designaron al azar ocho jaulas con 10 ponedoras en cada jaula. Las ponedoras
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eran de la misma edad y procedencia genética. Los animales de cada jaula fueron
alimentados durante cuatro periodos con cada una de las dietas. Los periodos de
alimentacién duraron 24 dias cada uno, pero sélo se registraron los datos de peso
de huevos en los dltimos 12 dias de cada periodo. El objetivo de esto era eliminar
cualquier efecto remanente de la dieta anterior. Los dos cuadrados latinos se eje-
cutaron simultdneamente. La aleatorizacidn y resultados preliminares obtenidos
se presentan en los Cuadros 1 y 2. Realizar los andlisis estadisticos pertinentes:

Cuadro 1. Cuadrado Latino 1. Peso promedio de huevos, gramos

Jaulas: 1a4
Periodos 12
1 2 3 4
1 T=47.7 C=41.9 B=58.3 A=50.5 198.4
2 C=44.6 B=60.2 A=54.1 T=52.2 211.1
3 B=57.3 A=59.7 T=51.1 C=47.2 2153
4 A=55.2 T=49.8 C=45.3 B=61.4 211.7
I 204.8 211.6 208.8 211.3 Z Yijr = C; = 836.5
Dietas
A B C T
Ty 219.5 237.2 179.0 200.8
Y, 54.9 59.3 44.8 50.2

Cuadro 2. Cuadrado Latino 2. Peso promedio de huevos, gramos

Jaulas:5a8
Periodos 5 6 7 8 P;
1 B=55.7 T=51.6 C=46.5 A=54.6 208.4
2 A=56.4 C=43.9 B=52.3 T=48.8 201.4
3 C=42.9 A=53.1 T=54.3 B=59.0 209.3
4 T=52.4 B=62.8 A=57.4 C=46.7 219.3
Jj 207.4 2114 210.5 209.1 Z Yij = C; = 8384
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Dietas
A B C T
Ty 215 229.8 180.0 207.1
Y 5.4 57.5 45.0 51.8

Observe que en los Cuadros 1y 2, los periodos P; son las hileras, mientras

que las jaulas /; son las columnas. Los resultados de los analisis con Statistix se
presentan a continuacion:

CUADRADO LATINO 1

Statistix 9.0

Latin Square 1 AOV Table for PESOHUEVO

Source DF SS MS F P
PERIODO 3 40.922 13.641

JAULAS 3 7.417 2.472

DIETAS 3 468.167 156.056 30.52 0.0005
Error 30.679 5.113

Total 15 547.184

Grand Mean 52.281 CVv 4.33

Means of PESOHUEV(0 for DIETAS

DIETAS Mean

A 54.875

B 59.300

C 44.750

T 50.200
CUADRADO LATINO 2
Statistix 9.0
Latin Square 2 AOV Table for PESOHUEVO

Source DF SS MS F P
PERIODO 3 40.715 13.572

JAULAS 3 2.285 0.762

DIETAS 3 358.015 119.338 13.03 0.0049
Error 6 54.945 9.157

Total 15 455.960
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Grand Mean 52.400 Cv 5.78

Means of PESOHUEV(0 for DIETAS

DIETAS Mean

A 55.375
B 57.450
C 45.000
T 51.775

Para combinar los dos cuadrados latinos, en un solo andlisis similar (pero
no igual) al del esquema del Cuadro 16.4.1, es importante que las varianzas del
error experimental de los dos cuadros ADEVA presenten homogeneidad. De lo
contrario, los resultados se discutirian en forma individual para cada caso.

La homogeneidad de las varianzas se evaltia mediante la prueba F (ver sec-
cién 9.1). Generalmente se escoge el nivel alfa de probabilidad de 0.05. En la tabla
F (Apéndice D) el valor correspondiente a seis grados de libertad para el numera-
dor y seis para el denominador es igual a 4.28. La prueba F es:

_ CMEgnayory _ 9.16

= - =1.79
CME(menory 511

El valor de la prueba F no supera al valor de la tabla. Se concluye que las
varianzas son homogéneas (el nivel de error es el 5%). Por lo tanto, pueden com-
binarse los dos cuadrados latinos en un solo cuadro ADEVA. Si las varianzas no
fueran homogéneas se violaria una presunciéon necesaria para el analisis y se co-
rrerfa el riesgo de arribar a conclusiones erréneas.

Para combinar los dos cuadrados latinos en un solo cuadro es importante
tener en cuenta que los periodos y los tratamientos (dietas) fueron los mismos, no
asi las jaulas. Por lo tanto, deben sumarse las cantidades correspondientes. Esto se
presenta en el Cuadro 3:

Cuadro 3. Totales de periodos y dietas de los dos cuadrados latinos combinados

Periodos
Total Cuadrados
1 2 3 4
Cuadrado 1 | 198.4 211.1 215.3 2117 C; = 836.5
Cuadrado2 | 208.4 201.4 209.3 219.3 C, = 8384
Total Pii 406.8 412.5 424.6 431.0 C=0C +C,=16749
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Tratamientos
Total Cuadrados
A B C T

Cuadrado 1 219.5 237.2 179.0 200.8 C; =836.5
Cuadrado 2 221.5 229.8 180.0 207.1 C, = 8384
Total Ty, 441.0 467.0 359.0 407.9 C=0C+C,=16749
Medias V. | 5513 58.38 44.88 50.99

El procedimiento para construir el cuadro ADEVA del anélisis combinado

es el siguiente:

1.

Primero se obtiene la Suma de Cuadrados Total de todas las observaciones
(32 en total). Esto es:

(ZZYijk)z
2k?

(1674.9)?

= (47.7% + 41.9%+... +46.7%)- -

Note que, para el andlisis combinado de los dos cuadrados latinos, el Factor
de Correccién es:

2
Y. C? 1674.92
po QTN ¢ et

Luego se encuentra la Suma de los Cuadrados de los cuadrados latinos:

CZ+C2 836.52 + 838.4% 1674.92
SC(CL) = —5—=-FC = - —py— =011

La Suma de Cuadrados de los Periodos se encuentra a partir de los totales
P;; (Cuadro 3):

Y P? 406.8% + 412.5% + 424.6% + 431.0% 1674.92
SCP; = T-FC = 5 —35 = 45.77

Como las jaulas del cuadrado 1 eran distintas de las jaulas del cuadrado 2,
tan solo se afiaden las Sumas de Cuadrados de Jaulas de los dos ADEVA. Esta
cantidad es igual a 9.7 y recibe el nombre de “Suma de Cuadrados de Jaulas
dentro de los cuadrados”. Tiene, en este caso, seis grados de libertad (un total
de ocho jaulas, menos un grado por jaulas y otro por los cuadrados).
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5. La Suma de Cuadrados de los Tratamientos se encuentra a partir de los
totales T}, (Cuadro 3):

YT FC = 441.0% + 467.0% 4+ 359.0% + 407.9% 1674.92

SCTTatkk = ok 3 32

= 813.86

6. La Suma de Cuadrados del Error se puede encontrar por diferencias a
partir de la Suma de Cuadrados Total. Pero también, a partir de la suma
de cuatro componentes ortogonales (independientes) del error. Los dos
primeros son las SCE de los dos cuadrados latinos: 30.67 y 54.94. El tercer
valor es la diferencia entre la suma de las SCP de los dos cuadrados latinos
y el valor de la SCP;;: (40.92 + 40.71)-45.77 = 35.86. El cuarto valor es la
diferencia entre la suma de las SCTrat de los dos cuadrados latinos y el
valor de la SCTraty,:

(468.16 + 358.01)-813.86 = 12.31. Al sumar los valores de los cuatro com-
ponentes se obtiene la Suma de Cuadrados del Error del andlisis combinado:

SCE =30.67 + 54.94 + 35.86 + 12.31 = 133.78 (hay una pequena dife-
rencia por redondeo).

Al sumar los grados de libertad de los cuatro componentes, el aporte total
es de 18 grados.

Con todos estos elementos se puede construir el cuadro ADEVA:

Cuadro 4. Andlisis de Varianza de dos Cuadrados Latinos 4? combinados

Fuente de Variacion S.C. gl C.M. 13 Foo5 Fyo1
Cuadrados Latinos 0.11 1

e deno e [ 70— |

Periodos 45.77 3 15.26 2.05 n.s. 3.16 5.09
Tratamientos 813.86 3 271.29 36.51**

Error 133.82 18 7.43

TOTAL 1003.26 31

Puede observarse que no hubo diferencias entre los periodos. Las diferen-
cias entre tratamientos o dietas fueron estadisticamente significativas (P <0.01).



Capitulo 17
Métodos de comparacion de medias

“Si crees que tu experimento necesita un estadistico, lo
que quizd en verdad necesitas es un mejor experimen-
to”. Ernest Rutherford®

En la planificaciéon de los experimentos hay varios puntos importantes que
considerar, entre ellos y en este orden, la seleccion de los tratamientos que con-
duzcan a las respuestas esperadas, la selecciéon de las unidades experimentales en
relacion con sus caracteristicas y la decision de qué disefio experimental emplear.
Aspectos de gran importancia en la planificaciéon de experimentos y que muchas
veces no se toman en cuenta son las pruebas posteriores que deben realizarse des-
pués del Andlisis de Varianza (ADEVA).

En el andlisis de varianza la hip6tesis nula se refiere a todas las medias de
los tratamientos. En las pruebas posteriores, que reciben el nombre de “métodos
de separaciéon o comparaciéon de medias”, hay varias hipdtesis nulas cuyo ndmero
depende del numero de comparaciones que se hagan. Estos métodos no pueden
usarse indiscriminadamente y dependen de varias condiciones, como se demos-
trard posteriormente. En todo caso, si el método escogido no es el adecuado no se
logrard extraer toda la informacién posible de los resultados obtenidos y lo que es
peor, se puede llegar a conclusiones erradas.

Es importante sefialar que los métodos de separacién de medias pueden
emplearse con cualquier disefio experimental.

La primera condicién necesaria para decidir el método de separaciéon de
medias tiene que ver con los tratamientos o variable independiente. Hay dos tipos
de tratamientos: los cualitativos y los cuantitativos.

35 Ernest Rutherford. Fisico neozelandés. https://todayinsci.com/R/Rutherford_Ernest/
RutherfordErnest-Quotations.htm
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Tratamientos cualitativos son aquellos que pueden ser descritos con pa-
labras y que tienen un grupo de caracteristicas propias, limitadas a un espacio
muy corto. Un grupo de variedades de un cultivo, o los fungicidas que pueden
comprarse en un mercado, son ejemplos de tratamientos cualitativos. Cada va-
riedad tiene un nombre y un conjunto de caracteristicas genéticas especificas. Asi
mismo, cada fungicida tiene un nombre y un ingrediente activo especifico. En un
experimento se puede determinar qué variedad fue igual o mejor que otras o qué
fungicida tuvo mayor efecto. No hay puntos intermedios.

Tratamientos cuantitativos son aquellos que se describen con ndmeros y
que se refieren a medidas de peso, distancia, tiempo, temperatura, etc. Sus limites
s6lo dependen de la precisiéon de los instrumentos de medida. Diferentes niveles
de un fertilizante o diferentes dosis de un pesticida son tratamientos cuantitati-
vos. Si en un experimento se evalian cuatro dosis de un fertilizante: 0, 50, 100, 200
kg, y el resultado indica que 100 kg causo el mayor efecto, esa cantidad es s6lo un
punto de referencia de una escala continua. Bien pudo cualquier valor, menor o
mayor que 100 kg, dar igual o mejor resultado que el obtenido.

Comparacién de medias con tratamientos cualitativos

Cuando los tratamientos son cualitativos se presentan tres opciones para la
identificacion de diferencias estadisticamente significativas:

comparaciones entre todas las medias, igual nimero de repeticiones
comparaciones entre todas las medias, desigual nimero de repeticiones
comparaciones de las medias con la media testigo y

comparaciones ortogonales entre grupos de medias.

=

17.1. Todas las medias, igual nGmero de repeticiones

La comparacién de todas las medias de par en par es pertinente cuando los
tratamientos no pueden agruparse con algun criterio especifico. Como ejemplo,
en un experimento para evaluar diferentes variedades de un cultivo, este tipo de
comparaciones es el procedimiento mas indicado. Cuando se realizan todas las
comparaciones posibles entre medias, de par en par, el nimero de comparaciones
estd dado por la siguiente férmula:

_ k¥(k-1)
) (95)
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en la que w es el nimero de comparaciones y k es el nimero de tratamientos o
medias. Como ejemplo, si se tiene cuatro medias A, B, C, D, las seis comparacio-
nes posibles seran: A-B, A-C, A-D, B-C, B-D, C-D. A medida que se incrementa el
numero de medias el nimero de comparaciones sube exponencialmente. Esto se
demuestra en el siguiente cuadro:

Cuadro 171.1. Relacién entre k ndmero de medias
y w nimero de comparaciones posibles entre todas las medias

Valor de k 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 |13 | 14 | k
Valor de w 3 6 10 | 15 |21 |28 |36 |45 |55 |66 |78 |91 | w

en forma convencional, las pruebas se realizan al nivel de significacion alfa del 5%
o del 1%. Esto, por la restriccién que imponen las tablas respectivas. Sin embargo,
mediante el empleo de programas computarizados, el investigador puede escoger
el nivel de significacion que desee, aunque esto determine mayor o menor riesgo
de cometer algun tipo de error. (Error Tipo I — rechazar una hipétesis nula verda-
dera — si el valor alfa es muy alto. Error Tipo II — aceptar una hipétesis nula falsa
—si el valor alfa es muy bajo.)

Es importante considerar que, en algunas pruebas, a medida que aumenta
el niimero de comparaciones, también aumenta la probabilidad de declarar dife-
rentes medias que en realidad no lo son. Es decir, se incrementa la probabilidad de
cometer Error Tipo I (rechazar una hipétesis nula verdadera).

Con el objetivo de disminuir la probabilidad de cometer Error Tipo I, el
valor critico de algunas pruebas varia de acuerdo con el nimero de medias en
comparacién. Sin embargo, en este ultimo caso, con valores criticos méds altos,
puede cometerse Error Tipo II, que es la probabilidad de aceptar una hipdtesis
nula falsa. De acuerdo con el tipo de experimento, el investigador deberd decidir
qué implica mayor riesgo: rechazar una hipétesis nula verdadera o aceptar una
hipétesis nula falsa. Debera consecuentemente decidir qué prueba emplear. Estas
son las incertidumbres que debe enfrentar el investigador.

Existen varias pruebas para efectuar todas las comparaciones posibles entre
medias. Se analizardn las siguientes:

la prueba de la Diferencia Minima Significativa (DMS)
la prueba de Tukey (TUK)

la prueba de Scheffé (SCH)

la prueba de Bonferroni (BON)

Ll e
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5. la prueba de amplitud multiple de Duncan (AMD)
6. laprueba de Student-Newman-Keuls (SNK)

Las pruebas mencionadas, con excepcion de la DMS, pueden realizarse in-
cluso si se obtiene, en el cuadro ADEVA, un valor F no significativo. El valor F se
refiere a una sola hipdtesis nula y en la préctica representa un promedio de todas
las medias. Este promedio podria encubrir algunas diferencias reales entre medias.

La prueba de la DMS para comparar mds de tres o cuatro medias no es
adecuada. Esto, por cuanto la probabilidad de cometer Error Tipo I sube a medida
que se incrementa el nimero de medias en comparaciéon. Cochran y Cox (1968)*
sefialan que, si las pruebas son independientes y se realizan cinco comparaciones
supuestamente al nivel alfa 5%, la probabilidad de declarar diferentes dos medias
que no lo son sube a 23%; si son 10 comparaciones, sube a 40%; si son 20 compa-
raciones, sube a 64%.

Solo para efectos del ejemplo y para compararla con otras pruebas que
ofrecen alguin nivel de protecciéon de cometer Error Tipo I, se incluye en esta sec-
cién la prueba de la DMS.

En todos los casos de las pruebas mencionadas se evaltian las diferencias
entre pares de medias. La férmula para decidir si una diferencia es estadistica-
mente significativa o no, a un nivel de probabilidad prefijado, es la siguiente des-
igualdad: |}_’LYJ| > V.C.Prueba.Es decir que, si el valor absoluto’” de la diferencia
es igual o mayor que el valor critico de la prueba, las dos medias son estadistica-
mente diferentes. Note que en forma explicita se acepta o se rechaza la hipdtesis
de igualdad de las dos medias.

1. La Diferencia Minima Significativa (DMS)

Como la mayoria de las pruebas, La Diferencia Minima Significativa (DMS)
se basa en la distribucidn t. La férmula para calcular el valor critico de la DMS es
la siguiente:

DMS = tﬁ*Sa (96)

36 Cochran, W.G. and G.M. Cox. 1968. Experimental Designs. Second Edition, first corrected
printing. John Wiley & Sons, New York. p. 74.
37  Valor absoluto es el valor numérico sin tomar en cuenta el signo.
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En la férmula anterior, t,, ,, es el valor en la distribucién t con los g(rxados de
libertad del Cuadrado Medio del Error (CME) y al nivel de probabilidad 7. El va-
lor alfa sobre dos es la mitad del nivel de significacion al que se evalud la hipétesis
nula en el andlisis de varianza. Se divide para dos porque sélo interesa evaluar la
diferencia entre dos medias, sin importar si estin a la izquierda o a la derecha del
centro de la distribucidn t. Se recordara que el error estindar de la diferencia de
dos medias, Sz, se us6 en el Capitulo 7 en la prueba t para observaciones pareadas.
La férmula es: Sg = \/2 * CME [r

La Diferencia Minima Significativa (DMS), como el nombre lo indica, es el
valor minimo que la diferencia absoluta (independiente del signo) entre dos me-
dias debe superar para que las medias se declaren estadisticamente diferentes. (En
otras pruebas de separaciéon de medias, el equivalente al concepto de la DMS, se
denomina sencillamente valor critico.) Esto concepto, expresado en una férmula,
es el siguiente:

|Ye-Y,| = DMS
En otras palabras, si la diferencia absoluta entre dos medias es igual o ma-

yor que la DMS, la diferencia es estadisticamente significativa al nivel que se haya
realizado la prueba. Veamos un ejemplo:

Ejercicio 17.1.1. En el Ejercicio 14.7.1, en un experimento conducido con un
DCA se estudio el efecto de seis tratamientos (fungicidas) en el rendimiento de
café. Separe las medias usando la prueba DMS. El cuadro ADEVA vy el cuadro de
medias se presentan a continuacién:

Cuadro 1. Andlisis de Varianza (Cuadro ADEVA)

EV. SHC, G.L. C.M. F F .. F .
Fungicidas | 735.81 5 147.16 30.53** 2.77 4.25
Error 86.77 18 4.82
Total 822.58 23

Cuadro 2. Medias de rendimientos de café

Fungicidas A B C D E F

Medias, ?’ 19.47 19.45 23.65 13.47 12.62 6.85




LeoNARDO CORRAL DAVALOS

268

Elvalor de la prueba F fue significativo al nivel alfa del 1%, es decir: (P < 0.01)
. Consecuentemente se rechazd la hipétesis nula de igualdad de todas las diferencias
entre medias. El problema es ahora determinar qué medias son diferentes.

Para encontrar el valor de la DMS a un nivel alfa del 0.01 debe definirse
primero las cantidades que intervienen en la férmula de la DMS:

El valor de t,/, con 18 grados de libertad y al nivel de 0.005 se lo encuentra
en la Tabla t del Apéndice B. El valor es igual a 2.88.

El error estandar de la diferencia de dos medias es igual a:

S — 2CME _ 2(4.82) — 155
d r 4

Por lo tanto, el valor de la Diferencia Minima Significativa es:

DMS = to,S7 = 2.88¥1.55 = 4.46

Como en el experimento hubo seis medias, el valor de w, nimero total de
comparaciones, es igual a 15, de acuerdo con la férmula (95). Segtin la expresién
|7a-Y_b| > DMS , si la diferencia entre las medias supera el valor de 4.46, entonces la
diferencia se declara estadisticamente significativa al nivel alfa del 1%. Tomemos
como ejemplo las primeras cuatro comparaciones:

Cuadro 3. Una muestra de comparaciones de medias con la DMS

Comparacién A menos B A menos C A menos D A menos E
Diferencia de Medias 119.47-19.45| 119.47-23.65| 119.47-13.471 119.47-12.62I
Diferencias absolutas 0.02 4.18 6.00 6.85
Significacién n.s. n.s. b b

Nota: n.s. indica que la diferencia no fue significativa, dos asteriscos (**) indica que la diferencia
fue significativa al 1%.
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Todas las 15 comparaciones se pueden obtener con el programa Statistix:
Statistix 9.0 ROYA CAFE 2,

LSD All-Pairwise Comparisons Test of REND by FUNG

FUNG Mean A B C D E

A 19.475

B 19.450 0.025

C 23.650 4.175 4.200

D 13.475 6.000%* 5.975% 10.175%*

E 12.625 6.850%* 6.825% 11.025* 0.850

F 6.8500 12.625* 12.600* 16.800* 6.625%* 5.775%
Alpha 0.01 Standard Error for Comparison 1.5525

Critical T Value 2.878 Critical Value for Comparison 4.4689

Las 15 comparaciones se presentan en una matriz triangular. De las 15
comparaciones, 11 resultaron significativas. Las diferencias significativas tienen
un asterisco, aunque el nivel alfa fue el 1%. Al pie de la matriz observe el valor t,
el valor del error estandar de la diferencia de dos medias y la Diferencia Minima
Significativa (Critical Value for Comparison) igual a 4.46. (Es importante recor-
dar que esto sélo sirve de ejemplo. En la préctica, el empleo de la prueba DMS
para todas las comparaciones posibles, como el de este ejemplo, no es adecuado.)

2. La prueba de Tukey (TUK)

La prueba de Tukey (TUK) puede usarse en experimentos con cualquier
numero de tratamientos cualitativos para evaluar estadisticamente todas las dife-
rencias entre pares de medias.

El valor critico para la diferencia entre dos medias de tratamientos es un
solo valor que toma en cuenta el niumero de tratamientos. Esto es, protege en bue-
na medida contra la probabilidad de cometer Error Tipo I (rechazar una hipétesis
nula verdadera), pero en cambio aumenta la probabilidad de cometer Error Tipo
IT (aceptar una hipétesis nula falsa). De todas maneras, la prueba de Tukey es una
de las mas usadas en la investigacion, por el nivel de proteccién que ofrece y por
la facilidad de ejecucion.

El valor para la prueba de Tukey (TUK), o valor critico, se encuentra me-
diante la siguiente férmula:
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— 4 kC_
TUK = q,*Sy (97)

El valor q, se encuentra en la tabla de Tukey, en el apéndice E, al nivel ¢
que se vaya a realizar la prueba (5% o 1%), con los grados de libertad del CME y
en la columna que corresponda al nimero de medias (p) en comparacion.

, L. . . 7 CME
La estadistica Sy es el error estindar de la media. La formula es: S, = [—.
T

El valor critico de la prueba TUK es igual al de la DMS cuando se comparan
uUnicamente dos medias. Si son més de dos medias, el valor critico de TUK es mads
alto que el de DMS. Por esta razon, en la prueba TUK se reduce la probabilidad de
cometer Error Tipo I. Veamos un ejemplo:

Ejercicio 17.1.2. Con los datos del Ejercicio 14.7.1 realice todas las 15 compara-
ciones posibles entre pares de medias con la prueba de Tukey, al nivel alfa del 1%.

El cuadro del andlisis de varianza (Cuadro ADEVA) y las medias de los seis
tratamientos (fungicidas) se presentaron en los Cuadros 1y 2 del ejercicio ante-
rior (Ejercicio 17.1.1).

Del cuadro ADEVA se requiere la siguiente informacién para calcular el
error estandar:

CME = 4.82, glError =18, r=4

Fl error estindar de la media es: Sy = \/CMTE = /4'7532 =1.10

Para encontrar el valor de 9o debemos acudir a la Tabla de Tukey en el
Apéndice E. Alli, al nivel de alfa al 1%, con p = 6 y grados de libertad del error =
18, se encuentra el valor g, = 5.60

Por lo tanto, el valor critico de la prueba de Tukey es:

TUK = q,*Sy = 5.60*1.10 = 6.16

Las diferencias en valor absoluto (sin tomar en cuenta los signos), entre
cualquier par de medias que supere el valor critico de la prueba TUK, se declara
significativa al nivel alfa que se haya escogido. Esto es: |¥;-¥;| > TUK. Como ejem-
plo, al comparar la media A con la C, se tiene lo siguiente:

El programa Statistix presenta los siguientes resultados:
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Statistix 9.0 ROYA CAFE 2,

Tukey HSD All-Pairwise Comparisons Test of REND by FUNG

FUNG Mean A B C D E

A 19.475

B 19.450 0.025

C 23.650 4.175 4.200

D 13.475 6.000 5.975 10.175*

E 12.625 6.850%* 6.825% 11.025* 0.850

F 6.8500 12.625* 12.600* 16.800* 6.625% 5.775
Alpha 0.01 Standard Error for Comparison 1.5525

Critical Q Value 5.602 Critical Value for Comparison 6.1503

Puede verse que con la prueba de Tukey son ocho las diferencias estadistica-
mente significativas al nivel alfa del 1%. Note que el programa encuentra el valor
de Tukey con la siguiente férmula:

S= 1.55
— g *_d — *
TUK = qq Vz 5.60 1.41=6.15

3. La prueba de Scheffé (SCH)

La prueba de Scheffé se basa en la distribucién F. Se emplea para realizar
todas las comparaciones posibles entre pares de medias. También se utiliza para
realizar todas las comparaciones posibles o contrastes entre grupos de medias,
aunque no hayan sido planificadas de antemano. Para el primer caso, el valor cri-
tico de la prueba SCH se encuentra con la siguiente férmula:

SCH = Sz*\/glk*F, (98)

La expresion glk se refiere a los grados de libertad de los tratamientos. La
expresién Fy se refiere al valor de F, con el nivel alfa escogido para la prueba y
con los grados de libertad de tratamientos en el numerador y del error en el de-
nominador. El valor de F se lo encuentra en la tabla F del Apéndice D. Veamos
un ejemplo:

Ejercicio 17.1.3. Con la informacién del Ejercicio 14.7.1 realice con la prueba de
Scheffé todas las comparaciones posibles entre pares de medias e identifique las
diferencias significativas al nivel alfa del 1%.
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Se procede a encontrar los componentes de la férmula de la prueba SCH.
El valor de los grados de libertad de los tratamientos glk es 5. El valor de F, al
1%, con 5 grados de libertad de los tratamientos en el numerador y 18 grados de
libertad del error en el denominador es igual a 4.25 (tablas F en los Apéndices D).

El valor de la prueba SCH es:
SCH = Sz*,/glk*F, = 1.5525*V5*4.25 = 7.15

Statistix 9.0 ROYA CAFE 2,

Scheffe All-Pairwise Comparisons Test of REND by FUNG

FUNG Mean A B (o] D E

A 19.475

B 19.450 0.025

c 23.650 4.175 4.200

D 13.475 6.000 5.975 10.175*

E 12.625 6.850 6.825 11.025* 0.850

F 6.8500 12.625* 12.600* 16.800* 6.625 5.775
Alpha 0.01 Standard Error for Comparison 1.5525

Critical F Value 4.248 Critical Value for Comparison 7.1550

El valor critico de Scheffé para las comparaciones fue 7.16. Observe en este
ejemplo que, con la prueba SCH, cinco diferencias fueron estadisticamente signi-
ficativas al nivel alfa del 1%.

Comentario: la prueba de Scheffé, en comparacién con otras pruebas, dis-
minuye sensiblemente la probabilidad de cometer Error Tipo I (rechazar una hi-
potesis nula verdadera). En este sentido, la prueba es excesivamente conservadora.

4. La prueba de Bonferroni (BON)

La prueba de Bonferroni se basa en la distribucién t. El valor critico de la
prueba de Bonferroni se encuentra con la siguiente férmula:
BON =t *S5
« e (99)
Note en el subindice de t la presencia de alfa prima, ¢'. Este valor, conocido

como la “correccién de Bonferroni”, tiene la finalidad de disminuir la probabili-
dad de cometer Error Tipo I. Alfa prima se encuentra con la siguiente férmula:
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' a
a =—
zw (100)

En esta correccion, o es el nivel de significacion de la prueba y w es el nt-
mero de todas las comparaciones posibles entre pares de medias. Se divide para
dos porque los signos de las diferencias pueden ser positivos o negativos, es decir,
pueden ubicarse a la izquierda o a la derecha de la curva de la distribucion t.

En el Apéndice B se encuentran los valores de t correspondientes a diferen-
tes probabilidades alfa, prefijadas de antemano. Sin embargo, las combinaciones
de valores de alfa y m son infinitas y consecuentemente no hay una tabla para
valores alfa prima. Sin embargo, mediante programas computarizados como Sta-
tistix, Excel u otros se pueden generar valores de alfa prima.

Veamos un ejemplo:

Ejercicio 17.1.4. Con los datos del Ejercicio 14.7.1, empleando la prueba de Bon-
ferroni, identifique las diferencias estadisticamente significativas entre pares de
medias al nivel alfa del 0.01, es decir 1%.

El primer paso es encontrar el valor de alfa prima, «'. Esto es:

Esta cantidad representa una fraccion de la distribucién t a cada extremo
de la curva. Mediante la funcién t inversa, en la opcidn “probability functions” de
Statistix se encuentra el valor de t para alfa prima igual a 0.00033 y 18 grados de
libertad para el error:

£(0.00033,18g1) = 4.11

Con esta informacién se puede proceder a determinar el valor critico de la
prueba de Bonferroni:
BON = t,*S3 = 411155 = 6.37

Toda diferencia entre dos medias, que sea igual o superior al valor critico

de BON (6.37), es declarada estadisticamente significativa al nivel alfa del 1%, en
este ejemplo.
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Con Statistix los resultados son:
Statistix 9.0 ROYA CAFE 2,

Bonferroni All-Pairwise Comparisons Test of REND by FUNG

FUNG Mean A B C D E

A 19.475

B 19.450 0.025

C 23.650 4.175 4.200

D 13.475 6.000 5.975 10.175%*

E 12.625 6.850%* 6.825% 11.025* 0.850

F 6.8500 12.625* 12.600* 16.800* 6.625%* 5.775
Alpha 0.01 Standard Error for Comparison 1.5525

Critical T Value 4.104 Critical Value for Comparison 6.3712

Note que con esta prueba, ocho de las 15 diferencias resultaron estadistica-
mente significativas.

Comentario: a semejanza de otras pruebas que presentan valores criticos
altos, la probabilidad de cometer Error Tipo II se incrementa en la prueba de
Bonferroni. Como ejemplo, la diferencia entre A y D es 6.00. Con la prueba de
Bonferroni se concluye que la diferencia no es significativa. Es decir, se acepta la
hipétesis nula de que las dos medias son iguales. Pero suponga que esa diferencia
fuera realmente significativa. Si este fuera el caso se estarfa aceptando una hipéte-
sis nula falsa. Es decir, se cometeria Error Tipo II.

5. La prueba de la Amplitud Multiple de Duncan (AMD)

La prueba de la Amplitud Multiple de Duncan (AMD) es una de las prue-
bas mds utilizadas en el andlisis de experimentos. Es una prueba diferente a las
anteriores, porque no compara todas las medias de par en par. Es algo mds com-
plicada que las otras pruebas porque emplea diferentes amplitudes (“rangos”) de
acuerdo con el nimero de medias en comparacion. Es decir, no hay un solo valor
critico como en las otras pruebas. Si k es el nimero de medias, la prueba AMD
tiene k-1 valores criticos.

Para su uso, deben ordenarse las medias en forma ascendente o descen-
dente. Una particularidad de esta prueba es que se pueden comparar dos medias
adyacentes entre si, pero también tres o mas medias contiguas, simultineamente.
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Un principio importante es que medias que comparten una misma amplitud no
pueden ser declaradas diferentes.

Para marcar las diferencias estadisticas entre medias no debe emplearse una
matriz de diferencias, como se hizo en las pruebas anteriores. Como son ampli-
tudes que incluyen varias medias, lo procedente es presentar un cuadro con las
medias ordenadas y segmentos de lineas rectas que marquen las amplitudes no
significativas. También se puede sefialar con una misma letra, generalmente mi-
nuscula, la amplitud no significativa.

La prueba AMD ofrece niveles de protecciéon contra los Errores Tipo I, pero
esto se logra a expensas de aumentar el riesgo de Errores Tipo II.

El valor critico AMD se lo encuentra con la siguiente férmula:

AMD = q,*Sy (101)

El error estdndar de la media es igual a: S5 = KLU
T

Los valores q prima de la amplitud multiple ( 9a') son variables que depen-
den del nimero de medias (p) en comparacién, los grados de libertad del Cuadra-
do Medio del Error (CME) y el nivel alfa al que se realizaran las comparaciones.
Los valores g, se encuentran en la Tabla de Duncan, Apéndice F, al nivel alfa indi-
cado, en las columnas marcadas con una p (nimero de medias en comparacioén)
y en la hilera que corresponda a los grados de libertad del error.

Veamos un ejemplo:

Ejercicio 17.1.5. Con los datos del Ejercicio 14.7.1 compare las medias empleando
la prueba de la amplitud multiple de Duncan (AMD)

Las medias ordenadas se presentan en el siguiente Cuadro:

Cuadro 1. Medias ordenadas para la prueba AMD

Fungicidas C A B D E F

Medias, Vi 23.65 19.48 19.45 13.48 12.63 6.85

En el Cuadro 2 se presentan el nimero de medias (p) en comparacion, los
valores q alfa prima de la tabla de Duncan con 18 grados de libertad (los del error
experimental) y al nivel alfa del 1%, el valor del error estandar y los valores criticos
de la prueba AMD.
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Cuadro 2. Célculo de los valores criticos para la prueba AMD

Compacion | P=2 | =3 | p=1 | p=s | p=s
Valor g 4.07 4.27 4.38 4.46 4.53
Valor Sy 1.10 1.10 1.10 1.10 1.10
AMD = q,*Sy 4.47 4.70 4.82 4.91 498

Note los valores criticos AMD en la tltima fila del Cuadro 2.

En el Cuadro 3 se presentan las diferencias entre las medias previamente
ordenadas. (Son, obviamente, las mismas 15 diferencias de otras pruebas, pero
presentadas en forma diferente.)

Cuadro 3. Diferencias entre medias

A B D E F
C 4.17 4.20 10.17 11.02 16.80
A - 0.03 6.00 6.85 12.63
B - - 5.97 6.82 12.60
D - - - 0.85 6.63
E - - - - 5.78

Para definir qué grupo de medias es igual o estadisticamente diferente, se
procede en forma similar que en las otras pruebas. Es decir que, si la diferencia
absoluta entre medias supera el valor critico, las medias son significativamente
diferentes: |Y;-Y;| = AMD.

Generalmente se comparan primero las dos medias de los extremos, en este
caso la media Cy la media E Si la diferencia entre las medias no fuera significativa,
entonces ninguna otra diferencia entre las medias de la amplitud serd estadistica-
mente diferente. Si la diferencia fuera significativa, se procede a comparar la mis-
ma media C con la siguiente del extremo, es decir con la media E, en este ejemplo.
Se continta de esta forma hasta que se haya comparado todas las medias. Veamos
todo el proceso de separacion de medias:

1. La diferencia absoluta entre C y F es 16.80 (Cuadro 3). El valor critico
AMD, para toda la amplitud de seis medias en comparacion, es 4.98 (Cuadro 2).
Como la diferencia supera el valor critico, las dos medias C y F son estadistica-
mente diferentes al nivel alfa de 0.01.
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2. La diferencia entre C y la siguiente media E es 11.02. El valor critico parala
amplitud de cinco medias es 4.91. Las medias C y E son estadisticamente diferentes.

3. La diferencia entre C y D es 10.17. El valor critico para la amplitud de
cuatro medias es 4.82. Las dos medias C y D son estadisticamente diferentes.

4. La diferencia entre C y B es 4.20. El valor critico para la amplitud de tres
medias es 4.70. Las dos medias C y B y la que se encuentra entre ellas (media A)
son estadisticamente iguales al nivel alfa del 0.01. La media C ya no interviene
en ninguna otra comparacion. La amplitud no significativa (medias C, A,y B) se
identificara con la letra mintscula a.

5. La comparacién que sigue es entre A y F. La diferencia es significativa, asi
como las diferencias entre A y E y entre A y D.

6. La diferencia entre B y F es significativa, asi como las diferencias entre B
yEyentre ByD.

7.La diferencia entre D y F es igual a 6.63 y es estadisticamente significativa.
La diferencia entre D y E es 0.85 y no es significativa. Las medias D y E se marcaran
con una letra comun.

8. La dltima comparacidn es entre las medias E y F. La diferencia es igual a
5.78. El valor critico es igual a 4.47. La diferencia es estadisticamente significativa.

El resultado final se presenta en el Cuadro 4, en el que la significaciéon se
indica con letras diferentes y la no significacién con letras iguales, debajo de cada
media. (Se puede utilizar también rayas que unan las medias iguales, pero se pre-
fiere el uso de letras.)

Cuadro 4. Separacién de medias mediante la prueba de Duncan al 1%

Fungicidas C A B D E F
Medias, 71 23.65 19.48 19.45 13.48 12.63 6.85
Significacién a a a b b c

Se puede concluir, entonces, que en el experimento se identificaron tres
grupos de medias o tratamientos. Los fungicidas C, A y B son estadisticamente
iguales entre ellos y diferentes de los otros dos grupos. El tratamiento F (testigo)
resulté diferente de los otros tratamientos.

Comentario: habra casos en los que las igualdades y diferencias no estén
tan claramente definidas como en este ejercicio. Es decir, casos en que algunas
medias tengan mds de una letra en la fila de “significacién”.
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6. La prueba de Student-Newman-Keuls (SNK)

La prueba de Student-Newman-Keuls es una prueba de separacién de me-
dias de amplitud multiple, similar a la prueba de Duncan. Es decir, se pueden
comparar simultineamente varias medias. La férmula que se emplea para encon-
trar los diferentes valores criticos es la siguiente:

SNK = Qy*S¢ (102)

Los valores Q@a'se encuentran en la tabla de amplitudes estudentizadas del
Apéndice E (la misma tabla que se emplea para la prueba de Tukey), al nivel de
significacién que se haya planificado (1% o 5%) y con los grados de libertad del
Cuadrado Medio del Error. Dependiendo del nimero de medias que se vaya a
comparar, se seleccionan los valores correspondientes de la variable Q. El estadi-
grafo Sy es el ya conocido error estindar de la media. Veamos un ejemplo:

Ejercicio 17.1.6. Con los datos del Ejercicio 14.7.1 compare las medias empleando
la prueba de Student-Newman-Keuls (SNK) al nivel alfa del 1w% de significacion.

En primer lugar, se requiere ordenar las medias como se hizo en la prueba
Duncan. En este caso, como se trata del mismo ejemplo, se puede usar el cuadro
con las medias ordenadas del ejercicio anterior (Cuadro 1, Ejercicio 17.1.5).

Luego se procede a encontrar los valores Q alfa prima en la tabla del Apén-
dice E. Los grados de libertad y el nivel alfa se encuentran en la primera columna
de la tabla. En el caso de este ejercicio, en la hilera con 18 grados de libertad (los
del error experimental) y al nivel alfa del 1%. Como son seis medias, los valores
que se seleccionan estan en las columnas del 2 al 6 en el cuerpo de la tabla. Esto se
presenta en el Cuadro 1.

Cuadro 1. Ndmero de medias, Q alfa prima, error estdndar
y célculo de los valores criticos para la prueba SNK

Numero de medias
en Comparacién p=2 p=3 p=4 p=> DS
Valores Q, 4.07 4.70 5.09 5.38 5.60
Valor 5'7 1.10 1.10 1.10 1.10 1.10
SNK = Qu*Sy 4.47 5.17 5.60 5.92 6.15

Los valores criticos de la prueba SNK resultan de multiplicar los datos de la
variable Q alfa prima por el error estindar de la media. Como ejemplo, cuando la
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amplitud incluye cuatro medias se tiene: SNK = Q,*Sy = 5.09*1.10 = 5.60. Esta
informacidn se encuentra en el Cuadro 1.

Para definir qué medias son iguales o estadisticamente diferentes, se pro-
cede en forma similar a la de otras pruebas. Es decir que, si la diferencia absoluta
entre medias supera el valor critico SNK, las medias son diferentes: |¥;-¥;| > SNK.

Igual que con la prueba de Duncan, en esta prueba también se comparan
simultdneamente grupos de medias. Observe, por ejemplo, que para la diferencia
de 16.80 entre las medias C y F, el valor critico SNK es igual a 6.16. Esta compa-
racion incluye a las seis medias. Si resultara no significativa, no habria nada més
que hacer. Igualmente, para evaluar, por ejemplo, la diferencia de 6.85 entre A 'y
E, el valor critico de SNK es 5.60. Esta comparacion incluye la amplitud de cuatro
medias (A, B, D, E).

El resultado final se presenta en el cuadro siguiente:

Cuadro 3. Separacién de medias mediante la prueba
de Student-Newman-Keuls, al nivel alfa del 1%

Fungicidas C A B D E F

Medias, ¥ 23.65 19.48 19.45 13.48 12.63 6.85

Significacion, al nivel
alfa del 1%

La significacion se representa con letras mintsculas diferentes y la no sig-
nificacion con letras iguales, debajo de cada media, como se hizo en el caso de la
prueba AMD (ejercicio anterior). Se concluye, al nivel de significacién del 1%,
que los fungicidas C, A y B son estadisticamente iguales entre ellos y diferentes de
los otros dos grupos. El tratamiento F fue el testigo. La letra c indica que result6
diferente de los demads tratamientos.

Comentario: Vale el mismo comentario que se hizo para la prueba Dun-
can. Esto es, que habrd casos en los que las igualdades y diferencias de medias con
la prueba SNK no estén tan claramente definidas como en este ejercicio. Es decir,
casos en que algunas medias tengan mds de una letra en la fila de “significacion”.

Resumen comparativo entre los métodos de separacién de medias

En el cuadro siguiente se presenta un breve analisis comparativo de los mé-
todos de separacién de medias:
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Cuadro 17.1.2. Comparacién entre métodos de separacién de medias,
sobre la base de los resultados del Ejercicio 14.71

Phichn Valor critico Diferencias
Alfa 0.01 Significativas

DMS 4.47 1
TUK 6.15 8
SCH 7.16

BON 6.37

AMD, p=2 4.47 R
AMD, p=6 4.98 _
SNK, p=2 4.47 i
SNK, p=6 6.15 -

Hay varias observaciones que pueden hacerse sobre el cuadro anterior:

Con la prueba que se obtuvo el mayor nimero de diferencias significativas
fue con la prueba de la Diferencia Minima Significativa (DMS). Esto se
debe a que tiene el valor critico mds bajo y consecuentemente la probabili-
dad de cometer Error Tipo I es alta. Esta prueba es excesivamente liberal y
no se recomienda para comparar todos los pares de medias.

Las pruebas de Tukey (TUK) y Bonferroni (BON) tuvieron resultados
similares: ocho diferencias entre medias resultaron significativas. Las dos
protegen en buen grado contra el Error Tipo I, por lo que se las consi-
dera conservadoras. Esto tiene un precio y es una mayor probabilidad
de cometer Error Tipo II. En general con la prueba BON se obtendra un
valor critico algo mayor que con la prueba TUK. Podria considerarse un
inconveniente de la prueba BON el que no haya tablas especificas y haya
que recurrir a programas computarizados para determinar el valor critico.
La prueba de Scheffé (SCH) es una prueba conservadora. Note que dio
como resultado cinco diferencias significativas en el ejemplo analizado.
Esta prueba se basa en la distribucion F, a diferencia de las otras del cuadro
anterior que tienen como fundamento la distribucién t. Una caracteristica
de esta prueba es que, si el valor de F en el cuadro ADEVA no es significa-
tivo, ninguna diferencia entre medias sera significativa.

Tanto la prueba de Amplitud Multiple de Duncan (AMD) como la prueba
de Student-Newman-Keuls (SNK) son diferentes de las otras. Las com-
paraciones que se realizan no son de par en par de medias, sino que se
comparan todas las medias simultdneamente dentro de una amplitud
determinada. La amplitud de los valores criticos, en el ejemplo para seis
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medias, vari6 entre 4.47 y 4.98 para la prueba AMD vy entre 4.47 y 6.15
para la prueba SNK.

5. Elresultado similar de las dos pruebas AMD y SNK en los ejemplos respec-
tivos se debi6 a que el valor F del ADEVA tuvo una probabilidad bastante
baja (P < 0.0000), mientras que la separaciéon de medias se hizo con el nivel
alfa 1%, es decir, (P=0.01). Las dos pruebas, AMD y SNK, tienen el incon-
veniente de que su célculo y ejecucién son mds complicados por el hecho
de requerir de varios valores criticos.

6. Observe que, en todas las pruebas cuando se trata de dos medias, el valor
critico es igual al de la DMS, esto es, 4.47 en el ejemplo. En el caso de la
prueba SNK, el valor critico més alto es igual al valor critico de la prueba
de Tukey, es decir, en este ejemplo, 6.15.

Como se indicé en secciones anteriores, el investigador debe tomar la de-
cisién de qué prueba usar, conociendo los riesgos que se presentan. Sin embargo,
se recomienda el uso de la prueba SNK. No es tan liberal como la prueba AMD ni
tan conservadora como las pruebas de Tukey, Scheffé o Bonferroni.

17.2. Todas las medias, desigual nOmero de repeticiones

Cuando el ndmero de repeticiones r no es igual para todos los tratamien-
tos, las férmulas para encontrar los valores criticos de las diferentes pruebas se
modifican para compensar por esta variable.

El proceso para comparar todos los pares de medias se vuelve mds labo-
rioso cuando el nimero de repeticiones de las medias es diferente. Mientras que
algunas pruebas s6lo presentan un valor critico cuando las repeticiones son igua-
les, las mismas pruebas presentan varios valores criticos cuando el nimero de
repeticiones no es igual.

1. La Diferencia Minima Significativa (DMS), r no iguales

La formula para calcular la DMS es la misma que se present6 en la seccion
anterior, esto es: DMS = t,, /2*S3- Sin embargo, el error estiandar de la diferencia
de dos medias S5 debe tomar en cuenta el diferente niimero de repeticiones. La
férmula es la siguiente:

Tm+Tn

men (103)
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Las variables 1, y r;, corresponden al niimero de repeticiones de cualquier
par de medias en comparacion.

Como se indico en la seccidn anterior, no se recomienda el uso de la DMS
para realizar todas las posibles comparaciones entre pares de medias. Sin embar-
go, por razones diddcticas, veamos el siguiente ejemplo del experimento en que se
evaluaron siete lineas de chocho:

Ejercicio 17.2.1. Con los datos del Ejercicio 14.8.1 y empleando la prueba DMS,
compare la media de la linea A con la media de la linea B, al nivel alfa de 0.05, es
decir, 5%. El cuadro ADEVA se presenta a continuacién:

Cuadro 1. Andlisis de Varianza (ADEVA) de los datos
de germinacién de siete lineas de chocho

EV. s.C. G.L. C.M. F F,,, F,,
Lineas 3085.09 6 514.18 3.05* 2.42 3.47
Error 5059.62 30 168.65
Total 8144.71 36

Las medias y el nimero de repeticiones de cada tratamiento se presentan
en el siguiente cuadro:

Cuadro 2. Ndmero de repeticiones y medias de los datos
de porcentaje de germinacién de siete lineas de chocho

Lineas de chocho A B C D E F G
Repeticiones, 5 6 5 5 4 6 6
Medias, Yl 44.80 62.66 41.40 53.60 33.75 41.50 55.16

La formula parala DMS es: DMS = t,/,*S7. El valor ¢, /, se lo encuentra en
el Apéndice B, al 0.025 de probabilidad y 30 grados de libertad (los del Cuadrado
Medio (C.M)). Esto es:

t(0.025)30g1) = 2.0420

El error estindar, como ejemplo, para la diferencia de las medias A (cinco
repeticiones) y B (seis repeticiones) es:

So= JCME*”"# = \/168.65*5l6 =7.86
T 30

m T
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Consecuentemente, el valor dela DMS es: DMS = t,,*Sz = 2.0420*7.86 = 16.05

La diferencia entre las dos medias A y B es, en valor absoluto, igual a 17.86.
Dos medias son estadisticamente diferentes, al nivel de significacién especificado,
cuando la diferencia absoluta entre las medias es igual o mayor que la DMS. Es
decir que:

|7A-E| > DMS . En este caso, la diferencia es 17.86 y supera a la DMS que
es 16.05. Por lo tanto, las medias A y B son estadisticamente diferentes al nivel del
0.05 de significacion.

Todas las comparaciones entre medias de este ejemplo se pueden realizar
con el programa Statistix. Los resultados se presentan a continuacion:

Statistix 9.0 DCA germ chocho,

LSD All-Pairwise Comparisons Test

Variable Mean A B Cc D E F

A 44.800

B 62.667 17.867*

C 41.400 3.400 21.267%*

D 53.600 8.800 9.067 12.200

E 33.750 11.050 28.917* 7.650 19.850%

F 41.500 3.300 21.167* 0.100 12.100 7.750

G 55.167 10.367 7.500 13.767 1.567 21.417* 13.667
Alpha 0.05 Standard Error for Comparison 7.4979 TO 8.7117

Critical T Value 2.042 Critical Value for Comparison 15.313 TO 17.792

Observe, en los resultados que presenta Statistix, que los errores estindar
de las diferencias y los valores criticos para la comparacién son variables. Esto
es lo que se espera por razén de los diferentes nimeros de repeticiones en los
tratamientos.

Note que, de las 21 comparaciones posibles, seis diferencias resultaron es-
tadisticamente significativas.

2. La prueba de Tukey (TUK), r no iguales

Cuando se tiene diferente nimero de repeticiones en las medias, la formula
de la prueba TUK es la siguiente:
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9a*S7

TUK' = —4
V2 (104)

Como se vio en la seccién anterior, el valor de g, se lo encuentra en la tabla

de Tukey, Apéndice E. Debe buscarse al nivel de significacién del 1% o 5%, con los

grados de libertad del Cuadrado Medio del Error (CME) y en la columna corres-

pondiente al nimero de medias.

La estadistica Sges el error estindar de la diferencia de_dos medias, que se lo
encuentra con la férmula (103) vista anteriormente: S; = |[CME*™I™ (Recuerde

Tm*n ©

que el término Cuadrado Medio del Error (CME) es sinonimo de Varianza del
Error.) Las variables r;, y r;, corresponden al niimero de repeticiones de cualquier
par de medias en comparacion. Veamos un ejemplo:

Ejercicio 17.2.2. Con los datos del ejercicio 14.8.1, compare las medias mediante
la prueba de Tukey, al nivel alfa de 0.05.

El valor de g, cuando alfa es 0.05, con 30 grados de libertad del error y para
siete medias, es igual a 4.46 (Apéndice E). El Cuadrado Medio del Error (CME)
que se encontré en el andlisis de varianza fue igual a 168.65. Los tratamientos,
medias y nimero de repeticiones se presentan en el siguiente cuadro:

Cuadro 1. Tratamientos, medias y ndmero de repeticiones del Ejercicio 14.8.1

Tratamientos A B C D E F G
5 6 5 5 4 6 6

Repeticiones, T}

Medias, ¥; 4480 | 62.66 | 4140 | 53.60 | 33.75 | 4150 | 55.16

Los errores estdndar de la diferencia de dos medias van a variar de acuerdo
con el ndmero de repeticiones. Como ejemplo, para calcular el error estindar de
la diferencia de dos medias cuando las repeticiones respectivas son 4 y 5, para las
comparaciones entre los tratamientos Ey A, Ey C, Ey D, se aplica la férmula (97):

S7= \/CME*T"‘# = \/168.65*1 =871
T 20

m Tn

En el siguiente cuadro se presentan las combinaciones de las repeticiones (va-
loresr,,  y 1), los errores estdndar de las diferencias y los valores criticos de Tukey:
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Cuadro 2. Errores estdndar de las diferencias entre dos medias y valores criticos
de TUK’, cuando el valor de g, al 0.05 y con 18 grados de libertad es igual a 4.46

Combinacion de 6y6 5v6 5y5 4y6 4y5
Repeticiones, r;,, y 1,
Sz 7.50 7.86 8.21 8.38 8.71
453 33.44 35.06 36.62 37.37 38.85
. 49a"53
TUK' = 7 23.65 24.79 25.89 26.43 27.47

Todas las diferencias entre pares de medias que tengan 4 y 5 repeticiones y
que superen el valor critico de 27.47, son estadisticamente diferentes al nivel alfa
de 0.05. Como ejemplo, la diferencia entre las medias E y D es 19.85. Se concluye,
entonces, que E y D no son estadisticamente diferentes. De igual manera se proce-
de para evaluar las otras 20 comparaciones entre medias.

De hecho, la tnica diferencia significativa al nivel de probabilidad de 0.05, es
la diferencia de 28.91 entre las medias E (con 4 repeticiones) y B (con 6 repeticiones).
La diferencia supera al valor critico de Tukey que es 26.43. Este resultado también
demuestra que la prueba de Tukey es conservadora, como lo sefiala Hayter (1984)%*

Los resultados con Statistix son:

Statistix 9.0 DCA germ chocho,

Tukey HSD All-Pairwise Comparisons Test

Variable Mean A B Cc D E F

A 44.800

B 62.667 17.867

C 41.400 3.400 21.267

D 53.600 8.800 9.067 12.200

E 33.750 11.050 28.917* 7.650 19.850

F 41.500 3.300 21.167 0.100 12.100 7.750

G 55.167 10.367 7.500 13.767 1.567 21.417 13.667

Alpha 0.05

Standard Error for Comparison 7.4979 TO 8.7117
Critical Value for Comparison 23.668 TO 27.500

Critical Q Value

4.464

Puede observarse que la tinica diferencia significativa fue entre las medias B
y E. Observe también, en los resultados que provee Statistix, lo siguiente:

38 Hayter, A.J. 1984. A proof of the conjecture that the Tukey-Kramer multiple comparisons
procedure is conservative. J. American Statist. Ass., 12:61-75.
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1. El valor critico q en la tabla Tukey es 4.46

2. Los errores estdndar para las comparaciones van de 7.50, cuando se com-
paran dos medias, ambas con 6 repeticiones; a 8.71, cuando se comparan dos
medias con 4 y 5 repeticiones.

3. Los valores TUK’ se obtienen al multiplicar el valor de q por los errores
estdndar, cantidad que se divide para la raiz cuadrada de dos.

3. La prueba de Scheffé (SCH), r no iguales

En el caso de la prueba de Scheffé, la formula (98) presentada en la seccién
anterior, sirve también para estos casos. Sin embargo, debe calcularse mas de un
error estindar para compensar por el diferente nimero de repeticiones.

Veamos un ejemplo:

Ejercicio 17.2.3. Con los datos del Ejercicio 14.8.1 compare las medias mediante
la prueba de Scheffé (SCH), al nivel alfa de 0.05.

La férmula de la prueba de Scheffé es la siguiente: SCH = S5*,/glk*F,

Los errores estandar de la diferencia de dos medias se los encuentra con las
formulas senaladas en ejercicios previos. El valor de los grados de libertad de los
tratamientos glk es 6. El valor de F, al 0.05, con 6 grados de libertad de los trata-
mientos en el numerador y 30 grados de libertad del error en el denominador, es
igual a 2.42 (tabla F en el Apéndice D).

El valor de ,/glk*F, es por lo tanto igual a \/g%7 42 = 3.81

Los errores estandar de la diferencia de dos medias son iguales a los que se
encontraron en el ejercicio previo. El cuadro siguiente resume los resultados:

Cuadro 1. Repeticiones, errores estdndar de las diferencias
y el valor critico de Scheffé

Re;‘::;‘;‘:;‘:: ";ern 6y6 576 5y5 4y6 4y5
Sz 7.50 7.86 8.21 8.38 8.71
Jolk*F, 3.81 3.81 3.81 3.81 3.81
Valores criticos SCH 28.58 29.95 31.28 31.93 33.19
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Si se comparan los valores SCH con las diferencias de las medias, se conclu-
ye que ninguna diferencia es significativa. Este resultado contradice lo encontrado
en el Cuadro ADEVA, en el que se determiné que por lo menos una diferencia era
estadisticamente significativa, al nivel alfa 0.05. Por ser excesivamente conserva-
dora, no se recomienda el uso de esta prueba.

Contribuy6 a este resultado un error experimental muy inflado
(CME = 168.65), que también determiné un coeficiente de variacién muy alto
(CV = 26.84%) -

Los resultados con Statistix son:
Statistix 9.0 DCA germ chocho,

Scheffe All-Pairwise Comparisons Test

Variable Mean A B Cc D E F

A 44.800

B 62.667 17.867

C 41.400 3.400 21.267

D 53.600 8.800 9.067 12.200

E 33.750 11.050 28.917 7.650 19.850

F 41.500 3.300 21.167 0.100 12.100 7.750

G 55.167 10.367 7.500 13.767 1.567 21.417 13.667

Alpha 0.05 Standard Error for Comparison 7.4979 TO 8.7117
Critical F Value 2.421 Critical Value for Comparison 28.574 TO 33.200

4. La prueba de Bonferroni (BON), r no iguales

En la prueba de Bonferroni, cuando se tienen medias con diferentes repeti-
ciones, la formula para encontrar el valor critico BON es la misma que se presentd
en la seccidn anterior, esto es:

— * . .
BON = ty*S3 . El valor ty' es uno solo, sin embargo, igual que para las otras
pruebas, el valor de S variard de acuerdo con los ntimeros de repeticiones de las
medias en comparaciéon. Veamos un ejemplo:

Ejercicio 17.2.4. Con los mismos datos del Ejercicio 14.8.1 encuentre los valores
criticos para la prueba de separaciéon de medias de Bonferroni, al nivel alfa de 0.05.

Primero se debe encontrar el valor de @' al nivel alfa de 0.05.
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' a 0.05 ,
La formulaes: @ = T 71 0.00119 enla que w es el nimero de com-
binaciones de k medias tomadas de dos en dos. (Hubo siete tratamientos = siete

medias, por lo que y = 21)

Como se indicd, no hay tablas para encontrar el valor de ¢y, por lo que
se recomienda emplear algin programa estadistico. Con Statistix el valor de £,
cuando @' es igual a 0.00119 y con 30 grados de libertad de la varianza del error

es: £(p=0.00119;30gLerror) = 3.32

Los errores estdndar de las diferencias se determinaron con la férmula (97)
en los ejercicios anteriores. Con la informacién disponible se prepara el Cuadro 1.

En el Cuadro 1 se observa que los valores criticos son algo mas altos que los
de la prueba de Tukey. Es decir que, en términos generales, la prueba de Bonferro-
ni es mas conservadora que la de Tukey. Por esta razén y por la mayor dificultad
para encontrar los valores t,m S€ recomienda, de entre las dos, escoger la prueba
de Tukey.

Cuadro 1. Combinacién de repeticiones, valor de t ., errores esténdar
de las diferencias y los valores criticos de Bonferroni

Repi:’i'c‘;:l‘iz’c;‘:’ ‘;e - 676 5v6 5y5 4y6 4y5
te 3.32 3.32 3.32 3.32 3.32
Sa 7.50 7.86 8.21 8.38 8.71
BON = t,*S3 24.90 26.10 27.26 27.82 28.92

En los resultados que presenta Statistix, la tinica diferencia significativa al
nivel alfa de 0.05 es la de la comparacién entre las medias B y E. Igual resultado se

obtuvo con la prueba de Tukey.
Statistix 9.0 DCA germ chocho,

Bonferroni All-Pairwise Comparisons Test

Variable Mean A B C D E F
A 44.800

B 62.667 17.867

C 41.400 3.400 21.267

D 53.600 8.800 9.067 12.200
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33.750 11.050 28.917* 7.650 19.850
41.500 3.300 21.167 0.100 12.100 7.750
55.167 10.367 7.500 13.767 1.567 21.417 13.667

Alpha 0.05 Standard Error for Comparison 7.4979 TO 8.7117
Critical T Value 3.319 Critical Value for Comparison 24.882 TO 28.911

5. La prueba de amplitud miltiple de Duncan (AMD), r no iguales

La férmula (101) que se utiliz6 para calcular los valores criticos de la prue-
ba AMD, se modifica para tomar en cuenta el diferente nimero de repeticiones
de las medias. Esto es:

‘Ia'*sa

AMD =
V2 (105)

Esta modificaciéon fue propuesta por Kramer®” (1956), sin embargo, de
acuerdo con Steel et al* (1997), la validez estadistica de este procedimiento no ha
sido verificada.

Los valores 9a' se los encuentra en la tabla de Duncan (Apéndice F) en las
columnas de los nimeros de medias, al nivel alfa del 0.05 0 0.01 y con los grados
de libertad del Cuadrado Medio del Error. Los errores estdndar de las diferencias
de dos medias S7 se calculan con la férmula (103), tomando en cuenta el nimero
de repeticiones que origind cada media.

Veamos un ejemplo:

Ejercicio 17.2.5. Con los datos del Ejercicio 14.8.1 realice la separacion de medias,
al nivel alfa de 0.05, mediante el procedimiento de la amplitud multiple de Dun-
can, para diferente nimero de repeticiones.

En el Ejercicio 14.8.1 se compararon siete tratamientos, con diferente nu-
mero de repeticiones. El Cuadrado Medio del Error (CME) fue 168.65 y tuvo 30
grados de libertad.

39  Kramer, C.Y. 1956. Extension of multiple range tests to group means with unequal numbers
of replication. Biometrika 12:307-310.

40  Steel,R.G.D., J.H. Torrie and D.A. Dickey. 1997. Principles and Procedures of Statistics, a
Biometrical Approach. Third Edition. McGraw-Hill, Inc. New York.p.199
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En la tabla de Duncan se encuentran los valores de q, al nivel de 0.05, con
30 grados de libertad y en las columnas del 2 al 7, que corresponden a los ntimeros
de medias de la amplitud. Los valores q alfa se presentan en el Cuadro 1:

Cuadro 1. Valores de q, al nivel de 0.05 con 30 grados de libertad,
para medias de la amplitud de la 2 a la 7. Tabla de Duncan

Numero de medias
en comparacién, p p=2 Ep p=4 p=5 p=6 p=7
Valores 4 o' 2.89 3.04 3.12 3.20 3.25 3.29

En el siguiente cuadro se presentan las medias ordenadas ascendentemente
y el nimero de repeticiones de cada media:

Cuadro 2. Medias ordenadas ascendentemente y nimero de repeticiones

Tratamientos E C F A D G B
Repeticiones, r 4 5 6 5 5 6
Medias, }7l 33.75 41.40 41.50 44.80 53.60 55.16 62.66

Cuando se realiza comparaciéon de medias con diferente ntimero de repeti-
ciones debe calcularse el error estindar de la diferencia de medias para cada caso.
Como ejemplo, si se trata de comparar la media de E con la media de C, los valores
de my n en la férmula (97) serdn 4 y 5 (ver Cuadro 2). En este ejercicio hay cinco
posibles combinaciones diferentes de m y n. Por lo tanto, habrd cinco errores es-
tandar de la diferencia de medias. Las combinaciones m y n y los errores estandar
se presentan en el siguiente cuadro:

Cuadro 3. Combinaciones de repeticiones y errores estdndar
de la diferencia de medias

Combinacion de

Repeticiones, Tm y T'n 6y6 5y6 5y5 4y6 4y5

Sa 7.50 7.86 8.21 8.38 8.71

Con la informacién contenida en los cuadros anteriores, se puede proceder
a comparar las medias incluidas en las diferentes amplitudes:

1. Espreferible comparar primero las medias de los extremos, es decirlaE yla
B (con 4 y 6 repeticiones, respectivamente). La diferencia de las dos medias
es 28.91. Note que esta comparacién involucra a las siete medias. Este es el
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concepto de amplitud en la prueba. Por esta razon, el valor q alfa es 3.29
(Cuadro 1). El error estdandar de la diferencia es 8.38. Consecuentemente el
valor critico de la prueba AMD es:

AMD = qoi/;d = 3'122*328 = 19.50. Como la diferencia entre las medias supe-
ra al valor critico AMD, se declaran diferentes las dos medias, E y B, al nivel
alfa de 0.005.

La siguiente comparacion es entre la E y la G, con 4 y 6 repeticiones. La
diferencia es 21.41. La comparacién involucra a seis medias, por lo que el
valor de q alfa es 3.25. El valor critico es:

3.25%8.38

AMD = T 19.26. La diferencia de las medias, E y G, es significativa.

Se continda con la comparacién entre E y D, con 4 y 5 repeticiones. La
diferencia es 19.85. Como la comparacién involucra a 5 medias, el valor de
q alfa es 3.20. El error estdndar, cuando m igual a 4 y nigual a 5 es 8.71. El
valor critico consecuentemente es:

3.20*8.71
AMD = ———=19.70_ Como la diferencia de 19.85 supera al valor critico

de 19.70, las medias E y D son diferentes estadisticamente al nivel alfa del 0.05.

La siguiente comparacién es entre E y A. La diferencia es 11.50. El valor
critico es:

AMD = % = 19.22. La diferencia entre E y A no es significativa. Esto

determina que el grupo de las cuatro medias, de la E a la A, compartan una
misma letra (ver Cuadro 4), lo que representa la igualdad estadistica de ese
grupo. La media E ya no interviene en ninguna otra comparacion.

La comparacién es ahora entre la media que sigue, la media C, con la mas
distante, la media B. La diferencia es 21.26. El valor critico es:

3.25%7.86
1.4142

AMD = = 18.06. La diferencia entre C y B es significativa.

La comparacion que sigue es entre C y G. La diferencia es 13.76. El valor
critico es:

AMD = 222786 — 1778 . La diferencia no es significativa. Esto indica que

todo el grupo de medias, de la C a la G compartan una misma letra. La
media C ya no interviene en ninguna otra comparacion.
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7. Se comparan ahora las medias F y B. La diferencia es 21.16. El valor critico es:

3.20*7.50

AMD = ———=16.97. Las medias F y B son diferentes.

8. Sigue la comparacion entre las medias F y G. La diferencia es 13.66. El valor
critico es:

3.12*7.50 . , N
AMD = ————=16.55. La diferencia entre F y G no es significativa. Todo

el grupo, de la F a la G, deben llevar una misma letra. La media F ya no
interviene en ninguna otra comparacion.

9. Se compara ahora la media A con la media B. La diferencia es 17.86. El
valor critico para la comparacién es: AMD = 3'11111?6 = 17.34. La diferencia
entre A y B es significativa. '

10. La siguiente comparacion es entre A y G. La diferencia es 10.36. El valor
critico es:

3.04*7.86
AMD = ———=16.90. La diferencia entre A y G no es significativa. Todo

el grupo, de la A ala G, deben llevar una misma letra. (Ver el Cuadro 4.) La
media A ya no interviene en ninguna otra comparacion.

11. La siguiente comparacion es entre D y B. La diferencia es 9.06. El valor cri-
tico para comparar esta amplitud de tres medias es:

3.04*7.86
AMD = ———=16.90 La diferencia no es significativa. El grupo de tres

medias de la D a la B deben llevar una misma letra, que indica que no hay
diferencias significativas entre ellas.

Estas son todas las comparaciones que se pueden hacer con este juego de
datos, empleando la prueba AMD.

Para resumir la informacién es conveniente marcar con una misma letra
los grupos de medias que resultaron no significativos. Empecemos con la primera
comparacién que fue la nimero 4. Las medias de la E a la A se marcan con la letra
a. El siguiente grupo no significativo fue el de la comparacién ntimero 6, de las
medias de la Cala G. Este grupo se marca con la letra b. Luego sigue la compara-
cién numero 8, de la F ala G, que se marca con la letra c. La comparacién ntimero
10, del grupo de la A ala G, se marca con la letra d. Finalmente, la tltima compa-
racion no significativa fue la nimero 11 del grupo de la D ala B, que se marca con
la letra e. Los resultados se resumen en el siguiente cuadro:
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Cuadro 4. Prueba de la Amplitud Mdltiple de Duncan (AMD) al nivel alfa de 0.05.
Evaluacién de porcentajes de germinacién de siete lineas de chocho

Lineas de chocho E C F A D G B
Repeticiones, 77 4 5 6 5 5 6 6
Medias, Yl 33.75 41.40 41.50 44.80 53.60 55.16 62.66
Significacion

estadistica, 5% a ab abc abcd bede bede de

Nota: Letras iguales mintsculas, bajo las medias denotan igualdad estadistica al 0.05. Letras dis-
tintas sefialan diferencias.

Cuando las medias comparten letras iguales y distintas a la vez, quiere de-
cir que las diferencias o igualdades estadisticas no estdn claramente definidas. En
este ejercicio, resalta la diferencia entre E y las medias D, G, y B. Se puede senalar
también que las medias C y F son estadisticamente diferentes de la media B, al
nivel alfa de 0.05.

Comentario: como la prueba de Duncan se refiere a amplitudes, no es co-
rrecto presentar los resultados de comparaciones entre medias a través de una
matriz de diferencias, como se puede hacer con otras pruebas. Lo correcto es re-
presentar las amplitudes mediante letras o también mediante segmentos de lineas
rectas que unan las medias estadisticamente iguales.

6. La prueba de Student-Newman-Keuls (SNK), r no iguales

Como se indicé en la seccién anterior, la prueba de Student-Newman-
Keuls es una prueba de separacion de medias de amplitud multiple, similar a la
prueba de Duncan. Es decir, se pueden comparar simultdneamente varias medias.

Cuando el nimero de repeticiones no es el mismo para todas las medias,
es necesario calcular errores estindar de la diferencia de dos medias para cada
caso. Consecuentemente, la férmula (102) debe modificarse de acuerdo con esto.
A semejanza de la prueba de Duncan, en esta prueba habra tantos valores criticos
como errores estandar de la diferencia. La férmula para encontrar los valores cri-
ticos es la siguiente:

Qa*S7

SNK =—5 (106)

Los valores Qo' se encuentran en la tabla de amplitudes estudentizadas del
Apéndice E. El nivel alfa de significacion de la prueba puede ser de 0.05 o de 0.01,
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segtn decida el investigador, con los grados de libertad del Cuadrado Medio del
Error (CME) del Cuadro ADEVA. Los valores Q,, constan en las columnas marca-
das con la letra p, que indica el nimero de medias de tratamientos.

En todo caso, es importante sefialar que la validez estadistica de la prueba
SNK, cuando se tiene diferente nimero de repeticiones entre medias, no ha sido
estadisticamente verificada (Steel, et al. 1997). Una acotacién similar se hizo para
el caso de la prueba AMD.

A pesar de lo anterior, veamos un ejemplo:

Ejercicio 17.2.6. Con los datos del Ejercicio 14.8.1 realice la separacion de medias,
al nivel alfa de 0.05, mediante la prueba de Student-Newman-Keuls (SNK) para
diferente nimero de repeticiones.

En el Ejercicio 14.8.1 se compararon siete tratamientos, con diferente nu-
mero de repeticiones. El Cuadrado Medio del Error (CME) fue 168.65 y tuvo 30
grados de libertad.

En la tabla del Apéndice E (la misma que se emplea para la prueba de
Tukey) constan los valores de Qg al nivel de 0.05, con 30 grados de libertad y en
las columnas del 2 al 7, que corresponden a los nimeros de medias de tratamien-
tos. Los valores Q' se presentan en el Cuadro 1:

Cuadro 1. Valores de Qg al nivel de 0.05 con 30 grados de libertad,

para comparar amplitudes de dos a siete medias

Numero de medias
en comparacién, p p=2 B p=4 p=5 p=6 p=7
Valores Q 2.89 3.49 3.84 4.10 4.30 4.46

En el Cuadro 2, a continuacién, se presentan las medias ordenadas ascen-
dentemente y el nimero de repeticiones que dio origen a cada media. (Este cua-
dro es igual al Cuadro 2 del ejemplo anterior, asi como el Cuadro 3, pero se los
presenta por facilidad de los calculos.)

Cuadro 2. Medias ordenadas ascendentemente y numero de repeticiones

Tratamientos E C F A D G B
Repeticiones, r 4 5 6 5 5 6 6

Medias, ¥, 33.75 41.40 41.50 44.80 53.60 55.16 62.66
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Los errores estandar de las diferencias Sg se encuentran con la férmula

(103). Como ejemplo, para encontrar el error de la diferencia entre las medias de
los tratamientos E y B, con 4 y 6 repeticiones respectivamente (los valores m y n),
se tiene:

S3= \/CME*”"”" \/168 65* = = 8.38

En el andlisis de estos resultados hay cinco posibles combinaciones diferen-

tes de m y n, los nimeros de repeticiones. Por lo tanto, habra cinco errores estan-
dar de la diferencia de medias, como se presenta en el siguiente cuadro:

Cuadro 3. Combinaciones de repeticiones
y errores estdndar de la diferencia de medias

Repeticiones, Tm Y Tn

Combinaciéon de G5 576 5y5 033 ay5

S

7.50 7.86 8.21 8.38 8.71

Con la informacién anterior, se procede a efectuar la separacién de

las medias:

1.

Para comparar la media E y la media B, las dos de los extremos, con 4 y 6
repeticiones, respectivamente, se debe tener en cuenta que son siete medias
en la amplitud. Por lo tanto, el valor Qu' es igual a 4.46 (Cuadro 1). El valor
S5 para esta comparacion es igual a 8.38. El valor critico SNK es entonces:

Qu*S7  4.46*8.38
V2 14142

SNK = =26.43

La diferencia absoluta entre la media E y B es igual a 28.91. Si la diferencia
es igual o mayor que el valor critico, es decir: |Y;-Y;| = SNK, se declara es-
tadisticamente diferentes a las medias, al nivel de 0.05 de probabilidad. En
este caso: |28.91] > 26.43, las dos medias son diferentes.

La siguiente comparacion es entre las medias E y G, también con 4 y 6
repeticiones, respectivamente. La diferencia absoluta entre las dos medias
es igual a 21.41. El valor critico es igual a:

Qu*S7y 4.30%8.38

SNK = = = 25.48
NG 1.4142
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La diferencia entre las dos medias es menor que el valor critico SNK
(|21.41| < 25.48), por lo tanto, todo el grupo de seis medias, dela Eala G,
son estadisticamente iguales al nivel de probabilidad alfa 0.05.

Los resultados se resumen en el siguiente cuadro:

Cuadro 4. Separacién de medias, prueba SNK al nivel alfa de 0.05.
Evaluacién de porcentajes de germinacién de siete lineas de chocho

Lineas de chocho E C F A D G B
Repeticiones, r 4 5 6 5 5 6 6
Medias, Yl 33.75 41.40 41.50 44.80 53.60 55.16 62.66
S1gn11f1c.ac1on a ab ab ab ab ab b
estadistica

*Letras mindsculas iguales denotan igualdad estadistica al 0.05. Letras distintas sefialan diferencias.

Comentario: puede notarse que la prueba SNK tiene mayor poder de dis-
criminacién que la prueba de la Amplitud Multiple de Duncan (AMD). Sin em-
bargo, la probabilidad de cometer Error Tipo II (aceptar una hipétesis nula falsa)
es mayor con la prueba SNK que con la prueba AMD.

17.3. Comparaciones con la media testigo

Cuando en un experimento se incluye un testigo, pueden compararse todas
las medias de los tratamientos en forma individual con la media del tratamiento
testigo. En este caso, las pruebas recomendadas son la DMS y la prueba de Dun-
nett (DNT). El empleo de estas pruebas, para su validez, requiere que hayan sido
planificadas de antemano. Por lo tanto, es correcto llevarlas a cabo incluso si el
valor de F no fuera significativo.

1. La Diferencia Minima Significativa (DMS)

El empleo de la prueba DMS es adecuado cuando se trata de comparar
varios tratamientos, de uno a uno, con el tratamiento testigo. Si el ndmero de
repeticiones es igual para todos los tratamientos debe usarse la formula (96). De
lo contrario, la formula de la DMS debe incluir el error estdndar de la diferencia
de dos medias con desigual nimero de repeticiones (férmula 103). Veamos un
ejemplo del primer caso:
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Ejercicio 17.3.1. En el Ejercicio 16.4.1, se presentd un experimento en el que una
empresa avicola compar6 su propio alimento (dieta testigo T), con tres alimen-
tos de la competencia (dietas A, B, C). La variable de respuesta fue el peso de los
huevos, en gramos. Las medias de los datos combinados de dos cuadrados latinos
fueron: A = 55.13, B = 58.38, C = 44.88, T = 50.99. El ntimero de repeticiones de
cada media fue ocho. El CME fue igual a 7.43, con 18 grados de libertad. Compare
una a una todas las medias con la media testigo, mediante la prueba de la Diferen-
cia Minima Significativa (DMS) al nivel alfa de 0.05.

Primero debe encontrarse el valor de t al nivel alfa de 0.05 y con 18 grados
de libertad. Este valor en la tabla respectiva es igual a 2.101. La DMS es:

DMS = ta* /Z*CrME =2.101* /2*78"*3 = 2.86 gramos
2

El resultado se presenta en el siguiente cuadro:

Cuadro 1. Diferencias, en gramos, entre las dietas A, B, C vs la dieta T.

Dieta A Dieta B Dieta C Dieta T
4.14 7.39 -6.11 0
* * * Significacién

Todas las diferencias sobrepasaron el valor absoluto de la DMS. En conclu-
sion, la dieta T, al nivel alfa de 0.05, fue estadisticamente superior a la dieta C, pero
inferior a las dietas A y B.

2. La prueba de Dunnett (DNT)

La prueba de Dunnett (DNT) tiene, a semejanza de la prueba de la DMS,
un solo valor. Pero, en forma parecida a la prueba de Tukey, toma en cuenta el
numero de medias del experimento.

La prueba DNT tiene la ventaja de que se pueden calcular intervalos de
confianza para las diferencias y pueden ser para un solo extremo o los dos extre-
mos (limites inferior y superior). De hecho, hay tablas para cada caso.

La férmula para encontrar el valor critico es:

2*CME

DNT = t,(Dunnett)*
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El valor de t,(Dunnett) se lo encuentra en tablas en varios textos, pero
también en internet*' (igual que las otras tablas). Para su correcto uso, debe to-
marse en cuenta el valor alfa, el nimero de grados de libertad del error y el nime-
ro de medias, valor que encabeza las columnas de la tabla. Este nimero, en la tabla
de la referencia, incluye también al testigo.

La férmula para el Intervalo de Confianza de la diferencia entre cualquiera
de las medias y la media del testigo es:

IC = (?L"YT +t,* 2*CME

(108)

La férmula anterior, con el signo +, indica que se obtienen los dos limites,
el inferior y el superior. Por lo tanto, el valor r de Dunnett debe encontrarse en la
tabla especifica para los dos limites. Si se requiere s6lo el limite inferior o el supe-
rior, la férmula (108) llevara solo el signo menos o mds. En este caso, el valor t de
Dunnett también serd diferente. Veamos un ejemplo:

Ejercicio 17.3.2. Con la misma informacién empleada en el Ejercicio 17.3.1 com-
pare individualmente las medias de las dietas A, B y C, con la media de la dieta
T (testigo). Use la prueba de Dunnett, para los dos limites, al nivel alfa de 0.05.
Presente, ademads, los intervalos de confianza:

Primero se debe encontrar el valor t,(Dunnett) en la tabla para los dos li-
mites, al nivel alfa de 0.05 y con 18 grados de libertad. Las columnas en la tabla co-
rresponden al nimero de medias para la comparacion. En este caso, el nimero de
medias, incluyendo la media del testigo, es igual a cuatro. El valor es igual a 2.56.

2%7.43

El valor critico para las comparaciones es: DNT = 2.56* =3.49

Las diferencias entre las medias en comparacion con la media del testigo se
presentan en el siguiente cuadro:

Cuadro 1. Diferencias, en gramos, entre las dietas A, B, C y la dieta T.

Dieta A Dieta B Dieta C Dieta T
4.14 7.39 -6.11 0
* * * Significacién

41  http://www.stat.ufl.edu/~winner/tables/dunnett-2side.pdf
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Todas las diferencias sobrepasaron el valor absoluto de DNT. En conclu-
sion, la dieta T, al nivel alfa de 0.05, fue estadisticamente superior a la dieta C, pero
inferior a las dietas A y B.

Los intervalos de confianza al 95% (alfa igual a 0.05) para las diferencias
entre las medias y el testigo, se los encuentra con la férmula (108). Estos son:

IC.(AvsT) = 4.14 + 3.49 = (+0.65).y. (+7.63)
IC.(BvsT) = 7.39 + 3.49 = (+3.90).y. (+10.88)
IC.(CvsT) = -6.11 + 3.49 = (-9.60).y. (-2.62)

Con el programa Statistix los resultados son:
Statistix 9.0 dos Latin sqg huevos,

Two-sided Dunnett’s Multiple Comparisons with a Control of PESOHUEVO
Control: DIETAS = T

Simultaneous 95% confidence intervals of treatment mean - control mean

DIETAS1lit Mean ;Zziz Difference giﬁiz
A 55.125 0.643 4.138% 7.632
B 58.375 3.893 7.388% 10.882
C 44.875 -9.607 -6.112% -2.618
T 50.987

Alpha 0.05 Standard Error for Comparison 1.3633
Critical D Value 2.563 Critical Value for Comparison 3.4947
Error term used: CUADRADO*JAULAS*PERIODO*DIETASlit, 18 DF

Comentarios:

+ Laprueba de la Diferencia Minima Significativa es mds liberal que la prue-
ba de Dunnett. Esta tltima, sin embargo, ofrece mds proteccioén contra la
posibilidad de cometer Error Tipo I.

+ Las dos pruebas son vilidas si fueron planificadas de antemano. En otras
palabras, no es legitimo su uso cuando se decide emplearlas una vez que se
conocen los resultados. Tampoco es correcto emplear méds de una prueba
para un mismo grupo de medias. El investigador, de acuerdo con su expe-
riencia y tipo de experimento, resolverd cudl prueba emplear.
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* En el caso de que el nimero de repeticiones no sea igual para las medias,
deberd emplearse el error estaindar de la férmula (103) con cualquiera de
los dos métodos.

*  Observe que en ninguno de los intervalos calculados con la férmula de
Dunnett esta incluido el cero. Cuando el intervalo incluye al cero, las dife-
rencias no son estadisticamente significativas al nivel que se haya planteado.

17.4. Comparaciones ortogonales entre grupos de medias

Cuando el niimero de repeticiones es igual

Si en la seleccién de tratamientos cualitativos se incluyen algunos que ten-
gan caracteristicas comunes y a la vez sean diferentes de otros, se puede formar
varios grupos de tratamientos. Todas las comparaciones son entre dos grupos de
tratamientos y se denominan contrastes lineales. Sin embargo, es preferible para
evitar sesgos, que los contrastes lineales sean también contrastes ortogonales. Este
es el mejor método de separaciéon de medias cuando los tratamientos son cualita-
tivos y debe preferirse sobre los otros, siempre que sea posible.

Los contrastes o comparaciones ortogonales son pruebas F con un solo
grado de libertad (o pruebas ¢, por la relacién F = t2). Por ortogonalidad se en-
tiende que las comparaciones son independientes entre ellas. En otras palabras,
con este método, la variacion entre tratamientos se descompone en cantidades
que contribuyen por separado a la Suma de Cuadrados de Tratamientos (SCTrat)-
Pueden hacerse tantos contrastes como haya grados de libertad para tratamientos.
Este método no requiere de una F significativa, porque se supone que las compa-
raciones fueron planificadas de antemano. Esta caracteristica determina que la
probabilidad de cometer Error Tipo I o Tipo II se mantenga constante.

No hay reglas fijas para organizar un juego de comparaciones ortogona-
les. Con un mismo grupo de tratamientos cualitativos pueden generarse varios
juegos de comparaciones ortogonales diferentes. Sin embargo, en la planificacién
del experimento y en especial, en la seleccién de los tratamientos, el investigador
deberd identificar de antemano el juego de comparaciones ortogonales que mejor
responda a sus objetivos.

Linealidad

Una comparacién o contraste lineal da como resultado la diferencia en-
tre los totales de dos grupos de tratamientos. El procedimiento puede también
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realizarse con medias, pero es mds facil con los totales de los tratamientos T. Si
llamamos Q a un contraste lineal, entonces:

Qi =XaTi-XqT; (109)

En la comparacién, cada total de tratamiento lleva un coeficiente ¢;. Sin
embargo, la condicion para que el contraste sea lineal y la comparacion valida
es que:

26 =0

El término ¢; representa los coeficientes que van delante de los totales de
los tratamientos. Si un tratamiento no interviene en la comparacion, el coeficiente
de ese tratamiento es cero.

La suma de cuadrados de una comparaciéon o contraste lineal (SCQ;) es
parte de la Suma de Cuadrados de los Tratamientos (SCTrat). La férmula de un
contraste lineal es:

Di (110)
El divisor D; es igual a:

— 7y o2
Di=rXci (111), en donde r es el numero de repeticiones.

Ortogonalidad

Dos comparaciones son ortogonales si la suma de los productos de los res-
pectivos coeficientes es igual a cero: X, €1;Co;

Si todas las comparaciones posibles son ortogonales entre si, entonces:

Y. SCQ; = SCTrat (112)

Veamos un ejemplo:

Ejercicio 17.4.1. En el Ejercicio 15.5.1 se evalu6 el volumen de expansién de di-
ferentes cruzas de maiz reventén: Al y A2, americanos introducidos de Nebraska
e Indiana; Z1, Z2 y Z3 provenientes del banco de germoplasma, los dos primeros
de origen ecuatoriano y el tercero de origen colombiano. El testigo Te fue un maiz
reventén comercial. El disefio fue un BCA con cinco repeticiones. La Suma de
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Cuadrados de los Tratamientos result6 igual a 307.6, con cinco grados de libertad.
La Suma de Cuadrados del Error fue igual a 118.1, con 20 grados de libertad. Los
totales de los tratamientos y las medias se presentan en el siguiente cuadro:

Cuadro 1. Totales y medias del volumen de expansién
de cinco cruzas de maiz reventdén y un testigo comercial

Tratamientos
Te Al A2 71 72 73
T; 103.5 84.0 77.0 59.5 70.5 55.5
Y; 20.7 16.8 15.4 11.9 14.1 111

Identifique los grupos de tratamientos que sean estadisticamente iguales o
diferentes.

Respuesta: Este es un ejemplo en el que no es adecuado el empleo de nin-
guno de los métodos de separacién de medias analizados anteriormente. Por la
estructura del conjunto de tratamientos, el método mas idéneo para este caso es
el de comparaciones ortogonales. Como hubo cinco grados de libertad para los
tratamientos, son cinco las comparaciones que pueden realizarse. Las cinco que
parecen mds obvias se presentan en el Cuadro 2. Es importante tomar en cuenta
que la suma de los coeficientes debe ser igual a cero.

Cuadro 2. Comparaciones ortogonales, valores del contraste lineal Q; y divisor D;

Tratamientos Te Al A2 Z1 Z2 Z3
Totales T; 103.5 [84.0 |77.0 |59.5 |[70.5 |55.5
Contrastes Coeficientes Q; D; |SCQ;
€1 C2 C3 Cy Cs Ce

Te - (A1+A2+Z1+72+73) |-5 +1 +1 +1 +1 +1 -171.0 [ 150 |194.9

(A1+A2) - (Z1+Z2+Z3) 0 -3 -3 +2 +2 +2 -112.0 {150 |83.6
Al-A2 0 -1 +1 0 0 0 -7.0 10 4.9

(Z1+72)-73 0 0 0 -1 -1 +2 -19.0 |30 12.0
Z1-272 0 -1 +1 0 -11.0 |10 12.1

Note en el cuadro anterior que la suma de los coeficientes, de cac,en
todas las comparaciones, es igual a cero.

La prueba de la ortogonalidad se realiza mediante la férmula Y, ¢;;¢,;. Puede
demostrarse que, para cualquier par de contrastes, la suma de los productos de los
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coeficientes es igual a 0. Tomemos como ejemplo los dos primeros contrastes. Al
multiplicar en orden, la una fila de coeficientes con la otra fila se tiene lo siguiente:

Ycicp =-5%0) + 1*(-3) + 1*(-3) + 1*(2) + 1*(2) + 1*(2) = 0

De igual manera, para cualquier otro par de contrastes del Cuadro 2, la
suma de los productos de los coeficientes es igual a cero.

Aunque no importa el orden de las comparaciones, generalmente cuando
hay un tratamiento testigo, la primera comparacion es la del testigo versus los de-
mads tratamientos. En este caso, en el Cuadro 2, el valor ; para el primer contraste
es, segun la féormula (110):

Q= XaTi-Y ¢ = (-5*103.5) + (84.0 + 77.0 + 59.5 + 70.5 + 55.5) = -171.0

Con el valor del contraste (; se puede determinar la Suma de Cuadrados
del mismo contraste, pero primero hace falta encontrar el divisor:

Di=rYct=5%52+12+12+12+1%2+1%) =150

De la misma forma se procede con las otras comparaciones. Note que la
suma de todos los valores SCQ; es igual a 307.6 (salvo error por redondeo). Esta
cantidad es la Suma de Cuadrados de los Tratamientos (SCTrat) del Ejercicio
15.1. Es decir que:

Y.5CQ; = SCTrat = 1949 + 83.6 + 4.9+ 12.0 + 12.1 = 307.6

Esto demuestra la ortogonalidad de los contrastes y su aporte independien-
te ala SCTrat- Como cada contraste tiene un grado de libertad, las sumas de cua-
drados de los contrastes son iguales a los cuadrados medios.

Con la informacién anterior se puede presentar un Cuadro ADEVA com-
pleto, en el que se integran los resultados de este ejercicio con los del ejercicio
15.5.1.
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Cuadro 3. Andlisis de Varianza del experimento
sobre volumen de expansién de maiz reventén

Fuente de Suma Grados Cuadrado F F F
Variacién de Cuadrados | de Libertad Medio L Lol
Bloques 117.1 4 29.27 4.96** 2.87 4.43
Tratamientos 307.6 5 61.52 10.43%* 2.71 4.10
Te vs otros 194.9 1 194.9 33.03** 4.35 8.10
AAVSZZZ. | 836 1 83.6 14.17
A vsA, 4.9 1 4.9 0.83 n.s
7,7,vsZ, 12.0 1 12.0 2.03 s
Z,vsZ, 12.1 1 12.1 2.05n.s
Error 118.1 20 5.90
Total 542.8 29

Como puede verse (por el signo de Q; en el Cuadro 2), el testigo fue su-
perior a los demds tratamientos en volumen de expansién. Las cruzas A, y A,
superaron a las tres cruzas Z. Las diferencias fueron estadisticamente significativas
al nivel alfa 0.01. Las otras comparaciones entre cruzas no fueron significativas.
(Para estas conclusiones deben tomarse en cuenta los signos de los contrastes, o lo
que es igual, los totales de los tratamientos.)

Los resultados con Statistix son los siguientes:
Statistix 9.0maiz canguil BCA
AOV Contrasts of VOLUMEN by TRATAMIEN

Contrast Number 1
Contrast Coefficients: -5 1 1 1 1 1

Contrast -34.200 SS (Contrast) 194.94
Scheffe’s F 6.60 P (Scheffe’s F) 0.0009
T-Statistic -5.75 P (T-Statistic) 0.0000

SE (Contrast) 5.9529
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Contrast Number 2
Contrast Coefficients: 0 -3 -3 2 2 2

Contrast -22.400 SS (Contrast) 83.627
Scheffe’s F 2.83 P (Scheffe’s F) 0.0431
T-Statistic -3.76 P (T-Statistic) 0.0012
SE (Contrast) 5.9529

Contrast Number 3
Contrast Coefficients: 0 -1 1 0 0 O

Contrast -1.4000 SS (Contrast) 4.9000
Scheffe’s F 0.17 P (Scheffe’s F) 0.9722
T-Statistic -0.91 P (T-Statistic) 0.3732
SE (Contrast) 1.5370

Contrast Number 4

Contrast Coefficients: 0 0 0 -1 -1 2

Contrast -3.8000 SS (Contrast) 12.033
Scheffe’s F 0.41 P (Scheffe’s F) 0.8379
T-Statistic -1.43 P (T-Statistic) 0.1689
SE (Contrast) 2.6622

Contrast Number 5

Contrast Coefficients: 0 0 0 -1 1 O

Contrast 2.2000 SS (Contrast) 12.100
Scheffe’s F 0.41 P (Scheffe’s F) 0.8363
T-Statistic 1.43 P (T-Statistic) 0.1678
SE (Contrast) 1.5370

Error term used: BLOQUES*TRATAMIEN, 20 DF

Comentario:

Observe en el ejercicio anterior que, ademas de las Sumas de Cuadrados de
los contrastes, Statistix presenta pruebas t. Estas pruebas, que se realizan con las
medias, tienen un solo grado de libertad y son equivalentes a las pruebas F por la
relacion: F = t2
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Cuando el niimero de repeticiones no es igual

En las comparaciones ortogonales, cuando los tratamientos tienen diferen-
te nimero de repeticiones, la principal complicacién se presenta al momento de
definir los coeficientes. Las férmulas anteriores se modifican para tener en cuenta
esta variable. En este caso, el contraste lineal es valido si Y, 1; ¢; = 0

La otra modificacién tiene que ver con el divisor de la cantidad Q2. Esto es:
— 2
Dig = X ci

Veamos un ejemplo:

Ejercicio 17.4.2. En un experimento conducido con un DCA se obtuvo los si-
guientes resultados:

Cuadro 1. Totales de cuatro tratamientos y nimero de repeticiones

Tratamientos
HI1 H2 H3 H4
10 14 20 16
12 15 22 19
15 18 24 11
8 20 - -
T; 45 67 66 46
T 4 4 3 3

Cuadro 2. Andlisis de Varianza con Statistix

Source DF SS MS F P
Tratam 3 201.833 67.2778 7.46 0.0065
Error 10 90.167 9.0167

Total 13 292.000

Con la informacién provista realice las siguientes comparaciones
ortogonales:

1. (H1+H2) - (H3 + H4), 2. (H1-H2), 3. (H3 - H4)

Primero se deben definir los coeficientes. En el caso de la comparacién 1, si
los tratamientos tuvieran el mismo nimero de repeticiones, los coeficientes serfan:
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+1 +1 -1 -1. Sin embargo, estos coeficientes no satisfacen la condicién
Zri Ci = 0:

N6 = 4 (+1) +45(+1) + 35 (1) +35(-1) =8-6 =2

Es decir: 1 7i ¢ # 0

Obviamente, se requiere que los coeficientes de los tratamientos con tres
repeticiones sean numéricamente mayores que uno. Si en vez de -1y -1 se esco-
giera-1.3333y -1.3333, se lograria el objetivo deseado, pero se prefiere, por conve-
niencia y exactitud de los célculos, emplear nimeros enteros o fracciones exactas.
Esto se logra, si los coeficientes de los tratamientos con

tres repeticiones, en este caso, fueran -2 y -2, y los de cuatro repeticiones
+1.5y +1.5. Con esto se tendria:

Y1 ¢ = 45(+1.5) + 44(+1.5) + 3%(-2) + 3*(-2) = 0

A continuacion, se realizan los demds célculos:

Cuadro 3. Comparaciones ortogonales, valores del contraste lineal D,

Tratamientos H1 H2 H3 H4
Totales T; 45 67 66 46
Contrastes Coeficientes Qia Djq SCQiq
(H1+H2) - (H3+H4) +1.5 +1.5 -2 -2 -56 42 74.67
HI1-H2 +1 -1 0 0 -22 8 60.50
H3-H4 0 0 +1 -1 20 6 66.67

El divisor para el primer contraste es:
Dig = Yrict = 4%(1.5)% + 4*(1.5)% + 3*(-2)% + 3*%(-2)% = 42

La suma de cuadrados del primer contraste es: SCQiq = D — =74.67

En forma similar se calculan las otras cantidades que se presentan en el
Cuadro 3.

Se puede verificar que los contrastes lineales son ortogonales. La férmula
para esto es: ), 1; €;C; = 0. Si la sumatoria da un valor distinto de cero, los con-
trastes no son ortogonales. Como ejemplo, veamos si los contrastes 1 y 2 son en
verdad ortogonales:
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Y1 €1y = (4¥1.5%1) + (4¥1.5%1) + (3%-2%0) + (3%-2*0) = 0

Se concluye, entonces, que los dos contrastes son ortogonales. La misma
prueba puede hacerse para los contrastes 1 y 3 y para los contrastes 2 y 3.

Es también una prueba de ortogonalidad el que la sumatoria de todos los
valores SCQ;, sea igual ala SCTrat . De acuerdo con la informacién de los Cua-
dros 2 y 3 esto se cumple. Es decir,

Z SCQyy = SCTrat = 201.83

Con Statistix los resultados son:
Statistix 9.0 contrastes dif r,
AQV Contrasts for: T1 T2 T3 T4

Contrast Number 1
Contrast Coefficients: 1 1 -1 -1

Contrast -9.3333 SS (Contrast) 74.667
Scheffe’s F 2.76 P (Scheffe’s F) 0.0976
T-Statistic -2.88 P (T-Statistic) 0.0165

SE (Contrast) 3.2434

Contrast Number 2
Contrast Coefficients: 1 -1 0 0

Contrast -5.5000 SS (Contrast) 60.500
Scheffe’s F 2.24 P (Scheffe’s F) 0.1466
T-Statistic -2.59 P (T-Statistic) 0.0269
SE (Contrast) 2.1233

Contrast Number 3
Contrast Coefficients: 0 0 1 -1

Contrast 6.6667 SS (Contrast) 66.667
Scheffe’s F 2.46 P (Scheffe’s F) 0.1224
T-Statistic 2.72 P (T-Statistic) 0.0216
SE (Contrast) 2.4518
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Comentario: Statistix toma en cuenta el diferente nimero de repeticiones.
Sin embargo, los coeficientes que acepta el programa Statistix son los mismos que
se usarian si las repeticiones fueran iguales. Esto, obviamente, facilita la obtencién
de los resultados.

17.5. Cuando los tratamientos son cuantitativos

Cuando los tratamientos son cuantitativos no es adecuado el uso de ningu-
no de los métodos de separacién de medias estudiados en la primera parte de este
capitulo. El método correcto es el empleo de polinomios ortogonales, que no es més
que una forma simplificada de identificacién de tendencias (lineal, cuadratica,
cubica, etcétera).

En los contrastes ortogonales, de la seccion 17.4, el investigador decide qué
coeficientes emplear para sus comparaciones. En cambio, en el caso de los polino-
mios ortogonales, los coeficientes se determinan algebraicamente y solo depen-
den del grado del polinomio y del nimero de tratamientos. La condicién sigue
siendo, en todo caso, que la sumatoria de los coeficientes sea igual a cero: =0

Para facilitar los calculos se recomienda que los tratamientos (niveles o do-
sis), es decir la variable independiente X, estén igualmente espaciados y que el nt-
mero de repeticiones sea igual. Si se tratara de un experimento con cinco niveles
de un fertilizante, los valores de X, podrian ser, como ejemplo: 0, 15, 30, 45, 60.
Note que la diferencia, o intervalo, entre todos los niveles contiguos es 15. Esto es
lo que se denomina “igualmente espaciados”. Cuando lo niveles no estdn igual-
mente espaciados, la definicién de los coeficientes en forma manual es una tarea
bastante laboriosa, mas atn si el nimero de repeticiones no es igual para todos los
tratamientos. Sin embargo, los programas estadisticos computarizados resuelven
estos problemas con facilidad. Statistix, por ejemplo, genera los coeficientes de
acuerdo con los datos disponibles.

En el Cuadro 17.5.1 se encuentran los coeficientes c;, los que se multiplican
por los totales de los tratamientos y luego se suman los productos, teniendo en
cuenta los signos. Las sumatorias dan como resultado los valores de ;. Puede no-
tarse que esto es similar a lo que se hizo en la seccién anterior. Pero en este caso, a
diferencia de la seccion anterior, los coeficientes del Cuadro 17.5.1 se basan en una
codificacion de los valores de los tratamientos o niveles X;. En todo caso lo que
se busca, para facilitar los calculos, es que los coeficientes sean nimeros enteros
minimos posibles y que su suma, para cualquier comparacion, sea igual a cero.
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Veamos, como ejemplo, el origen de los coeficientes para las respuestas lineales y
cuadrdticas para tres, cuatro y cinco niveles o tratamientos cuantitativos.

1. Con tres niveles igualmente espaciados

Respuesta lineal: X. Con tres niveles, los coeficientes para la respuesta li-
neal son:

-1, 0, +1. Estos son los valores mds bajos, en nimeros enteros, para que la
sumatoria de los coeficientes sea igual a cero.

Respuesta cuadratica: X2, Para encontrar los coeficientes de la respuesta cua-
dratica es necesario elevar al cuadrado los coeficientes de la respuesta lineal. El resulta-
does: +1,0, +1. Sin embargo, la sumatoria de los coeficientes no es igual a cero. Es decir:
Y. ¢; # 0.Para obviar esto se calcula la media de los coeficientes y se la resta de cada uno
de ellos. La media es 2/3. Los nuevos valores son, entonces: +1/3, -2/3, +1/3. Como es
preferible trabajar con niimeros enteros, se multiplica cada uno de los términos por 3.
El resultado es: +1, -2, +1. Estos son los coeficientes de la respuesta cuadrética.

Esta variable, doblemente codificada podemos denominarla X;, que es igual a:
X, = (X2-2)*3 = 3x22

La ecuacion de la respuesta cuadritica, para los valores esperados, ¥, es:
? =Y + b,X + b,X,» 0 lo queigual: ¥ = ¥ + b, X + b,(3X2-2)

2. Con cuatro niveles igualmente espaciados

Respuesta lineal: X. Con cuatro niveles, los coeficientes para la respuesta
lineal son:

-3,-1,+1, +3.

Respuesta cuadratica: X2. Al elevar al cuadrado los coeficientes de la res-
puesta lineal, los valores son: +9, +1, +1, +9. Como estos valores no suman cero,
se resta de cada uno la media, que es igual a 5. Los nuevos valores son: +4, -4, -4,
+4. Ahora, para simplificar, se dividen para 4 y se obtienen los coeficientes: +1, -1,

-1, +1. Esta doble codificacion se expresa de esta manera: X, = (x5

J
4
La ecuacién de la respuesta cuadrética, para los valores esperados, ¢, es:

~ = ~ = 2.
7 =¥ +b,X +b,X,, 0lo que igual: 7 = ¥ + by X + b, =
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3. Con cinco niveles igualmente espaciados

Respuesta lineal: X. Con cinco niveles, los coeficientes para la respuesta
lineal son:

-2,-1,0, +1, +2.

Respuesta cuadratica: X2 Al elevar al cuadrado los coeficientes de la res-
puesta lineal, los valores son: +4, +1, 0, +1, +4. Como estos valores no suman cero,
se resta de cada uno la media, que es igual a 2. Los nuevos valores son: +2, -1, -2,
-1, +2. Esta codificacion da como resultado: X, = (X 2-2)

La ecuacién de la respuesta cuadritica, para los valores esperados, ¢, es:
¥ =Y +b.X + b,X,, 0lo que igual: ¥ = ¥ + b, X + b,(X?-2)

Los coeficientes para las respuestas cibica, cudrtica y mds altas pueden
obtenerse en la forma descrita en los numerales anteriores. En todo caso, cada
tendencia tiene tan solo un grado de libertad. Es decir, por ejemplo, no se puede
encontrar una tendencia ciibica si inicamente se tiene tres tratamientos (sélo dos
grados de libertad). En el Cuadro 17.5.1 se presentan los coeficientes para las dis-
tintas tendencias hasta para cinco tratamientos.

Debe tomarse en cuenta que el procedimiento descrito en pérrafos ante-
riores no es mds que un método simplificado de regresion polindémica. Estos mé-
todos se desarrollaron para evitar largos y tediosos calculos. Actualmente, con el
empleo de programas computarizados, pueden realizarse los andlisis de regresion
polindmica rdpidamente y sin necesidad de codificar los niveles.

Cuadro 17.5.1. NUmero de tratamientos cuantitativos, coeficientes
y divisores para realizar comparaciones ortogonales polinémicas

Ntmero de Tendencias Totales de los Tratamientos Divisor D;

Tratamientos (et 2
del polinomio) | T1 T2 T3 T4 T5 r Z ¢

2 Lineal -1 +1 r*2

Lineal -1 0 +1 r*2

. cuadrética +1 -2 +1 r*6
Lineal -3 -1 +1 +3 r*20

4 cuadrética +1 -1 -1 +1 r*4
Cubica -1 +3 -3 +1 r*20
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Lineal -2 -1 0 +1 +2 r*10
5 cuadrética +2 -1 -2 -1 +2 r*14
Cubica -1 +2 0 -2 +1 r*10
Cudrtica +1 -4 +6 -4 +1 r*70

Veamos un ejemplo:

Ejercicio 17.5.1. En el Ejercicio 16.3.1 se presentd un experimento conducido
con un disefio de cuadrado latino 5% en el que se evalud, en cultivos asociados, el
efecto de distancias de siembra en sorgo sobre el rendimiento de una variedad de
soya. Los totales de los tratamientos se muestran en el Cuadro 1. Mediante el mé-
todo de polinomios ortogonales encontrar las tendencias y analizar los resultados.

Cuadro 1. Distancias de siembra de sorgo y totales del rendimiento
del cultivo asociado soya, en quintales métricos

Distancias de siembra (tratamientos)

A=5cm B=10cm C=15cm D=20 cm E=25cm
Tk 91.77 101.11 98.15 118.23 113.09
Yk 18.35 20.22 19.63 23.65 22.62

El valor de la media del experimento es: Y = 20.89

En el Cuadro 2 se presentan los coeficientes de los polinomios ortogonales
para cinco tratamientos, segun el Cuadro 17.2.

Cuadro 2. Respuestas ortogonales, coeficientes
y sumas de cuadrados de los contrastes

Distancias A=5 B=10 C=15 D=20

. E=25cm
de siembra cm cm cm cm
Totales Tx | 91.77 | 101.11 | 98.15 118.23 | 113.09
Respuesta Coeficientes Qi D; SCQ;
Lineal -2 -1 0 +1 +2 59.76 5*10 71.42
Cuadritica +2 -1 -2 -1 +2 -5.92 5*14 0.50
Cubica -1 +2 0 -2 +1 -12.92 5*10 3.33
Cudrtica +1 -4 +6 -4 +1 -83.6 5*70 19.96
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Con el programa Statistix no hace falta que el investigador introduzca los
coeficientes. S6lo debe indicar el grado del polinomio. El programa calcula las
tendencias y su significacion estadistica:

Statistix 9.0 soya dist sorgo CL,

Polynomial Contrasts of Rendimien by Distancia

Degree = 1, Linear Trend

Contrast 3.7796 SS (Contrast) 71.425
T-Statistic 1.98 P (T-Statistic) 0.0713
SE (Contrast) 1.9102

Degree = 2, Quadradic Trend

Contrast -0.3164 SS (Contrast) 0.5007
T-Statistic -0.17 P (T-Statistic) 0.8712
SE (Contrast) 1.9102

Degree = 3, Cubic Trend

Contrast -0.8171 SS (Contrast) 3.3385
T-Statistic -0.43 P (T-Statistic) 0.6764
SE (Contrast) 1.9102

Degree = 4

Contrast -1.9984 SS (Contrast) 19.968
T-Statistic -1.05 P (T-Statistic) 0.3161
SE (Contrast) 1.9102

Error term used: Hileras*Columnas*Distancia, 12 DF

En el Cuadro 3 se presenta el ADEVA del ejercicio 16.3.1, en el que se inclu-
ye las respuestas polindmicas ortogonales.
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Cuadro 3. Andlisis de Varianza con los componentes polinémicos

para el cuadrado latino del ejercicio 16.3.1

EV. SIC. gl CM F E.. E,
Hileras 307.69 4 76.92 4.22* 3.26 5.41
Columnas 50.68 4 12.67 0.69 n.s.
Distancias 95.23 4 23.81 1.31 n.s.
Respuesta Lineal 71.42 1 71.42 3.92n.s. 4.75 9.33
Cuadratica 0.50 1 0.50 0.03 n.s.
Cubica 3.33 1 3.33 0.18 n.s.
Cudrtica 19.96 1 19.96 1.09 n.s.
Error 218.93 12 18.24
TOTAL 672.53 24

Puede probarse la ortogonalidad de los polinomios con esta férmula:

Y SCQ; = SCTrat

Se observa, en el cuadro anterior, que ninguna de las respuestas fue significa-
tiva. Es decir, la curva de regresion es estadisticamente paralela al eje de la abscisa.

El grafico de la curva del polinomio cudrtico, generado con el programa

Statistix, se presenta a continuacién:

Poly Regs Fitted Curve
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Rendimien =-9.7620 + 10.670 * X - 1.3073 * X2 + 0.0652 * X"3 - 1.11E-03 * X"4

Gréfico 1. Curva y ecuacién del polinomio cuértico
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En términos del experimento y con una alta probabilidad, se demuestra
que las distancias de siembra en el cultivo asociado no afectaron en modo alguno
el rendimiento de la soya. El comportamiento erratico de las respuestas deno-
ta que hubo problemas en la conduccién del ensayo. Los circulos en el gréifico
corresponden a las observaciones. Puede notarse la excesiva variacién dentro de
cada distancia. Esto determind un error experimental inflado y consecuentemen-
te, un alto coeficiente de variacion (20.44%)

Por lo general, cuando se busca respuestas a diferentes niveles de un insu-
mo, se busca el punto en el que se alcanza el maximo rendimiento. Esto se logra
mediante la respuesta cuadrética. Solo por razones del ejemplo, se presenta el co-
rrespondiente polinomio en el gréfico 2.

Poly Regs Fitted Curve
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Rendimien = 16.716 + 0.3405 * X - 3.38E-03 * X"2

Grdéfico 2. Curva del polinomio cuadrético

Puede verse al pie del grafico 2, la ecuacion de regresiéon cuadratica. Esta
ecuacion es igual a ¥ = by + b; X + b,X?. Esta es la ecuaciéon que resulta cuando
se emplean los niveles sin codificar; en este ejemplo, los valores 5, 10, 15, 20, 25
cm. Con el método de polinomios ortogonales la férmula, cuando se tiene cinco
tratamientos, es: ¥ = ¥ + b, X + b,(X2-2). Cuando se busca el punto de méaximo
rendimiento los resultados con las dos formulas son obviamente iguales, aunque
es necesario decodificar el valor de X de la tltima ecuacidn. Ejemplo de esto se
verd més adelante.

En todo caso, con la informacién del Cuadro 2 pueden encontrarse los co-
eficientes de regresion b, y b,:
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_ Qineal __ % — Q -5.92
b, = Ty T 1.1952 b, = ﬁ: == -0.08457

La media del experimento fue igual a: ¥ = 20.89. Al reemplazar los coefi-
cientes b, y b, en la férmula, la media se convierte en la interseccién p,:

¥ =20.89 + 1.1952X-0.0846(X%-2) . ¥ = 21.06 + 1.1952X-0.0846X2



Capitulo 18
Disenos en latices

“Mds datos significa mds informacién, pero también sig-
nifica mds falsa informacién” Nassim Nicholas Taleb*?

Los ldtices son disenios experimentales que se usan cuando el ndmero de
tratamientos es muy elevado. Como el tamafio de la repeticién necesariamente
debe ser muy grande, no se logra homogeneidad entre las unidades experimen-
tales. Al dividir las repeticiones en dreas mas pequenas, denominadas bloques in-
completos, se aspira a reducir la variabilidad entre las unidades experimentales.
Los latices tienen especial importancia en programas de mejoramiento vegetal,
en los que se requiere evaluar un considerable nimero de lineas y variedades. Fue
Yates (1939) quien cred estos disenos.

>

El término “latice” no existe en espanol. Se lo ha tomado del inglés “lattice’
que se refiere a una estructura entrelazada de tiras de diferentes materiales. Se vera
que, por la distribucién armonica de los tratamientos en los bloques y los bloques
en las repeticiones, el término parece adecuado.

En los latices, una repeticién contiene todos los tratamientos distribuidos
en bloques incompletos; por lo tanto, en estos disefios, el término “repeticién”
no es sinénimo de “bloque”, como si lo fue en el diseio de Bloques Completos
al Azar. Es decir, los latices son disefios de bloques incompletos. Una restriccién
importante en estos disenos es que el nimero de tratamientos tiene que ser un
cuadrado perfecto.

Existen varios tipos de ldtices, como lo sefialan Cochran y Cox (1968),
Kempthorne (1979) y otros varios autores. Sin embargo, los mas utilizados son los
latices balanceados y los parcialmente balanceados. En este texto se verdn ejem-
plos de los dos tipos. En cualquier caso, si con cualquiera de los dos ltices no se

42 Escritor y epistemologo libanés. https://www.wired.com/2013/02/big-data-means-big-errors-
people/
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gano en eficiencia, el experimento puede analizarse como un disefio de Bloques
Completos al Azar.

18.1. Latices Balanceados

En los l4tices balanceados, si k2 es el niumero de tratamientos, k es el nime-
ro de bloques incompletos en cada repeticion. El niumero de repeticiones es igual
ar=k+1.Como ejemplo,sik? =64, k=8y r=9

Se deduce, del parrafo anterior, que el nimero de tratamientos en los La-
tices debe ser un cuadrado perfecto k2. Esta condicion es generalmente facil de
lograr. Si por ejemplo se dispone de 23 lineas experimentales que se desea evaluar,
se puede anadir dos otras lineas o variedades para un total de k2=25.

El término balanceado se refiere al requisito de que todos y cada uno de los
tratamientos deben estar en combinacién, una sola vez en un mismo bloque, con
otros diferentes tratamientos. Sin embargo, esta restriccion también determina
que no sea posible estructurar Litices completamente balanceados para 36, 100 y
144 tratamientos, a pesar de que estos nimeros son cuadrados perfectos.

Asignacion de los tratamientos

La asignacion de los tratamientos a los bloques incompletos se vuelve una
tarea tediosa, en especial con los latices mds grandes. Felizmente, en textos como
el de Cochran y Cox (1968), Gomez y Gomez (1984) y también en internet se
encuentran los planos de varios tipos de latices. Una vez escogido el plano se debe
sortear el orden de los bloques en cada repeticion y el orden de los tratamientos
en cada bloque, en forma similar a lo que se hace en el Diseio Cuadrado Latino.
Como ejemplo, para un Latice k2 = 9se tiene el siguiente plano:

Cuadro 18.1.1. Létice Completamente Balanceado con nueve tratamientos (k? = 9),
cuatro repeticiones (I = 4) y tres bloques en cada repeticién (k = 3)

Repeticién 1 Repeticion 2 Repeticiéon 3 Repeticion 4

Blog* Tratam. Bloqg. Tratam. Bloq. | Tratam. | Bloq. Tratam.
1 (1H(2)(3) 4 (D)) 7 (1)(5)(9) | 10 (1)(6)(8)
2 H5)6) |5 (2)(5)8) |8 (2)(6)(7) | 11 (2)(4)(9)
3 (N(®)(©9) |6 30O |9 (3)(4)(8) | 12 (3)(5)(7)
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Note el arreglo sistematico del plano del cuadro anterior. Como ejemplo,
el tratamiento 1 estd en la primera unidad experimental de cada repeticién. El
arreglo sistematico se corrige con la aleatorizacion.

En el cuadro anterior, los ntimeros en paréntesis indican los tratamientos.
Note que cada bloque es diferente de los otros. Por eso los bloques se numeran
del 1 al 12.

Puede observarse también, que todos y cada uno de los tratamientos estd en
combinacién con dos distintos tratamientos en cada repeticion. Este es el significado
del término “balanceado”. Tomemos como ejemplo el tratamiento 5. Este tratamiento
estd distribuido asi: en la repeticién 1, con los tratamientos 6 y 4; en la repeticién 2, con
los tratamientos 2 y 8; en la repeticion 3, con los tratamientos 1y 9; en la repeticion 4,
con los tratamientos 3 y 7. Es decir, el tratamiento 5 estd en las cuatro repeticiones, en
bloques incompletos de tres tratamientos, en combinacién con todos los otros trata-
mientos tomados de dos en dos. Gracias a esto, las diferencias entre medias de trata-
mientos se calculan con igual precision en los latices balanceados.

Aleatorizacién de los tratamientos

Una vez que se ha seleccionado el plano correspondiente para el experi-
mento, debe procederse a la aleatorizacion de la siguiente forma: 1. Asignar a los
tratamientos un namero al azar, 2. Sortear el orden de los bloques en cada repeti-
cidn, 3. Sortear los tratamientos dentro de cada bloque.

El esquema del ADEVA de un latice completamente balanceado, con k* nt-
mero de tratamientos, se presenta en el Cuadro 18.1.2:

Cuadro 18.1.2. Esquema del ADEVA de un Létice Balanceado k2

EV. S.C. gl
Repeticiones SCRgca k
Tratamientos (sin ajustar) SCTratsin qjust k?-1
Bloques (ajustados) SCBgjust k-1
Error Intra-bloque SCEintrm (k-1)(k?-1)
Tratamientos (ajustados) SCTratgjyst k2-1
Error efectivo SCEqfectivo (k-1)(k*-1)
Total SCT k3 + k%-1
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En este esquema se combinan fuentes de variacién del BCA con otras pro-
pias del Latice. La Suma de Cuadrados de Repeticiones, Suma de Cuadrados de
Tratamientos (sin ajustar) y Suma de Cuadrados Total son las mismas del disefio
BCA y se calculan de forma igual que en un BCA. El procedimiento para calcular
las otras fuentes de variacion se presenta mediante un ejemplo:

Ejercicio 18.1.1. Con los datos de los siguientes dos cuadros, realice el analisis co-
rrespondiente a un latice balanceado k2 = 9. (Experimento simulado con la ayuda
de un programa estadistico.)

Cuadro 1. Repeticiones, bloques, tratamientos y totales
de los 12 bloques (B},) para la variable dependiente rendimiento

REPS | BLOQ | TREAT | REND | By | REPS | BLOQ | TREAT | REND | By
1 1 1 12.0 3 7 1 11.2
1 1 2 214 3 7 5 11.6
1 1 3 19.8 532 3 7 9 15.6 38.4
1 2 4 17.9 3 8 2 14.4
1 2 5 13.7 3 8 6 14.0
1 2 6 16.7 48.3 3 8 7 16.8 45.2
1 3 7 12.8 3 9 3 17.2
1 3 8 18.9 3 9 4 19.5
1 3 9 19.1 50.8 3 9 8 15.7 524
2 4 1 14.5 4 10 1 10.1
2 4 4 22.9 4 10 6 19.1
2 4 7 16.6 54.0 4 10 8 16.4 45.6
2 5 2 18.4 4 11 2 15.4
2 5 5 12.6 4 11 4 19.8
2 5 8 12.5 43.5 4 11 9 16.9 52.1
2 6 3 15.7 4 12 3 14.6
2 6 6 18.2 4 12 5 11.7
2 6 9 20.6 54.5 4 12 7 18.0 443




DIsEROS EN LATICES

321

Cuadro 2. Totales de los tratamientos y repeticiones

Tratamientos

R?petl- Totales

ciones 1 2 3 4 5 6 7 8 9 R;

1 12.0 21.4 19.8 17.9 13.7 16.7 12.8 18.9 19.1 152.3

2 14.5 18.4 15.7 | 22.9 12.6 18.2 16.6 12.5 | 20.6 152.0

3 11.2 14.4 17.2 19.5 11.6 14.0 16.8 15.7 15.6 136.0

4 10.1 154 14.6 19.8 11.7 19.1 18.0 16.4 16.9 142.0

Totales Suma Total

T; 47.8 69.6 67.3 80.1 49.6 68.0 64.2 63.5 72.2 Z T. = 5823

; .

El procedimiento para el andlisis sigue los siguientes pasos:
PRIMER PASO

Con los datos del Cuadro 2 se realiza el andlisis de varianza como si se
tratara de un disefio BCA, con cuatro repeticiones y nueve tratamientos (en este
andlisis no se toma en cuenta los bloques):

582.32

El Factor de Correccién es: FC = = 9418.7

Suma Cuadrados Total: SCT = (12.0? + 21.4%+...+16.92)-FC = 350.21

152.3%+..+142.0%

Suma Cuadrados Repeticiones: SCR = ———=———-FC = 21.22

47.82+69.62+..+72.22

Suma Cuadrados Tratamientos: SCTrat = ———""——-FC = 212.60

Suma Cuadrados Error: SCE = SCT-SCR-SCTrat = 116.39

Luego, se forma el Cuadro ADEVA para el diseio BCA:

Cuadro 3. Andlisis de Varianza como si se tratara de un disefio BCA

FV SC GL CM F P F ., F .
REP 21.22 3 7.07
TRAT 212.60 8 26.57 5.48%* 0.054% 2.36 3.36
Error 116.39 24 4.85
Total 350.21 35
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SEGUNDO PASO

Se procede ahora a encontrar los valores B;. Un valor B, es igual a la su-
matoria de los totales de los bloques en los que aparece un tratamiento. Como
ejemplo, el tratamiento 1 se encuentra en los bloques 1, 4, 7 y 10 (Cuadro 1). El
valor es: B; = 53.2 + 54.0 + 38.4 + 45.6 = 191.2. Los valores B, para los nueve
tratamientos, constan en el Cuadro 4.

La sumatoria de los valores B; es k veces la sumatoria de los totales de los
tratamientos

T; . En los latices, k es el numero de bloques en cada repeticion. Por lo tanto,
la relacion ), B, = k ), T; sirve para comprobar los célculos.

TERCER PaAso

Se deben encontrar también Los valores D;, que son desviaciones de los
tratamientos con relacién a los bloques incompletos. Se encuentran, para cada
tratamiento, con la siguiente férmula:

D; = (kTi'T'Bt + Z Tl)

-

(113)

Como ejemplo, para el tratamiento 1:

D, = (3*47.8-4*191.2 + 582.3) = -39.1

Con esta informacioén, para todos los tratamientos, se estructura el siguien-
te cuadro:

Cuadro 4. Totales de los tratamientos (T;), valores B; y valores D;

Tratamientos T B, D; D}
1 47.8 191.2 -39.1 1528.81
2 69.6 194.0 15.1 228.01
3 67.3 204.4 334 1115.56
4 80.1 206.8 46 21.16
5 49.6 174.5 33.1 1095.61
6 68.0 193.6 11.9 141.61
7 64.2 194.3 -2.3 5.29
8 63.5 192.3 3.6 12.96
9 72.2 195.8 15.7 246.49
32212 Z T, = 5823 Z B, = 1746.9 Z D=0 Z D? = 4395.50
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Note que ), D; = 0. Esta ecuacion siempre debe ser igual a cero (como otras
sumatorias de desviaciones vistas anteriormente), de lo contrario, hay errores en
los célculos.

CUARTO PAso

Se dispone ya de la informacion necesaria para partir la Suma de Cuadra-
dos del Error del BCA, en dos componentes: la Suma de Cuadrados de Bloques
ajustados por repeticiones: SCBy s y la Suma de Cuadrados del Error intra-blo-
que: SCE;,; ,, La férmula para encontrar la SCBg g €s:

3 D? 4395.50
SCBajust = m = SCBajust =

= 40.70 (114)

108
Luego se encuentra la Suma de Cuadrados del Error Intra-bloque, SCEint rb

SCE;pnt 1 que es la diferencia entre la Suma de Cuadrados del Error del BCA
(Cuadro 18.1.5) y la estadistica SCB Es decir:

ajust*

SCEintrp = SCEpcs-SCBqjuse = 116.39-40.70 = 75.69

QuINTO PASO

A continuacidn, debe determinarse el Factor de Ajuste, g. Para esto se nece-
sita estimar los cuadrados medios de las dos sumas de cuadrados encontradas en
el paso anterior. Los grados de libertad son, respectivamente, (k2-1) y (k-1)(k2-1),
como se presentd en el esquema del ADEVA (Cuadro 18.1.2):

SCBajuse _ 4070 _ o
(k2-1) 8

CMBgjyst =

SCEperp 7569
(k-1 (k2-1) = 16

CMEintrb = =473

El factor de ajuste se encuentra con la siguiente férmula:

q= CMBajust'CMEintrb _ 5.09-4.73 _ O 0079 115
kZ*CMBajust =q9= 9%5.09 ( )

Si el valor de ajuste g resulta igual a cero, o es negativo, no hace falta prose-
guir con otros célculos. De darse este caso, se realiza el andlisis de los datos como
si fuera un disenio de Bloques Completos al Azar.
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En este ejercicio el factor de ajuste es positivo, aunque cercano a cero, por lo
que seguramente se ganard muy poco en precision al analizar los resultados con el
disenio Latice Balanceado. Sin embargo, por razones del ejemplo, se continua con
el analisis.

SExTO PASO

Como g > 0, se procede a encontrar los totales de los tratamientos ajusta-
dos. La férmula es:

Ti(ajust) = Ti + q*Dl (116)

El ajuste es necesario para compensar por errores de muestreo en los valo-
res D; . Los valores de los tratamientos ajustados y las medias ajustadas se presen-
tan en el siguiente cuadro:

Cuadro 5. Tratamientos, medias, tratamientos ajustados y medias ajustadas

No. X L - Trat (ajust) Medias (ajust)
Tratamientos Tratamientos T; Mo Ty T; + q*D; Yi(a}'ust)
1 47.80 11.95 47.49 11.87
2 69.60 17.40 69.72 17.43
3 67.30 16.83 67.04 16.76
4 80.10 20.03 80.06 20.02
5 49.60 12.40 49.86 12.46
6 68.00 17.00 68.09 17.02
7 64.20 16.05 64.18 16.05
8 63.50 15.88 63.53 15.88
9 72.20 18.05 72.32 18.08
Totales 582.30 582.30

Luego, debe encontrarse la Suma de Cuadrados de Tratamientos ajustados.
El ndmero de repeticiones es (k + 1) = 4 . La formula (117) es:

b _ 47.49%469.722+..472.32%  582.302

T2 .
SCTTatjuse = — =2 -FCSCTratyjus = . — = 21356

SEPTIMO PASO

Por dltimo, se requiere encontrar el Cuadrado Medio del Error Efectivo. La
formula es:
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CMEcfect = CMEperp*(1 + qk) (118)
CME, o0 = 473*(1 + 0.0077*3) = 4.84

Con la informacién obtenida se estructura el Cuadro ADEVA:

Cuadro 6. Andlisis de Varianza. Latice Completamente Balanceado

EV. S.C. gL C.M F P E E.

05 ‘01
Repeticiones 21.21 3
Iratamientos 21259 | 8 26.57
(sin ajustar)
*
Bloques 4070 |8 5.09
Repeticiones
Error Intra-bloque | 75.69 16 4.73
Iratamientos (213.56) | (8°) | 2670 | 551 | 0.19% | 2.59 3.89
(ajustados)
Error efectivo (16) 4.84
Total 350.20 35

*los paréntesis en las sumas de cuadrados y en los grados de libertad indican que cantidades equi-
valentes ya fueron tomadas en cuenta para los totales respectivos.

Se puede concluir que por lo menos dos medias de los tratamientos son es-
tadisticamente diferentes, con una probabilidad incluso inferior al nivel alfa del 1%.

[CME Visi
cv = _efect *100 = 13.60%

Y ~16.18

El error estandar para la diferencia de dos medias es igual a:

2%CME 2%0.019
S;= efect =0.098
d r 4

La eficiencia relativa (E) del latice balanceado, en comparacién con el di-
sefio de bloques completos al azar (BCA), se encuentra con la siguiente férmula:

_ CMEpcs __ 485 _
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El andlisis con Statistix es el siguiente:
Statistix 9.0 LATICE COMPL BALANC

Balanced Lattice AOV for REND

Source DF Ss MS F P
REP 3 21.219

TRAT (unadj) 8 212.595

BLOQ*REP 8 40.699 5.0874

Intrablock error 16 75.695 4.7309

TRAT (adj) (8) 26.6952 5.51 0.0019
Effective error (106) 4.8414

Total 35 350.207

Grand Mean 16.175 Cv 13.60
Relative efficiency, RCB 1,00

Means of REND for TRAT

TRAT Mean

1 11.874

2 17.429

3 16.760

4 20.016

5 12.464

6 17.023

7 16.046

8 15.882

9 18.081

Observations per Mean 4
Standard Error of a Mean 1.1002
Std Error (Diff of 2 Means) 1.5559
Comentarios:

+ En la practica, tan solo con nueve tratamientos posiblemente no se jus-
tificarfa usar este disefio, a no ser que hubiera una buena razén, como la
que presentan Cochran y Cox (1968), pagina 396. De lo contrario, bien se
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podria emplear un disefio completamente al azar o, de haber una pendien-
te, un disenio de bloques completos al azar.

+  Note que, en las fuentes de variacion, Statistix presenta el componente
BLOQ*REP. Esta interaccion tiene el mismo origen y es igual a la Suma de
Cuadrados de Bloques ajustados, SCB, ;-

+  Observe, en los resultados de Statistix, que la Eficiencia Relativa fue igual a
1.00. Esta estadistica compara el Latice con el BCA. Un valor de 1.00 indica
que se habria obtenido un resultado similar si el analisis se conducia como
el de un disefio BCA. En otras palabras, no hubo heterogeneidad significa-
tiva dentro de las repeticiones, como para justificar dividirlas en bloques
incompletos. Este resultado por lo general esta relacionado con el nimero
de tratamientos. En latices mas grandes se incrementa la probabilidad de
encontrar una mayor variacion dentro de las repeticiones.

+  Statistix presenta también las medias ajustadas por el efecto de los bloques.
(Ver también el Cuadro 5.) Los procedimientos de separacion de medias se
realizan con las medias ajustadas si se gané en eficiencia con el disefio lati-
ce. De lo contrario, como en este ejemplo, no hace diferencia si se emplean
las medias obtenidas con el diseno BCA o las obtenidas con el létice.

18.2. Latices parcialmente balanceados

Por el nimero de tratamientos y el nimero de repeticiones, los latices
completamente balanceados son experimentos muy grandes. Como ejemplo, si
k? = 25 habria seis repeticiones (r=k+1=6)Paraun experimento asi, se re-
queriria de 25 x 6 = 150 unidades experimentales (U.E). Obviamente, con latices
completamente balanceados mds grandes que el sefialado, el ntimero de unidades
experimentales requeridas serd muy alto. Los experimentos se encarecen y se vuel-
ven mads dificiles de manejar.

Una manera de reducir el tamafio del ldtice es tener menos repeticiones. Si
el investigador decidiera tener inicamente dos repeticiones, para el mismo caso
de 25 tratamientos, necesitaria 50 unidades experimentales. Este tipo de disefio se
conoce como Ldtice Parcialmente Balanceado.

Para llevar a cabo un experimento con el disefio Latice Parcialmente Balan-
ceado, el investigador puede generar su propio arreglo o, para ganar tiempo, esco-
ger el nimero de repeticiones que desee en internet. Otra opcién es seleccionar,
en las referencias de la seccidn anterior, el arreglo y nimero de repeticiones que
mejor se ajusten a los objetivos de la investigacién, tomando también en cuenta
los recursos disponibles.
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Para el andlisis de los datos debe tomarse en cuanta que cualquier trata-
miento estd en combinacién tinicamente con algunos otros tratamientos en un
mismo bloque. Esto determina que las comparaciones entre medias no tengan la
misma precision.

Para el caso de un latice parcialmente balanceado con 25 tratamientos (k2),
dos repeticiones y cinco bloques por repeticidon, se tiene como ejemplo lo siguiente:

Cuadro 18.2.1. Arreglo para un Létice Parcialmente Balanceado:
25 tratamientos, dos repeticiones y cinco bloques incompletos por repeticién

Bloques repeticion I bloques repeticion II

1 1 2 3 4 5 6 24 14 9 4 19
2 6 7 8 9 10 7 22 12 17 7 2
3 11 12 13 14 15 8 5 25 10 20 15
4 16 17 18 19 20 9 6 21 1 11 16
5 21 22 23 24 25 10 8 23 3 13 18

Se puede ver, como ejemplo, que el tratamiento 3 esta en la primera re-
peticion en el bloque uno, junto con los tratamientos 1, 2, 4 y 5. En la segunda
repeticion estd en el bloque 10 con los tratamientos 8, 23, 13, 18. Con ninguno de
los otros 16 tratamientos aparece en un mismo bloque el tratamiento 3. Este es un
requisito de este disefo.

Del pérrafo anterior puede deducirse que la precisién es mayor cuando se
comparan medias de tratamientos que comparten un mismo bloque, que cuando
no es éste el caso. Debe entonces calcularse mas de un error estdndar.

El esquema del ADEVA es el siguiente:

Cuadro 18.2.2. Esquema del ADEVA para un Létice Parcialmente Balanceado,
con k2 tratamientos y r repeticiones

EV. S(Cy G.L.
Repeticiones SCR r-1
Tratamientos (sin ajustar) SCTratginajust k?-1
Bloques (ajustados) SCBqjust r(k-1)
Tratamientos (ajustados) SCTratyjyst k?-1
Error intra-bloque SCEpmery (k-1) (rk-k-1)
Total SCT rk?-1
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A continuacién, veamos un ejemplo:

Ejercicio 18.2.1. En el Cuadro 1 se presenta un latice parcialmente balanceado,
con 25 tratamientos y dos repeticiones. Los datos provienen de un ensayo de eva-
luacién de varios genotipos de triticale (cruza entre trigo y centeno) provistos por
el Centro Internacional de Mejoramiento del Maiz y Trigo (CIMMYT) (Romero
y Diaz, 1992)*. Algunas caracteristicas del ensayo se modificaron para facilidad
del ejemplo.

Para el arreglo del experimento se tomaron las dos repeticiones presentadas
en el Cuadro 18.2.1. Este arreglo o plano proviene del libro de Cochran y Cox
(1968), pagina 428. Para la aleatorizacidn, se asignaron al azar los nimeros del 1
al 25 a los diferentes genotipos de triticale. De esta forma, la primera repeticién
queda aleatorizada. En la segunda repeticion, se sorted el orden de los bloques
incompletos y de los tratamientos en cada bloque.

Cuadro 1. Rendimiento de 25 genotipos de triticale, en toneladas
por hectdrea y totales de las repeticiones y bloques B

Bloque | Trat | Repl Total, B Bloque | Trat | RepII Total, B
1 1 2.73 6 24 1.78

1 2 2.86 6 9 1.65

1 3 2.80 6 19 2.24

1 4 2.98 bloque 1 = 6 4 1.94 bloque 6=
1 5 3.51 14.88 6 14 2.35 9.96

2 6 3.02 7 7 2.58

2 7 2.85 7 22 2.74

2 8 2.79 7 12 2.85

2 9 2.34 bloque 2= 7 17 3.08 bloque 7=
2 10 3.25 14.25 7 2 3.22 14.47

3 11 3.46 8 20 2.73

3 12 321 8 25 2.46

43 Romero, A.R. y O. Diaz. 1992. Comportamiento agronémico de triticale. Departamento
de Agronomia, Informe Anual de Investigacién, volumen 5, pg. 85-86. Escuela Agricola
Panamericana, El Zamorano. Honduras, C.A.
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3 13 2.54 8 15 3.18
3 14 3.45 bloque 3= 8 5 321 bloque 8=
3 15 2.84 15.50 8 10 2.96 14.54
4 16 2.28 9 1 2.64
4 17 2.38 9 21 3.15
4 18 2.71 9 6 3.22
4 19 2.95 bloque 4= 9 11 2.84 bloque 9=
4 20 2.90 13.22 9 16 2.96 14.81
5 21 2.70 10 23 2.28
5 22 3.20 10 18 2.81
5 23 2.34 10 13 2.66
5 24 2.55 bloque 5= 10 3 2.35 bloque 10=
5 25 2.62 13.41 10 8 3.4 13.34
Total, 71.26 67.12 | 13838
reps

En el siguiente cuadro se presentan los rendimientos de los 25 genotipos
de triticale:

Cuadro 2. Rendimientos totales (T;) de los 25 tratamientos,
suma de dos observaciones, en toneladas métricas.

TratNo.| T; |TratNo. T; Trat No. T; TratNo.| T; |TratNo. T;
1 5.37 6 6.24 11 6.30 16 5.24 21 5.85
2 6.08 7 5.43 12 6.06 17 5.46 22 5.94
3 5.15 8 6.03 13 5.20 18 5.52 23 4.62
4 4.92 9 3.99 14 5.80 19 5.19 24 4.33
5 6.72 10 6.21 15 6.02 20 5.63 25 5.08

Note en el Cuadro 1 que los totales de las repeticiones son
R, =71.26 y R, = 67.12toneladas. Lasumatotal delrendimientoes ), Y;; = 138.38
toneladas. (Estas cantidades provienen de la transformacién de los rendimientos
originales, de kilogramos por parcela, a toneladas métricas por hectdrea.)
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Pasos para el andlisis
El andlisis del latice parcialmente balanceado procede en varios pasos:
PRIMER PASO

Los datos se analizan como que se tratara de un disenio de Bloques Comple-
tos al Azar. Las estadisticas que se calculan son: Factor de Correccién (FC), Suma
de Cuadrados Total (SCT), Suma de Cuadrados de Repeticiones (SCR), Suma de
Cuadrados de Tratamientos (SCTrat) y Suma de Cuadrados del Error (SCE).

138.382
50

* FC= = 382.98

*  SCT = (2.73% + 2.86%+...+3.24?)-FC = 8.44

71.26%2+67.122
PR =

* SCR= 0.3428

2 2 2
. SCTratsinajust — 5.37°+6.08“..+5.08 -FC = 5.0548

2

e SCE = SCT-SCR-SCTrat = 3.0437

Luego, a partir de los totales de los bloques del Cuadro 1 se calcula la Suma
de Cuadrados de los Bloques dentro de las repeticiones. A esta cantidad se la conoce
como SCBgingjyst- (Esta es una cantidad que se la necesitard posteriormente para
encontrar la Suma de Cuadrados de los Tratamientos ajustados.) La férmula es:

_3B] 3R}
SCBsinajust _T-k_z (119)
(14.882 + 14.25%+...+13.34%) (71.262 + 67.122%)
SCBsinajust = z - R =4.00

SEGUNDO PASO

Ahora es necesario calcular los valores de las desviaciones D; = P-rB,
en que P es la suma de los totales de los tratamientos que estdn en cada bloque
y 7B es el producto del niumero de repeticiones por el total de cada bloque. Pero
primero se debe calcular los valores P. Con la informacién del Cuadro 2 se cons-
truye el Cuadro 3:



LeoNARDO CORRAL DAVALOS

332

Cuadro 3. Los valores P para cada bloque

Bloques Tratamientos totales p
1 (1) 5.37 (2) 6.08 (3)5.15 (4) 4.92 (5)6.72 28.24
2 (6) 6.24 (7) 5.43 (8) 6.03 (9) 3.99 (10) 6.21 | 27.90
3 (11)6.30 | (12)6.06 | (13)5.20 | (14)5.80 | (15)6.02 | 29.38
4 (16)5.24 | (17)5.46 | (18)5.52 | (19)5.19 | (20)5.63 | 27.04
5 (21)5.85 | (22)5.94 | (23)4.62 | (24)4.33 | (25)5.08 | 25.82
6 (24) 4.33 (9) 3.99 (19) 5.19 (4) 4.92 (14) 5.80 24.23
7 (7)5.43 (22) 5.94 (12) 6.06 (17) 5.46 (2) 6.08 28.97
8 (20) 5.63 (25) 5.08 (15) 6.02 (5)6.72 (10) 6.21 29.66
9 (1) 5.37 (21) 5.85 (6) 6.24 (11) 6.30 (16) 5.24 29.00
10 (23)4.62 | (18)5.52 | (13)5.20 | (3)5.15 (8) 6.03 26.52

Note, como ejemplo, que el total del tratamiento 11 aparece en los bloques
3y9. Este valor es igual a 6.30 toneladas. En forma similar, todos los totales de los
tratamientos constan en dos bloques, uno por repeticion.

En el Cuadro 4 se presentan los valores P, B, rB, D;, Ry; y q*D;. Como se trata
de un latice con dos repeticiones, hay dos valores Ry. Los valores B de los totales de
los 10 bloques se encuentran en el Cuadro 1. El célculo para encontrar el factor de
ajuste g se presenta mas adelante, en el tercer paso.

Cuadro 4. Célculo de los valores D; = P-rB, Ry,; y qD;.
Ensayo de evaluacién de genotipos de triticale

No.Trat T; Dy D, Tiajusy = Ti + D1 + | Yiajust) = Ticajusty/2
Repeticion I Repeticién 11
1 5.37 -0.2140 0.6068 5.76 2.88
2 6.08 -0.2140 0.6068 6.47 3.24
3 5.15 -0.2140 0.6068 5.54 2.77
4 4.92 -0.2140 0.6068 5.31 2.66
5 6.72 -0.2140 0.6068 7.11 3.56
6 6.24 -0.0845 0.0042 6.16 3.08
7 5.43 -0.0845 0.0042 5.35 2.67
8 6.03 -0.0845 0.0042 5.95 2.97
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9 3.99 -0.0845 0.0042 3.91 1.95
10 6.21 -0.0845 0.0042 6.13 3.06
11 6.30 -0.2281 0.0817 6.15 3.08
12 6.06 -0.2281 0.0817 5.91 2.96
13 5.20 -0.2281 0.0817 5.05 2.53
14 5.80 -0.2281 0.0817 5.65 2.83
15 6.02 -0.2281 0.0817 5.87 2.94
16 5.24 0.0845 -0.0873 5.24 2.62
17 5.46 0.0845 -0.0873 5.46 2.73
18 5.52 0.0845 -0.0873 5.52 2.76
19 5.19 0.0845 -0.0873 5.19 2.59
20 5.63 0.0845 -0.0873 5.63 2.81
21 5.85 -0.1408 -0.0225 5.69 2.84
22 5.94 -0.1408 -0.0225 5.78 2.89
23 4.62 -0.1408 -0.0225 4.46 2.23
24 4.33 -0.1408 -0.0225 4.17 2.08
25 5.08 -0.1408 -0.0225 4.92 2.46

Las cantidades R,,; corresponden a las sumatorias de los valores D; en cada
repeticion. Note que Y D, es siempre igual a cero; de lo contrario, hay error en los
calculos.

TERCER PASO

Con la informacién obtenida se puede calcular la Suma de Cuadrados de
Bloques ajustados (SCBg;) con la siguiente férmula:

_ XD? Y RE;

SCBaj = kr(r-1) k?r(r-1)

B _ (-1522) + (-0.60)%+... +(-0.16)? (-4.14)? + (4.14)* 2598 34.28
aj = 5%2%1 i 25%2%1 ~710 50

=1.9122

Luego debe calcularse la Suma de Cuadrados del Error Intra-bloque
(SCEintrn):
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SCEintrp1 = SCT-SCR-SCTrat, i 4;-SCBy; (119)

SCE;ry = 8.4413-0.3428-5.0548-1.9122 = 1.1315

Este valor, (SCE;; 1) » €5 1a Suma de Cuadrados del Error cuando se efectda
el andlisis de varianza como que fuera un BCA sélo con bloques, sin repeticiones.

Como se requiere calcular el factor de ajuste g, deben encontrarse los cua-
drados medios del error intra bloque y de los bloques ajustados. Los grados de li-
bertad son los que se indican en el Cuadro 18.2.2, es decir 16 y 8, respectivamente:

_ SCEiptrpi  _ 11315 _
CM Eipe = opmtts = 2238 = 0,0707 120
CMB,; = —24 = 2222 _ 7390

4 r*(k-1) 8 ) (121)

Cuando el valor del CMEinyp1 es mayor que el del CMB,;, el valor g se
lo toma como cero y no hace falta realizar ningtin ajuste. Si fuera este el caso, se
realiza el andlisis como si se tratara de un disenio BCA. Sin embargo, en este caso,
CMEmerp1 < CMBgj, por lo que debe encontrarse el factor de ajuste g. La formu-
la es:

_ CMBgj-CMEintrp1

q= k(r-1)*CMBg; (122)

_0.2390-0.0707
5%1*0.2390

= 0.1408

Como q resulté mayor que cero, se computan los productos qD; para todos
los bloques. Los resultados se exhiben en el Cuadro 4. Observe, en el mencionado
cuadro, que los valores gD, y gD, corresponden a la primera y segunda repeticién,
respectivamente.

CUARTO PASO

A continuacion, se procede a calcular los totales ajustados de los tratamien-
tos, como se demuestra en el siguiente cuadro:
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Cuadro 5. Caélculo de los totales de los tratamientos
ajustados y medias ajustadas

No.Trat 13 qD1 9D Tiajusy = Ti + D1+ | Yiajuse) = Ticajusty/2
Repeticion I Repeticion IT
1 5.37 -0.2140 0.6068 5.76 2.88
2 6.08 -0.2140 0.6068 6.47 3.24
3 5.15 -0.2140 0.6068 5.54 2.77
4 4.92 -0.2140 0.6068 5.31 2.66
5 6.72 -0.2140 0.6068 7.11 3.56
6 6.24 -0.0845 0.0042 6.16 3.08
7 5.43 -0.0845 0.0042 5.35 2.67
8 6.03 -0.0845 0.0042 5.95 2.97
9 3.99 -0.0845 0.0042 3.91 1.95
10 6.21 -0.0845 0.0042 6.13 3.06
11 6.30 -0.2281 0.0817 6.15 3.08
12 6.06 -0.2281 0.0817 5.91 2.96
13 5.20 -0.2281 0.0817 5.05 2.53
14 5.80 -0.2281 0.0817 5.65 2.83
15 6.02 -0.2281 0.0817 5.87 2.94
16 5.24 0.0845 -0.0873 5.24 2.62
17 5.46 0.0845 -0.0873 5.46 2.73
18 5.52 0.0845 -0.0873 5.52 2.76
19 5.19 0.0845 -0.0873 5.19 2.59
20 5.63 0.0845 -0.0873 5.63 2.81
21 5.85 -0.1408 -0.0225 5.69 2.84
22 5.94 -0.1408 -0.0225 5.78 2.89
23 4.62 -0.1408 -0.0225 4.46 2.23
24 4.33 -0.1408 -0.0225 4.17 2.08
25 5.08 -0.1408 -0.0225 4.92 2.46

La Gran Media ajustada es igual a 2.77 toneladas por hectérea. Este valor
nos sirve para calcular el Coeficiente de Variacion.

Una vez que se han obtenido los totales para los tratamientos ajustados
se procede a encontrar la Suma de Cuadrados de los Tratamientos ajustados. La
férmula es la siguiente:

SCTraty; = SCTratgy o;-Q (123)
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férmula en la que:
Q = ak(r-1)* (Tt -SCBay) (124)

En el primer paso se encontré que: SCTTatg g = 5.05 y SCBsjpq; = 4.00.
Los valores de

SCBgj = 19122 y g = 0.1408 se calcularon en el tercer paso. El valor k = 5
es la raiz cuadrada del nimero de tratamientos y r = 2 el nimero de repeticiones.
Por lo tanto, los valores de Q y de la SCTrat,; son:

8
1.7040

Q= 0.7040*( -1.9122) = 1.9590

QUINTO PASO

Se tienen ya todos los elementos necesarios para construir el cuadro ADEVA.

Cuadro 18.2.8. Andlisis de varianza (ADEVA) para el Létice
Parcialmente Balanceado,; datos de rendimiento de 25 genotipos de ftriticale

.. Sumade | gradosde | Cuadrado

F 6 F

LU Cuadrados | libertad Medio P F 05 F'O 1
Repeticiones 0.3428 1 0.3428

Tratamientos

.. 5.0548 24 0.2106 1.66 n.s 11.1% 1.98 2.66

(sinajust)

Error (BCA) 3.0437 24 0.1268

Bloques (ajust) 1.9122 (8)

Iratamientos 3.0959 24 01290 | 1.82ns | 10.8% 224 3.18
(ajust)

Error Intrabloque 1.1315 (16) 0.0707

TOTAL 8.4413 49

Puede verse que no se detectaron diferencias significativas, al nivel alfa del
5%, entre las medias de los tratamientos ajustados. En todo caso, a juzgar por los
valores de F y las probabilidades respectivas, se gané en eficiencia con el latice en
comparacién con el diseno BCA. Esto se puede cuantificar con la siguiente férmu-
la, donde E representa la eficiencia:

CMEgca

E=— Mfeca
CMEintrbl(1+ﬂ) (125)

k+1
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0.1268

1.4280)

E_

_ =145
0.0707 (1 +

Es decir que, al conducir el experimento con un latice parcialmente balan-
ceado, la ganancia en eficiencia en comparacién con un BCA fue de 45%. Con esta
informacion se puede calcular el coeficiente de variacion del latice:

cy = Y mriag g - S *100 = 9.60%

aj

Comparacion entre medias

Las medias de los tratamientos ajustados constan en el Cuadro 5. Como
los latices fueron planificados para la evaluacién de germoplasma en programas
de mejoramiento vegetal, los tratamientos son generalmente cualitativos. En los
latices parcialmente balanceados para la comparacién entre medias se presentan
dos casos:

1. Cuando los tratamientos comparten un mismo bloque. En este caso, la
féormula del error estindar para comparar medias ajustadas es:

55 = \/CMEimel*[1+q*(r-1)] _ \/0.0707*[1+0.1408*(2—1)] — 0.2008

T 2 -

2. Cuando los tratamientos no comparten bloques. En este caso, el error
estdndar es mayor que en el caso anterior (lo que implica menor precision) y se
encuentra con la siguiente féormula:

S}'/ — \/CMEintrbl*(l"'q*T) — \/0.0707*(1+0.1408*2) =0.2128

r 2

Estas formulas para encontrar el error estaindar son las adecuadas para to-
dos los latices parcialmente balanceados. Sin embargo, su uso se vuelve compli-
cado y laborioso en la prueba de Tukey, comparaciones entre grupos de medias
y otras pruebas. Por esta razén, Cochran y Cox (1968) sugieren el empleo de un
promedio ponderado de los errores estindar, excepto en el caso de latices peque-
nos. La férmula es:

__|CMEierpr akr\ _ 00707, 0.1408%5*2) _
SYP—\/—r (1+25) J—z (1+2222) = 0.2089
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En el experimento de evaluacion de 25 genotipos de triticale, el valor critico
de la prueba de Tukey para comparar las medias ajustadas al nivel alfa del 5% es:

TUK = q,*Syp = 6.13%0.2089 = 1.28 toneladas por hectarea.

El valor de q, para experimentos con un nimero alto de medias se puede
encontrar en varias paginas de internet*. En este caso, con 25 medias y 16 grados
de libertad del error intra-bloque, se hizo una interpolacién entre los valores 6.08
y 6.24, correspondientes a 24 y 28 medias, respectivamente.

44 http://www.real-statistics.com/statistics-tables/studentized-range-q-table/



Capitulo 19
Experimentos factoriales

“Si crees que las estadisticas son aburridas, debes tener
los niimeros equivocados” Edward R. Tufte®

En capitulos anteriores se han visto ejemplos de experimentos con una sola
variable independiente. Los diferentes niveles de la variable independiente se de-
nominan “tratamientos”. En los experimentos factoriales hay dos o mds variables
independientes. Estas variables independientes reciben el nombre de “factores”.

Los experimentos factoriales no son otro tipo de disefio experimental. De
hecho, los experimentos factoriales pueden realizarse con disenos Completamen-
te al Azar, Bloques Completos al Azar, Cuadrados Latinos e incluso, con Latices.

La interaccién

Suponga que a un investigador le interesa conocer el efecto de dos densi-
dades de siembra en el rendimiento de cuatro variedades de un cultivo. Podria
planificar dos experimentos, en los que evaluaria el rendimiento de las cuatro
variedades sembradas con cada una de las densidades. Sin embargo, este plan no
le permitiria cuantificar, estadisticamente, si alguna de las variedades respondié
en forma diferente al efecto de las densidades. Es decir, no conoceria si hubo o no
interaccion entre las dos variables: densidades y variedades.

Interaccion se define como la respuesta diferente, multiplicativa, de los ni-
veles de un factor con relacion a los niveles de otro factor. Puede afirmarse que el
objetivo principal de los experimentos factoriales es el estudio de la interaccion.

Designacién de los factores y niveles

Por lo general, los factores se designan con letras mayusculas (A, B, C, et-
cétera). Los niveles de cada factor se identifican con las letras minusculas corres-

45  Estadistico estadounidense. https://www.goodreads.com/author/quotes/10775.Edward_R_Tufte
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pondientes y nimeros, o s6lo nimeros. En un experimento con tres factores, si
el factor A tiene tres niveles, estos serdn al, a2 y a3. El término “niveles” se aplica
tanto a los factores cuantitativos (por ejemplo, dosis de un insumo) como a los
cualitativos (por ejemplo, variedades de un cultivo).

El producto de los nimeros de niveles de los factores es el nimero de trata-
mientos. Si se planifica un experimento factorial 3*2*4, el nimero de tratamien-
tos serd 24. Sin embargo, en los experimentos factoriales no interesa el efecto de
los tratamientos. De hecho, el procedimiento para el andlisis estadistico consiste
en partir la suma de cuadrados de los tratamientos en diferentes componentes:
sumas de cuadrados de los factores y sumas de cuadrados de las interacciones
entre factores.

Aleatorizacién

La aleatorizacién depende del disenio experimental que se empleard. A su
vez, el diseno depende de la homogeneidad o no de las unidades experimentales,
como se ha visto en capitulos anteriores. En todo caso, la aleatorizacién se realiza
con los tratamientos, cuyo numero es el resultado de la combinacién de los niveles
de los factores.

Tipos de experimentos factoriales

Si el experimento tiene dos o mds repeticiones, el factorial se denomina
completo. En experimentos muy grandes, por el nimero de factores, se puede
tener una sola repeticion e incluso, fracciones de repeticion. La técnica de facto-
riales fraccionados se emplea generalmente en experimentos exploratorios. Esto
es posible porque los experimentos factoriales tienen lo que se conoce como “re-
peticién escondida”. Esto se verd posteriormente en este capitulo.

19.1. Experimentos Factoriales Completos

Como se indicd, un factorial completo tiene dos o mds repeticiones. El si-
guiente ejemplo de un factorial completo ilustra lo que es la interaccién y las pre-
cauciones que deben tomarse en la interpretacion de los resultados.

Ejercicio 19.1.1. Se condujo un experimento con un diseio completamente al
azar (DCA), en un arreglo factorial 2*2 con tres repeticiones. Los dos factores en
estudio fueron:
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Factor A: Variedades de arroz, con dos niveles al y a2 (una variedad alta y
otra semi-enana).

Factor B: Fertilizante nitrogenado, con dos niveles b1 y b2 (los equivalentes
de 50 kg/ha y 100 kg/ha de nitrégeno).

El esquema para el andlisis de varianza se presenta en el siguiente cuadro:

Cuadro 1. Esquema del ADEVA de un DCA con tres repeticiones,
dos factores y dos niveles por factor

FV SC GL
TRAT SCTrat (k-1) =3
A SCA (a-1) =1
B SCB b-1)=1
A*B SC(A*B) (a-D*(b-1) =1
Error SCE (n-k)=18
TOTAL SCT (n-1) =11

Nota: k es el ntimero de tratamientos y n es el nimero total de observaciones en el experimento

Los datos de rendimiento, en quintales métricos por hectarea, se presentan
en el Cuadro 2. Los tratamientos, en nimero de cuatro, resultan de la combina-
cidn de los niveles de los dos factores. Cada tratamiento se repitio tres veces en el
ensayo.

Se pide encontrar los efectos principales de los factores y la interacciéon
entre ellos. Discutir los resultados que se obtengan.

Cuadro 2. Experimento factorial: dos variedades de arroz,
al y a2, y dos dosis de nitrégeno, b1 y b2. Resultados en g/ha.

S - Factores . Repeticiones T,
1 al bl 45 50 40 135
2 al b2 20 15 25 60
3 a2 bl 18 20 18 56
4 a2 b2 50 52 40 142

Z Y; 393
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En todo experimento factorial debe partirse la Suma de Cuadrados de los
Tratamientos en sus componentes. En el caso de dos factores hay tres componen-
tes: la Suma de Cuadrados del Factor A, la Suma de Cuadrados del Factor By la
Suma de Cuadrados de la Interaccién A*B.

Analisis
1. Lo primero que debe hacerse es encontrar las fuentes de variacién del dise-
o empleado, en este caso, un DCA. Las sumas de cuadrados son:
SCT = 2356.25  SCTrat = 217092  SCE = 185.33
2. A continuacion, para partir la Suma de Cuadrados de Tratamientos en sus

componentes, se forma un cuadro de doble entrada. A este cuadro, para
simplificar, se lo llama Cuadro A B:

Cuadro 3. Cuadro A B para dos variedades y dos dosis de fertilizante nitrogenado

Variedades=A
Nitrégeno=B Alta, al Enana, a2 Totales B;
50 kg/ha, bl 135 56 191
100 kg/ha, b2 60 142 202
Totales A; 195 198 393

Los cuatro valores en el centro del cuadro A B (en itdlicas) son los totales de
los cuatro tratamientos. Con los totales de los factores se procede a encontrar las

sumas de cuadrados respectivas:

Y A2 1952 + 1982 3932
SCA=="L-FC= =0.75
b 3*2 12
«Cp - LB} oo 1917 +2027 393
T rra 32 12

La Suma de Cuadrados de la Interacciéon A*B es igual a:

SC(A*B) = SCTrat-SCA-SCB = 2170.92-0.75-10.08 = 2160.09

Con los resultados obtenidos se procede a estructurar el Cuadro ADEVA:
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Cuadro 4. Anélisis de varianza del experimento factorial
(disefio completamente al azar)

EV. S.C. gl C.M F S S
Tratamientos 2,170.92 3
Factor A 0.75 1 0.75 <Ilns 5.32 11.26
Factor B 10.08 1 10.08 <1ns
interacciéon A*B | 2,160.09 1 2,160.09 93.24 **
Error 185.33 8 23.16
Total 2,356.25 11

Los resultados del Cuadro 4 parecen indicar que no hay diferencia signifi-
cativa entre los niveles del factor A. Tampoco hay, aparentemente, diferencia sig-
nificativa entre los niveles del factor B. Sin embargo, se observa una interaccién
altamente significativa.

No se podria concluir el andlisis con lo sefialado en el parrafo anterior. Se
requiere de un examen algo mas detenido para extraer toda la informacién posi-
ble del experimento. La regla bésica es que, antes de decir algo con relacion a los
factores individuales, se debe tratar de explicar el porqué de una interaccién esta-
disticamente significativa. Para esto es importante un cuadro similar al Cuadro 3,
pero ahora con las medias:

Cuadro 5. Medias de los efectos de los factores y de la interaccién

Variedades=A
Nitrégeno=B Alta, al Enana, a2 Medias Y,
50 kg/ha, bl albl = 45.00 a2bl = 18.67 b1l =31.83
100 kg/ha, b2 alb2 =20.00 a2b2 = 47.33 b2 = 33.67
Medias Y, al = 3250 a2 = 33.00 Y =3275

Puede verse en el Cuadro 5 que la media de al, igual a 32.50, difiere muy
poco de la media de a2, igual a 33.00. Eso es lo que indica el resultado estadistica-
mente no significativo que consta en el cuadro del ADEVA (Cuadro 3). Igual co-
mentario puede hacerse para las medias de b1 y b2. Sin embargo, cuando se consi-
deran las medias de la interaccién, es decir, cuando se combinan los niveles de un
factor con el otro, los resultados son completamente diferentes. Como ejemplo,
la media de la variedad alta al, en combinacién con el nivel bl de nitrégeno, fue
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45 quintales por hectdrea. La misma variedad al, con el nivel 2 de nitrégeno, tuvo
una media de 20 quintales por hectdrea. Una diferencia que contribuye a la inte-
raccion altamente significativa, detectada en el Cuadro 4.

La mejor manera para explicar una interaccion es a través de un grafico,
como el que se presenta a continuacion:

Medias Interaccion VAR*N

48 *
L
© 42 - L
i VAR
T 36
0 e 1
Z 30 r
L ®2
o 24
L
18 - L 4 L
1 2

NITROGENO

Gréfico 1. Interaccidn entre variedades de arroz y niveles de Nitrégeno

Este ejemplo ilustra lo que es la interaccién. Apresuradamente se podria
concluir que las dos dosis de fertilizante tienen igual efecto y que no hay dife-
rencia entre las dos variedades. Pero esto no es lo que se puede ver en la Figura
1. Las respuestas de las dos variedades a las dosis del fertilizante son totalmente
diferentes. Desde el punto de vista agronémico se puede indicar que la variedad
alta (1) no tolera dosis altas de fertilizante, las plantas se acaman y eso determina
una baja produccidn al nivel alto de nitrégeno. La variedad semi-enana (2), por el
contrario, hace buen uso del nitrégeno disponible, gracias a sus tallos mds cortos
y gruesos.

Comentario: Cuando no hay interaccion, las lineas en el gréfico son esta-
disticamente paralelas. En una interaccién tan alta como la del ejemplo anterior,
las lineas que representan a las variables incluso llegan a cruzarse. Sin embargo,
puede haber interaccion estadisticamente significativa sin que las lineas necesaria-
mente se crucen. De estos casos se verd en ejemplos posteriores.
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Un experimento con tres factores

En el caso de experimentos con tres factores A, B y C hay cuatro interaccio-
nes: AB, AC, BC, y ABC. Las interacciones entre dos factores se llaman también
“interacciones de primer grado” y la interaccién entre tres factores, “interacciéon
de segundo grado”.

Un ejemplo de un experimento factorial con tres factores se presenta en el
siguiente ejercicio:

Ejercicio 19.1.2. En un experimento conducido con un diseno BCA se evalud el
comportamiento de dos variedades de arroz en respuesta a cuatro diferentes dosis
de nitrégeno y cuatro de fésforo (Sudrez, 1990)*. Las variedades fueron Cica 8 y
Cuyamel 3820 (Factor VAR). Las dosis o niveles de nitrogeno fueron las cantida-
des equivalentes a 0, 50, 100 y 150 kilogramos por hectérea (Factor N). Los niveles
de f6sforo fueron 0, 40, 80 y 120 kilogramos por hectarea (Factor P). Esto da como
resultado un experimento factorial 2¥4*4. Es decir, 32 tratamientos. Los resulta-
dos, en toneladas por hectdrea, se presentan en el siguiente cuadro:

Cuadro 1. Tratamientos, niveles, repeticiones y rendimientos
del experimento factorial 2*4*4 conducido con un disefio BCA

Trat VAR N P | Rl,t/ha | R2,t/ha | Trat VAR N P | Rl,t/ha | R2,t/ha
1 1 1 1 5.80 3.80 17 2 1 1 3.46 4.69
2 1 1 2 9.18 4.03 18 2 1 2 3.85 3.76
3 1 1 3 4.56 6.19 19 2 1 3 2.83 3.52
4 1 1 4 5.53 3.65 20 2 1 4 3.74 4.48
5 1 2 1 8.43 5.92 21 2 2 1 5.54 5.13
6 1 2 2 7.33 8.38 22 2 2 2 5.78 5.49
7 1 2 3 7.96 6.35 23 2 2 3 4.64 3.99
8 1 2 4 6.86 6.98 24 2 2 4 4.74 4.52
9 1 3 1 8.47 7.98 25 2 3 1 5.64 4.14
10 1 3 2 8.94 8.97 26 2 3 2 4.88 5.53

46  Sudrez, G.P. 1990. Evaluacion de niveles de fertilizacion, densidades de siembra y uso de her-
bicidas en dos variedades de arroz. Tesis. Escuela Agricola Panamericana. Honduras, C.A.
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11 1 3 3 8.94 6.53 27 2 3 3 7.25 5.56
12 1 3 4 8.59 6.97 28 2 3 4 5.23 5.86
13 1 4 1 7.69 7.79 29 2 4 1 5.80 5.61
14 1 4 2 7.43 8.76 30 2 4 2 4.76 5.03
15 1 4 3 7.08 9.37 31 2 4 3 5.21 491
16 1 4 4 9.46 7.20 32 2 4 4 3.74 5.54

Las variedades (VAR) de arroz fueron Cica 8 y Cuyamel 3820 (valores 1y 2
en el Cuadro 1). Los niveles de nitrégeno (N) seleccionados fueron las cantidades
equivalentes por parcela a 0, 50, 100 y 150 kilogramos por hectarea. En el Cuadro
1 estos valores estan codificados como 1, 2, 3 y 4. El mismo caso con el tercer fac-
tor niveles de fosforo (P). Los valores reales de 0, 40, 80 y 120 kilogramos de PO,
estdn codificados como 1, 2, 3 y 4 en el Cuadro 1. Las dos repeticiones constan
como R1yR2.

Cuadro 2. Esquema del ADEVA

FV SC GL
REP SCR (r-1) =1
TRAT SCTrat (k-1) =31
A% Scv w-1H=1
N SCN (n-1)=3
P Scp (p-1)=3
VAN SC(V*N) (w-1)*(n-1) =3
V*P SC(V*P) (w-1)*(p-1) =3
N*p SC(N*P) (n-1)*(p-1) =9
V*N*P SC(V*N*P) (w-1)*(n-1)*(p-1) =9
Error SCE (r-1)*(k-1) = 31
TOTAL SCT (k*r)-1 =63

Nota: r es el nimero de repeticiones, k es el ntimero de tratamientos, v el
numero de variedades, n el nimero de niveles de nitrégeno y p, el numero de
niveles de fésforo.

Con la informacién contenida en el Cuadro 1, se pueden encontrar las su-
mas de cuadrados de todas las fuentes de variacion del Cuadro 2. Por convenien-
cia, primero se calcula el Factor de Correccion (FC) y luego, la Suma de Cuadra-
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dos Total (SCT), la Suma de Cuadrados de las Repeticiones (SCR), la Suma de
Cuadrados de los Tratamientos (SCTrat) y la Suma de Cuadrados del Error (SCE):

(x¥,)"  (38597)2

FC = =
r*k 2%32

=2327.70

SCT = Z Y2 -FC = (5.81% + 9.182+...45.54%)-2370.70 = 201.00

Y R? 199.34? + 186.632
SCR = -FC = ——————-2327.70 = 2.52
k 32
T (5.80 +3.80)% + (9.18 + 4.03)%+... +(3.74 + 5.54)?
rat = ——- = - = .
SCTrat = =—-FC 5 FC =160.92

SCE = SCT-SCR-SCTrat = 201.00-2.52-160.92 = 37.56

Los siguientes cdlculos conducen a la determinacién de las sumas de cua-
drados de los factores y de las interacciones entre factores. Para esto es necesario
construir tres cuadros de doble entrada, los cuadros V*N, V*P y N*P.

Cuadro 3. Cuadro de doble entrada V*N

_— Nitrégeno
Varieda o 2 3 nd Totales Y,
vl 42.74 58.21 65.39 64.78 231.12
v2 30.33 39.83 44.09 40.60 154.85
Totales N, 73.07 98.04 109.48 105.38 Z Y;; = 385.97

Con los datos del centro del Cuadro 3 (datos en itdlicas) se calcula la Suma
de Cuadrados del Cuadro V*N, las sumas de cuadrados de los factores en el cua-
dro y de la interacciéon V*N:

Z(vvnn) FC = 42.74%458.212+..4+40.602

SCcuadro(V*N) = - -FC = 145.56
SCV = Y2 FC = 231.12% + 154.85° FC = 90.89

r*n*p 2%4*4 B

Y N2 73.7% 4+ 98.04% + 109.482 + 105.382
SCN = -FC = -FC = 49.92

r*v*p 2*%2%4
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Con la informacién anterior se procede a encontrar la Suma de Cuadrados
de la Interaccion V*N. Esta estadistica es igual a:

SC(V*N) = SCcuadro(V*N)-SCV-SCN = 145.56-90.89-49.92 = 4.75

Luego, se forma el cuadro V*P:

Cuadro 4. Cuadro de doble entrada V*P

. Fosforo (P)
Variedad pl 2 p3 - Totales V,
vl 55.88 63.02 56.98 55.24 231.12
v2 40.01 39.08 3791 37.85 154.85
Totales B, 95.89 102.10 94.89 93.09 Z Y;; = 385.97

Con los datos del centro del Cuadro 4 (datos en itdlicas) se calcula la Suma
de Cuadrados del Cuadro V*P, la suma de cuadrados del factor P (f6sforo) y la
suma de cuadrados de la interacciéon V*P:

2
2 (vopp) FC = 55887463.02°+.+37.85
™n 2*4

-FC = 96.06

SCcuadro(V*P) =

95.89%2+102.10%+94.89%+93.09%
2%2%4

-FC = 2.87

scp =25 ¢ =
rv'n
SC(V*P) = SCcuadro(V*P)-SCV-SCP = 96.06-90.89-2.87 = 2.30

Para encontrar la suma de cuadrados de la interacciéon N*P se requiere ar-
mar el cuadro N*P:

Cuadro 5. Cuadro de doble entrada N*P

Nitrégeno ol 2 . p3 = Totales N,
nl 17.75 20.82 17.10 17.40 73.07

n2 25.02 26.98 22.94 23.10 98.04

n3 26.23 28.32 28.28 26.65 109.48

n4 26.89 25.98 26.57 25.94 105.38
Totales B, 95.89 102.10 94.89 93.09 Z Y;; = 385.97
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Y 2 2 2
2 pp) FC = L775742082%4.425942 L. g

r*1 2D,

SC(N*P) = SCcuadro(N*P)-SCN-SCP = 55.90-49.92-2.87 = 3.11

SCcuadro(N*P) =

Solo falta calcular la suma de cuadrados de la interaccién entre los tres
factores. Esta estadistica se la encuentra al restar de la suma de cuadrados de los
tratamientos todas las sumas de cuadrados de los factores y todas las sumas de
cuadrados de las interacciones entre dos factores:

SC(V*N*P) = SCTrat-SCV-SCN-SCP-SC(V*N)-SC(V*P)-SC(N*P) = 7.09

Se tiene ya toda la informacién necesaria para construir el cuadro ADEVA:

Cuadro 6. Andlisis de Varianza. Experimento factorial con un disefio BCA

FV SC GL CM F P Fos Fop
REP 2.52 1 2.52
TRAT (160.92) | (31) -
\% 90.89 1 90.89 75.11%* | 0%10-5 4.16 7.53
N 49.92 3 16.64 13.75°¢ | 1¥10-5 2.82 4.49
p 2.87 3 0.96 0.79 ns 0.50 2.82 4.49
VAN 4.75 3 1.58 1.31 ns 0.28 2.82 4.49
V*p 2.30 3 0.77 0.64 ns 0.59 2.82 4.49
N*p 3.11 9 0.35 0.29 ns 0.97 2.20 3.05
VAN*P 7.09 9 0.79 0.65 ns 0.74 2.20 3.05
Error 37.56 31 1.21
TOTAL | 201.00 63

Los valores F en el cuadro ADEVA se obtienen al dividir los cuadrados me-
dios de cada uno de los factores e interacciones para el cuadrado medio del error
experimental. Al comparar los valores F calculados con los valores criticos de la
Tabla F, puede verse que ninguna interaccién resulté estadisticamente significati-
va, es decir, la probabilidad es por lo menos mayor que 0.05 (P > 0.05). Las pro-
babilidades para cada caso, obtenidas con el programa Statistix, también constan
en el cuadro ADEVA.

Los factores, variedades y fertilizante nitrogenado, resultaron significativos
(P < 0.01). Los niveles de fésforo, por el contrario, no tuvieron efecto alguno so-
bre el rendimiento; resultado que puede atribuirse a que el terreno experimental
tuvo suficiente cantidad de ese nutrimento.
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El andlisis de varianza generado con el programa Statistix presenta resulta-
dos similares. Se incluye también, como referencia, las medias de las variedades y
del fertilizante nitrogenado:

Statistix 9.0

Analysis of Variance Table for REND

Source DF SS MS F P

REP 1 2.524 2.5241

VAR 1 90.892 90.8924 75.03 0.0000
N 3 49.917 16.6390 13.73 0.0000
P 3 2.872 0.9573 0.79 0.5086
VAR*N 3 4.745 1.5816 1.31 0.2902
VAR*P 3 2.299 0.7662 0.63 0.5996
N*P 9 3.105 0.3449 0.28 0.9740
VAR*N*P 9 7.087 0.7875 0.65 0.7460
Error 31 37.556 1.2115

Total 63 200.996

Grand Mean 6.0308 Cv 18.25

Means of REND for N

N Mean

0 4.5669
50 6.1275
100 6.8425
150 6.5862

Means of REND for VAR

VAR Mean
1 7.2225
2 4.8391

A pesar de que la interacciéon VAR*N resulté no significativa, un gréfico
ayuda a interpretar en mejor forma las respuestas de las variedades con relacion a
los niveles de nitrégeno:
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Means of REND for VAR*N
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Gréfico 1. Efecto de nitrégeno en el rendimiento de dos variedades de arroz

Del gréfico anterior se concluye que las curvas de respuesta de las dos varie-
dades de arroz fueron curvas cuadrdticas, o pardbolas, similares. Es decir, no hubo
interaccién significativa. Sin

embargo, el rendimiento de las dos variedades fue claramente diferente.
Las medias de Cica 8 y de Cuyamel 3820 fueron: 7.2 y 4.8 toneladas métricas por
hectdrea, respectivamente.

En el caso de las dosis de nitrogeno, como se vio en el capitulo 17 para los
tratamientos o factores cuantitativos, el método adecuado para estudiar su efecto
es el de polinomios ortogonales. El calculo de las comparaciones ortogonales se
presenta en el Cuadro 7:

Cuadro 7. Comparaciones ortogonales y sumas de cuadrados

Nitg,g:: i;ha 0 50 100 150
Totales Ti’ t/ha 73.07 98.04 109.48 105.38
Respuesta Coeficientes, Cj Q; D; SCQ;
Lineal -3 -1 +1 +3 108.37 320 36.70 **
Cuadriética +1 -1 -1 +1 -29.07 64 13.20**
Cubica -1 +3 -3 +1 -2.01 320 0.01n.s.

Nota: Los totales de los tratamientos se encuentran en el Cuadro 3 de este ejercicio. El nimero de repe-
ticiones (77) de cada nivel de nitrégeno es 16. Los coeficientes vienen del Cuadro 17.5.1 (capitulo 17).
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o

Es bueno recordar que: Q=Xc¢*T;, Di=rY Ciz, S$CQ; = D
Como cada comparacion tiene un solo grado de libertad, las sumas de cua-
drados son iguales a los cuadrados medios. El valor F en la tabla, con 1y 31 grados
de libertad, es 7.53 al 0.01 nivel de probabilidad. Por lo tanto, la respuesta lineal y

la cuadratica son altamente significativas.

Con el programa Statistix los resultados de las comparaciones ortogonales
son obviamente iguales:

Polynomial Contrasts of REND by N

Degree = 1, Linear Trend

Contrast 1.5145 SS (Contrast) 36.700
T-Statistic 5.50 P (T-Statistic) 0.0000
SE (Contrast) 0.2752

Degree = 2, Quadradic Trend

Contrast -0.9084 SS (Contrast) 13.204
T-Statistic -3.30 P (T-Statistic) 0.0024
SE (Contrast) 0.2752

Degree = 3, Cubic Trend

Contrast -0.0281 SS (Contrast) 0.0126
T-Statistic -0.10 P (T-Statistic) 0.9193
SE (Contrast) 0.2752

Error term used: REP*VAR*N*P, 31 DF

Al observar las probabilidades de la prueba t, se ratifica que s6lo las res-
puestas lineal y cuadrética fueron significativas.

Estimaciéon del mdximo rendimiento

Cuando se realizan experimentos para evaluar respuestas a diferentes dosis
de insumos lo adecuado es determinar el punto y sector de la pardbola en los que
se maximiza la produccién. Sin embargo, desde el punto de vista econdémico, es
posible que, por la diferencia entre el ingreso por la venta del producto y el costo
del insumo, el ingreso obtenido al nivel del maximo rendimiento sea menor que
algtin otro punto en la curva. A esto se llama “el 6ptimo econémico”.
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Para estimar el maximo rendimiento y el 6ptimo econdémico se requiere,
primero, encontrar la ecuacidn de regresion cuadrética. Luego, por célculo dife-
rencial, se encuentra el valor de X, ,,» es decir, la cantidad del insumo con el que se
maximiza el rendimiento. En el siguiente ejercicio se presenta un ejemplo de esto:

Ejercicio 19.1.3. Con los datos del Ejercicio 19.1.2, encuentre el valor de X,,,, con
el que se obtiene el rendimiento maximo estimado Yy, -

La ecuacién cuadridtica codificada, cuando se tiene cuatro mvelzes de un
insumo, se vio en la Seccion 17.2. Esta ecuacion es: ¥ = ¥ + b, X + b, . Con
la informacién obtenida en el ejercicio anterior se procede a reemplazar en la
ecuacion los valores correspondientes.

La media del experimento fue 6.0308. Los coeficientes de regresion lineal y
cuadratica se encuentran a partir del Cuadro 7 del ejercicio anterior:

Al reemplazar los valores en la ecuacion de regresion y luego, al simplificar,
se tiene:

~ 2.
? = 6.0308 +0.3387x-04542 552, § _ 5986 1 0.3387x-0.1136x2
Note que, en la dltima ecuacion, el valor de la interseccién sustituye al valor

de la media. La ecuacion es entonces: ¥ = b, + b, X + b,X

Estimacion del Mdximo Rendimiento

Mediante célculo diferencial se puede encontrar, a partir de la ecuacién
Y =b, + b, X + b,X? un valor estimado de X con el que se obtiene el méximo
rendimiento . Para esto, se obtiene la derivada de ¥ sobre X y se iguala a cero:

dY/dX = by + 2b,X = 0. Al despejar X se tiene:
X = 'b1/2b2 .

Luego, se sustituyen en la ecuacién los coeficientes b, y b,. El valor de

Xmax €s:

Xpar = —0.3387/2 % (—0.1136) = 1.4907
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Al reemplazar el valor de X en la ecuacién cuadritica, se obtiene el
valorde Y en toneladas de arroz por hectdrea:
X

Y = 6.5986 + 0.3387X-0.1136X?,
¥ = 6.5986 + 0.3387(1.4907)-0.1136(1.49072) = 6.85 t/ha

Fl maximo rendimiento estimado es, entonces, 6.85 t/ha. A continuacién,
es importante conocer con qué cantidad de fertilizante nitrogenado X se obtiene
este rendimiento.

La variable X estd en la escala codificada de los coeficientes lineales C;.
Estos son: -3, -1, +1, +3 (ver Cuadro 7 del ejercicio anterior); por lo que deben
transformarse a los valores originales del experimento: 0, 50, 100 y 150 kilogra-
mos de nitrégeno por hectdrea. La formula para decodificar toma en cuenta el in-
tervalo real (50 kg/ha), el intervalo codificado (esto es: 2) y la media de los niveles
de nitrégeno originales (75 kg):

_ Ireat™Xcod v _ 50%1.49
Xreal - + Xreal -
Icod 2

+75=112.25 kg/ha

Es decir que, con alrededor de 112.25 kg/ha de fertilizante nitrogenado,
se obtiene un rendimiento de 6.85 t/ha de arroz. Este es un valor estimado de la
maxima produccién posible, en las condiciones con las que se llevé a efecto el
experimento.

Comentario: en el ejercicio anterior, la informacién viene de un experi-
mento factorial con un disefio BCA. Sin embargo, vale aclarar que la estimacién
del méximo rendimiento puede realizarse con cualquier tipo de disefio y con da-
tos de experimentos con un factor o varios factores. El dnico requisito es, obvia-
mente, que la variable independiente sea cuantitativa.

El procedimiento del ejercicio 19.1.3 ha sido y es generalmente empleado
en muchos trabajos por razén de que simplifica los calculos. Sin embargo, con va-
rios programas estadisticos puede trabajarse directamente con los valores reales.
Como ejemplo, el programa Statistix genera el andlisis completo y presenta un
gréfico con la ecuacién de regresion. Esto se vio en la seccién 10.12 sobre regre-
sién polindmica. Veamos el siguiente ejercicio:
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Ejercicio 19.1.4. Con la misma informacién del Ejercicio 19.1.2, pero con los da-
tos reales de X, encuentre mediante el programa Statistix el valor de X con el que
se maximiza Y.

La ecuacion cuadrética es: ¥ = b, + b X + b,X? El primer paso es encon-
trar los coeficientes by by, b, :

Con Statistix 9

Polynomial Regression of REND

Predictor Original Scale

Variables Coefficient Std Error
Constant 4.56059 0.38349

N 0.04080 0.01232
N*2 -1.817E-04 7.869E-05

Note que estos coeficientes se generan a partir de los datos reales de X, es
decir, sin codificacién: X, = 0, X, = 50, X; = 100, X, = 150 - Esto es, kilogramos
de fertilizante nitrogenado por hectirea. Con la informacién de los coeficientes
podemos escribir la ecuacion de regresion cuadrética:

Y = 4.5606 + 0.0408X-1.8170*10X?

El programa Statistix también genera un grafico de la respuesta cuadratica
que incluye la ecuacién:

Poly Regs Fitted Curve

5.7 4

REND

5.1

451 _ . .
0 30 60 90 120 150
N

REND = 4.5606 + 0.0408 * N - 1.82E-04 * N"2

Gréfico 1. Respuesta cuadrdtica y ecuacién de la regresién polinémica
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A partir de la ecuacién del Griéfico 1, obtenida con los datos reales, se puede
estimar el maximo rendimiento, como se hizo con la ecuacién codificada. Pero
primero se requiere determinar el valor de X con el que se maximiza . Mediante
calculo diferencial se obtiene el valor de X:

X = 'b1/2b2

X =-0.0408/2*(-1.8170*10*) = 112.27 kg/ha

Al sustituir el valor de X en la ecuacién de regresion se tiene:

Y = 45605 + 0.0408X-1.8170*104X?2

Y = 4.5605 + 0.0408*112.27-1.8170%10°**112.272 = 6.85 t/ha

Observe que, tanto el valor de X como el valor de ¥ son idénticos a los obte-
nidos en el ejercicio 19.1.3, salvo por errores de redondeo.

Comentario:

Los resultados obtenidos en los ejercicios anteriores corresponden al pro-
medio del rendimiento de las dos variedades. Sin embargo, en el andlisis de va-
rianza del ejercicio 19.2 se observé que la variedad Cica 8 tuvo un rendimiento
significativamente superior que el de la otra variedad. Por lo tanto, mds importan-
te para los productores serfa conocer la cantidad de fertilizante nitrogenado con la
que se obtiene el mdximo rendimiento con la variedad Cica 8.

Ejercicio 19.1.5. Con la informacién del Ejercicio 19.1.2 determine la cantidad de
fertilizante nitrogenado con el que se obtiene una estimaciéon del maximo rendi-
miento de la variedad Cica 8.

Para lograr lo planteado debe realizarse el andlisis tan solo con la mitad
de los datos del Cuadro 1 del Ejercicio 19.1.2. Esto es, con 32 observaciones
que corresponden a los tratamientos del 1 al 16 (los de la variedad Cica 8) y
a las dos repeticiones. El Cuadro ADEVA generado con Statistix se presenta a
continuacion:
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Analysis of Variance Table for REND

Source DF SS MS F P

REP 1 5.5945 5.5945

N 3 41.6623 13.8874 7.40 0.0029
P 3 4.7699 1.5900 0.85 0.4896
N*P 9 3.4321 0.3813 0.20 0.9897
Error 15 28.1690 1.8779

Total 31 83.6278

Grand Mean 7.2225 CV 18.97

Como no hubo interaccién N*P y el efecto del fésforo (P) no fue signifi-
cativo es vélido incluirlos en el error experimental. El nuevo andlisis se presenta a
continuacién:

Randomized Complete Block AOV Table for REND

Source DF SS MS F P

REP 1 5.5945 5.5945

N 3 41.6623 13.8874 10.31 0.0001
Error 27 36.3710 1.3471

Total 31 83.6278

Grand Mean 7.2225 CV 16.07

Means of REND for N

N Mean

0 5.3425

50 7.2762

100 8.1738

150 8.0975

Observations per Mean 8
Standard Error of a Mean 0.4103

Observe que el efecto del nitrogeno (N) fue altamente significativo. Los
tres grados de libertad del N pueden descomponerse mediante el procedimiento
de contrastes polinémicos ortogonales, como se presenta a continuacién con el
programa Statistix:
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Polynomial Contrasts of REND by N

Degree = 1, Linear Trend

Contrast 2.0488 SS (Contrast) 33.581
T-Statistic 4.99 P (T-Statistic) 0.0000
SE (Contrast) 0.4103

Degree = 2, Quadradic Trend

Contrast -1.0050 SS (Contrast) 8.0802
T-Statistic -2.45 P (T-Statistic) 0.0211
SE (Contrast) 0.4103

Degree = 3, Cubic Trend

Contrast 0.0140 SS (Contrast) 1.56E-03
T-Statistic 0.03 P (T-Statistic) 0.9731
SE (Contrast) 0.4103

Error term used: Error, 27 DF

Lo anterior demuestra que Unicamente las tendencias lineal y cuadrética
fueron significativas. Mediante los métodos de regresion, empleando los valores
reales de X (0, 50, 100, 150), se puede calcular los coeficientes, encontrar el ADE-
VA de Regresion, generar un gréfico de la tendencia y determinar la ecuacién
cuadratica. Con Statistix se obtienen los siguientes resultados:

Polynomial Regression of REND

Predictor Original Scale

Variables Coefficient Std Error
Constant 5.34563 0.41455

N 0.04848 0.01331

N~2 -2.010E-04 8.506E-05
R-Squared 0,4982 Resid. Mean Square (MSE) 1.44714
Adjusted R-Squared 0,4636 Standard Deviation 1.20297
Source DF SS MS F P
Regression 2 41.6608 20.8304 14,39 0,0000
Residual 29 41.9670 1.4471

Total 31 83.6278

Lack of Fit 1 0.0016 0.00156 0,00 0,9745
Pure Error 28 41.9655 1.49877

Cases Included 32 Missing Cases 0
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Poly Regs Fitted Curve
?,.7: o -

REND

6.5
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N
REND = 5.3456 + 0.0485 * N - 2.01E-04 * N2

Gréfico 1. Respuesta de la variedad de arroz Cica 8 a diferentes niveles de nitrégeno

Ahora se puede estimar el maximo rendimiento a partir de la ecuacién:

Y = b, + b;X + b,X* = 5.3456 + 0.0485X-2.01*10"*X?

Mediante calculo diferencial se tiene que: X = b, /-2b, = 120.60 kg/ha
Al reemplazar el valor de X en la ecuacién:

Y = 5.3456 + 0.0485*120.60-2.01¥10*120.60% = 8.27 t/ha

Es decir que, con 120.60 kg/ha de fertilizante nitrogenado se espera, con
la variedad de arroz Cica 8, en las condiciones del experimento, un rendimiento
maximo estimado de alrededor de 8.27 t/ha.

Intervalo de Confianza

El valor de 8.27 t/ha es una estimacién puntual de la media poblacional. En
todo caso, como se trata de una estadistica, este valor es una variable. En capitulos
anteriores se presenté el concepto y aplicaciones del intervalo de confianza. Un
intervalo de confianza proporciona un limite inferior y un limite superior, dentro
de los cuales se puede sefialar, con una determinada probabilidad, que se encuen-
tra la media poblacional de , es decir py. Con el programa Statistix se calculan
los siguientes limites con el intervalo de confianza que se desee, en este caso con
el 95% de probabilidad:
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Predicted/Fitted Values of REND Statistix 9.0

Lower Fitted Bound 7.6783 LIMITE INFERIOR, 95%
Fitted Value 8.2683

Upper Fitted Bound 8.8583 LIMITE SUPERIOR, 95%
SE (Fitted Value) 0.2885

Percent Coverage 95,0

Corresponding T 2,05

Predictor Values: N = 120.60

Este resultado indica que, si se mantienen las mismas condiciones del expe-
rimento, se puede afirmar con un 95% de confianza, que futuros rendimientos de
la variedad Cica 8 estardn entre 7.67 y 8.85 t/ha.

En el grafico siguiente, Statistix presenta los limites superior e inferior den-
tro de los cuales se encuentran los rendimientos, para cualquier valor de X, con
un 95% de confianza.

Poly Regs Fitted Curve

9.1 _

8.3 ___ E__
7.5- =

6.7 |

594

511

4.3

REND

0 30 60 90 120 150
N
REND = 5.3456 + 0.0485 * N - 2.01E-04 * N2

Grdfico 2. Intervalo de confianza al 95% del rendimiento de la variedad Cica 8

Estimacion del Optimo Econémico

En el ejercicio anterior, el fertilizante nitrogenado representa el inico cos-
to variable. Todos los demds se consideran costos fijos, para facilidad del ejem-
plo. El mayor retorno econémico no necesariamente ocurre cuando el nivel de
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X genera la mayor produccién posible. Esto es, en el ejemplo anterior, cuando
X =120.60 kg/ha de fertilizante nitrogenado y ¥ = 8.27 t/ha de arroz. Todo de-
pende del precio de venta del producto y del costo del insumo.

Para determinar la cantidad del insumo con la que se logra el mayor in-
greso econdmico, la derivada de Y sobre X debe igualarse a la tasa del costo del
insumo sobre el precio de venta del producto. En el siguiente ejercicio se presenta
un ejemplo:

Ejercicio 19.1.6. Con la informacién del ejercicio anterior, determine la canti-
dad de fertilizante nitrogenado con la que se obtiene el rendimiento mds rentable
(“Optimo econémico”). Suponga un costo por kilogramo de nitrégeno de $2.00 y
un precio de venta del arroz de $250.00 por tonelada:

Se parte de la misma ecuacion:

Y =b, + b, X + b,X? = 53456 + 0.0485X-2.01*10* x>

La derivada de Y sobre X debe igualarse a la tasa del costo del insumo sobre
el costo del producto:

dY/dX = b, + 2b,X = 2.00/250.00 = 0.008, de donde X es igual a:

(~0.0405)

X = (0008 - bl)/ZbZ = 2%(—=0.000201)

=100.75 kg/ha

Al reemplazar en la ecuacion el valor de X, se espera un rendimiento de:
Vype = bo + by X + b, X2 = 53456 + 0.0485*(100.75)-0.000201*(100.75)2 = 8.19 t/ha.

También se puede, como en el caso anterior, encontrar intervalos de con-
fianza para el valor Y,y mediante el programa Statistix 9.0:

Predicted/Fitted Values of REND

Lower Fitted Bound 7.5468 LIMITE INFERIOR, 95%
Fitted Value 8.1892

Upper Fitted Bound 8.8317 LIMITE SUPERIOR, 95%
SE (Fitted Value) 0.3141

Percent Coverage 95,0

Corresponding T 2,05

Predictor Values: N = 100.75
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19.2. Experimentos factoriales con una repeticién

El concepto de “Repeticion Escondida”

El concepto de “repeticion escondida” se refiere al hecho de que, en un ex-
perimento factorial, un nivel de cualquier factor se presenta varias veces en una
misma repeticion. Esto posibilita que se pueda realizar un ensayo con una sola
repeticion, lo que equivale a un Diseio Completamente al Azar. Como no se tiene
un error experimental que provenga de la interaccién entre factores y repeticio-
nes, el investigador puede decidir que algunas interacciones, usualmente las de
mayor grado, se conviertan en el error experimental. Esto se justifica porque las
interacciones de alto grado son generalmente no significativas y producto del azar.

Veamos el siguiente ejercicio:

Ejercicio 19.2.1. Se realiz6 un experimento factorial para estudiar el efecto de
tres factores en el rendimiento de maiz. Los factores fueron: A, dos densidades de
siembra; B, cuatro variedades de maiz y C, cinco niveles de fertilizacion.

Por el elevado ntimero de tratamientos se planificé llevar a cabo el experi-
mento con una sola repeticién. En este experimento factorial 2¥4*5, con 40 trata-
mientos, se marc6 un nimero igual de unidades experimentales en un terreno ho-
mogéneo y se asignaron los tratamientos a las unidades experimentales median-
te un sorteo totalmente al azar. Como hubo una sola repeticion, el investigador
decidié que la interaccién A*B*C sea el error experimental. Es decir, le interesan
todas las interacciones entre dos factores y los efectos principales. Los resultados
del rendimiento de maiz en kilogramos por parcela se presentan en el Cuadro 1.

Como se indic6, este experimento factorial tiene una sola repeticién de los
40 tratamientos. Sin embargo, puede verse en el Cuadro 1, que cada nivel de A se
repite 20 veces, cada nivel de B se repite 10 veces y cada nivel de C se repite ocho
veces. Esto es lo que se conoce como “repeticién escondida”

Para el andlisis estadistico debe seguirse el mismo esquema que el emplea-
do en el Ejercicio 19.1.2. Es decir, encontrar el Factor de Correccién, la Suma
de Cuadrados de los tratamientos y construir los cuadros de doble entrada A*B,
A*Cy B*C. Luego, se calculan las sumas de cuadrados de los factores y de las in-
teracciones. La interacciéon A*B*C se constituye en el error experimental. Para los
célculos, en este ejercicio, se toma en cuenta lo siguiente:

k =40,r=1,a=2,b =4, c = 5. Estos son, respectivamente, el nimero de
tratamientos, el nimero de repeticiones y los nimeros de niveles de cada factor.
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Cuadro 1. Rendimiento de maiz en kg por parcela en respuesta a tres factores

Trat # A B C REND Trat # A B C REND
1 1 1 1 10.4 21 2 1 1 8.2
2 1 1 2 10.6 22 2 1 2 9.3
3 1 1 3 15.3 23 2 1 3 15.5
4 1 1 4 14.5 24 2 1 4 10.1
5 1 1 5 12.1 25 2 1 5 7.6
6 1 2 1 8.3 26 2 2 1 15.4
7 1 2 2 7.5 27 2 2 2 16.2
8 1 2 3 9.6 28 2 2 3 13.7
9 1 2 4 13.2 29 2 2 4 9.4
10 1 2 5 12.8 30 2 2 5 7.9
11 1 3 1 12.3 31 2 3 1 16.7
12 1 3 2 14.6 32 2 3 2 18.4
13 1 3 3 15.1 33 2 3 3 19.8
14 1 3 4 10.4 34 2 3 4 16.4
15 1 3 5 10.2 35 2 3 5 14.7
16 1 4 1 13.5 36 2 4 1 7.5
17 1 4 2 12.4 37 2 4 2 12.3
18 1 4 3 16.6 38 2 4 3 16.5
19 1 4 4 13.2 39 2 4 4 12.8
20 1 4 5 10.8 40 2 4 5 10.6
El analisis obtenido con el programa Statistix es el siguiente:
Analysis of Variance Table for REND
Source DF SS MS F P
A 1 6.084 6.0840 0.95 0.3478
B 3 80.792 26.9307 4.23 0.0296
C 4 90.641 22.6603 3.56 0.0391
A*B 3 80.724 26.9080 4.22 0.0296
A*C 4 24.676 6.1690 0.97 0.4601
B*C 12 46.573 3.8811 0.61 0.7987
Error 12 76.466 6.3722
Total 39 405.956
Grand Mean 12.560 Cv 20.10
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Means of REND for A*B
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Gréfico 1. Interaccién entre densidades (factor A) y variedades (factor B)

En los resultados del andlisis de varianza se observa que hubo una interac-
cién significativa entre densidades (factor A) y variedades (factor B). Puede verse
en el Gréfico 1 que el rendimiento de las variedades 2 y 3 se increment6 con la
densidad 2. En cambio, el rendimiento de las variedades 1 y 4 disminuy6 por efec-
to de la densidad 2. Esto puede atribuirse a diferentes caracteristicas morfologicas
y genéticas de las variedades. En todo caso, la variedad 3 fue la que mejor rindi6
con la densidad 2, mientras que, con la densidad 1, el rendimiento fue similar para
las variedades 1, 3 y 4. Esto se puede corroborar con las medias respectivas.

La fertilizacion (factor C) no interactiio con los otros factores, pero tuvo
un efecto significativo en el rendimiento, como puede verse en el cuadro ADEVA
(P = 0.0391). Por tratarse de una variable cuantitativa, lo adecuado es determinar
las tendencias mediante el método de polinomios ortogonales. Como los grados
de libertad del factor C son cuatro se podria estimar hasta una tendencia cudrtica,
pero lo que generalmente interesa, en ensayos de rendimiento de variedades, es la
respuesta cuadratica. Con Statistix se obtiene lo siguiente:

Statistix 9.0 Factorial una rep,
Polynomial Contrasts of REND by C

Degree = 1, Linear Trend
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Contrast -0.4941 SS (Contrast) 1.9531
T-Statistic -0.55 P (T-Statistic) 0.5900
SE (Contrast) 0.8925
Degree = 2, Quadradic Trend
Contrast -2.9232 SS (Contrast) 68.359
T-Statistic -3.28 P (T-Statistic) 0.0066
SE (Contrast) 0.8925

Error term used: A*B*C, 12 DF

Como puede observarse, la tendencia cuadratica es significativa. El siguien-
te grafico corrobora estos resultados:

Poly Regs Fitted Curve

142 e =
133
-
i 124
o
115
1064 . : . i
1 2 3 4 5
C

REND = 7.5600 + 4.5312 * C - 0.7812 * CA2

Grdfico 2. Respuesta cuadrdtica a diferentes niveles de fertilizacién

A partir de esta informacion se podrian obtener los valores esperados de
méximo rendimiento y del punto de mayor rentabilidad.

Cuando wvarias interacciones forman el error

En otros casos de experimentos factoriales con una sola repeticion, el
investigador puede decidir que varias interacciones se constituyan en el error
experimental.

Como ejemplo, En un experimento factorial con cuatro factores (2*2*2*2
= 2*) y una sola repeticidn, el investigador puede decidir que las interacciones
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entre tres y cuatro factores no son de interés y mds bien constituirse en el error
experimental. (Por experiencia se conoce que por lo general estas interacciones no
son estadisticamente significativas y su inclusion en el error mejora el analisis.) El
esquema del ADEVA se presenta en el cuadro siguiente:

Cuadro 19.2.1. Esquema del ADEVA de un factorial 24 con una sola repeticién
en el que el error experimental lo forman las interacciones de 2do y 3er grado

Fuente de variacion Grados de libertad
A 1

A*B

C

A*C

B*C

D

A*D

B*D

CD

Error: (A*B*C + A*B*D + A*C*D + B*C*D + A*B*C*D)
TOTAL

D= == === ===

—_
i

En el ejercicio a continuacién se presenta este caso:

Ejercicio 19.2.2. Suponga un experimento factorial con cuatro factores A, B, C,
D y dos niveles de cada factor. El experimento consta de una sola repeticion, por
lo que el investigador decide que las interacciones entre tres y cuatro factores se
constituyan en el Error Experimental. Realice el Andlisis de Varianza con los si-
guientes datos:

Cuadro 1. Datos de un experimento factorial 24

A B (0 D REND
1 1 1 1 12
2 1 1 1 15
1 2 1 1 22
2 2 1 1 16
1 1 2 1 21
2 1 2 1 15
1 2 2 1 19
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2 2 2 1 20
1 1 1 2 22
2 1 1 2 24
1 2 1 2 25
2 2 1 2 15
1 1 2 2 18
2 1 2 2 16
1 2 2 2 23
2 2 2 2 24
Statistix 9.0
Analysis of Variance Table for REND
Source DF Ss Ms F P
A 1 18.062 18.0625 0.79 0.4138
B 1 27.562 27.5625 1.21 0.3213
C 1 1.563 1.5625 0.07 0.8038
D 1 45.562 45.5625 2.00 0.2163
A*B 1 7.562 7.5625 0.33 0.5893
A*C 1 1.562 1.5625 0.07 0.8038
B*C 1 7.562 7.5625 0.33 0.5893
A*D 1 0.062 0.0625 0.00 0.9602
B*D 1 3.062 3.0625 0.13 0.7288
C*D 1 14.062 14.0625 0.62 0.4675
Error 5 113.812 22.7625
Total 15 240.437

Grand Mean 19.188 CVv 24.87

Nota: Este analisis sirve s6lo como ejemplo. Un experimento, con tan pocos

grados de libertad para el error, por lo general carece de precision.

Comentarios:

Si se dispone de un programa como Statistix, los experimentos con una
repeticion o fracciones de repeticion (que se verdn mds adelante) se anali-
zan con facilidad. Hay dos opciones en Statistix con las que se pueden rea-
lizar estos anélisis: 1. En el ment “modelos lineales”, “andlisis de varianza”,
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“experimentos factoriales” y 2. En el mend “modelos lineales”, “anélisis de
varianza”, “AOV/AOCV”,

«  Con la primera opcién sélo se puede incluir en el error todas las interac-
ciones de un mismo tamano. En el caso de la segunda opcién (Analisis
de Varianza/Andlisis de Covarianza) puede incluirse en el error cualquier
interaccion. Para esto se requiere escribir el comando en el que constan
los nombres de los factores y las interacciones cuyos efectos se desean. Las
interacciones que no se incluyen, por defecto, se constituyen en el error
experimental.

Numero de interacciones entre factores

En la planificacién previa de experimentos factoriales con una repeticién o
fracciones de repeticion es conveniente conocer el nimero de interacciones que
se generard entre factores. Esta informacion es importante para decidir qué inte-
racciones formaran el error experimental y cudntos grados de libertad tendra el
error. Esto ademds facilita la preparacién de un esquema del andlisis de varianza
Y si se emplea un programa computarizado, la definiciéon del modelo del analisis.

La férmula general para el ntimero de interacciones (NI) es:

n!

I'= ri(n-r)! (126)

Férmula en la que:

+  El ntimero de factores se representa con la letra n,

+  El ntmero de interacciones entre un determinado ntimero de factores es r,

+  Elsigno de factorial es (!). Es importante recordar que factorial de cero es
igual a uno: 0! = 1.

Ejemplos:

1. Si se tienen cuatro factores, como en el caso del Ejercicio 19.3.1, ;Cudntas
interacciones se generan entre dos, tres y cuatro factores?:

Nj =M _am
a. entre dos factores: TNy A el
n! 4! 4%3%2%1
. NI T e—— T — T —
b. entre tres factores: prew TR
n! 4! 4%3%2%1
c. entre cuatro factores: Nl=——m=—=—>=—=1

ri(n-r)! 41*0! 4%3%2%1*1
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2. En un experimento con seis factores, todos con dos niveles (esto es 2°) y
una sola repeticidn, en el que las interacciones entre cuatro, cinco y seis factores
formardn el error experimental, ;Cudl es el nimero de interacciones entre dos y
tres factores y cudntos grados de libertad tendrd el error? Presente un esquema del
ADEVA para este caso:

nl 6l _ 6*5%4*3%2%1
a. entre dos factores: oy TR TE e
n! 6! 6*5%4%3%2%1

. : N =———=—=—____ =20
b. entre tres factores Tl 3l e

c. El total de grados de libertad es 2" — 1 = 63. Efectos principales = 6, inte-
racciones entre dos factores = 15, interacciones entre tres factores = 20. Es
decir, 6 + 15 + 20 = 41. Por lo tanto, el nimero de grados de libertad para el
error serd 63 — 41 = 22. (Debe notarse que, como todos los factores tienen
dos niveles, el nimero de grados de libertad de los efectos principales es
uno en todos los casos. Consecuentemente, las interacciones, sin importar
el grado, también tendran tnicamente un grado de libertad.)

Lo indicado se resume en el Cuadro 19.2.2:

Cuadro 19.2.2. Esquema del ADEVA

de un experimento factorial 2° con una repeticién

FUENTE DE VARIACION GL
Efectos principales (A, B, C, D, E, F) 6
Interacciones de 2 factores (AB, AC, etc.) 15
Interacciones de 3 factores ABC, ABD, etc.) 20
Interacciones de 4 factores (15), de 5 factores (6), de 6 factores (1) 22 (error)
TOTAL 63

Para facilitar el andlisis, en una etapa inicial de una investigacién, podria
presumirse que incluso las interacciones entre tres factores no son significativas,
por lo que pasarian a formar parte del error experimental.

Otra forma para encontrar los nimeros de efectos principales e interaccio-
nes es a partir de los coeficientes de la expansion del binomio de Newton, esto es:
(a + b)" en la que n es igual al nimero de factores. Por ejemplo, si se tienen seis
factores, al resolver el binomio (a + b)®los coeficientes seran, a partir del segundo
término: 6, 15, 20, 15, 6, 1. Es decir, los mismos que constan en el Cuadro 19.2.2.
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19.3. Experimentos factoriales fraccionados

Por razén de la presencia de repeticiones escondidas en los experimentos
factoriales, no s6lo que se puede tener experimentos con una sola repeticion, sino
que también experimentos con una fraccién de repeticion. Esto es lo que se co-
noce como “experimentos factoriales fraccionados” Los experimentos factoriales
fraccionados son especialmente usados en experimentos exploratorios, tanto en el
laboratorio como en el campo. El emplear s6lo una fracciéon de repeticion se vuel-
ve necesario en los experimentos exploratorios porque generalmente el niumero
de tratamientos es muy elevado. En estos experimentos el error experimental lo
constituyen una o varias interacciones, usualmente del orden mads alto, segiin de-
cida el investigador.

Experimentos exploratorios 2"

Cuando se introducen nuevos métodos, nuevas tecnologias, nuevas varie-
dades o especies, de las que se tiene poca informacién, se recomienda el empleo
de experimentos exploratorios en los que se evaltan varios factores a la vez, cada
factor con dos niveles. Esto se representa con 27, en que el 2 indica el nimero de
niveles de todos los factores y la n indica el nimero de factores. En estos casos el
investigador estd interesado en obtener informacién rapida sobre qué factores e
interacciones de primer orden son mas importantes. De esta forma, en préximos
experimentos, podrd descartar algunos factores y aumentar el ntimero de niveles
de los que tuvieron respuestas significativas. La teoria y anélisis de los experimen-
tos factoriales exploratorios estdn explicados en varios textos (Kempthorne, 1979;
Cochran y Cox, 1968; Petersen, 1985).

Bloques incompletos

Se conoce que el Cuadrado Medio, o Varianza del Error experimental
(CME), esté directamente correlacionado con el tamano de la repeticién o bloque
completo. Por lo general, a mayor tamafo de la repeticién, mayor heterogeneidad
entre unidades experimentales y, consecuentemente, un CME mds alto. Por esta
razén es conveniente trabajar con bloques incompletos, que son dreas mas peque-
nas e idealmente homogéneas. El concepto de bloques incompletos se vio en el
Capitulo 18, que verso sobre disenos en latices.

Es importante recordar que en el Disefio de Bloques Completos al Azar
(BCA), los términos “bloque” y “repeticién” son sinénimos. En los disefios de blo-
ques incompletos, “bloque” y “repeticién” no significan lo mismo. Una repeticién
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contiene todos los tratamientos. Un bloque incompleto contiene sélo parte de los
tratamientos. Varios bloques incompletos pueden formar una repeticion.

Niutmero de tratamientos

Si se planificara un experimento factorial exploratorio con ocho factores,
todos con dos niveles, el nimero de tratamientos serfa igual a 28 = 256. Incluso
con una sola repeticién, el experimento seria demasiado grande y muy dificil de
manejar. La solucién a este problema es trabajar tan solo con una fraccién de
repeticion. El investigador tendra que decidir, de acuerdo con los recursos a su
disposicion, el tamanio de la fraccién que empleara.

En el caso anterior, como ejemplo, podria pensarse en un experimento tan
solo con la octava parte de los tratamientos, es decir: %*28 = 32 tratamientos. Si se
tuviera un drea homogénea, los tratamientos se asignarian al azar a 32 unidades
experimentales. Sin embargo, en experimentos de campo es dificil encontrar dreas
homogéneas grandes. En este evento, el investigador podria conducir el experi-
mento en dos bloques incompletos, cada uno con 16 tratamientos, o incluso, en
cuatro bloques incompletos con ocho tratamientos cada uno. Este procedimiento
es también préctico en experimentos de laboratorio, en los que por limitaciones
de equipo y materiales podria llevarse a cabo el experimento en diferentes perio-
dos: un bloque incompleto por periodo.

En los experimentos factoriales fraccionados, qué tratamientos van en un
determinado bloque incompleto no es una seleccién al azar. Debe existir ortogo-
nalidad entre los grupos de tratamientos en los diferentes bloques y esto se logra
mediante un proceso que se describird mas adelante.

Representacion de los tratamientos

Como hemos visto, los factores en todo experimento factorial se represen-
tan con letras mayusculas, usualmente A, B, C, etc. Para el andlisis computarizado
de los datos es necesario crear variables que representen a los factores y etiquetar,
en la base de datos, los niveles de cada factor con nimeros. La combinacién de
los nimeros, en cada caso, indica un tratamiento especifico. Como ejemplo, en
un experimento factorial con cuatro factores, todos con dos niveles (2*), la com-
binacién 1, 1, 1, 1 identifica al tratamiento uno. Este es el tratamiento en el que,
por lo general, todos los factores estdn en el nivel més bajo. La combinacién 2, 2,
2, 2 identifica al tratamiento 16, aquel en que todos los factores estdn en el nivel
mas alto.
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En los experimentos factoriales fraccionados 2, para determinar los trata-
mientos que se asignardn a los bloques incompletos se emplea otro sistema de de-
signacioén de los tratamientos. Como todos los factores estan en dos niveles, basta
indicar con una letra minuscula la presencia del nivel alto de ese factor. La ausencia
de la letra indica que ese factor estd en el nivel bajo. El tratamiento en que todos los
factores estan en el nivel bajo se representa con el ntimero 1 entre paréntesis: (1).
Esta es la forma tradicional como se designan los tratamientos en los experimentos
factoriales 2". Como ejemplo, en un experimento factorial 2*, es decir 16 tratamien-
tos, se designan los tratamientos como se presenta en el Cuadro 19.3.1.

Asignacion de los tratamientos a los bloques incompletos

Para decidir qué tratamientos irdn en los bloques incompletos, el “método
tradicional” (Cuadro 19.3.1) de designacion de los tratamientos es el mas indica-
do. La seleccion de los tratamientos que se asignan a los bloques incompletos se
basa en un proceso similar al de los contrastes ortogonales (Seccién 17.1.3), en
que los signos del contraste ortogonal que escoja el investigador (generalmente
una interaccion alta) definen qué tratamientos van en cada bloque. Esto quiere
decir que los efectos de los bloques estardn fusionados con el efecto de la interac-
cién escogida. En otras palabras, estos efectos son indistinguibles. Otro término
que se usa es el de “efectos confundidos”, con la acepcién en espafiol de “confun-
dido” como sinénimo de “mezclado” o “fusionado”. A la interaccién que se emplea
para dividir en dos grupos los tratamientos se la llama contraste definidor.

Cuadro 19.3.1. Designacién de los tratamientos en un experimento factorial 24

Método para Método para
Trat Ordenadores Método Trat Ordenadores Método
No. Tradicional | No. Tradicional
A B C D A B C D

1 1 1 1 1 (1) 9 1 1 1 2 D

2 2 1 1 1 a 10 2 1 1 2 Ad

3 1 2 1 1 b 11 1 2 1 2 Bd

4 2 2 1 1 ab 12 2 2 1 2 Abd

5 1 1 2 1 C 13 1 1 2 2 Cd

6 2 1 2 1 ac 14 2 1 2 2 Acd

7 1 2 2 1 bc 15 1 2 2 2 Bed

8 2 2 2 1 abc 16 2 2 2 2 Abcd
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Debe tenerse en cuenta que en el caso de factores cualitativos (como varie-
dades, précticas culturales, etc.) el investigador decide arbitrariamente cual “ni-
vel” es el alto y cudl es el bajo.

Suponga, por facilidad de la explicacién, un experimento factorial 2°, es
decir con 2*2*2 tratamientos. Si se decide tener cuatro bloques incompletos, con
cuatro tratamientos cada uno, se tendrd un experimento factorial fraccionado
%*23 = 4, con dos repeticiones. Sin embargo, los tratamientos de cada bloque de-
ben estar balanceados con relacién a los efectos principales de los factores y de las
interacciones.

Para comprender cémo se seleccionan los tratamientos que irdn en cada
bloque es necesario estructurar un cuadro, en el que consten los factores e inte-
racciones en una columna y los tratamientos en la primera hilera. Luego, en forma
similar a lo que se hace con los contrastes ortogonales, escribimos los coeficientes
que nos permiten encontrar los efectos principales y las interacciones del experi-
mento. Como ejemplo, en el caso del factor A se designa con -1 los tratamientos

«_»

en los que no consta letra “a” (mintuscula) y con +1 los tratamientos en los que
“a” se encuentra presente. Note que la sumatoria de los coeficientes de cada hilera
debe ser igual a cero. Para encontrar la interaccién AB, por ejemplo, multiplica-
mos, en orden, los coeficientes de la hilera de A por los de la hilera de B. Se proce-
de en forma similar hasta llenar todas las casillas. Un ejemplo de esto se presenta

en el Cuadro 19.3.2 para el caso de un experimento factorial 2°:

Cuadro 19.3.2. Método para dividir los tratamientos de un experimento
factorial 2° en dos bloques incompletos, de cuatro tratamientos cada uno

Factores e Tratamientos y coeficientes Sumatoria de
interacciones | (1) a b ab c ac bc | abc | Coeficientes
A -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 +1 0
B -1 -1 +1 | +1 -1 -1 +1 +1 0
AB +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 0
C -1 -1 -1 -1 +1 | 41 | +1 | 41 0
AC +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 0
BC +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 0
ABC 1 1 | +1 -1 +1 1 1 +1 0

Como se decidi6 que el efecto de la interacciéon de mas alto grado, esto es
ABC, sea el contraste definidor, separamos los tratamientos con los signos po-
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sitivos y negativos en la hilera de la interacciéon ABC. Se forman asi dos grupos
ortogonales de tratamientos, Grupo 1: (1), ab, ac, bc y Grupo 2: a, b, ¢, abc. Es
decir, cada bloque tendrd 4 parcelas (unidades experimentales) y los tratamientos
seleccionados se asignardn por sorteo a cada parcela dentro del bloque. Como la
interaccién ABC, llamada en este caso el contraste definidor, estd confundida con
bloques, no serd posible tener una estimacién de esa interaccién. Sin embargo,
cualquier factor u otra interacciéon pudo ser el contraste definidor. Se pudo, como
ejemplo, seleccionar la interaccion BC. Si hubiera sido asi, al observar los signos
del cuadro anterior para BC, los dos grupos de tratamientos seleccionados hubie-
ran sido, Grupo uno: (1), a, bc, abc y Grupo dos: b, ab, ¢, ac.

Andlisis de varianza de los experimentos factoriales fraccionados

Para el analisis de varianza de los experimentos factoriales fraccionados hay
varias opciones:

1. Se pueden formar cuadros de doble entrada, como se hizo en el Ejercicio
19.1.2. A partir de cada cuadro se calculan las sumas de cuadrados de los
efectos principales de dos factores y de su interaccién. Sin embargo, si se
tiene un experimento factorial 2° se requiere de 10 cuadros de doble entra-
da, lo que demanda considerable esfuerzo. Para un experimento factorial
2% habra que estructurar 15 cuadros.

2. Mediante el empleo de un procedimiento similar al descrito en la seccién
17.1.3, en el que se calculan las sumas de cuadrados de los contrastes orto-
gonales. En este procedimiento se multiplican, para cada caso, los totales de
los tratamientos por los coeficientes y se suman los productos. Este método
se empleara en el Ejercicio 19.3.1.

3. Otra opcidn es utilizar el método desarrollado por Yates y que se conoce
como el “Algoritmo de Yates”. Este método estd descrito en varios libros
(Cochran y Cox, 1968; Petersen, 1985). Es un método de calculo manual
poco usado actualmente.

En el siguiente ejercicio se presenta un ejemplo del andlisis de varianza de
un experimento factorial fraccionado con la segunda opcién, en el que la interac-
cién confundida o contraste definidor es ABC:

Ejercicio 19.3.1. Datos de rendimiento y ana1151s de varianza para el supuesto caso
de un experimento factorial fraccionado 5*2 = 4, con dos repeticiones y cuatro
bloques incompletos, en el que el efecto de la interaccién ABC estd confundido
con las repeticiones.
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Cuadro 1. Datos de rendimiento. Experimento factorial

fraccionado - *23

con dos repeticiones y cuatro bloques.

2
Rep |Blg| A | B | C |Rend |Trat |Rep |Blq| A | B | C |[Rend | T;
1 1 0 0 0 12 (1) 2 3 0 0 0 8 20
1 1 1 1 0 13 ab 2 3 1 1 0 10 23
1 1 1 0 1 5 ac 2 3 1 0 1 7 12
1 1 0 1 1 14 bc 2 3 0 1 1 11 25
1 2 1 0 0 15 a 2 4 1 0 0 17 32
1 2 0 1 0 6 b 2 4 0 1 0 8 14
1 2 0 0 1 11 C 2 4 0 0 1 13 24
1 2 1 1 1 9 abc 2 4 1 1 1 9 18

En el Cuadro 2, mediante el procedimiento de contrastes ortogonales, se
pueden calcular las sumas de cuadrados.

Cuadro 2. Cdlculo de las sumas de cuadrados de los factores e interacciones

EV. Totales de los Tratamientos Q?
(1) a b ab ® ac bc abc Q TQZ
-20 +32 -14 +23 -24 +12 -25 +18 2 0.25
B -20 -32 +14 +23 -24 -12 +25 +18 -8 4.00
AB +20 -32 -14 +23 +24 -12 -25 +18 2 0.25
C -20 -32 -14 -23 +24 +12 +25 +18 -10 6.25
AC +20 -32 +14 -23 -24 +12 -25 +18 -40 100.00
BC +20 +32 -14 -23 -24 -12 +25 +18 22 30.25
ABC -20 +32 +14 -23 +24 -12 -25 +18 8 4.00

Note en el Cuadro 2 que, los signos negativos o positivos de los coeficientes

ortogonales, todos de valor 1, se asignan de acuerdo con el procedimiento indi-
cado para el Cuadro 19.3.2. Los productos de los coeficientes por los totales de
los tratamientos constan en las hileras del Cuadro 2 de este ejercicio. El contraste
lineal @, es el resultado de la sumatoria de los productos. Como ejemplo, en el
caso del factor A:

Qi =Y¢qT;=-20+32-14+...+18 =2

La suma de cuadrados del factor A es igual a: SCA =

Q7

4
= 2= 025
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La sumatoria de los cuadrados de los coeficientes y' ¢Z es igual a 8 para
todos los contrastes. Cada total de los tratamientos fue el resultado de la suma de
dos cantidades, es decir que r = 2

El Cuadro ADEVA completo, obtenido con Statistix, se presenta a
continuacion:

Analysis of Variance Table for REND

Source DF SS MS F 4

BLQ 3 16.500 5.500

A 1 0.250 0.250 0.12 0.7409
B 1 4.000 4.000 1.92 0.2152
C 1 6.250 6.250 3.00 0.1340
A*B 1 0.250 0.250 0.12 0.7409
A*C 1 100.000 100.000 48.00 0.0004
B*C 1 30.250 30.250 14.52 0.0089
Error 6 12.500 2.083

Total 15 170.000

Grand Mean 10.500 Cv 13.75

En este ejercicio, los cuatro bloques forman dos repeticiones (REPS), aun-
que no constan explicitamente en el ADEVA. El efecto de los bloques es indistin-
guible de los efectos de las REPS y del contraste definidor o interaccién ABC. En
otras palabras, los efectos estdn confundidos, es decir, fusionados. Los tres grados
de libertad de bloques provienen de lo siguiente:

+ un grado de libertad por REPS,
+ un grado de libertad por el contraste definidor ABCy
+ un grado de libertad por la interaccion REPS*ABC.

En cambio, los grados de libertad del error experimental resultan de las
interacciones de REPS (un grado de libertad) con los factores A, B, C y las interac-
ciones AB, AC, BC. En total, seis grados de libertad.

Este ejercicio sirve solo de ejemplo. En la practica, por lo general, no seria
conveniente tener un experimento con tan pocos grados de libertad del error.

El arreglo ortogonal de los tratamientos

En el caso de un experimento disefiado como un experimento factorial
fraccionado $*2", 1o mas facil es decidir que la interaccion mds alta sea el contras-
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te definidor. Para constituir los dos grupos basta separar los tratamientos que tie-
nen un ndmero de letras impares de los que tienen un nimero de letras pares (al
tratamiento (1) se lo toma como par). Los dos grupos son ortogonales y el expe-
rimento queda perfectamente balanceado. Con este procedimiento la interaccién
de grado mas alto se constituye automdticamente en la interaccién confundida
con el efecto de bloques. Veamos el siguiente ejercicio:

Ejercicio 19.3.2. En un experimento se estudio el efecto de cuatro factores en el
rendimiento de alfalfa: A, nitrégeno (0 y 120 kg/ha); B, fésforo (0 y 35 kg/ha); C,
potasio (0y 30 kg/ha); D, cal (0 y 4 t/ha). Por las condiciones de campo se plani-
fic6 tener cuatro bloques incompletos en dos repeticiones. Se tom¢ la interacciéon
ABCD como el contraste definidor para formar dos grupos: un grupo de trata-
mientos con nimero de letras pares y el otro grupo con ntimero de letras impares.
Los tratamientos de cada grupo se asignaron al azar a los bloques. Este es un expe-
rimento factorial *2*. Los resultados se presentan a continuacién:

Cuadro 1. Rendimiento de materia seca de alfalfa en kilogramos por parcela.
Experimento factorial fraccionado %*24 en cuatro bloques incompletos*

BLQ A B C D REND TRAT | BLQ | A B C D | REND
1 1 1 1 1 10 (1) 3 1 1 1 1 12
1 2 2 1 1 22 ab 3 2 2 1 1 24
1 2 1 2 1 24 ac 3 2 1 2 1 25
1 2 1 1 2 25 ad 3 2 1 1 2 19
1 1 2 2 1 12 bc 3 1 2 2 1 15
1 1 2 1 2 13 bd 3 1 2 1 2 13
1 1 1 2 2 9 cd 3 1 1 2 2 16
1 2 2 2 2 15 abed 3 2 2 2 2 26
2 2 1 1 1 15 4 2 1 1 1 18
2 1 2 1 1 12 b 4 1 2 1 1 13
2 1 1 2 1 10 c 4 1 1 2 1 12
2 1 1 1 2 13 d 4 1 1 1 2 14
2 2 2 2 1 18 abc 4 2 2 2 1 26
2 2 2 1 2 16 abd 4 2 2 1 2 24
2 2 1 2 2 14 abd 4 2 1 2 2 20
2 1 2 2 2 13 acd 4 1 2 2 2 15

*Note que los bloques 1 y 2 forman una repeticién, asf como lo hacen los bloques 3 y 4.
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El andlisis de varianza se presenta a continuacion:
Statistix 9.0

Analysis of Variance Table for REND

Source DF SS MS F P

BLOOQ 3 107.844 35.948

A 1 520.031 520.031 61.47 0.0000
B 1 13.781 13.781 1.63 0.2226
C 1 1.531 1.531 0.18 0.6770
D 1 0.281 0.281 0.03 0.8579
A*B 1 0.031 0.031 0.00 0.9524
A*C 1 0.281 0.281 0.03 0.8579
A*D 1 16.531 16.531 1.95 0.1839
B*C 1 0.031 0.031 0.00 0.9524
B*D 1 3.781 3.781 0.45 0.5147
C*D 1 19.531 19.531 2.31 0.1509
A*B*C 1 5.281 5.281 0.62 0.4426
A*B*D 1 0.031 0.031 0.00 0.9524
A*C*D 1 13.781 13.781 1.63 0.2226
B*C*D 1 30.031 30.031 3.55 0.0805
Error 14 118.438 8.460

Total 31 851.219

Grand Mean 16.656 Cv 17.46

Similar al caso del ejercicio anterior, los 14 grados de libertad del error
resultan de la interaccion entre repeticiones (un grado de libertad, aunque con-
fundido con bloques) y los componentes del andlisis. La interaccién ABCD, selec-
cionada como el contraste definidor, no se puede calcular. Estd confundida con el
efecto de bloques.

Los alias y la interaccion generalizada

Otro concepto importante en los experimentos factoriales fraccionados, es
el de “alias”, término con el que se identifica a los efectos factoriales idénticos. En
los experimentos con repeticiones fraccionadas, todo contraste tiene uno o mas
contrastes como alias.
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El procedimiento para reconocer los alias consiste en multiplicar los efec-
tos por el contraste definidor. Si resulta un término al cuadrado, se lo elimina del
producto. Al resultado se lo denomina la “interaccion generalizada”. El alias de un
efecto factorial es su interaccion generalizada.

Como ejemplo, en el arreglo de un experimento factorial 2°, en el que el
contraste definidor es ABC, las interacciones generalizadas para los efectos prin-
cipales A, By C son:

*  A*ABC = A*BC = BC; por lo tanto, A y BC son alias
*  B*ABC = AB?*C = AC; por lo tanto, B y AC son alias
*  C*ABC = ABC? = AB; por lo tanto, C y AB son alias

Esto se puede ver mds claramente en el Cuadro 19.3.3.

Cuadro 19.3.3. Experimento factorial fraccionado ¥ de 23. Coeficientes ortogonales
de los tratamientos a, b, ¢, abc, cuando la interaccién ABC es el contraste definidor

Tratamientos
Efectos Zci
a b c abc
A +1 -1 -1 +1 0
B -1 +1 -1 +1 0
AB -1 -1 +1 +1 0
C -1 -1 +1 +1 0
AC -1 +1 -1 +1 0
BC +1 -1 -1 +1 0
ABC +1 +1 +1 +1 4

Note en el cuadro anterior que los signos de los coeficientes de A son los
mismos que los de BC. Consecuentemente los dos efectos son idénticos o alias.
Lo mismo para B y su alias AC y para C y su alias AB. Consecuentemente, en un
experimento con varios bloques incompletos que contengan los tratamientos a,
b, ¢, abc, la estimacién del valor de A serd la misma que la de BC. Igual para los
casos de B y C. Esto implica que en el cuadro ADEVA sélo podra constar uno de
los alias. Veamos el siguiente ejemplo:
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Ejercicio 19.3.3. En un experimento factorial fraccionado 5*23 en que la inte-
racciéon ABC es el contraste definidor, los tratamientos a, b, ¢, abc, se asignaron a
cuatro bloques incompletos. Se pide demostrar, mediante el anélisis de varianza,

la presencia de alias. Los datos se presentan en el siguiente cuadro:

Cuadro 1. Rendimiento simulado del efecto de los factores A, B, C
en cuatro bloques incompletos

Blq A B C Rend | Trat Blq A C Rend
1 1 0 12 a 3 1 0 6
1 0 1 0 4 b 3 0 0 12
1 0 0 1 5 c 3 0 14
1 1 1 1 10 abc 3 1 8
2 1 0 0 11 a 4 1 13
2 0 1 0 6 b 4 0 15
2 0 0 1 14 [ 4 0 8
2 1 1 1 9 abc 4 1 16
El andlisis de varianza con Statistix se presenta a continuacién:
Statistix: Analysis of Variance Table for REND
Source SS MS F
BLQ 3 55.688 18.5625
A 1 3.063 3.0625 0.18 0.6798
B 1 0.562 0.5625 0.03 0.8590
C 1 1.562 1.5625 0.09 0.7676
Error 9 151.563 16.8403
Total 1 212.438

Se recordara que el alias de A es BC, el de B es AC y el de C es AB. Con el
método de contrastes ortogonales, procedimiento que consta en el Cuadro 2 del
ejercicio 19.3.1, se puede demostrar que las sumas de cuadrados de las interaccio-
nes son: BC = 3.0630, AC = 0.5620 y AB = 1.5620. Estos valores son exactamente

iguales a las sumas de cuadrados de A, B y C, respectivamente.

Por defecto, el programa presenta el factor principal y no la interaccién que
es su alias. Como ejemplo, con el programa Statistix, si se deja fuera del andlisis al
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factor A, se obtendra su alias, es decir la interaccién BC, cuya suma de cuadrados
es 3.0630. Esto puede verse en el siguiente analisis:

Statistix: Analysis of Variance Table for REND

Source DF Ss MS F P

BLO 3 55.688 18.5625

B 1 0.563 0.5625 0.03 0.8590
C 1 1.562 1.5625 0.09 0.7676
B*C 1 3.063 3.0625 0.18 0.6798
Error 9 151.563 16.8403

Total 15 212.438

Los nueve grados de libertad del error, en este dltimo andlisis, provienen de
las interacciones entre bloques con B, C y BC.

Fraccionamiento adicional de los tratamientos

Hasta el momento se han analizado experimentos factoriales con una sola
repeticion y otros con la mitad de una repeticion. En esta seccion se verd el caso
de experimentos con la cuarta parte de una repeticion. A partir de este punto se
podré generalizar para otros casos de experimentos factoriales fraccionados 22,
en los que n > 4. Esto implica que no es posible construir un disefio 7 *2%en el
que los mismos cuatro tratamientos se repitan en diferentes bloques incompletos.

Cuando se planifica un experimento factorial fraccionado %*2", se requiere
de dos efectos factoriales como contrastes definidores. Con el primer contras-
te definidor, guidndose por los signos de los efectos factoriales, se obtienen dos
grupos, cada uno con la mitad de los tratamientos. Con el segundo contraste de-
finidor, una de las mitades anteriores (la que se escoja), se divide nuevamente en
dos. De esta forma se generan dos nuevos grupos con la cuarta parte de los trata-
mientos. Los dos grupos son ortogonales y puede seleccionarse solo uno de ellos,
o los dos grupos de tratamientos " *2™, para asignarlos a los bloques incompletos.

Para este doble fraccionamiento de los tratamientos hay cuatro reglas:

1. El investigador escoge los dos efectos factoriales que servirdn como con-
trastes definidores

2. Lainteraccién generalizada de los dos contrastes definidores también actda
como un contraste definidor.
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3. Todos los efectos factoriales (los que no son contrastes definidores) tienen,
cada uno, tres alias.

4. Por la presencia de alias, no se podra estimar todas las interacciones entre
dos factores, excepto a partir de experimentos factoriales %*28.

Cuadro 19.3.4. Contraste definidor ABE para un experimento factorial 2°.
Formacién de dos grupos de 16 tratamientos

Signos del contraste Signos del contraste
Trat Trat
A B E ABE A B E ABE

(1) - - - - e - + +
a + - - + ae + - +

b - + - + be - + + -
ab + + - - abe + + + +
c - - - - ce - - + +
ac + - - + ace + + -
bc - + - + bce - + -
abc + + - - abce + +

d - - - - de - +

ad + - - ade + - +

bd - + - + bde - + + -
abd + + - - abde + + + +
od - - - - cde - - + +
acd + - - + acde + - + -
bed - + - + bcde - +

abcd + + - - abcde + + +

Suponga el caso de un experimento factorial %*25. Si se escoge, como el
primer contraste definidor a la interaccién ABE, se formardn dos grupos de 16
tratamientos. (El procedimiento para la asignacién de los tratamientos se presen-
té en la seccion correspondiente y Cuadro 19.3.2.) Los signos denotan la presencia
o ausencia de los niveles de los factores. Los productos de los signos de A, By E
generan los signos del contraste definidor ABE, signos que sirven para separar los
tratamientos en dos grupos. Esto consta en el Cuadro 19.3.4.

De los signos negativos y positivos, bajo la columna del contraste definidor
(Cuadro 19.3.4), se forman dos grupos de 16 tratamientos:

Grupo 1: (1), ab, ¢, abc, d, abd, cd, abcd, ae, be, ace, bee, ade, bde, acde, bede
Grupo 2: a, b, ac, be, ad, bd, acd, bed, e, abe, ce, abce, de, abde, cde, abcde
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Si se selecciona como segundo contraste definidor a la interaccién BCD y se
decide tomar el grupo 2 de 16 tratamientos, se obtiene el resultado que se presenta
en el Cuadro 19.3.5.

Los dos grupos de ocho tratamientos que se forman al tomar como segun-
do contraste definidor a la interaccién BCD son (Cuadro 19.3.5):

Grupo 1: b, ac, ad, bed, abe, ce, de, abcde
Grupo 2: a, be, bd, acd, e, abce, abde, cde

Cuadro 19.3.5. Segundo contraste definidor BCD.
Formacién de dos grupos de ocho tratamientos

Teat Signos del contraste Trat Signos del contraste
B C D BCD B C D BCD
- - - _ e _ _ _ -
b + - - + abe + - - +
ac - + - + ce - + -
bc + + - - abce + + - -
ad - - + + de - - + +
bd + - + - abde + - + -
acd - + + - cde - + + -
bed + + + + abcde + + + +

Para determinar la interaccién generalizada se multiplican los dos con-
trastes definidores y se eliminan los factores que resulten elevados al cuadrado.
Esto es:

ABE*BCD = AB*CDE = ACDE  Por lo tanto, los contrastes definidores son tres.

Los alias se identifican al multiplicar los efectos factoriales por los tres con-
trastes definidores ABE, BCD y ACDE. Consecuentemente, cada efecto factorial
tiene tres alias. Como ejemplo, para el efecto factorial A, sus tres alias son:

A* ABE = A>BE = BE
A*BCD = ABCD
A* ACDE = A>’CDE = CDE

En el siguiente cuadro se presentan los alias de los demads efectos factoriales:
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Cuadro 19.3.6. Los dlias en un experimento factorial fraccionado 2x28
cuando los contrastes definidores son ABE, BCD y ACDE

1 =ABE =BCD = ACDE
A=BE =ABCD=CDE
B=AE=CD=ABCDE
C=ABCE =BD = ADE
D=ABDE =BC=ACE
E=A4AB=BCDE = ACD
AC =BCE = ABD = DE
AD =BDE = ABC=CE

Se observa en el Cuadro 19.3.6 que ninguno de los efectos principales, o
factores, (A, B, C, D, E) tiene como alias a otro efecto principal. Esto determina
que en el andlisis de varianza pueda estimarse el efecto de cada uno. El caso de las
interacciones es distinto. Todas las interacciones entre dos factores tienen como
alias a un efecto principal, con excepciéon de AC y AD. Consecuentemente, de las
10 interacciones entre dos factores, solo puede estudiarse el efecto de las interac-
ciones ACy AD. Todas las otras interacciones entre tres, cuatro y cinco factores tie-
nen como alias a efectos factoriales de menor grado. Veamos el siguiente ejercicio:

Ejercicio 19.3.4. Se planificé un experimento factorial fraccionado 7 *25 con cua-

tro bloques incompletos y un grupo de ocho tratamientos. Los contrastes defi-
nidores fueron las interacciones ABE, BCD vy la interacciéon generalizada ACDE.
Efectuar el andlisis de varianza con los datos que se presentan a continuacién:

. . . 1
Cuadro 1. Datos de un experimento factorial fraccionado 2*25,
en cuatro bloques incompletos y con un grupo de ocho tratamientos

BLQ| A B C D E |REND| Trat |BLQ| A B C D E | REND

1 1 2 1 1 1 15 b 3 1 2 1 1 1 19

1 2 1 2 1 1 18 ac 3 2 1 2 1 1 21

1 2 1 1 2 1 25 ad 3 2 1 1 2 1 11

1 1 2 2 2 1 32 bed 3 1 2 2 2 1 22

1 2 2 1 1 2 23 abe 3 2 2 1 1 2 16

1 1 1 2 1 2 12 ce 3 1 1 2 1 2 14

1 1 1 1 2 2 21 de 3 1 1 1 2 2 19
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1 2 2 2 2 2 16 abcde 3 2 2 2 2 2 17

2 1 2 1 1 1 10 b 4 1 2 1 1 1 23
2 2 1 2 1 1 11 ac 4 2 1 2 1 1 26
2 2 1 1 2 1 14 ad 4 2 1 1 2 1 13

2 1 2 2 2 1 23 bed 4 1 2 2 2 1 17

2 2 2 1 1 2 15 abe 4 2 2 1 1 2 21

2 1 1 2 1 2 9 ce 4 1 1 2 1 2 18

2 1 1 1 2 2 13 de 4 1 1 1 2 2 14

2 2 2 2 2 2 17 abcde 4 2 2 2 2 2 26

El andlisis de varianza es el siguiente:
Statistix 9.0

Analysis of Variance Table for REND

Source DF SS MS F P

BLO 3 195.344 65.1146

A 1 2.531 2.5313 0.12 0.7343

B 1 87.781 87.7812 4.10 0.0557
C 1 22.781 22.7813 1.06 0.3139
D 1 26.281 26.2812 1.23 0.2803
E 1 26.281 26.2812 1.23 0.2803
A*C 1 0.031 0.0312 0.00 0.9699
A*D 1 87.781 87.7812 4.10 0.0557
Error 21 449.406 21.4003

Total 31 898.219

Observe que en el andlisis de varianza solo constan los efectos factoriales de
los cinco factores y de las interacciones AC y AD. Note, en el Cuadro 19.3.6, que las
interacciones entre dos factores AC y AD son las tinicas que no son alias de algin
factor. De las 24 otras interacciones, 21 son alias con los efectos del analisis de va-
rianza (8 entre dos factores, 8 entre tres factores, 4 entre cuatro factores y 1 entre
cinco factores). Las tres restantes interacciones son los contrastes definidores ABE,
BCD y ACDE, que estan confundidas con el efecto de bloques.

En el caso de los alias, el programa Statistix calcula primero, por defecto, la
suma de cuadrados de los efectos principales. Luego calcula las de las interaccio-
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nes entre dos factores y asi sucesivamente. Como ejemplo, si se excluye del andlisis
al factor A, el programa presentard la interacciéon BE que es alias de A. El ADEVA
en este caso es el siguiente:

Statistix 9.0

Analysis of Variance Table for REND

Source DF SS MS F P
BLO 3 195.344 65.1146
1 87.781 87.7813 4.10 0.0557
1 22.781 22.7813 1.06 0.3139
1 26.281 26.2812 1.23 0.2803
1 26.281 26.2812 1.23 0.2803
B*E 1 2.531 2.5312 0.12 0.7343
C*E 1 87.781 87.7813 4.10 0.0557
D*E 1 0.031 0.0312 0.00 0.9699
Error 21 449.406 21.4003
Total 31 898.219

Si se comparan los dos cuadros ADEVA se demuestra que A y BE son alias.
Las sumas de cuadrados son idénticas, asi como el término del error. Esto es lo
que se esperaba.

Comentario: En los experimentos factoriales, el investigador esta general-
mente interesado no sélo en los efectos principales sino también en la presencia de
posibles interacciones. En la practica, un experimento factorial fraccionado 2*2°
con un solo grupo de ocho tratamientos aporta muy poca informacion, como se
demostré en el ejercicio anterior. Unicamente a partir de experimentos 7*28 se
pueden obtener los efectos de todos los factores y de todas las interacciones entre
dos factores. Pero esto también depende de la seleccién adecuada de los contrastes
definidores.

La idea principal atrds del concepto de bloques incompletos y experimen-
tos factoriales fraccionados es evaluar varios factores a la vez, analizar algunas
interacciones de interés, y controlar en mejor forma la variacion propia de las uni-
dades experimentales. Estos objetivos pueden incluso alcanzarse con experimen-
tos 2¥2° si se utilizan de dos a cuatro grupos ortogonales de ocho tratamientos. En
el siguiente ejercicio se presenta este caso:
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Ejercicio 19.3.5. En una investigacion se estudi6 el efecto de cinco factores, cada
factor con dos niveles, en el rendimiento de soya (Vargas, 1990)* Los cinco fac-
tores fueron: factor A, dos variedades de soya, Siatsa 194 (nivel 1) y Clark (nivel
2); B, fertilizante nitrogenado, 0 kg/ha y 100 kg/ha; C, fertilizante fosfatado, 0
kg/ha y 35 kg/ha; D, inoculacién de la semilla, sin y con inéculo; E, tratamiento
de la semilla, sin y con fungicida. De lo anterior resulta un experimento con 32
tratamientos.

Como el terreno en el que se conducirfa el ensayo no era homogéneo, se
procedié a dividir los 32 tratamientos en cuatro grupos de ocho tratamientos
cada grupo. Los grupos se asignarfan al azar a cuatro bloques incompletos, que
son areas mas pequenas y con menor variabilidad. El resultado es un experimento
factorial fraccionado 2¥25.

Para dividir los 32 tratamientos en dos grupos de 16 se escogi6 el contraste
definidor ABE. El siguiente contraste definidor, para generar cuatro grupos orto-
gonales de ocho tratamientos, fue BCD. Con esta seleccion de contrastes definido-
res y la decision de usar los cuatro grupos en el ensayo, el investigador se asegur6
que obtendra los efectos de los cinco factores y de las 10 interacciones entre dos
factores. Los resultados, con modificaciones para facilidad del ejemplo, se presen-
tan a continuacion:

Cuadro 1. Rendimiento de soya, en toneladas por hectdreq,
en respuesta al efecto de cinco factores

BLOQ| A | B | C | D | E [REND| trat [BLOQ| A | B | C | D | E |REND| Trat
1 1 2 1 1 1 3.34 b 3 1 1 1 1 1 3.81 (1)
1 2 1 2 1 1 1.97 ac 3 2 2 2 1 1 1.91 abc
1 2 1 1 2 1 1.50 ad 3 2 2 1 2 1 2.32 abd
1 1 2 2 2 1 4.37 bed 3 1 1 2 2 1 3.64 od
1 2 2 1 1 2 1.78 abe 3 2 1 1 1 2 1.60 ae
1 1 1 2 1 2 3.62 ce 3 1 2 2 1 2 3.84 bce
1 1 1 1 2 2 4.63 de 3 1 2 1 2 2 4.70 bde
1 2 2 2 2 2 2.41 abcde 3 2 1 2 2 2 1.82 acde

47  Vargas, G.D. 1990. Efecto de la época de siembra, fertilizacién, inoculacién y tratamiento de
semilla en el comportamiento de dos lineas de soya. Tesis. Escuela Agricola Panamericana.
Honduras, C.A.
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2 2 1 1 1 1 1.38 a 4 2 2 1 1 1 1.86 ab
2 1 2 2 1 1 3.39 bc 4 1 1 2 1 1 3.71 c
2 1 2 1 2 1 3.52 bd 4 1 1 1 2 1 3.57 d
2 2 1 2 2 1 2.97 acd 4 2 2 2 2 1 2.93 abcd
2 1 1 1 1 2 4.66 e 4 1 2 1 1 2 2.90 be

2 2 2 2 1 2 2.16 abce 4 2 1 2 1 2 1.65 ace

2 2 2 1 2 2 1.78 abde 4 2 1 1 2 2 1.54 ade

2 1 1 2 2 2 3.40 cde 4 1 2 2 2 2 2.99 bede

El analisis de varianza, con el programa Statistix, es el siguiente:
Statistix 9.0

Analysis of Variance Table for REND

Source DF SS Ms F P

BLOQ 3 0.5321 0.1774

A 1 25.4006 25.4006 112.73 0.0000
B 1 0.0167 0.0167 0.07 0.7900
C 1 0.1116 0.1116 0.50 0.4939
D 1 0.6356 0.6356 2.82 0.1169
E 1 0.0158 0.0158 0.07 0.7956
A*B 1 0.6933 0.6933 3.08 0.1029
A*C 1 1.2129 1.2129 5.38 0.0372
A*D 1 0.0621 0.0621 0.28 0.6083
A*E 1 0.3806 0.3806 1.69 0.2163
B*C 1 0.0914 0.0914 0.41 0.5353
B*D 1 0.3140 0.3140 1.39 0.2589
B*E 1 0.0657 0.0657 0.29 0.5983
C*D 1 0.0001 0.0001 0.00 0.9854
C*E 1 0.8745 0.8745 3.88 0.0705
D*E 1 0.1785 0.1785 0.79 0.3896
Error 13 2.9291 0.2253

Total 31 33.5146

Grand Mean 2.8647 CV 16.57

Los 13 grados de libertad del error provienen de ocho interacciones de se-
gundo grado (entre tres factores), mds cuatro interacciones de tercer grado, mas la
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interaccién de cuarto grado ABCDE. Las interacciones que faltan son ABE, BCD
y ACDE. Estos son los contrastes definidores que no forman parte del error, sino
que estan confundidos con el efecto de bloques.

Con relacion a los resultados, inicamente la interaccion entre variedades y
la fertilizacion fosfatada (A*C) fue significativa, con una probabilidad P = 3.72%.
El siguiente grafico ayuda a interpretar la interaccion:

Means of REND for A*C
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Grdfico 1. Interaccién entre variedades (A) y fertilizacién fosfatada (C)

Se pudo esperar que las dos variedades tuvieran respuestas similares con
relacion a la fertilizacion fosfatada. Podria pensarse que las condiciones quimicas
dentro de los bloques fueron diferentes. El coeficiente de variacién, demasiado
alto para un cultivo de autopolinizacién, abona a esta idea.

En todo caso, sin necesidad de ver las medias, la diferencia entre variedades
resalta en el grafico anterior. La variedad Siatsa 194 fue estadisticamente superior
en rendimiento que la variedad Clark. En el ADEVA, la probabilidad de que este
resultado sea producto del azar es sumamente baja (P < 0.00009), @ pesar del
relativamente alto coeficiente de variacién.






Capitulo 20
Disenos anidados

“Un andlisis estadistico propiamente conducido es una
delicada diseccién de incertidumbres, una cirugia de
suposiciones”. Michael J. Moroney*®

Los disefios anidados son experimentos factoriales en los que, por caracte-
risticas del ensayo, conveniencia del investigador y material disponible, unidades
experimentales pequenas estdn dentro de unidades experimentales de mayor ta-
mano. Estos experimentos son muy utilizados en diferentes campos de investiga-
cién. En este capitulo se verdn varios ejemplos relacionados con la agricultura.

20.1. Diseiio de Parcela Dividida

Parcela Dividida es un disenio en el que se analizan los efectos principales y
la interaccién de dos factores en parcelas de diferente tamafio, llamadas respectiva-
mente, parcelas grandes o principales'y parcelas pequefias o subparcelas. Todo expe-
rimento conducido con un disefio de Parcela Dividida es un experimento factorial.
Su uso se recomienda cuando por la naturaleza de los factores o de las unidades
experimentales es conveniente instalar el experimento en parcelas de diferentes ta-
mafios. Los casos mds comunes en agricultura se presentan cuando hay interés en
los efectos, por ejemplo, de diferentes tipos de labranza mecanizada, sistemas de
riego, fumigacion aérea, etcétera, o cuando, por conveniencia en el manejo del ex-
perimento, se usa implementos grandes como sembradoras, aspersores de insumos,
cosechadoras y otros. En estos ejemplos, el empleo de parcelas grandes en los expe-
rimentos se hace necesario. Las parcelas grandes, o principales, convencionalmente
reciben el factor A. Las parcelas pequenias, o subparcelas, reciben el factor B.

Por razén del diferente nimero de unidades experimentales a las que se
asignan los niveles de los factores, las varianzas del error o cuadrados medios del

48 Estadistico inglés. https://todayinsci.com/M/Moroney_Michael/MoroneyMichael-Quota
tions.htm
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error son diferentes. El efecto del factor A se mide con relacion al Cuadrado Me-
dio del Error (a), mientras que los efectos del factor B y de la interaccion A*B se
miden con relacién al Cuadrado Medio del Error (b).

Mas adelante se vera que, de haber un factor C, las subparcelas pueden divi-
dirse y formar sub-subparcelas. El disefio se llama en este caso Parcela Subdividida.
En teoria, se podria seguir con mds subdivisiones, pero los experimentos se vuel-
ven muy grandes y complejos. Si es de interés del investigador incluir un factor C,
bien podria combinar los factores B y C en las subparcelas, como un experimento
factorial dentro de la Parcela Dividida. Puede inferirse de lo senalado que las op-
ciones son muchas, sin embargo, la recomendacion es mantener los experimentos
en la forma mads simple posible.

Parcela Dividida es un disefio compuesto. Si se conoce que el terreno es
homogéneo, los niveles del Factor A se asignardn totalmente al azar a las parcelas
principales. Esto da origen a un experimento de Parcela Dividida en un Disefio
Completamente al Azar. Si el terreno tiene una gradiente, el experimento serd de
Parcela Dividida en un Disefio de Bloques Completos al Azar. Si son dos gradien-
tes perpendiculares, lo mds conveniente serd un experimento de Parcela Dividida
en un diseno de Cuadrado Latino.

Independientemente del disenio, Los niveles del Factor B se asignan com-
pletamente al azar a las subparcelas. Esto implica que se realizan dos aleatoriza-
ciones en el disefio de Parcela Dividida, una para las parcelas principales y otra
para las subparcelas.

Suponga un disefio de Parcela Dividida en Bloques Completos al Azar, en
el que el factor A tenga tres niveles (al, a2, a3) y el factor B cuatro niveles (b1, b2,
b3, b4). Una vez realizadas las aleatorizaciones, un mapa de un bloque podria ser
el siguiente:

Cuadro 20.1.1. Mapa de un bloque de un disefio de Parcela Dividida en Bloques
Completos al Azar: tres parcelas principales y 12 subparcelas

PP1

PP2

albl

alb3

a3b2

a3bl

PP3

alb4

alb2

a3b3

a3b4

a2b4

a2bl

a2b2

a2b3

Note en el mapa anterior que en el Bloque hay tres parcelas principales
(PP). Por sorteo, el nivel al se asigné a la PP1 (por eso las cuatro subparcelas tie-
nen al), el nivel a3 a la PP2 y el nivel a2 a la PP3. Tanto los niveles de A como los
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niveles de B deben sortearse de nuevo en cada uno de los otros bloques que tenga
el experimento.

El Modelo Lineal Aditivo

El modelo lineal aditivo depende del tipo de diseno. Como ejemplo, en el
caso mads simple, cuando se tiene Parcela Dividida en un Disefio Completamente
al Azar el modelo es el siguiente:

Yl'j=ﬂ+Ai+ga+Bj+(A*B)ij+gb

Observe que existen dos errores: el error g, asociado con la parcela prin-
cipal y el error g, asociado con la subparcela. Al igual que con los disenos ante-
riores, el modelo puede ser fijo, al azar o mixto. Esto, como se vio anteriormente,
tiene implicaciones en el alcance de las recomendaciones que se puedan hacer a
partir de los resultados obtenidos.

Los esquemas del ADEVA para los tres disenos basicos en Parcela Dividida
se presentan en el Cuadro 20.1.2.

Cuadro 20.1.2. Esquemas del ADEVA para los tres disefios bdsicos
en Parcela Dividida (dos factores A y B)

Disefio Diseiio Bloques Disefio Cuadrado
Completamente al Azar Completos al Azar Latino
FV Gl FV Gl FV Gl
Bloques r-1 Hileras a-1
Columnas a-1
A a-1 A a-1 A a-1
error (a) a(r-1) error (a) (a-1)(r-1) error (a) (a-1)(a-2)
B b-1 B b-1 B b-1
A*B (a-1)(b-1) A*B (a-1)(b-1) A*B (a-1)(b-1)
error (b) a(r-1)(b-1) error (b) a(r-1)(b-1) error (b) a(a-1)(b-1)
Total rab-1 Total rab-1 Total a2b-1
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Errores Estandar en el disenno de Parcela Dividida

El procedimiento para la separacién de medias es méds complicado que para
los otros disefios. En el disefio de parcela dividida se debe considerar qué medias
se van a separar y de acuerdo con esto se calcula el error estandar. Sin embargo,
esto debe hacerse a partir del Cuadrado Medio del Error mds idéneo. En algunos
casos es necesario incluso combinar los cuadrados medios y obtener un error es-
tdndar sopesado. En el Cuadro 20.1.3 se presentan los errores estindar para la
comparaciéon de dos medias en un Disenio de Parcela Dividida.

Cuadro 20.1.3. Errores estdndar para la diferencia de dos medias en un disefio
de Parcela Dividida (dos factores: A en la parcela principal y B en la subparcela)

ejemplos de diferencias S
Medias en comparacién Jempros e ¢ de las diferencias entre dos
YoiYo; medias
2*CME,
dos medias de A al—a2 = =
2*CME,
dos medias de B bl -b2 — 2
df)s medias de B al mismo albl —alb2 2*CME,
nivel de A r
i i 2[(b-1)*CME, + CME,
d?)s medlas. de A al mismo o albl —a2bl, al bl —a2b2 [(b-1) » ]
diferente nivel de B rb

En el Cuadro 20.1.3, CME es el Cuadrado Medio del Error para cada uno
de los factores. Las letras 1, a, b, son, respectivamente, el nimero de repeticiones
o bloques, el ntimero de niveles del factor A y el ndmero de niveles del factor B.

A continuacidn, se presenta un ejemplo del andlisis de varianza de un expe-
rimento conducido con un disefio de parcela dividida:

Ejercicio 20.1.1. Se realiz6 un experimento con un disefio de Parcela Dividida en
Bloques Completos al Azar para evaluar el efecto de diferentes fungicidas y cuatro
fertilizantes foliares en el peso del racimo de banano. El factor A, fungicidas, tuvo
tres niveles: al, a2, a3 y el factor B, fertilizantes foliares, cuatro niveles: b1, b2,
b3, b4. Los fungicidas se esparcieron, con bombas nebulizadoras, en las parcelas
grandes. Los fertilizantes foliares se aplicaron a las plantas de las sub-parcelas.
Hubo tres bloques o repeticiones. Se pide efectuar el andlisis correspondiente. Los
resultados se presentan en el siguiente cuadro:
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Cuadro 1. Peso de racimos de banano, promedio de cinco plantas, en kilogramos

Factores
Fungicidas F. Foliares K 2 o

al bl 35.0 28.0 29.1
al b2 37.7 29.6 30.7
al b3 40.9 35.9 33.8
al b4 27.5 29.8 26.0
Parcelas grandes 141.1 123.3 119.6
a2 bl 28.9 25.7 24.8
a2 b2 27.3 25.4 29.6
a2 b3 32.4 32.7 33.5
a2 b4 34.1 37.3 31.6
Parcelas grandes 122.7 121.1 119.5
a3 bl 29.5 31.8 24.4
a3 b2 30.9 33.2 36.1
a3 b3 37.3 35.2 29.1
a3 b4 31.8 33.4 27.2
Parcelas grandes 129.5 133.6 116.8
Bloques Total, & 3933 378.0 355.9 > vy =11272

Note en el Cuadro 1 la presencia de los totales de las parcelas grandes o
principales. Debe calcularse la Suma de Cuadrados de las Parcelas Grandes
(SCPG) para encontrar el Error(a) y el Error(b). Igual que en los experimentos
factoriales, en el disefio de Parcela Dividida también se requiere formar una tabla
de doble entrada A*B, para calcular los efectos principales y la interaccion. (Si se
tratara de un disefio de Parcela Sub-dividida, esto es tres factores, entonces habria
que formar tres tablas de doble entrada: A*B, A*C y B*C).

Cuadro 2. Cuadro A*B para el célculo de los efectos principales
de A y de B y de la interaccién A*B

Factor B
Factor A
actor b1 b2 b3 b4 Totales A,
al 92.1 98.0 110.6 83.1 384.0
a2 79.4 82.3 98.6 103.0 363.3
a3 85.7 100.2 101.6 92.4 379.9
Totales By | 2572 280.5 310.8 278.7 > vy =11272
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Sobre la base de los Cuadros 1y 2 se pueden estimar los componentes del
andlisis de varianza:
_(Ev) _auer2y

FC = = = 35293.88
r*a*b 3x3x4

SCT = (35.0% + 28.02+...+27.2%)-FC = 57842

(393.32% + 378.02 + 355.92)
SCR = — -FC = 58.92

(92.12% 4 98.0%+...+92.42)
SCcuadro(A*B) = . -FC = 343.16

(384.02 + 363.32 + 379.92)
SCA = 7 -FC =20.02

(257.22 + 280.5% + 310.82 + 278.7%)
SCB = — -FC =161.94

SC(A*B) = SCcuadro(A*B)-SCA-SCB = 161.20

Hasta aqui el analisis de los resultados es similar al de Bloques Completos
al Azar con un arreglo factorial, con la diferencia que en Parcela Dividida hay dos
errores: Error (a) y Error (b). Para encontrar el Error (a) se calcula primero la
Suma de Cuadrados de las Parcelas Grandes (SCPG) (ver el Cuadro 1) y luego, de
esta cantidad, se resta la SCR y la SCA:

 (141.12 + 123.3%+...+116.8%)

SCPG
b

-FC =125.73

SCE(a) = SCPG-SCR-SCA = 46.79

El Error (b) se encuentra con la siguiente férmula:

SCE(b) = SCT-SCPG-SCB-SC(A*B) = 129.55

Con las cantidades anteriores se procede al andlisis de varianza del diseno
de Parcela Dividida en Bloques Completos al Azar:
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Cuadro 3. Andlisis de Varianza

EV. S.C. gL C.M. F E, S P
Repeticiones | 58.92 2 29.46
Factor A 20.02 2 10.01 0.86n.s. | 6.94 18.00 49.0%
Error (a) 46.78 4 11.70
Factor B 161.94 3 53.98 7.50%* 3.16 5.09 0.18%
A*B 161.19 6 26.87 3.73* 2.66 4.01 1.37%
Error (b) 129.55 18 7.20
Total 578.42 35

Gran Media: ¥ = 31.3

Los coeficientes de variacién son:

CV(a) = 52¥100 = 10.9%  CV(b) = 22+100 = 857%

El analisis de varianza con Statistix es el siguiente:

Analysis of Variance Table for REND

Source DF Ss MS F P

BLO 2 58.924 29.4619

A 2 20.024 10.0119 0.86 0.4904
Error BLQ*A 4 46.783 11.6957

B 3 161.940 53.9800 7.50 0.0018
A*B 6 161.192 26.8653 3.73 0.0137
Error BLQ*A*B 18 129.553 7.1974

Total 35 578.416

Grand Mean 31.311
CV (BLQ*A) 10.92
CV (BLQ*A*B) 8.57

De acuerdo con los resultados del anélisis de varianza, se detectd una in-
teraccion significativa entre fungicidas (factor A) y fertilizantes foliares (factor
B). La probabilidad de que este efecto, sobre la variable “peso de racimo”, se deba
al azar es bastante baja (P = 1.37%) . Esta probabilidad menor que 5% genera
confianza en el resultado. Para interpretar la interacciéon se puede hacer un gra-
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fico con las medias u obtenerlo directamente con el programa Statistix. Con esta
segunda opcidn se tiene:

Means of REND for A*B

38

" 8

34 > o1
"R : '

- .2

[ ]
@ 5. b w3
; ]
; + 5 4
26 | il ;

1 2 3

A

Gréfico 1. Interaccidn significativa entre fungicidas (factor A) y fertilizantes foliares (factor
B) para la variable “peso de racimo”.

Se observa en el Gréfico 1 que la interaccién significativa proviene princi-
palmente del comportamiento del fertilizante foliar 4. Mientras el peso de racimo
para los fertilizantes 1, 2 y 3 es menor en presencia del fungicida 2, con el fertili-
zante 4 ocurre lo contrario. (El investigador deberd buscar la explicacion de este
resultado, posiblemente en términos de los elementos de los fertilizantes foliares y
de los ingredientes activos de los fungicidas.)

A continuacidn, se presenta un cuadro con las medias:

Cuadro 4. Medias de peso de racimo para los factores A, B y la interaccién A*B

Factor B =
Factor A .
bl b2 b3 b4
al 30.70 32.67 36.87 27.77 32.00
a2 26.47 27.43 32.87 34.33 30.28
a3 28.57 33.40 33.87 30.80 31.66
Yy 28.58 31.17 34.53 30.97 Y =3131

En el Cuadro 4, las medias de la interaccion A*B estdn en itdlicas en el cuer-
po de la tabla. Las medias de A se encuentran en la tltima columna y las de B en
la tltima hilera.
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Separacion de medias

Si uno o dos de los factores representaran variables cuantitativas, lo ade-
cuado seria el empleo del método de polinomios ortogonales para determinar la
existencia o no de tendencias. El procedimiento no difiere del aplicado en capitu-
los anteriores.

En este ejemplo, las variables son cualitativas, por lo que deberia usarse
alguno de los métodos de separaciéon de medias descritos en el Capitulo 17. En
este caso, se requiere conocer el error estindar especifico para una determinada
comparacion.

Medias del factor A. Como se indica en el Cuadro 20.1.3, para comparar
dos medias del Factor A, el error estdindar de la diferencia de dos medias de A es:

. - 2*CME, _ 2*11.70_140
a= rb | 3*

El error estandar de la diferencia de dos medias se usa para calcular la Di-
ferencia Minima Significativa (DMS). Sin embargo, para emplear el método de
Tukey o el de Duncan, se requiere el error estandar, cuya férmula es similar a la
anterior, pero sin el 2 que multiplica al Cuadrado Medio del Error. Es decir:

__ [eMEq s
Sy :\[ —— =099 6 1o que es igual: Sy = T‘% = 0.99. En todo caso es im-
portante recordar que, por los pocos grados de libertad del Error(a), la precision
de las estimaciones relacionadas con el factor A es baja.

Medias del factor B. Cuando se trata de comparar dos medias del Factor
B, con el método DMS, el error estandar de la diferencia de dos medias de B es:

o |zemE, _ |z720
a= ra | 3*3

El error estindar para comparar medias con el método de Tukey o el de
Duncan es:

S-
S; =—% =10.89
V2



LeoNARDO CORRAL DAVALOS

400

Comparacion de medias de la interaccion. Aqui se presentan dos casos. El
primer caso, cuando la comparacién es entre medias de B, al mismo nivel de A. El
error estaindar de la diferencia de dos medias es:

2*¥CMEy 2*7.20 . ,
Sq = J — = \][ -— = 2.19 mientras que el error estindar es:

S; =24 _ 155
Yy — \/E -
El segundo caso se da cuando la comparacién es entre medias de A, al mis-
mo o diferente nivel de B. El error estdndar de la diferencia de dos medias, para
este ejemplo, es:

=2.36

o - 2[(b-1)*CME, + CME,] _ [2[(4-1)*7.20 + 11.70]
a= rh - 3*4

El error estindar es:

Sa

= 1.66

Comentario: por razén del diferente nimero de unidades experimentales
a las que se asignan los niveles de los factores, las estimaciones de los efectos no
tienen igual precisién. En otras palabras, en el disefio de Parcela Dividida se sacri-
fica precision en la estimacion del efecto del factor A, para ganar precision en la
estimacion del efecto del factor B y de la interaccién A*B.

20.2. Diseiio de Parcela Subdividida

Cuando se estudia el efecto de tres factores y estos, por conveniencia o ne-
cesidad, se asignan a parcelas de diferentes tamarios, se tiene un Disefio de Par-
cela Subdividida. En este disefio hay parcelas de tres tamanos: parcelas grandes,
subparcelas y sub-subparcelas.

En forma convencional, el factor A se asigna a las parcelas principales, el
factor B a las subparcelas y el factor C a las sub-subparcelas. En forma similar
al caso de Parcela Dividida, la asignacién de los niveles del factor A depende del
disefio bésico, sea este DCA, BCA o CL. La asignacién de los niveles de B a las
subparcelas y los de C a las sub-subparcelas es completamente al azar. Esto, por
cuanto se supone homogeneidad dentro de cada parcela principal.



DIsEROS ANIDADOS

401

El Modelo Lineal Aditivo

El modelo lineal aditivo depende del tipo de diseno basico. Como ejemplo,
en el caso més simple, cuando se tiene Parcela Sub-dividida en un Disefio Com-
pletamente al Azar, el modelo es el siguiente:

Yijk =u +Al + Ea + B] + (AB)U + &p + Ck + (AC)Lk + (BC)]k + (ABC)”k + &

Los esquemas de los andlisis de varianza de los disefios de Parcela Sub-
dividida, en los tres disefios bdsicos, son idénticos a los de Parcela Dividida hasta
el error (b) (ver Cuadro 20.1.2). Por esta razdn, en el Cuadro 20.2.1 solo se presen-
tan los complementos de los esquemas a partir de los efectos del factor C.

Cuadro 20.2.1. Complementos de los esquemas del ADEVA
para los tres disefios bdsicos en Parcela Subdividida (tres factores A, B y C)

Diseio Completamente Disefio Bloques disefio Cuadrado
al Azar Completos al Azar Latino

FV Gl FV Gl FV Gl
C c-1 C c-1 C c-1
A*C (a-1)(c-1) A*C (a-1)(c-1) A*C (a-1)(c-1)
B*C (b-1)(c-1) B*C (b-1)(c-1) B*C (b-1)(c-1)
A*B*C (a-1)(b-1)(c-1) A*B*C (a-1)(b-1)(c-1) A*B*C (a-1)(b-1)(c-1)
error (¢) | ab(r-1)(c-1) error (¢) | ab(r-1)(c-1) error (¢) | ab(r-1)(c-1)
Total abcr-1 Total abcr-1 Total a’bc-1

En el poco frecuente caso de experimentos en Parcela Sub-subdividida
(cuatro factores: A, B, C, D), los efectos principales, interacciones y errores pue-
den deducirse del contenido del cuadro anterior.

Errores Estandar en el diseno de Parcela Subdividida

Los errores estdndar para las diferencias entre dos medias se encuentran en
el Cuadro 20.2.2.
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Cuadro 20.2.2. Errores estdndar para la diferencia de dos medias
en un disefio de Parcela Subdividida (tres factores: A en la parcela principal,
B en la subparcela y C en la sub-subparcela)

. . . errores estandar
. . ejemplos de diferencias . .
Medias en comparacion = = de las diferencias entre dos
Yai - Ya Jj medias
2*CME
dos medias de A al —a2 =
rbc
2*CME
dos medias de B bl -b2 J
rac
. 2*CME,
dos medias de C cl—c2
rab
i B al mi 2*CME,
dos medias de B al mismo albl —alb2, albl —a2b2 >
o diferente nivel de A rc
dos medias de C alcl — alc 2*CME,
al mismo nivel de A rb
i 2*CME,
dos r.nedlas.deC blcl —blc2
al mismo nivel de B ra
dos medias de C en igual 2*CME,

combinacién de Ay B

alb2cl —alb2c2

=

dos medias de A al mismo
o diferente nivel de B

albl —a2bl,albl —a2b2

2[(b-1)*CME, + CME,]
rbc

dos medias de B al mismo
o diferente nivel de C

blcl —b2cl, blcl —b2c2

2[(c-1)*CME, + CME,]
rac

dos medias de B en igual
combinacién de Ay C

a2blcl —a2b2cl

2[(c-1)*CME, + CME, ]
rc

dos medias de A al mismo
o diferente nivel de C

alcl —a2cl,alcl —a2c2

2 | 2 | 2 | 2

2[(c-1)*CME, + CME,]
rbc




DIsEROS ANIDADOS

403

El siguiente ejemplo es de un disefio de Parcela Subdividida en Bloques
Completos al Azar:

Ejercicio 20.2.1. En este experimento se estudi6 el efecto de dos herbicidas (Fac-
tor A, en las parcelas grandes), dos tiempos de aplicaciéon del herbicida (Factor B,
en las subparcelas) y cuatro fertilizantes foliares (Factor C, en las sub-subparce-
las). La variable de respuesta fue el rendimiento en t/ha de una variedad de soya
“round-up ready”. (El experimento se realiz6 en Bolivia.) Como se identificé una
gradiente de fertilidad, la asignacion de los herbicidas a las parcelas grandes fue en
Bloques Completos al Azar. Hubo cuatro bloques o repeticiones. Los resultados se
presentan en el siguiente cuadro:

Cuadro 1. Rendimiento de soya en t/ha

o | et | g et |y [ gy s [ w | e
1 1 1 1 1.27 1.14 1.37 1.21 4.99
2 1 1 2 1.56 1.57 1.53 1.79 6.45
3 1 1 3 1.68 1.14 1.81 1.59 6.22
4 1 1 4 1.53 1.81 1.88 2.04 7.26
5 1 2 1 1.43 1.01 1.87 1.40 5.71
6 1 2 2 1.55 1.31 1.39 1.23 5.48
7 1 2 3 1.46 1.90 1.75 1.90 7.01
8 1 2 4 1.49 1.92 1.86 2.41 7.68
9 2 1 1 2.53 1.76 2.46 1.02 7.77
10 2 1 2 2.29 2.47 2.34 2.18 9.28
11 2 1 3 1.95 1.96 2.71 1.79 8.41
12 2 1 4 1.92 2.05 2.07 2.11 8.15
13 2 2 1 2.26 2.04 2.58 2.13 9.01
14 2 2 2 1.47 2.32 1.29 1.11 6.19
15 2 2 3 1.70 1.89 2.04 1.62 7.25
16 2 2 4 1.48 1.38 1.43 2.05 6.34
Totales de los bloques, R] 27.57 27.67 30.38 27.58 Z Y =113.2
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En el caso de Parcela Subdividida, los célculos para el andlisis se facilitan si
se obtienen primero los componentes de los disefios basicos, aunque varios de es-
tos no se incluyan en el ADEVA correspondiente. En este ejemplo, el disenio basico
es Bloques Completos al Azar (BCA).

Con los datos del Cuadro 1 se puede proceder a calcular las estadisticas del
diseno BCA, que conducirdn posteriormente al anélisis de varianza de la Parce-
la Subdividida. Estas son: Factor de Correccién (FC), Suma de Cuadrados Total
(SCT), Suma de Cuadrados de las Repeticiones o Bloques (SCR), Suma de Cua-
drados de los Tratamientos (SCTrat) y Suma de Cuadrados del Error (SCE, , ). El
valor SCE,, es igual a la sumatoria de los tres errores de la Parcela Subdividida:

_(TY)" (127 4 1.144...42.05)% _ (113.20)?

= = = 200.22
r*a*b*c 4%2%2*4 64

FC

SCT = (1.272 + 1.14%+... +2.05%)-FC = 10.86

(27.57% + 27.67% + 30.382 + 27.58%)

SCR = -FC =0.36
a*b*c=t =16
(4.99% + 6.45%+...+6.34%)
SCTrat = —— -FC =10.86

SCE(pcay = SCT-SCR-SCTrat = 4.58

Los anteriores son los componentes del Disefio de Bloques al Azar. Para
continuar con el andlisis de los componentes de la Parcela Subdividida se debe
construir tres cuadros de doble entrada: Cuadro A*B, Cuadro A*Cy Cuadro B*C.
A partir del Cuadro 1 se obtienen los totales respectivos para formar los cuadros
de doble entrada:

Cuadro 2. Cuadro A*B para el cdlculo de los efectos principales
de A y de B y de la interaccién A*B

Factor B
Factor A o1 o2 Totales A,
al 24.92 25.88 50.80
a2 33.61 28.79 62.40

Totales By 58.53 54.67 Z Y =113.20
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(24.92% + 25.882 + 33.612 + 28.792)

A*B) = -FC = 2.
SCcuadro(A*B) - — c 86
o (50.802 + 62.402) FC = 210

T rbc=32 = ©

sop - (8532 +5467)
T ra*c=32 =

SC(A*B) = SCcuadro(A*B)-SCA-SCB = 0.52

Cuadro 3. Cuadro A*C para el céleulo del efecto principal

de Cy de la interaccién A*C

. A Factor C
actor cl c2 c3 c4 Totales 4,
al 10.70 11.93 13.23 14.94 50.80
a2 16.78 15.47 15.66 14.49 62.40
Totales C, 27.48 27.40 28.89 29.43 Z Y, =113.20
(1().702 + 11.932+...+14.492)
SCcuadro(A*C) = -FC =3.67

r*h =8

(27.48% + 27.40% + 28.88% + 29.462)
SCC = -FC =0.19
r*a*b = 16

SC(A*C) = SCcuadro(A*C)-SCA-SCC = 1.37

Cuadro 4. Cuadro de doble entrada B*C para el cdlculo de la interaccién B*C

Factor C
Factor B o 2 3 4 Totales B,
bl 12.76 15.73 14.63 15.41 58.53
b2 14.72 11.67 14.26 14.02 54.67
Totales C,, 27.48 27.40 28.89 29.43 Z Y =113.20
(12.76% + 15.73%+...4+14.022)
SCcuadro(B*C) = -FC =1.60

r*a =8

SC(B*C) = SCcuadro(B*C)-SCB-SCC = 1.17
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La Suma de Cuadrados de la interaccidn entre los tres factores se calcula
por diferencia a partir de la Suma de Cuadrados de los Tratamientos (SCTrat):

SC(A*B*C) = SCTrat-SCA-SCB-SC(A*B)-SCC-SC(A*C)-SC(B*C) = 0.32

Hasta aqui, el analisis de los resultados es similar al de Bloques Completos
al Azar con un arreglo factorial A — B - C, con la diferencia que en Parcela Subdi-
vidida hay tres errores: Error (a), Error (b) y Error (c). El Error (a) se encuentra
a partir de la Suma de Cuadrados de las Parcelas Grandes (SCPG) y el Error (b) a
partir de la Suma de Cuadrados de las Subparcelas (SCSP).

Puede notarse en el Cuadro 1 que cada repeticion tiene dos parcelas gran-
des (o principales). Las parcelas grandes corresponden al factor A. Los totales de
estas parcelas se presentan en el Cuadro 5.

Cuadro 5. Totales de las parcelas grandes (factor A) por repeticiones

Repeticiones
R1 R2 R3 R4
Parcelas principales, al 11.97 11.80 13.46 13.57
Parcelas principales, a2 15.60 15.87 16.92 14.01
Repeticiones, R} 27.57 27.67 30.38 27.58

Con la informacién del Cuadro 5 se procede a calcular la Suma de Cuadra-
dos de las Parcelas principales o grandes (SCPG) y luego, la Suma de Cuadrados
del Error (a):

(11.97% 4+ 11.80%+...4+30.38%)

PG = -FC =2
SCPG % =298

SCE(a) = SCPG-SCR-SCA = 0.52

En el Cuadro 6 se presentan los totales de las subparcelas (esto es, la suma
de cuatro valores de las sub-subparcelas, es decir, valores Y;;). Las subparcelas co-
rresponden al factor B. Cada repeticién contiene cuatro subparcelas, segiin consta
en el Cuadro 1.
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Cuadro 6. Totales de las subparcelas (factor B) por repeticiones

Repeticiones
R1 R2 R3 R4
Sub-parcelas, (al) bl 6.04 5.66 6.59 6.63
Sub-parcelas, (al) b2 5.93 6.14 6.87 6.94
Sub-parcelas (a2) bl 8.69 8.24 9.58 7.10
Sub-parcelas (a2) b2 6.91 7.63 7.34 6.91
Repeticiones, Ry 27.57 27.67 30.38 27.58

Con la informacién del Cuadro 6 se obtiene:

(6.04* + 5.66%+...+6.91%)
SCSP = 1 -FC =411

SCE(b) = SCSP-SCPG-SCB-SC(A*B) = 0.37

El Error (c) puede calcularse a través de mas de un procedimiento, pero la
forma mds rapida es por diferencia con relacién a la Suma de Cuadrados del Error
del disefio BCA:

SCE(c) = SCE pcay-SCE (a)-SCE(b) = 3.70
Se dispone ya de todos los componentes para formar el cuadro del andlisis
de varianza:

Cuadro 7. Andlisis de varianza de la variable rendimiento de soya.
Disefio de Parcela Subdividida en Bloques Completos al Azar

Fuente de Sumade | Gradosde| Cuadrado Valor Fal Fal Probabilidad
Variacion Cuadrados | libertad medio F 5% 1%
Repeticiones 0.36 3 0.12
Factor A 2.10 1 2.10 12.35% 10.13 34.12 3.9 %
Error (a) 0.52 3 0.17
Factor B 0.23 1 0.23 3.83 n.s 5.99 13.75 10.0 %
A*B 0.52 1 0.52 8.67 * 2.7 %
Error (b) 0.37 6 0.06
Factor C 0.19 3 0.06 0.60 n.s 2.88 4.42 60.9 %
A*C 1.37 3 0.46 4.60 ** 0.9 %
B*C 1.17 3 0.39 3.90* 1.8 %
A*B*C 0.32 3 0.11 1.10 n.s 38.1 %
Error (¢) 3.70 36 0.10
TOTAL 10.86 63
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Fl coeficiente de variacién de A es:

JCME, V0.1722
CViay = —=—*100 = ————*100 = 23.469
4 y 1.7688 o

De forma similar se calculan los coeficientes de variacién de los otros
factores.

Las interacciones A*B y B*C resultaron estadisticamente significativas al
nivel del 5%, mientras que la interaccién A*C fue significativa al 1%. Sélo el efecto
del factor A present¢ diferencias estadisticas, a pesar del reducido ntiimero de gra-
dos de libertad del Error (a). Gréficos de las interacciones ayudardn a interpretar
en mejor forma estos resultados.

Con el programa Statistix los resultados son iguales, salvo pequenas dife-
rencias por error de redondeo:

Analysis of Variance Table for REND. Statistix 9.0

Source DF Ss MS F P
REPS 3 0.3609 0.12030

2.10250
A 1 2.1025 12.21 0.0397
Error REPS*A 3 0.5167 0.17223
B 1 0.2328 0.23281 3.76 0.1006
A*B 1 0.5220 0.52201 8.43 0.0272
Error REPS*A*B 6 0.3716 0.06193
C 3 0.1942 0.06474 0.63 0.6002
A*C 3 1.3728 0.45761 4.46 0.0092
B*C 3 1.1668 0.38894 3.79 0.0185
A*B*C 3 0.3243 0.10809 1.05 0.3813
Error REPS*A*B*C 36 3.6969 0.10269
Total 63 10.8615

Grand Mean 1.7688, CV(REPS*A) 23.46, CV(REPS*A*B) 14.07,
CV(REPS*A*B*C) 18.12

Las medias de las respuestas significativas se las puede obtener a partir de
los cuadros de doble entrada. Las medias con Statistix son:
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Means of REND for A

A Mean

1 1.5875

2 1.9500

Std Error (Diff of 2 Means) 0.1038
Means of REND for A*B

A B Mean

1 1 1.5575

1 2 1.6175

2 1 2.1006

2 2 1.7994

Standard Error of a Mean 0.0622
Means of REND for A*C

A C Mean

1 1 1.3375

1 2 1.4913

1 3 1.6538

1 4 1.8675

2 1 2.0975

2 2 1.9337

2 3 1.9575

2 4 1.8112

Standard Error of a Mean 0.1133
Means of REND for B*C

B C Mean

1 1 1.5950

1 2 1.9663

1 3 1.8288

1 4 1.9262

2 1 1.8400

2 2 1.4588

2 3 1.7825

2 4 1.7525

Observations per Mean 8
Standard Error of a Mean 0.1133
Error term used: REPS*A*B*C, 36 DF.
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Con los valores de las medias y con los errores estandar respectivos se pue-
de, utilizando la informacién del Cuadro 20.2.2, realizar las comparaciones que se
consideren pertinentes. En todo caso, los graficos de las interacciones significati-
vas ayudan a interpretar los resultados:

Means of REND for A*B
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Grdéfico 1. Presencia de interaccién entre los factores A y B

La interaccién A*B fue significativa (P=2.7%). El Gréfico 1 indica que hubo
una respuesta diferente de los herbicidas al y a2 (factor A) con relacién al tiempo
de aplicacién (factor B). La combinacién a2b1 determiné un mayor rendimiento
que las otras combinaciones.

Means of REND for A*C
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Grdfico 2. Presencia de interaccidn entre los factores Ay C
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La interaccién A*C resulté altamente significativa (P=0.92%), como se de-
muestra en el Grafico 2. La mejor combinacion fue la del herbicida a2 con el fer-
tilizante foliar c1, con un rendimiento promedio de 2.09 t/ha.

La interaccién B*C también resulté significativa (P=1.85%). Las tendencias
pueden observarse en el Grafico 3. La respuesta es muy diferente, en términos
de rendimiento de soya, entre blc2 (promedio 1.96 t/ha) y b2c2 (promedio 1.45
t/ha). Esta respuesta variable del fertilizante c2 en relacién con los tiempos de
aplicacién del herbicida (b1 y b2) fue la causa principal de la interaccién signifi-
cativa detectada.

Means of REND for B*C
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Gréfico 3. Presencia de interaccién entre los factores By C

Comentarios:

+  Los coeficientes de variacion, excesivamente altos para un cultivo endo-
gamico como la soya, indican que hubo deficiencias en la conduccién del
experimento.

« En los disefios de parcela dividida se espera, tedricamente, que los coefi-
cientes de variacién disminuyan progresivamente con el menor tamafo y
mayor numero de parcelas. Esto no ocurrié en este experimento, lo que
corrobora lo expresado en el comentario anterior.

*  En igual forma que en otros ejemplos, las posibles explicaciones agroné-
micas y bioldgicas de los resultados obtenidos, no han sido objeto de una
discusion detallada en este texto.
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20.3. Disefio de Parcela Dividida en el Tiempo

En los ejemplos anteriores, las parcelas grandes se dividen fisicamente para
formar parcelas mds pequenas. Por esta caracteristica se los conoce también como
disefios de parcelas divididas en el espacio. Sin embargo, cuando en los experimen-
tos se toman datos a través del tiempo, como es el caso de cosechas periddicas de
cultivos perennes, se origina un nuevo factor, el factor tiempo. Aqui no hay una
division fisica del terreno, por lo que las parcelas del factor A, como las del factor
B (tiempo) son exactamente iguales en tamano.

Este arreglo se denomina Parcela Dividida en el Tiempo. El concepto es algo
similar al de parcela dividida y frecuentemente se analizan los datos con ese mo-
delo. Sin embargo, debe considerarse el hecho de que el factor B no se asigna al
azar dentro de las parcelas del factor A. Esto determina que A, B y la interaccién
A*B tengan su propio error, por lo que mayor similitud existe con el disefio de
Bloque Dividido, que se vera en la secciéon 20.5 de este capitulo.

Este disefio también puede utilizarse con cultivos anuales. Como ejemplo,
si se estudia el efecto de sistemas de manejo de plagas; evaluaciones periddicas
durante el ciclo del cultivo pueden arrojar luz sobre su eficiencia.

Si el disenio base fuera un BCA, el modelo lineal aditivo seria el siguiente:

Yij =[1+RU +Al +€a +B] +€b + (A*B)” +£ab

Note que cada término: A, B, A*B tienen su propio error, que proviene de la
interaccién con las repeticiones. De acuerdo con el modelo, el esquema del andli-
sis de varianza se presenta en el Cuadro 20.3.1.

Cuadro 20.3.1. Esquema del ADEVA para un disefio
de Parcela Dividida en el Tiempo en un BCA

Fuente de variacion grados de libertad
Bloques, R r-1
Factor A a-1
Error (a) = R*A (r-1)*(a-1)
Factor B b-1
Error (b) = R*B (r-1)*(b-1)
A*B (a-1)*(b-1)
Error (ab) = R*A*B* (r-1)*(a-1)*(b-1)
TOTAL r*a*b*-1
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Veamos el siguiente ejercicio:

Ejercicio 20.3.1. Suponga un experimento con un cultivo perenne, conducido
con un diseio BCA, (r=3). El objetivo es evaluar el rendimiento de dos cultivares
(factor A:al, a2) a través de cuatro cosechas en periodos de igual intervalo (factor
B:bl,b2,b3, b4). Los datos se presentan en el Cuadro 1. Se pide realizar el analisis
de varianza.

Cuadro 1. Resultados para un ejemplo de Parcela Dividida en el Tiempo en un BCA

Repeticiones Factor A Factor B Rendimiento
1 1 1 12
18
15
14
16
25
23
20
7
13
13
11
14
20
17
16
13
19
20
16
18
28
26
21

—_ == = =

—
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El procedimiento para encontrar los componentes del andlisis de varianza
es muy similar al del Ejercicio 20.1.1, por lo que se presenta directamente el resul-
tado con el programa Statistix 9.0:



LeoNARDO CORRAL DAVALOS

414

Analysis of Variance Table for REND

Source DF SS MS F P

REP 2 160.333 80.167

A 1 222.042 222.042 1332.25 0.0007
Error REP*A 2 0.333 0.167

B 3 178.792 59.597 42.91 0.0002
Error REP*B 6 8.333 1.389

A*B 3 5.458 1.819 1.42 0.3253
Error REP*A*B 6 7.667 1.278

Total 23 582.958

Grand Mean 17.292
CV (REP*A) 2.36
CV (REP*B) 6.82
CV(REP*A*B) 6.54

En el disefio de Parcela Dividida en el Tiempo, una vez ejecutado el analisis
de varianza, lo mds adecuado es el andlisis de tendencias a través de los diferentes
periodos (polinomios ortogonales). Si la interacciéon A*B fuera significativa, ha-
bria que efectuar este analisis en forma individual para cada nivel del factor A. En
este ejemplo la interaccién no fue estadisticamente significativa (P = 32.5%), por
lo que el método de polinomios ortogonales puede aplicarse a todos los datos:

Polynomial Contrasts of REND by B. Statistix 9.0

Degree = 1, Linear Trend
Contrast 1.6771 SS (Contrast) 16.875
T-Statistic 3.49 P (T-Statistic) 0.0131

SE (Contrast) 0.4811

Degree = 2, Quadradic Trend
Contrast -4.9167 SS (Contrast) 145.04
T-Statistic -10.22 P (T-Statistic) 0.0001

SE (Contrast) 0.4811

Error term used: REP*B, 6 DF
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Means of REND for A*B
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Grdfico 1. Rendimiento de dos cultivares en cuatro cosechas.

La ausencia de una interaccién significativa indica que los dos cultivares
tuvieron tendencias similares, aunque cuantitativamente distintas (Grafico 1).
Los rendimientos se incrementaron hasta el segundo periodo y luego decrecieron.
Esta informacién puede servir para planificar practicas agrondmicas de manejo.
El cultivar a2 fue significativamente superior al al.

Comentario: No es un requisito que los intervalos estén igualmente espa-
ciados. En periodos de rapido crecimiento pueden acortarse los tiempos. En estos
casos habria que codificar adecuadamente los niveles del factor tiempo o introdu-
cir directamente, en la base de datos, los valores reales de los periodos.

20.4. Parcela Subdividida en el Espacio y Tiempo

En este diseno se evaltan tres factores. Los niveles del factor A se asignan
al azar a las parcelas principales, de las cuales se obtendrén a través del tiempo
(factor B) las evaluaciones que se deseen. Esto es exactamente igual, hasta aqui,
a lo presentado en el subcapitulo anterior (Parcela Dividida en el Tiempo). Una
vez estructuradas las parcelas principales, su drea fisica se divide para formar las
subparcelas en las que se sortean los niveles del factor C.
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Modelo lineal aditivo

El modelo lineal aditivo de este disefio, en el caso de Bloques Completos al
Azar, es el siguiente:

YU = U + Rl] +Al + Ea + B] + Ep + (AB)U + Eab + Ck + (AC)lk + (BC)jk + (ABC)“

Se sobreentiende, en el modelo, que los errores provienen de la interaccion
de los términos respectivos con las repeticiones.

De acuerdo con el modelo, el esquema del andlisis de varianza para este
diseno es:

Cuadro 20.4.1. Esquema del andlisis de varianza de un disefo de parcela
subdividida en el espacio y en el tiempo, en bloques al azar, en el que el factor B
corresponde a diferentes periodos de evaluacién de la variable de respuesta

Fuentes de Variacion

Grados de Libertad

Bloques, R

r-1

Factor A

a-1

Error (a) = R*A

(r-1)(a-1)

Factor B

b-1

Error (b) = R*B

(r-1)(b-1)

A*B

(a-1)(b-1)

Error (ab) = R*A*B

(r-1)(a-1)(b-1)

Factor C

c-1

A*C

(a-1)(c-1)

B*C

(b-1)(c-1)

A*B*C

(a-1)(b-1)(c-1)

Error (abc) = R¥*A*B*C

(ab)(r-1)(c-1)

TOTAL

rfa*b*c-1

Veamos el siguiente ejemplo:

Ejercicio 20.4.1. En un experimento, conducido con un Disefio de Parcela Sub-
dividida, el objetivo fue evaluar el rendimiento, a través del tiempo, de dos va-
riedades de alfalfa en suelos enmendados con hidréxido de calcio o cal apagada.
La cal se aplicé a las parcelas principales (factor A: al = 2 t/ha, a2 = 4 t/ha). Los
periodos de corte de la alfalfa correspondieron al factor B. Los cortes se realizaron
cada 45 dias: b1, b2, b3, b4. Las variedades de alfalfa se asignaron a las sub-parcelas
(factor C: c1, c2). El disefio base fue un BCA con tres repeticiones. Los resultados
en hectogramos de materia seca de cada sub-parcela se presentan en el Cuadro 1:
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Cuadro 1. Rendimientos de alfalfa en hectogramos de materia seca por sub-parcela

Cal Cortes Alfalfa
Factor A Factor B Factor C Rl R2 R3
1 1 1 12.54 11.45 12.38
1 2 1 13.15 12.43 14.42
1 3 1 13.22 13.16 13.97
1 4 1 14.08 13.20 15.64
1 1 2 11.56 10.86 13.23
1 2 2 11.85 10.42 13.34
1 3 2 12.48 11.60 14.08
1 4 2 13.23 12.58 15.76
2 1 1 14.43 13.41 15.04
2 2 1 14.89 13.52 16.34
2 3 1 15.35 14.80 16.85
2 4 1 16.20 15.45 15.43
2 1 2 12.38 12.90 14.68
2 2 2 14.23 13.05 14.95
2 3 2 15.12 13.67 15.12
2 4 2 15.72 14.02 16.04

El andlisis de varianza con el programa Statistix se presenta a continuacion:

Analysis of Variance Table for REND

Source DF Ss MS F P

R 2 29.638 14.8191

A 1 38.449 38.4492 107.47 0.0092
Error R*A 2 0.716 0.3578

B 3 23.020 7.6732 55.24 0.0001
Error R*B 6 0.833 0.1389

A*B 3 0.731 0.2438 0.55 0.6678
Error R*A*B 6 2.6071 0.4451

C 1 7.115 7.1148 23.51 0.0002
A*C 1 0.029 0.0290 0.10 0.7609
B*C 3 0.877 0.2923 0.97 0.4331
A*B*C 3 0.733 0.2445 0.81 0.5079
Error R*A*B*C 16 4.842 0.3027

Total 47 109.654

Grand Mean 13.838, CV(R*A) 4.32, CV(R*B) 2.69, CV(R*A*B) 4.82
CV (R*A*B*C) 3.98
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Si no se cuenta con un programa computarizado, para encontrar los com-
ponentes de variacion debe procederse de forma similar a la sefialada en el ejerci-
cio 20.2.1. Esto es:

+  Calcular el factor de correccién de las observaciones y las sumas de cuadra-
dos del disenio base BCA: FC,SCT,SCR,SCTrat, SCE

+  Formar tres cuadros de doble entrada: AB, AC, BC y hallar las sumas de
cuadrados de los factores y de las interacciones.

+  Encontrar los totales de las parcelas A (seis parcelas) y de las parcelas B (24
parcelas) por repeticiones. Con esta informacion se determinan las sumas de
cuadrados de las parcelas A y B, lo que conduce a calcular los errores del caso.

No se detectaron interacciones en el analisis de varianza. Sin embargo, hubo
diferencias estadisticas significativas para los tres factores. Aunque la interacciéon
entre los niveles de cal y las variedades de alfalfa no fue significativa, un grafico
ayuda a visualizar el comportamiento de estos factores:

Means of REND for A*C
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Gréfico 1. Comportamiento de dos variedades de alfalfa (c1 y ¢2) con relacién a la
aplicacién de dos (al) y cuatro (a2) toneladas de cal por hectérea

Al observar el grafico 1 se concluye que la variedad cl1 fue superior a la c2
en rendimiento y que el nivel a2 de cal determiné una mayor respuesta, indepen-
dientemente de las variedades.

Con relacién al factor B, rendimiento de materia seca a través del tiempo,
, u e u . . . . . ’
lo mas adecuado es realizar un andlisis de tendencias mediante polinomios orto
gonales. Los resultados con Statistix son:
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Polynomial Contrasts of REND by B

Degree = 1, Linear Trend (tendencia lineal)

Contrast 1.3845 SS (Contrast) 23.002
T-Statistic 12.87 P (T-Statistic) 0.0000
SE (Contrast) 0.1076

Degree = 2, Quadradic Trend (tendencia cuadratica)
Contrast 8.33E-03 SS (Contrast) 8.33E-04
T-Statistic 0.08 P (T-Statistic) 0.9408

SE (Contrast) 0.1076

Error term used: R*B, 6 DF

La suma de cuadrados de la tendencia lineal fue 23.002, con una probabi-
lidad (P < 0.0000). La tendencia cuadratica no fue estadisticamente significativa.
Esto puede verse en el siguiente grafico:

Means of REND for B
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Grdéfico 2. Rendimiento de materia seca de alfalfa. Tendencia lineal ascendente

La respuesta lineal sefiala que la produccién no ha llegado a un maximo
posible, por lo que seria conveniente continuar la toma de datos a través del tiem-
po. Esto permitiria, si fuera de interés, determinar el maximo rendimiento y el
6ptimo econémico de este cultivo perenne.
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20.5. Disefio de Bloque Dividido

El disefio de Bloque Dividido es un experimento factorial con dos factores,
en el que los niveles de un factor se asignan al azar a franjas horizontales y los del
otro factor, a franjas verticales. Se lo conoce también como disefio de parcelas en
franjas.

A diferencia del diseno de Parcela Dividida, en este disefio no hay parcelas
principales ni subparcelas, por el hecho de que la aleatorizacién se realiza entre
franjas y no entre parcelas individuales. Sin embargo, como en todos los casos, es
importante recordar que la aleatorizacion de las franjas debe realizarse para cada
bloque. Un ejemplo de un bloque en el que se sortearon las franjas se presenta en
el Cuadro 20.5.1:

Cuadro 20.5.1. Disefio de Bloque Dividido: factor A, tres niveles asignados
a las franjas horizontales; factor B, cuatro niveles asignados a las franjas verticales

Factor A Factor B
Nivel b2 b4 bl b3
Nivel al alb2 alb4 albl alb3
Nivel a3 a3b2 a3b4 a3bl a3b3
Nivel a2 a2b2 a2b4 a2bl a2b3

({Cudndo usar un diseno de Bloque Dividido?

Este diseno se aplica por lo general cuando se requiere disponer de parcelas
grandes para los dos factores. Este es el caso de experimentos de fumigacion aérea,
sistemas de riego, preparacion del suelo, siembra mecanizada, uso de maquinaria
para la aplicacién de insumos, etcétera. En estos experimentos el mayor interés
estd relacionado con el estudio de la posible interaccién entre los factores, ya que
los términos del error para los efectos principales tienen por lo general pocos
grados de libertad.

El modelo lineal aditivo para este disefo es:
Yij =u +Rl} +Ai + &, +B] +é&, + (A*B)U + &Eqp
Puede verse que los efectos principales y la interaccidn tienen su propio

error. De acuerdo con el modelo, el esquema del andlisis de varianza se presenta
en el Cuadro 20.5.2.
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Cuadro 20.5.2. Esquema del ADEVA para un disefio de Bloque Dividido

Fuente de variacion grados de libertad
Bloques, R r-1
Factor A a-1
Error (a) = R*A (r-1)*(a-1)
Factor B b-1
Error (b) = R*B (r-1)*(b-1)
A*B (a-1)*(b-1)
Error (ab) = R*A*B* (r-1)*(a-1)*(b-1)
TOTAL r*a*b*-1

Puede notarse que, tanto el modelo lineal aditivo como el esquema del
andlisis de varianza del diseno de Bloque dividido son iguales a los presentados
para el disefio de Parcela Dividida en el Tiempo (Seccién 20.3). Sin embargo, la
estructura del experimento, los conceptos y aplicaciones son diferentes en los
dos disenos.

Para el andlisis estadistico se procede en forma similar que para cualquier
experimento factorial. Mediante un cuadro de doble entrada A*B se obtienen las
sumas de cuadrados de A, de B y de la interaccién A*B. Sin embargo, de acuerdo
con el modelo, debe tomarse en cuenta que cada uno de estos componentes tiene
su propio error experimental.

Veamos un ejemplo:

Ejercicio 20.5.1. En un experimento se traté de evaluar el efecto de tres tipos
de fertilizantes orgdnicos (al, a2, a3) en el rendimiento de cuatro hibridos de
maiz (b1, b2, b3, b4). El experimento consté de cuatro bloques. Se planificé que
tanto la distribucién del abono como la siembra se realizaran con implementos
agricolas. Por esta razon, el disefio que se seleccioné fue el de Bloque Dividido.
En este diseno, las franjas horizontales de uno de los factores se cruzan con las
franjas verticales del otro factor. El sorteo o aleatorizaciéon del orden de los ni-
veles de cada factor debe realizarse en cada bloque. Los resultados se presentan
en el siguiente cuadro:
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Cuadro 1. Efecto de tres fertilizantes orgdnicos, factor A, en el rendimiento (t/ha)
de cuatro hibridos de maiz, factor B. Arreglo experimental en Bloque Dividido.

Tratamientos

Bloques
albl | alb2 | alb3 | alb4 | a2bl | a2b2 | a2b3 | a2b4 | a3bl | a3b2 | a3b3 | a3b4

Blql 295 | 322 | 345 | 2.84 | 3.39 | 454 | 3.74 | 325 | 3.95 | 441 523 | 4.63

Blq2 3.31 3.46 | 4.09 | 3.48 | 3.07 | 3.04 | 3.77 | 423 | 3.68 | 3.82 | 4.02 | 3.84

Blg3 3.41 3.57 3.88 3.12 2.98 4.35 3.85 3.66 4.42 5.15 4.83 3.76

Blq4 2.98 3.71 3.66 3.24 3.54 2.83 4.25 4.18 3.56 4.35 3.82 2.48

Para el andlisis estadistico se procede en forma similar al caso del disefio de
parcela dividida en el tiempo. Sin embargo, por el usualmente reducido ntiimero
de grados de libertad de los errores A y B, debe procederse con precaucién al llegar
a conclusiones sobre los efectos de los factores A y B. En todo caso, como en todo
experimento factorial, es importante determinar primero la presencia o ausencia
de una interaccién significativa.

Los resultados con el programa Statistix se presentan a continuacion:
Statistix 9.0

Analysis of Variance Table for REND

Source DF SS MS F P
BLOQUES 3 0.9335 0.31115

A 2 4.2830 2.14151 4.70 0.0592
Error BLOQUES*A 6 2.7342 0.45569

B 3 2.8431 0.94770 6.29 0.0137
Error BLOQUES*B 9 1.3566 0.15074

A*B 6 1.0838 0.18063 0.79 0.5863
Error BLOQUES*A*B 18 4.0924 0.22735

Total 47 17.3264

Grand Mean 3.7290

CV (BLOQUES*A) 18.10
CV (BLOQUES*B) 10.41
CV (BLOQUES*A*B) 12.79
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Means of REND for A*B
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Grdfico 1. Rendimiento de cuatro hibridos de maiz en respuesta a tres tipos de fertili-
zantes orgdnicos

Puede concluirse que la respuesta de los cuatro hibridos fue similar con
relacion a los fertilizantes orgédnicos. Es decir, no hubo interaccion.






Capitulo 21
Experimentos combinados
en el espacio y tiempo

“Para hacer producir hay que salir de las oficinas, in-
ternarse en el campo y ensuciarse las manos. Es el tini-
co lenguaje que entienden las plantas y los animales.”
Norman Borlaug®

Los experimentos que se realizan en varias zonas de cultivo o en diferentes
épocas de siembra pueden combinarse en un solo andlisis si tienen la misma es-
tructura y el mismo tamaro.

En las ciencias agricolas, las recomendaciones que pueden hacerse a partir
de un solo experimento son limitadas. Los ensayos preliminares de evaluacién de
nuevos cultivos, por ejemplo, se realizan generalmente en granjas experimentales,
pero luego es esencial que los materiales mds promisorios sean evaluados en dife-
rentes zonas de produccién y durante varios ciclos del cultivo.

En los experimentos conducidos en una sola localidad, los resultados que se
miden (por ejemplo: rendimiento de maiz, ganancia de peso en cerdos, contenido
de aceite en soya) son la expresion fenotipica de los organismos. El fenotipo se
define como el conjunto de caracteristicas fisicas, morfolégicas y fisioldgicas™. El
fenotipo de un organismo se debe a la accidn de los genes (genotipo), a los efec-
tos del ambiente y a la interaccidn entre genotipo y ambiente. Sin embargo, estos
componentes estan fusionados y no hay forma de conocer cudl es la contribucién
individual de cada uno.

49  Agrénomo estadounidense. Premio Nobel de la Paz. http://www.agbioworld.org/biotech-info/
topics/borlaug/quotes.html

50 Algunas caracteristicas fenotipicas se deben a la accién de un solo gene. Estas caracteristicas
monogénicas como color del tallo, forma de las hojas, marcas en la piel de animales, son poco
afectadas por el ambiente. Las caracteristicas fenotipicas de interés econémico, como rendimien-
to, produccién de leche, contenido de aceite deben su expresion al efecto combinado de varios
genes. El ambiente influye grandemente en la manifestacién de estas caracteristicas poligénicas.
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Cuando experimentos iguales se llevan a cabo en diferentes localidades o di-
ferentes épocas de siembra es posible combinar los andlisis de varianza de las locali-
dades en un solo analisis. Muchos de estos trabajos se llevan a cabo para identificar
las mejores variedades y practicas agronémicas para diferentes zonas y épocas de
siembra. Pero también, dependiendo del germoplasma y del modelo que se emplee,
se pueden separar los efectos genéticos de los ambientales. Esto tltimo es un campo
de estudio bastante amplio que no se tratard en este texto. Una buena referencia al
respecto es el libro de genética cuantitativa de Hallauer y Miranda (1981).

21.1. Homogeneidad de las varianzas

Para combinar los resultados de varios experimentos en un solo analisis, las
varianzas de los errores experimentales (cuadrados medios) deben ser estadisti-
camente iguales. Si no se cumple con este requisito los resultados que se obtengan
no seran confiables.

Cuando se trata de combinar dos experimentos puede emplearse la prueba
estadistica F para la homogeneidad de las varianzas de los errores experimen-
tales. En los ejercicios 9.1.1 y 16.4.1 hay ejemplos de su uso. Cuando se trata de
combinar tres 0 mds experimentos, el procedimiento adecuado es la prueba de
Bartlett para la homogeneidad de las varianzas. Si se concluye que las varianzas
de los errores experimentales son estadisticamente iguales pueden combinarse los
experimentos en un solo andlisis. Si por lo contrario se decide que las varianzas
son heterogéneas, se excluyen del andlisis los experimentos que presenten las va-
rianzas mds altas. Otra opcion es transformar los datos de los experimentos que
se desee combinar. Sin embargo, no siempre la transformacién de datos corrige
el problema de la heterogeneidad de las varianzas. Los temas relacionados con la
transformacion de datos se veran en el Capitulo 23.

Cuando el numero de experimentos que se pretende combinar es muy eleva-
do se vuelve engorroso el uso de la prueba de Bartlett. En este caso puede fijarse un
limite para el coeficiente de variacién de los experimentos individuales y descartar
aquellos que lo sobrepasen. Como ejemplo, en coordinacién con el Centro Inter-
nacional de Mejoramiento del Maiz y Trigo (CIMMYT) se evaluaban en Centroa-
mérica y el Caribe 49 hibridos de maiz en 20 o mas localidades™. El disefio era un
latice parcialmente balanceado con dos repeticiones. Los experimentos que tenian
coeficientes de variacion de 20% o mas se excluian del andlisis combinado.

51 Programa Colaborativo Centroamericano para el Mejoramiento de Cultivos Alimenticios
(PCCMCA). http://www.mag.go.cr/rev_meso/v01n01_093.pdf
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La prueba de Bartlett

La prueba de Bartlett se basa en la distribucién Ji-cuadrado (¥?) y puede
usarse en el andlisis de cualquier experimento cuando se sospecha que las varian-
zas no son homogéneas. La formula (127) para encontrar el valor de la Prueba de
Bartlett y? es la siguiente:

_ f(k*inS?-%inS?)
B c

PBy?

En la formula:

*  f esel nimero de grados de libertad de cada varianza

 k es el niumero de tratamientos. Para los andlisis combinados k es el
ntmero de experimentos

*  InS? es el logaritmo natural del promedio de las varianzas: $? = ¥ S /k

* Y InS? esla sumatoria de los logaritmos naturales de las varianzas

. . Tkl
*  C esun factor de ajuste: C =1+ o

La férmula (127) se aplica cuando las varianzas tienen igual nimero de
grados de libertad. De no ser este el caso, la férmula se modifica para compen-
sar por esta variacion (Snedecor y Cochran, 1967). Sin embargo, en el caso de
experimentos combinados, las varianzas del error experimental tienen el mismo
numero de grados de libertad.

Modelo lineal aditivo

El modelo lineal aditivo para los experimentos combinados es:

Y;; = u+m + 1+ m7y + & formula en la que:

* Y, esla media observada de un tratamiento en una localidad o época de
siembra

+ u esla media poblacional de todo el experimento combinado

« ; es el efecto de la localidad o época de siembra

*  Tj es el efecto del tratamiento

«  1;7; es el efecto de la interaccion entre localidades (o épocas de siembra)
y tratamientos

«  &j esel error promedio de todas las parcelas del experimento.
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El anterior modelo se refiere al caso de experimentos iguales, con un solo
factor en estudio. Cuando se trata de experimentos factoriales deben incluirse en
el modelo los términos correspondientes.

Cuadrados medios esperados

De acuerdo con el modelo, los valores esperados de las sumas de cuadrados
se presentan en el Cuadro 21.1 (Cochran y Cox, 1968).

En el Cuadro 21.1 no consta el cuadrado medio esperado de las localida-
des, pero éstas pueden ser una muestra al azar de sitios de toda una regién o una
muestra de sitios seleccionados por el investigador por razén de su potencial de
produccion. Este tltimo caso es el mds comun, por lo que se trataria de un modelo
fijo, tanto para localidades como para tratamientos.

Cuadro 21.1. Cuadrados medios esperados de experimentos
en diferentes localidades

Fuente de variacién Cuadrados medio esperados
Tratamientos o2 +rok + iz:(‘r--f)z
(k-1) /
Tratamientos*localidades g 52 + T‘O’,%T
Error experimental combinado g 52

Segtin los cuadrados medios esperados, el efecto de los tratamientos se es-
tima mediante « 1)Z(T i-T £)’, donde r, £y k son los ntimeros de repeticiones, loca-
lidades y tratamientos, respectivamente.

El Cuadro 21.1 sirve para identificar el correcto denominador para la prue-
ba F de tratamientos. Si la interaccion es estadisticamente significativa, debe em-
plearse el cuadrado medio de la interaccién como denommador de la prueba F.
Si la interaccién no es significativa, es decir que se supone que Trtz es igual a cero,
puede sumarse la interaccién al error experimental combinado y emplearlo como
denominador para la prueba F de tratamientos.

Esquema del andlisis de varianza

En términos generales, el esquema para el andlisis de varianza es el siguiente:
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Cuadro 21.2. Esquema del ADEVA para experimentos combinados

EV. S.C. G.L. C.M. Prueba F
Localidades, Loc SCL -1 CMloc CMloc/CMEa
Reps dentro de Loc SCR/L 1(r-1) CMEa
(Error a, Loc*Rep)

Variedades, Var Na%4 v-1 CMvar CMvar /CMEb
Loc*Var SC(L*V) (-1 (v-1) CM(I*v)
Error combinado
SCE [(r-1)(v-1 CMEb
(Error b, Loc*Rep*Var) (r-1(v-1)
TOTAL SCT lrv-1

Veamos un ejemplo:

Ejercicio 21.1. Se realizaron cuatro experimentos en zonas productoras de fréjol
para evaluar la capacidad de produccién de cinco variedades de distinta proce-
dencia. Todos los experimentos se condujeron con un diseno de Bloques Comple-
tos al Azar (BCA) con tres repeticiones. La variable dependiente estudiada fue el
rendimiento en decagramos por parcela. Los resultados de las cuatro localidades
se presentan en el Cuadro 1.

Los andlisis de varianza de los cuatro experimentos, cada uno en una loca-
lidad diferente, se presentan en el Cuadro 2.

Cuadro 1. Rendimiento, en hg/parcela, de cinco variedades de fréjol
(A, B, C, D, E) en cuatro localidades (L) y tres bloques o repeticiones (R).

Repeticona| A | B[ €| P | B |eicenss| A [ B | €| D] E
L1RI1 725 | 53.8 | 72.7 | 62.4 | 26.0 | L3R1 48.2 | 52.4 | 62.7 | 46.4 | 35.8
L1R2 71.9 | 359 | 82.0 | 49.7 | 36.5 | L3R2 55.2 | 44.1 | 65.2 | 514 | 51.0
L1R3 67.3 | 385 | 70.1 | 57.7 | 41.3 | L3R3 62.4 | 43.2 | 70.1 | 494 | 39.0
L2R1 59.5 | 50.3 | 73.0 | 62.7 | 45.3 | L4R1 65.9 | 43.1 | 84.6 | 56.1 | 41.8
L2R2 70.6 | 47.3 | 71.6 | 51.8 | 32.5 | L4R2 60.6 | 47.9 | 78.2 | 424 | 36.0
L2R3 61.3 | 42.0 | 63.5 | 50.8 | 54.6 | L4R3 64.1 | 40.8 | 67.6 | 47.2 | 51.6
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Cuadro 2. Andlisis de varianza de experimentos
conducidos en cuatro diferentes localidades

Localidad 1 Localidad 2
EV. S.C. gl CM. F EV. S.C. gl CM. F
Rep 19.16 2 9.58 Rep 42.50 2 21.25
Var 3614.76 | 4 903.69 | 15.5%* Var 1411.58 | 4 352.89 | 6.3*
Error 467.32 8 58.42 Error 449.80 8 56.23
Total 4101.24 14 Total 1903.88 14
¥ =559 CV =13.7% ¥ =557 CV =13.4%
Localidad 3 Localidad 4
EV. S.C. gl CM. F EV. S.C. gl CM. F
Rep 54.12 2 27.06 Rep 76.23 2 38.12
Var 1037.59 | 4 259.40 Var 2557.64 | 4 639.41 | 15.4**
Error | 267.59 | 8 3345 | 7.8%* Error | 332.98 | 8 41.62
Total | 1359.29 | 14 Total | 2966.85 | 14
Y =518 CV =112% Y =552 cV =11.7%

El siguiente paso es efectuar la prueba de Bartlett de homogeneidad de las
varianzas o cuadrados medios del error. Sobre esta base, si las varianzas no son
iguales se procede a transformar los datos o, en su defecto, a descartar las localida-
des con los CM mas altos. Si hay evidencia de que las varianzas son homogéneas,
entonces se emplean los datos originales (Cuadro 1) para combinar los resultados
de las cuatro localidades en un solo anélisis de varianza.

Cuadro 3. Cdlculos preliminares para la prueba de Bartlett

Localidades . - -
Sumatoria S InS
1 2 3 4
Siz 58.42 56.23 33.45 41.62 189.72 47.43 3.8593
In Siz 4.0677 4.0295 3.5101 3.7286 15.3357

En la férmula (127), f = 8 y k = 4. Estos son los grados de libertad del
error experimental y el nimero de experimentos para el andlisis combinado. Con
esta informacidn, la prueba estadistica de Bartlett es:



EXPERIMENTOS COMBINADOS EN EL ESPACIO Y TIEMPO

431

8+ (4+3.8593 — 15.3357) _

PBy? =
X 1.0521

0.78

El valor de y? al nivel de 5%y con k-1 = 3 grados de libertad es igual a 7.81,
de acuerdo con la tabla respectiva (Apéndice C). Por lo tanto, como el valor de
Ji-cuadrado de la prueba estadistica de Bartlett no supera el valor de Ji-cuadrado
de la tabla, se puede afirmar que hay suficiente evidencia estadistica de que las
varianzas son homogéneas. El andlisis combinado, con los datos originales, puede
efectuarse.

Mucha de la informacién para el andlisis de varianza combinado esta con-
tenida en los andlisis de varianza individuales presentados en el Cuadro 2. Sin em-
bargo, de acuerdo con el esquema del ADEVA para el andlisis combinado (Cuadro
21.2) deben encontrarse la suma de cuadrados de las variedades (SCV), la suma
de cuadrados de las localidades (SCL) y la suma de cuadrados de la interacciéon
variedades*localidades (SC(V*L)). Para esto, en forma similar a lo que se hizo en el
caso de los experimentos factoriales, a partir de los datos del Cuadro 1 se estructu-
ra una tabla de doble entrada como el que se presenta en el Cuadro 4:

Cuadro 4. Variable rendimiento, tabla de doble entrada: Variedades*Localidades.

Variedades
Localidades Z Loc;
1 2 3 4 5
1 211.7 128.2 224.8 169.8 103.8 838.3
2 191.4 139.6 208.1 165.3 132.4 836.8
3 165.8 139.7 198.0 147.2 125.8 776.5
4 190.6 131.8 230.4 145.7 129.4 827.9
Z Var; 759.5 539.3 861.3 628.0 491.4 Z Y =3279.5

Primero debe encontrarse el Factor de Correccién:

C= 3279.57 179252
60
luego se requiere calcular la suma de cuadrados del cuadro V*L (datos en
itdlica) y los demds componentes:
STE . 441.0% +467.0% + 359.0% + 407.

SCTratkk = ok -FC 3
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759.5% 4+ 539.3%+... +491. 4%
SCV = -FC = 7863.03
12
833.3% + 836.8% + 776.5% 4+ 827.97
SCL = -FC = 171.45

15
SC(V*L) = SCC(V*L)-SCV-SCL = 758.53

Con esta informacion y la del Cuadro 2 se puede organizar el Cuadro ADE-
VA combinado que se presenta en el Cuadro 5:

Cuadro 5. Andlisis de varianza combinado para evaluar la respuesta
de cinco variedades de fréjol en cuatro localidades

EV. S.C. G.L. C.M. Prueba F
Localidades, Loc 171.45 3 57.15 2.38 ns
Reps dentro de Loc
(Error Loc*Rep) 192.00 8 24.00
Variedades, Var 7863.03 4 1965.76 41.45%*
Var*Loc 758.53 12 63.21 1.33 ns
Error combinado
(Error Loc*Rep*Var) 1517.7 32 4743
TOTAL 10502.7 59

Algunas de las sumas de cuadrados que se presentan en el Cuadro 5 pro-
vienen de los andlisis de varianza individuales que se presentaron en el Cuadro 2.
Estas son:

« La Suma de Cuadrados Total (10502.7) se obtiene al anadir las cuatro
sumas de cuadrados totales de los andlisis individuales (10331.3), mds las
sumas de cuadrados de las localidades (171.4).

« La suma de cuadrados del error combinado (1517.7) es el resultado de la
suma de los errores (SCE) de las cuatro localidades.

+ El error Localidades*Repeticiones (192.0) se obtiene al anadir las SCR de
las cuatro localidades.

El error Localidades*Repeticiones es la medida para evaluar diferencias
entre localidades. La prueba F correspondiente (Cuadro 5) no fue significativa.
En todo caso, Cochran y Cox (1968) y Snedecor y Cochran (1967) advierten de
posibles sesgos en la interpretacion de estos resultados si la muestra de localidades
no fue tomada al azar.



EXPERIMENTOS COMBINADOS EN EL ESPACIO Y TIEMPO

433

La interaccién Variedades*Localidades tampoco fue significativa, por lo

que los efectos de los tratamientos (variedades) se miden directamente, de acuer-
do con los cuadrados medios esperados, con el error combinado. El valor de la
prueba F indica que hubo diferencias significativas entre las variedades al nivel de
1%. El método de separacién de medias de Student-Newman-Keuls o algin otro
(Capitulo 17) podria usarse para identificar las variedades mds promisorias.

Con el programa Statistix los resultados del analisis combinado son

los siguientes:

Statistix 9.0LOCS4 REPS3 VARS Frejol,

Analysis of Variance Table for Rend

Source DF Ss Ms F P

LoC 3 171.4 57.15 2.38 0.1453
Error LOC*REP 8 192.0 24.00

VAR 4 7863.0 1965.76 41.45 0.0000
LOC*VAR 12 758.5 63.21 1.33 0.2489
Error LOC*REP*VAR 32 1517.7 47.43

Total 59 10502.7

Grand Mean 54.658
CV (LOC*REP) 8.96
CV (LOC*REP*VAR) 12.60

Comentarios:

En los experimentos combinados se espera que la interaccion
Variedades*Localidades sea significativa. Si esto ocurre, pueden identi-
ficarse las mejores variedades o genotipos para zonas especificas. Que el
comportamiento de diferentes variedades sea similar a través de distintas
localidades, como en el caso del ejercicio anterior, puede indicar que las
condiciones del suelo, clima y manejo del ensayo fueron similares en las
cuatro localidades seleccionadas o, tal vez lo més probable, que las varie-
dades eran homoestéticas, es decir, que sus caracteristicas y propiedades no
variaron significativamente en respuesta a diferencias ambientales.

En la produccién agricola es importante identificar qué genotipos, en pro-
medio, producen méds que otros en diferentes condiciones ambientales.
Esta caracteristica se conoce como estabilidad. Con la informacion de expe-
rimentos en diferentes localidades se pueden identificar estos genotipos.
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Una metodologia muy usada para este proceso la desarrollaron Eberhart
y Russell (1966). Sobre esta base se pueden hacer recomendaciones que
cubran zonas mds amplias de cultivo.

21.2. Experimentos combinados, épocas de siembra

En experimentos para evaluar el rendimiento de lineas promisorias de cul-
tivos o para comparar diferentes practicas de manejo, se recomienda llevar a cabo
ensayos en diferentes épocas de siembra. Esto permite estudiar la posible interac-
cioén entre los tratamientos (lineas promisorias, practicas de manejo, etcétera) y
las épocas. El procedimiento es similar al empleado para localidades.

Como las épocas de siembra tienen por lo general patrones climaticos mds o
menos constantes, se considera que los efectos son fijos. Por lo tanto, lo sefialado en
el Cuadro 21.1 y 21.2, con relacién a localidades, tiene también aplicacion para este
caso. Sin embargo, si se trata de combinar experimentos de diferentes afios, el caso
es distinto. Los patrones climaticos varian de afo a afo y por lo tanto el modelo es
al azar. Esto tiene aplicacién para experimentos con cultivos anuales y perennes. las
caracteristicas del modelo al azar pueden encontrarse en las referencias citadas.

En el siguiente ejemplo se analiza un experimento factorial conducido con
un disenio de Bloques Completos al Azar durante dos épocas de siembra. En Cen-
troamérica se denomina “primera” la época que se inicia con las lluvias de abril o
mayo. La segunda época de siembra, que generalmente se inicia en septiembre, se
denomina “postrera”.

Ejercicio 21.2. En un trabajo de investigaciéon, Andrade, 1992** estudid, durante
las épocas de siembra de primera y postrera, el efecto de varios factores sobre la
Razén de Equivalencia de la Tierra (RET). La RET es un indice de la eficiencia
de los cultivos asociados en comparacién con los monocultivos. Como ejemplo,
un valor de RET igual a 1.50 indica que para obtener la misma produccién de los
cultivos asociados se requiere un 50% mads de tierra en los monocultivos.

Por facilidad del ejemplo se analizardn tnicamente los factores: soya (varie-
dad Siatsa-194) asociada con maiz y sorgo, y dos dosis de fertilizacién nitrogena-
da. Para calcular la RET se sembraron, junto a las parcelas de cultivos asociados,

52 Andrade, J.C. 1991. Evaluacién agronémica de cultivos asociados soya-maiz, soya-sorgo
en el valle del Zamorano y en fincas de agricultores. Tesis. Escuela Agricola Panamericana.
Honduras, C.A.
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parcelas con monocultivos de soya, maiz y sorgo. Los experimentos se condujeron
con disenios de bloques completos al azar. Los resultados se presentan en el si-

guiente cuadro:

Cuadro 1. Valores de RET* para la asociacién soya — maiz y soya — sorgo

G N E1R1 E1R2 E1R3 E1R4 E2R1 E2R2 E2R3 E2R4
1 1 1.42 1.61 1.22 1.32 1.36 1.12 1.22 1.24
1 2 1.74 1.79 1.56 1.86 1.45 1.05 1.34 1.38
2 1 1.56 1.35 1.75 1.64 1.39 1.34 1.18 1.28
2 2 1.84 1.74 1.62 1.70 1.64 1.28 1.14 1.15
3 1 1.15 1.18 1.34 1.12 1.86 1.88 1.56 1.65
3 2 1.38 1.44 1.50 1.56 1.74 1.94 1.45 1.73
4 1 1.12 1.24 1.23 1.32 1.68 1.77 1.60 1.88
4 2 1.36 1.45 1.56 1.46 1.45 1.48 1.65 1.75

En el Cuadro 1, las letras y nimeros significan lo siguiente:

La letra E seguida de un nimero indica la época del ensayo: 1=Primera,
2=Postrera
La letra R marca el nimero de la repeticién o bloque
La letra G senala las gramineas en asociacién con soya: 1) maiz H-27, 2)
maiz HPB, 3) sorgo surefo y 4) sorgo Isiap-dorado.
La letra N representa las dosis de nitrégeno: 1) 0 kg N/hay 2) 100 kg N/ha.

En el Cuadro 2 constan los andlisis de varianza correspondientes a cada
época de siembra:

Cuadro 2. Andlisis de varianza de la variable RET en las dos épocas de siembra

Primera Postrera
EV. S.C. |gl| CcMm. F EV. | SC |gl| cM F

Rep 0.0106 | 3 0.0035 Rep 0.1316 | 3 0.0438
G 0.6097 | 3 0.2032 | 13.35*%* G 1.3468 | 3 0.4489 | 19.68**
N 0.4975 1 0.4975 | 32.67** N 0.0047 | 1 0.0047 | 0.21 n.s
G*N 0.0398 | 3 0.0132 | 0.87 n.s G*N 0.0511 | 3 0.0170 | 0.75n.s
Error 0.3198 | 21 0.0152 Error 0.4791 | 21 0.0228
Total 1.4774 | 31 Total 2.0136 | 31

Y =147 Cv =838 Y =149 cV =10.15
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Para decidir si los dos experimentos pueden combinarse en uno solo se re-
quiere de una prueba F para la homogeneidad de las varianzas (cuadrados medios
del error). Si las varianzas son estadisticamente homogéneas, los dos experimen-
tos pueden combinarse en un solo analisis:

La prueba es: PEF = 0.0228/0.0152 = 1.50 . El valor de F en la tabla al nivel
del 1%, con 21 gl para el numerador y 21 gl para el denominador, es igual a 2.86.
Como el valor de F calculado (1.50) no supera el valor de la tabla, se concluye que
las dos varianzas son homogéneas.

El procedimiento para el andlisis de varianza combinado para épocas de
siembra es similar al que se presentd para localidades. Sin embargo, en este ejem-
plo, debe tenerse en cuenta que se trata de un experimento factorial llevado a cabo
en dos épocas de siembra. El andlisis combinado es el siguiente:

Statistix 9.0 AAJCfinalcomb

Analysis of Variance Table for RET

Source DF SS MS F P
Epoca 1 0.00391 0.00391 0.16 0.6989
Error Epoca*REP 6 0.14224 0.02371

G 3 0.10928 0.03643 1.91 0.1419
N 1 0.20250 0.20250 10.64 0.0022
Epoca*G 3 1.84732 0.61577 32.37 0.0000
Epoca*N 1 0.29976 0.29976 15.76 0.0003
G*N 3 0.06265 0.02088 1.10 0.3607
Epoca*G*N 3 0.02832 0.00944 0.50 0.6869
Error Epoca*REP*G*N 42 0.79901 0.01902

Total 63 3.49498

Grand Mean 1.4806
CV (Epoca*REP) 10.40
CV (Epoca*REP*G*N) 9.32

En el Cuadro ADEVA se observa que hubo dos interacciones altamente sig-
nificativas: época por gramineas y época por nitrégeno. Ademads, se observa que
el efecto del nitrégeno fue también significativo. Para interpretar las interacciones
se presentan los siguientes graficos:
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Means of RET for Epoca*G
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Grdéfico 1. Interaccién estadisticamente significativa entre épocas y gramineas

Puede notarse que el valor de RET fue mayor para las dos variedades de
maiz (G1 y G2) en la época de siembra primera. Esta es la época de lluvias y de
dias mas largos en Honduras. En cambio, en la época postrera, el RET de las va-
riedades de sorgo fue mayor que en el caso del maiz. Este resultado no sorprende
ya que el sorgo tiene estructuras que le permiten soportar condiciones de sequia.

Means of RET for Epoca*N
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Grdéfico 2. Interaccién estadisticamente significativa entre épocas y nitrégeno

En el Griéfico 2 se observa que en la época primera el valor RET fue afectado en forma
diferente por los niveles de nitrégeno. Sin embargo, en la época seca (postrera) no hubo ma-
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yor diferencia. Esto se explica por un mayor desarrollo de las plantas en la época lluviosa y en
la presencia de una dosis alta de nitrégeno. Sin embargo, en la época seca (postrera) no hubo
efecto del nitrégeno sobre el valor RET. Este resultado pudo esperarse, ya que en condiciones
de sequia las plantas no aprovechan el fertilizante que estd en el suelo.



Capitulo 22
Covarianza

“La formulacién de un problema es a menudo mds
importante que su solucion, que simplemente puede
ser cuestién de destreza matemdtica o experimental.
Plantear nuevas preguntas, nuevas posibilidades, mirar
viejos problemas desde un nuevo dngulo requiere ima-
ginacion creativa y marca avances reales en la ciencia’.
Albert Einstein®

En el andlisis de covarianza se examinan simultineamente las varianzas y
covarianzas. No es un disefio experimental sino una técnica que puede ser usada
con cualquier disefo. El andlisis de covarianza se lo usa especialmente para incre-
mentar la precisiéon de los experimentos.

El procedimiento en si es simple: se miden las variables dependientes y una
o mas variables asociadas que reciben el nombre de covariables. Si la variable de-
pendiente es rendimiento de grano, las covariables podrian ser nimero de plantas
por parcela, porcentaje de dafio por insectos, cantidad inicial de algtiin elemento
esencial en cada parcela, etc. Sin embargo, en la mayoria de los casos se trabaja con
una sola covariable.

Para explicar lo que se logra con el analisis de covarianza se presenta el
siguiente ejemplo. Supongamos que la variable que nos interesa es el rendimien-
to de varios cultivares de fréjol. Los resultados experimentales se deberdn a dos
variables: 1) diferencias genéticas entre los cultivares y 2) efectos ambientales di-
ferentes, bidticos y abidticos, en cada parcela. Por ejemplo, si los niveles de com-
petencia no fueron los mismos en las parcelas, un andlisis de covarianza, en el
que se use como covariable el nimero de plantas por parcela, permitira remover
la variacién en rendimiento por causa del diferente nimero de plantas. Es decir,
el andlisis se realiza en tal forma como si todas las parcelas tuvieran el mismo
numero de plantas.

53  Fisico tedrico. https://www.azquotes.com/author/4399-Albert_Einstein/tag/imagination/page=3
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Ventajas del andlisis de covarianza
El empleo del analisis de covarianza tiene las siguientes ventajas:

*  Aumenta la precision de los experimentos al disminuir el error experimental

+  En los casos en que la variacién entre las unidades experimentales no sigua
un patrén fijo y no se pueda agrupar las unidades experimentales en bloques
o hileras y columnas, el analisis de covarianza remueve parte de la variacién
entre unidades experimentales que recibieron el mismo tratamiento

« FEl andlisis de covarianza puede planificarse de antemano, pero no es un
requisito indispensable

+  El andlisis de covarianza reduce la variacién que puede resultar de dafos
impredecibles por plagas y patégenos, pero es indispensable cuantificar
esos danos lo mds objetivamente que sea posible.

Requisitos para el uso de la covarianza
Para el uso adecuado del andlisis de covarianza hay dos condiciones bésicas:

+ se requiere que la variable y la covariable estén relacionadas bioldgica o
fisicamente. De lo contrario, los resultados son invélidos y carecen de sen-
tido. En el ejemplo de rendimiento de cultivares de fréjol y el nimero de
plantas, las dos variables estan asociadas ya que el nimero de plantas por
parcela influye en el rendimiento. Por lo general, se supone una asociacion
lineal entre las dos variables, pero es posible y a veces comun la existencia
de una asociacién cuadratica o de otro grado mas alto. En este caso la cova-
rianza debe ser también del grado mas alto.

+  Esimportante que la covariable no sea afectada por los tratamientos. Si los
tratamientos son diferentes herbicidas y algunos de estos reducen el nime-
ro de plantas, no es correcto usar el nimero de plantas como covariable
para corregir el rendimiento.

Pasos para el andlisis de covarianza

El andlisis de Covarianza es una técnica que puede usarse con cualquiera de
los disefios, sean estos experimentos de uno o varios factores. Una vez que se han
obtenido los datos de la variable principal (¥;) y de la covariable (X;), se procede
de la siguiente forma:
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Primer paso: se obtienen las sumas de cuadrados y se generan los andlisis
de varianza en la forma usual, de acuerdo con el disefio experimental empleado,
tanto para la variable Y como para la covariable X.

Segundo paso: para efectuar el andlisis de covarianza se estructura un cua-
dro que contenga las sumas de cuadrados (encontrados en el primer paso) y las
sumas de productos.

Para el diseno completamente al azar (DCA) las sumas de productos se
encuentran con las siguientes férmulas:

1. Factor de Correccidn:

_XXi)Y;
FCoy =27 (128)

2. Suma de Productos Total
SPT = $.X,Y; -FC,, (129)
3. Suma de Productos de los Tratamientos

_ 3 T, T,
SPTrat = - 4 'Fny (130)

4. Suma de Productos del Error
SPE = SPT-SPTrat (131)

A partir de la informacién anterior pueden deducirse las formulas necesa-
rias para otros disefos.

Tercer paso: es necesario, a continuacion, encontrar las sumas de cuadra-
dos corregidas en funcién de la covariable. Las férmulas son las siguientes:

1. Suma de Cuadrados Corregida Total (Férmula 132):

(SPT,,)?
SCCT, = SCT,- —22~
y Y TSCT,

2. Suma de Cuadrados Corregida del Error (Férmula 133):

(SPEyy)?

SCCE, = SCE, - ——2"_
y Y TSCE,
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3. Suma de Cuadrados Corregida de Tratamientos (Férmula 134)

SCCTrat, = SCCT,-SCCE,

Veamos un ejemplo:

Ejercicio 22.1. En un experimento se evalu6 el rendimiento de seis variedades de
soya con un diseno completamente al azar (DCA). Cada cultivar se asigné a cua-
tro parcelas, es decir, hubo cuatro repeticiones (r=4). La germinacién de la semilla
no fue uniforme, por lo que se decidié emplear el nimero de plantas por parcela
como covariable. Se pide realizar los andlisis pertinentes con los resultados que se
presentan en el Cuadro 1.

Cuadro 1. Rendimiento en kilogramos por parcela (variable Y)
y némero de plantas (covariable X) en la evaluacién de seis cultivares de soya

Valores de X yY Totales T.ratamientos
Verdteidles (Variedades)
X1 | Yl [X2| Y2 |X3| Y3 | X4 | Y4 Ty T

A 24 | 1.25 | 20 | 1.1 27 | 143 | 22 1.38 | 93 5.16

B 34 1.75 | 32 | 1.54 | 28 | 1.38 | 26 1.46 | 120 6.13

C 33 1.65 18 | 1.38 | 23 | 1.22 | 32 1.43 106 5.68

D 35 1.68 | 25 | 1.24 | 30 | 145 | 23 1.04 113 5.41

E 34 1.83 | 25 | 1.74 | 22 | 1.48 | 28 1.6 109 6.65

F 31 1.58 | 33 | 1.64 | 26 | 1.37 | 29 1.47 | 119 6.06
Sumatorias de X y de Y Z X; = 660 Z ¥; = 35.09

A partir de las observaciones del Cuadro 1, mediante los procedimientos estu-
diados en los capitulos 14 y otros capitulos se realizan los andlisis de varianza tanto
para la variable principal (Cuadro 2), como para la covariable (Cuadro 3). Estos son:

Cuadro 2. Andlisis de varianza del rendimiento de seis variedades de soya

EV. S.C. G.L. C.M. F F L
Variedades 0.3653 5 0.0731 2.28 n.s. 2.77 4.25
Error 0.5771 18 0.0321
Total 0.9424 23

Y = 1.46 kg/parcela CV = 12.25%
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Cuadro 3. Andlisis de varianza del nimero de plantas de soya por parcela

EV. S.C. G.L. C.M. F E s F .
Variedades 124.00 5 24.80 1.07 n.s. 2.77 4.25
Error 416.00 18 23.11
Total 540.00 23

X =27.50 plantas/parcela CV = 17.48%

Sobre la base del Cuadro 1 se forma una tabla con los productos de X porY,
como se presenta en el Cuadro 4:

Cuadro 4. Tabla de productos X por Y

(T:;a::l‘;d;iizs) X1Y1 X2Y2 X3Y3 X4Y4 Trataﬁifntos
A 30.00 22.00 38.61 30.36 120.97
B 59.50 49.28 38.64 37.96 185.38
C 54.45 24.84 28.06 4576 153.11
D 58.80 31.00 43.50 23.92 157.22
E 62.22 4350 32.56 44.80 183.08
F 48.98 54.12 35.62 42.63 181.35
Sumatoria de X*Y Z X;Y; =981.11

Con la informacién de los Cuadros 1 y 4 se procede a calcular las sumas
de productos. El factor de correccién es lo primero que debe calcularse. Luego
se calcula la suma de productos total, la suma de productos de los tratamientos y
finalmente, la suma de productos del error experimental:

1. Factor de Correccidon:

_ 660735.09

Foy = ——— = 964.98
2. Suma de Productos Total

SPT = (30.00 + 59.50+...+42.63)-964.98 = 16.1350

3. Suma de Productos de los Tratamientos

(120.97 + 185.38+...+181.35)
SPTrat = — -964.98 = 3.7450
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4. Suma de Productos del Error

SPE = SPT-SPTrat = 16.1350-3.7450 = 12.3900

Con la informacién generada se estructura un cuadro con las sumas de
cuadrados y de productos. Esto se presenta en el Cuadro 5:

Cuadro 5. Sumas de Cuadrados y Productos

Sumas de Cuadrados y Productos
EV. G.L.
X*X X*Y Y
Tratamientos 5 124 3.7450 0.3653
Error 18 416 12.3900 0.5771
Total 23 540 16.1350 0.9424

Los datos del cuadro anterior sirven para calcular las sumas de cuadrados
corregidas, o ajustadas, de Y en funcién de X. Estas son:

1. Suma de Cuadrados Corregida Total

SCCT, = 0.9424 (16.1350)° _ 0.4603
AT
2. Suma de Cuadrados Corregida del Error
SCCE, = 0.5771 (12:3900)" =0.2081
Yo e
3. Suma de Cuadrados Corregida de Tratamientos

SCCTraty, = 0.4603-0.2081 = 0.2522
Se dispone ya de la informacién completa para formar el cuadro de anélisis
de covarianza. Esto se presenta en el Cuadro 6:

Cuadro 6. Andlisis de Covarianza (ANCOVA) de la variable Y, rendimiento de seis
variedades de soya, corregido en funcién de la covariable X, nimero de plantas

EV. s.C.C. G.L. CM.C. F F, . F,,,
Variedades | 0.2522 5 0.0504 4.13 % 2.81 4.34
Error 0.2081 17 0.0122
Total 0.4603 22

¥ = 1.46 ke/parcela €V = *==*100 = ©222*100 = 7.57%
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Note que se pierde un grado de libertad del error por el efecto de la
covariable.

Para conocer si la covarianza contribuy6 a mejorar la precision del andlisis
estadistico puede compararse el Cuadro 2 con el Cuadro 6. En el Cuadro 2, el
valor de la prueba F fue igual a 2.28, una cantidad no significativa por ser inferior
al nivel alfa del 0.05 (Apéndice D). Por el contrario, en el Cuadro 6, el valor de
la prueba F fue igual a 4.13. Como este valor supera el nivel alfa del 0.05 puede
concluirse que, una vez que se removi6 el efecto del diferente numero de plantas,
afloraron diferencias estadisticas entre las medias de rendimiento de las varieda-
des de soya. También puede observarse, en los dos cuadros referidos, la diferencia
entre los coeficientes de variacion.

El incremento en precision puede cuantificarse mediante el calculo de la
eficiencia relativa entre el andlisis de covarianza y el andlisis de varianza. La for-
mula para esto es (135):

RE - CME, ~ 0.0321 .
cmcEy (1 + CITTey 24.80

SCEX) 0.0122* (1 + 57 5)

Este valor indica que la precisién que se gano esta alrededor de un 147%
(2.47-1.00). Una cantidad que demuestra lo eficiente que puede ser el analisis de
covarianza.

Como de acuerdo con el andlisis de covarianza hubo diferencias significa-
tivas entre las medias, el siguiente paso es encontrar las medias corregidas de las
variedades. La férmula para calcular las medias corregidas es: ¥, = Yi-bg()?i-)? ),
férmula en la que:

« Y, esla media corregida de la variedad (o tratamiento) en cuestién

« Y; es la media sin corregir de la variedad (o tratamiento) en cuestién

«  b; es el coeficiente de regresién del error

X, es la media de la covariable correspondiente al tratamiento en cuestién

+ Xesla gran media de la covariable (el promedio de todas las observaciones X)

El valor del coeficiente de regresion del error se calcula a partir de la in-
formacién del Cuadro 5 (Sumas de Cuadrados y Productos). La ecuacion es
la siguiente:
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Las medias de rendimiento (variable Y) y de nimero de plantas (X) se en-
cuentran a partir de los datos del Cuadro 1. En el Cuadro 7 se presentan las esta-
disticas y calculos para encontrar las medias corregidas:

Cuadro 7. Procedimiento para encontrar las medias corregidas

de rendimiento en funcién de la covariable

Variedades Me;.l.las Me):_{d.las DesXvna§10n bs()?i-)?' ) | = 'l-bg()_(i-)? )
i i i

A 1.29 23.25 -4.25 -0.1267 1.42

B 1.53 30.00 2.50 0.0745 1.46

C 1.42 26.50 -1.00 -0.0298 1.45

D 1.35 28.25 0.75 0.0224 1.33

E 1.66 27.25 -0.25 -0.0075 1.67

F 1.52 29.75 2.25 0.0671 1.45

Gran = = -

Y =146 X =275 =1.46

Media ¢

Debe notarse que los procedimientos de comparacién de medias se realizan
con las medias corregidas.

Con el programa Statistix 9 los resultados son:

Cuadro 8. Andlisis de covarianza, coeficiente
de regresién del error y medias corregidas.

Analysis of Variance Table for Rend

Source DF SS MS F P

VAR 5 0.25218 0.05044 4.12 0.0124
NPlant 1 0.36902 0.36902 30.14 0.0000
Error 17 0.20811 0.01224

Total 23

Grand Mean 1.4621 Cv 7.57

Covariate Coefficient Std Error T P

NPlant 0.02978 5.425E-03 5.49 0.0000
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Como los tratamientos, las variedades de soya, corresponden a una varia-
ble cualitativa puede emplearse alguno de los métodos de separacion de medias
recomendados para este caso. Como ejemplo, la prueba de Tukey con el progra-
ma Statistix presenta el siguiente resultado de la comparacién entre las medias
corregidas:

Statistix 9.0 Covarianza soya

Tukey HSD All-Pairwise Comparisons Test of Rend for VAR

VAR Mean Homogeneous Groups
5 1.6699 A

2 1.4580 AB

3 1.4498 AB

6 1.4480 AB

1 1.4166 AB

4 1.3302 B
Alpha 0.05 Standard Error for Comparison 0.0782
Critical Q Value 4,524 Critical Value for Comparison 0.2503

Error term used: Error, 17 DF
There are 2 groups (A and B) in which the means
are not significantly different from one another.

Comentario: Fl resultado de la prueba de Tukey indica que la tnica dife-
rencia clara, estadisticamente significativa al nivel del 5%, es entre las medias de
las variedades 4 y 5.






Capitulo 23
Transformacion de datos

“No importa cudn bella sea tu teoria, no importa cudn
inteligente seas. Si no estd de acuerdo con el experimen-
to, tu teoria estd errada”. Richard Feynman®

Es importante conocer las presunciones en las que se sustentan los analisis
de varianza. Si los datos departen sensiblemente de las bases tedricas, el investi-
gador podria llegar a conclusiones erradas. La solucion en varios casos, pero no
siempre, es una transformacién de datos. Cuando la transformacién no corrige
las desviaciones del modelo, la alternativa es el empleo de los métodos de andlisis
de la estadistica no paramétrica. Estos métodos se veran en el capitulo 24.

Las presunciones para la validez de los andlisis de varianza son bdsi-
camente las siguientes:

Independencia de los términos del error.
Distribucién normal de las poblaciones.
Homogeneidad de las varianzas.

Aditividad de los efectos de los tratamientos.

Ll .

23.1. Independencia de los términos del error

Para la validez de los andlisis es importante la presuncidon de la indepen-
dencia de los términos del error. Esto se logra principalmente a través de la alea-
torizacion. Esto es, la asignacion por sorteo de los tratamientos a las unidades
experimentales. Mediante la aleatorizacion se espera que las desviaciones que ge-
neran el componente del error tengan signos positivos y negativos que se cancelen
mutuamente. En otras palabras, se espera que la sumatoria de los términos del
error tienda a cero, idealmente: ¥ ¢; = 0. Si los errores no son independientes

54 Fisico estadounidense. https://www.brainyquote.com/quotes/richard_p_feynman_160383?
src=t_exp
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y mas bien existe correlacidn positiva entre ellos, las pruebas F se distorsionan y
pueden generar resultados falsamente significativos.

Sin embargo, si a pesar de la aleatorizacion inicial, la conduccién del expe-
rimento es deficiente, puede perderse la independencia del error. Como ejemplo,
si se tiene ocho tratamientos y se toma los datos del tratamiento A el dia 1, del
tratamiento B el dia 2 y asi sucesivamente hasta el tratamiento H el dia 8, los efec-
tos de los tratamientos van a fusionarse con las variaciones del clima (temperatu-
ra, humedad, luminosidad) de esos dias y con las particularidades del desarrollo
evolutivo de plagas y enfermedades. Algo similar ocurre cuando a trabajadores o
laboratoristas se les pide tomar datos de tratamientos especificos. Estas fallas en la
ejecucion de los trabajos generan correlaciones positivas entre las repeticiones de
un mismo tratamiento y consecuentemente se producen errores que no son inde-
pendientes. La solucién para esto es, obviamente, trabajar por repeticiones y no
por tratamientos. Con la aleatorizacién y una buena conduccién del experimento
se evita en lo posible la aparicién de resultados falsamente positivos.

23.2. Distribucién normal de las poblaciones

Si las poblaciones de las que provienen las muestras no siguen la distri-
bucién normal pueden producirse sesgos en los errores de los tratamientos. Sin
embargo, en la mayoria de los casos, las desviaciones de la normalidad tienen re-
lativamente poco efecto negativo en los resultados. Por lo general, cuando se trata
de poblaciones de variables cuantitativas continuas puede suponerse que siguen
la distribucién normal.

Una caracteristica de las poblaciones que no siguen la distribucién normal
es que la medias estdn frecuentemente relacionadas con las varianzas.

Distribucion binomial

Cuando en experimentos las observaciones se registran en porcentajes,
la distribucién es binomial: p + ¢ = 100. La media y la varianza de poblaciones
que tienen una distribucién binomial estdn relacionadas. Sus parametros son:
p=p y o?=pgq/n.Puede notarse que la media y la varianza tienen elementos
comunes en sus formulas.

Con la finalidad de romper la relacién entre la media y la varianza y cam-
biar una distribuciéon binomial a una distribucién mds cercana a la normal, se
emplea la transformacién angular arcoseno. El efecto que tiene es convertir los
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porcentajes a grados. Esto reduce las varianzas sin afectar mayormente a las me-
dias. Existen tablas para encontrar los valores de la transformacién. Sin embargo,
en Excel y en otros programas puede realizarse mediante esta ecuacion:

180

Y, = arcsen(|/¥;/100)* = (136)

Férmula en la que:

* Y, esel valor del dato transformado a grados.

* arcsen es la funcién inversa del seno de la raiz cuadrada de un ntimero en
el rango de 0 a 1. La respuesta estd en radianes, por lo que debe multipli-
carse por %0 para la conversion a grados. La constante matematica Pi ()
es aproximadamente igual a 3.1416.

* Y; es el dato u observacién en porcentaje.

La transformacién no es siempre necesaria. Se recomienda realizarla cuan-
do en un experimento los datos fluctian entre porcentajes bajos (menores de
30%) y porcentajes altos (mayores de 70%). En todo caso, antes de proceder con
el andlisis de varianza se recomienda efectuar la prueba de la normalidad desarro-
llada por Shapiro y Wilk (1965). Un ejemplo del uso de esta prueba se presentd en
la seccién 14.8. Otro ejemplo se presenta a continuacién:

Ejercicio 23.2.1. En un experimento en bloques completos al azar se evalu6 el
efecto de ocho fungicidas en el control del hongo Diplodia maydis (Steel et al.
1997, pagina 216). La variable de respuesta fue el nimero de semillas germinadas
de un total de 25 semillas sembradas por parcela. Estos datos corresponden a una
distribucién binomial (semillas germinadas vs semillas sin germinar). Sin embar-
g0, los autores procedieron como si se tratara de una distribucién normal. En este
ejemplo, se analizan los resultados en porcentaje y grados. Las observaciones en
porcentaje se presentan en el Cuadro 1.

Cuadro 1. Efecto de ocho fungicidas en el porcentaje de semillas germinadas

TRATAMIENTOS: FUNGICIDAS

BLQ R;
A B C D E F G H

1 32 64 56 40 32 32 28 48 332

2 32 76 64 44 28 32 24 76 376

3 36 96 56 48 4 12 24 36 312

4 28 88 52 32 4 12 24 44 284
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5 28 76 56 28 12 12 16 36 264
6 20 76 52 12 8 28 16 20 232
T; 176 476 336 204 88 128 132 260 Z Y;; = 1800

El andlisis de varianza con el programa Statistix es el siguiente:

Cuadro 2. Andlisis de varianza para la variable
porcentaje de germinacién de semillas. (STX)

Source DF SS MS F P
BLOQUES 5 1640.0 328.00

FUNGI 7 19369.3 2767.05 29.94 0.0000
Error 35 3234.7 92.42

Total 47 24244.0

Grand Mean 37.500 CVv 25.64

Enelsiguiente cuadro se presentan las mediasy varianzas delos tratamientos:

Cuadro 3. Medias y varianzas de los porcentajes de germinacién de semillas,
por tratamientos (fungicidas). (STX)

Variable Level N T; Mean Variance
FUNGI A 6 176 29.333 29.867
FUNGI B 6 476 79.333 124.27
FUNGI C 6 336 56.000 19.200
FUNGI D 6 204 34.000 171.20
FUNGI E 6 88 14.667 151.47
FUNGI F 6 128 21.333 106.67
FUNGI G 6 132 22.000 24.000
FUNGI H 6 260 43.333 348.27
Total 48 1800 37.500 515.83

Sin embargo, como se hizo en el Ejercicio 14.8.1, por tratarse de mues-
tras provenientes de poblaciones binomiales, debié primero realizarse la prueba
de normalidad (Prueba W). Esto es especialmente necesario cuando la variacién
entre los datos es alta. Los datos en el Cuadro 1 van de un 4% a un 96%. Con el
programa Statistix se obtiene el valor de la prueba y el grafico correspondiente:
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Gréfico 1. Datos en porcentaje de semillas germinadas y su dispersién alrededor de la
linea de referencia normal

Puede notarse que muchos datos no estdn sobre la linea de referencia de la
normalidad. La probabilidad de que los datos correspondan a una distribucién
normal es, segtin la Prueba W,

P = 1.42%. Como la probabilidad es baja, se concluye que los datos no
siguen una distribucién normal sino que mantienen las caracteristicas propias de
una distribuciéon binomial. Esto determina la necesidad de una transformacién
arcoseno, para luego realizar el andlisis de varianza definitivo. Los datos transfor-
mados se presentan en el Cuadro 4.

Cuadro 4. Efecto de ocho fungicidas. Datos transformados
de porcentajes a grados mediante la funcién arcoseno

TRATAMIENTOS: FUNGICIDAS

BLQ R;
A B C D E F G H

1 34.45 53.13 48.45 39.23 34.45 34.45 31.95 43.85 319.96
2 34.45 60.67 53.13 41.55 31.95 34.45 29.33 60.67 346.2

3 36.87 78.46 48.45 43.85 11.54 20.27 29.33 36.87 305.64
4 31.95 69.73 46.15 34.45 11.54 20.27 29.33 41.55 284.97
5 31.95 60.67 48.45 31.95 20.27 20.27 23.58 36.87 274.01
6 26.57 60.67 46.15 20.27 16.43 31.95 23.58 26.57 252.19
T; 196.24 | 383.33 | 290.78 | 211.3 126.18 161.66 167.1 246.38 1782.97
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Con la finalidad de constatar el efecto de la transformacién arcoseno puede
obtenerse la prueba W y observar la dispersion de los datos alrededor de la linea
de normalidad. Esto se presenta en el Gréfico 2.
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Grdfico 2. Datos transformados mediante la funcién arcoseno y su dispersién alrededor
de la linea de referencia normal

En el Gréfico 2, la prueba W tiene una probabilidad de P = 10.60% . Como
la probabilidad supera el limite del 5% puede concluirse que los datos transfor-
mados se aproximan a la distribucién normal. El andlisis de varianza con los datos
transformados se presenta en el Cuadro 5.

Cuadro 5. Andlisis de varianza de la variable ARCSEN en grados (STX)

Source DF SS MS F P
BLOQUES 5 713.3 142.66

FUNGI 7 7993.1 1141.88 24.81 0.0000
Error 35 1610.9 46.02

Total 47 10317.3

Grand Mean 37.144 CV 18.26

Si se compara el Cuadro 2 del ADEVA en porcentaje, con el Cuadro 5 del
ADEVA en grados, se observa una reduccién considerable del cuadrado medio del
error, de 92.42 a 46.02. Similar efecto tiene la transformacidn en el coeficiente de
variacion. En este ejemplo bajé de 25.64% a 18.26%. Estos cambios determinan,
en términos generales, una disminucion en las probabilidades de arribar a conclu-
siones y recomendaciones erradas en los experimentos.
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En el Cuadro 6 se presentan los totales de los tratamientos, las medias y las
varianzas de los datos transformados a grados.

De igual manera, si se comparan los Cuadros 3 y 6, puede notarse que las
medias de los tratamientos cambian poco con la trasformacion, al contrario de las
varianzas que se reducen sensiblemente. Compare en especial las medias y varian-
zas totales. En el caso del andlisis con porcentajes, la media es 37.5 y la varianza
total 515.8. Con los datos transformados a grados, la media es 37.1 y la varianza
total 219.5. De esta forma, la transformacién arcoseno rompe la relacién entre
medias y varianzas.

Cuadro 6. Medias y varianzas expresadas en grados
para la variable germinacién de semillas, por tratamientos. (STX)

Variable Level N Mean Variance
FUNGI A 6 196.23 32.705 12.456
FUNGI B 6 383.32 63.887 78.692
FUNGI C 6 290.76 48.460 6.5035
FUNGI D 6 211.31 35.218 73.123
FUNGI E 6 126.17 21.028 100.26
FUNGI F 6 161.65 26.942 54.286
FUNGI G 6 167.11 27.851 11.979
FUNGI H 6 246.38 41.063 127.53
Total 48 1782.9 37.144 219.52

Lo anterior tiene efecto sobre los resultados. En el experimento original se
realizaron comparaciones ortogonales entre grupos de medias con la metodo-
logia que se describi6 en la seccién 17.1.3. Una de esas comparaciones fue entre
el tratamiento A (el testigo sin fungicida) versus los otros siete tratamientos con
fungicidas. El valor de F para esta comparacién con los datos en porcentajes fue:

CMQ, 457.33
b=ThE ~ozaz ~ *°

Este valor de F, con 1 y 35 grados de libertad, tiene una probabilidad
P =3.3%, un valor que no supera el nivel del 5%. De acuerdo con esto, el efecto
del testigo sobre el porcentaje de germinacién de las semillas de maiz fue estadis-
ticamente diferente al de los otros siete tratamientos combinados. Sin embargo,
cuando la misma comparacién ortogonal se realiza con los datos transformados a
grados, el resultado es el siguiente:
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FF=——m=—+——=293
9 CME 46.02

La probabilidad de este nuevo valor de F, con 1 y 35 grados de libertad, es
P =9.6% . Esta probabilidad supera el nivel del 5% e indica que las diferencias
entre el tratamiento testigo y los tratamientos con fungicidas no son estadistica-
mente significativas.

La transformacién también tuvo efectos en las otras comparaciones, pero
no caus6 cambios en la interpretacion de la significancia estadistica.

Comentarios:

+ Idealmente, el tamafio de la muestra por parcela debe ser igual. En el expe-
rimento del ejercicio anterior se sembraron en todas las parcelas 25 semi-
llas. Sin embargo, habra casos en que el tamano de la muestra, por condi-
ciones propias o extranas al experimento, podria fluctuar. Si la variacion es
minima, no alterara grandemente los resultados. En todo caso, debe primar
el buen criterio del investigador.

+  Los métodos de separacién de medias se llevan a cabo con los valores de
las medias transformadas. Sin embargo, en los informes, como referencia,
deben sefalarse los valores de las medias en la escala original.

Distribucion de Poisson

La distribuciéon de Poisson es muy similar a la binomial, ya que también
se refiere a la ocurrencia de dos eventos excluyentes: (p + q) = 1. En la distribu-
cién binomial, al aumentar el tamano de la muestra la distribucién se aproxima
rdpidamente a la distribucién normal, en especial cuando p y g tienen valores
cercanos a 0.5. Sin embargo, cuando la diferencia entre las proporcionesp y qes
bastante amplia, como ejemplo p = 0.05 y g = 0.95, la distribucién permanece
sesgada, incluso en el caso de muestras grandes. Esto da origen a la distribuciéon de
Poisson, en honor al cientifico que la estudi6. Como n tiende al infinito y p hacia
cero en forma simultanea,

np se convierte en una constante igual a la media. No sélo que u = np,
sino que también

o’ =pu=np
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La distribucién de Poisson tiene aplicaciones para el caso de eventos raros.
El mas conocido ejemplo de su uso se dio en la Segunda Guerra Mundial, cuando
el estadistico inglés R. D. Clarke pudo determinar que las bombas alemanas V1 y
V2 no iban dirigidas a blancos especificos (Salsburg, 2001). En las ciencias biol6-
gicas se utiliza en experimentos en los que la ocurrencia de un evento tiene una
baja probabilidad. Como ejemplo, el nimero de una especie de insectos atrapados
al pasar n veces una red sobre un cultivo, el nimero de plantas albinas mutantes
vs plantas normales en 7 parcelas de soya, el nimero de frutos con larvas vs frutos
sin dafio en # cajas para exportacion, etc.

En experimentos, cuando se supone que los datos se aproximan a una dis-
tribucion de Poisson, en la que como se indicé la varianza y la media estan rela-
cionadas de la siguiente manera:

02 = u, la transformacion raiz cuadrada es frecuentemente efectiva para
romper o disminuir la relacién entre las varianzas y las medias. La transformacién
también aproxima la distribucién de los datos a la normalidad. Si se presentan
ceros, lo adecuado es sumar 1 a todos los datos antes de obtener la raiz cuadrada.
A continuacion, se presenta un ejemplo:

Ejercicio 23.2.2. En un experimento se evalu6 el nimero de mazorcas podridas
en cinco hibridos dobles experimentales de maiz (H1 a H5). Se incluy6 un hibrido
comercial tratado con insecticida, como testigo (TC). El disefio fue un DCA con
cinco repeticiones. Los resultados, nimero de mazorcas podridas en un total de
90 mazorcas por parcela, se presentan en el Cuadro 1:

Cuadro 1. Ndmero de mazorcas podridas

TRATAMIENTOS
TC H1 H2 H3 H4 H5
2 5 12 3 12 5
0 10 4 1 10 0
1 6 8 0 7 2
4 0 3 5 4
0 9 3 6
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Cuadro 2. Andlisis de varianza de la variable
“nimero de mazorcas podridas” (STX)

Source DF SS MS F P

TRAT 5 167.500 33.5000 3.72 0.0123
Error 24 216.000 9.0000

Total 29 383.500

Grand Mean 4.5000 CV 66.67

En el Cuadro 3 se presentan los totales de los tratamientos, las medias y
varianzas de la variable “mazorcas podridas”.

Cuadro 3. Medias y varianzas de la variable “mazorcas podridas” (STX)

Variable Level N T; Mean Variance
TRAT TC 5 7 1.4000 2.8000
TRAT H1 5 24 4.8000 13.700
TRAT H2 5 36 7.2000 13.700
TRAT H3 5 12 2.4000 3.8000
TRAT H4 5 39 7.8000 14.200
TRAT H5 5 17 3.4000 5.8000
Overall 30 135 4.5000 13.224

Sin embargo, es importante probar si los datos se aproximan a la distribu-
cién normal. La prueba W y el grafico correspondiente son:

Normal Probability Plot of MAZPO
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Gréfico 1. Dispersién de los datos de nimero de mazorcas podridas alrededor de la
linea de referencia normal
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Puede verse que la prueba W es significativa, con una probabilidad menor
que 5%. Esto indica la necesidad de transformar los datos para buscar aproxi-
marse a la distribucién normal. A continuacidn, se presentan los datos mas 1,
transformados mediante raiz cuadrada. Se suma 1 a los datos para eliminar los

ceros: Y, = fY; + 1

Cuadro 4. Mazorcas podridas. Datos transformados mediante raiz cuadrada

TRATAMIENTOS
TC H1 H2 H3 H4 H5
1.73 2.45 3.61 2.00 3.61 2.45
1.00 3.32 2.24 1.41 3.32 1.00
1.41 2.65 3.00 1.00 2.83 1.73
2.24 1.00 2.00 2.45 1.73 2.24
1.00 2.00 3.16 2.00 3.00 2.65

Cuadro 5. Medias y varianzas de los datos transformados

Variable Level N T; Mean Variance
TRAT TC 5 7.3800 1.4760 0.2764
TRAT H1 5 11.420 2.2840 0.7410
TRAT H2 5 14.010 2.8020 0.4448
TRAT H3 5 8.8600 1.7720 0.3227
TRAT H4 5 14.490 2.8980 0.5161
TRAT HS 5 10.070 2.0140 0.4386
Overall 30 66.230 2.2077 0.6534

Si se comparan los Cuadros 3 y 5, se observa cierta relacion de las medias
con las varianzas en los datos originales. En los datos transformados se nota que
las medias y las varianzas son independientes.

En todo caso, es importante obtener la prueba W y generar el grafico co-
rrespondiente con Statistix, para comprobar si la transformaciéon logré que los
datos se aproximen a la distribucién normal.
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Grdfico 2. Distribucidén de los datos de raiz cuadrada alrededor de la linea de referencia
de la normalidad

La prueba W, en el Grafico 2, con una probabilidad igual a 16 %, sugiere
que la transformacién realizada aproximé los datos a una distribucién normal.
Con esta informacién se puede realizar en forma valida el andlisis de varianza,
como se observa en el Cuadro 6.

Cuadro 6. Andlisis de varianza de los datos transformados
mediante “raiz cuadrada del nimero de mazorcas podridas” (STX)

Source DF Ss Ms F P

TRAT 5 7.9913 1.59827 3.50 0.0162
Error 24 10.9586 0.45661

Total 29 18.9499

Grand Mean 2.2077 Cv 30.61

Si se comparan los Cuadros 2 y 6, los valores de F y de las probabilidades
son similares en este ejercicio. Sin embargo, puede notarse que el coeficiente de
variacion se redujo a la mitad con los datos transformados. Esto contribuye a una
mayor precisién en las conclusiones a las que se llegue. En todo caso, la finalidad
de la transformacion fue convertir datos que seguian la distribuciéon de Poisson a
una distribucién normal, lo que validé el analisis de varianza.
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23.3. Homogeneidad de las varianzas

A través del texto se ha mencionado varias veces la importancia de la ho-
mogeneidad de varianzas. Si las varianzas de los tratamientos no son estadistica-
mente homogéneas puede arribarse a conclusiones erradas. Cuando sélo se trata
de dos varianzas se realiza una prueba F. Esto se vio en el Ejercicio 9.1.1 y también
en el Ejercicio 16.4.1. En este tltimo caso, las varianzas del error fueron homogé-
neas y pudieron combinarse los resultados de dos cuadrados latinos en uno solo.

En el caso de experimentos con tres 0 mds tratamientos existen varias prue-
bas para determinar la homogeneidad de las varianzas. entre ellas la desarrollada
por Bartlett (1937) y la de Brown y Forsythe (1974).

Para la prueba de Bartlett se aplica la férmula (127) presentada en el Capi-
tulo 21. Esta es:

_ f(k* InS2-¥ In S7)

PBy?
X C

La prueba de Brown y Forsythe es una prueba F que se basa en las desvia-
ciones de los datos de cada tratamiento con relacién a su mediana. (Se recordard
que la mediana es el dato que queda en el centro una vez que se ordenan los da-
tos.) Las desviaciones se elevan al cuadrado y se procede, con los nuevos datos, a
realizar el analisis de varianza. La hip6tesis nula que se evaltia, como en todas las
pruebas, es que las varianzas de las poblaciones son iguales.

Sobre la base de los resultados de la prueba que se use, si se decide que las
varianzas no son homogéneas y que por lo tanto se viola una de las presunciones
bésicas del andlisis de varianza, puede efectuarse una transformacion logaritmica
de los datos. Si la transformacién no surte efecto, una opcién es realizar el andlisis
con métodos de la estadistica no paramétrica (Capitulo 24).

Sin embargo, existe una prueba paramétrica mds potente que las no para-
métricas y que puede usarse sin importar si las varianzas son homogéneas o hete-
rogéneas. Esta opcion es el andlisis de varianza en una direccién desarrollado por
Welch (1951). Sélo tiene aplicacion para los tratamientos y no considera bloques
u otros factores. La formula para encontrar el valor de F en el andlisis de varianza
de Welch es la siguiente (Férmula 137):

1 _
ey

A D) ()




LeoNARDO CORRAL DAVALOS

462

Férmula en la que:
* k. Es el nimero de tratamientos
- W= :—lzL Este valor es el “peso” de cada tratamiento.
* w = Y w;. Es la sumatoria de los pesos de todos los tratamientos.
* Y;.Esla media del tratamiento “i”.
o Yw

i*Y; . . .
- Y = # . Esta cantidad equivale al cuadrado medio.

El nimero de grados de libertad para el numerador de la prueba F es igual
a k-1. Para el denominador, el nimero de grados de libertad se encuentra con la
féormula (138). En muchos casos esta férmula generara un ndamero con decimales,
por lo que debe redondearse al entero més cercano (Férmula 138):

k?-1
A 2
2 () (%)

Veamos un ejemplo de estos procedimientos:

g-l.denom.=

Ejercicio 23.3.1. En un experimento se evaluaron los rendimientos de tres hibri-
dos comerciales de maiz y dos variedades de polinizacién libre. El disefio experi-
mental fue completamente al azar (DCA) con siete repeticiones. El rendimiento,
en quintales métricos por hectdrea, se presenta en el Cuadro 1. Realice los analisis
que sean pertinentes.

Cuadro 1. Rendimiento de maiz, en g/ha,
de cinco tratamientos, sus medias y varianzas

TRAT REPETICIONES Y; S?
H1 62 58 52 47 54 55 44 53.14 38.14
H2 54 45 46 40 56 55 50 49.43 35.95
H3 63 62 54 62 58 57 60 59.42 10.61
PL1 35 44 20 53 24 42 17 33.57 184.95
PL2 18 25 38 45 16 50 40 33.14 180.81

Al inspeccionar las varianzas de los tratamientos en el Cuadro 1 se nota
amplias diferencias entre algunas de ellas. Las varianzas aparentemente no son
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iguales; pero en todo caso esto debe comprobarse mediante el empleo de una
prueba estadistica.

El programa Statistix, junto al andlisis de varianza, presenta tres pruebas de
homogeneidad de varianzas, como puede verse en el siguiente cuadro:

Cuadro 2. Andlisis de varianza del rendimiento de maiz
de tres hibridos y dos variedades de polinizacién abierta.STX)

Source DF Ss Ms F P

TRAT 4 3937.83 984.457 10.93 0.0000
Error 30 2702.86 90.095

Total 34 6640.69

Grand Mean 45.743 Cv 20.75

Homogeneity of Variances F P

Levene’s Test 5.83 0.0014
O’'Brien’s Test 4.82 0.0040
Brown and Forsythe Test 3.87 0.0119

Observe en el Cuadro 2 que las tres pruebas de homogeneidad de varianzas
tienen probabilidades menores que el nivel de 5% (P < 0.05) . Esto indica que
debe rechazarse la hipétesis nula de homogeneidad de varianzas de los tratamien-
tos a los niveles alfa indicados. En todo caso, parece que la prueba de Levene,
que se basa en diferencias entre las observaciones y sus medias, es excesivamente
conservadora.

A continuacion, se presenta la prueba de Bartlett, que es la prueba mds in-
dicada de homogeneidad de las varianzas, por diferentes autores (Steel et al. 1997;
Snedecor y Cochran, 1967; Morris, 1999). Detalles de la férmula se encuentran en
el Capitulo 21.

Cuadro 3. Varianzas de los tratamientos, logaritmos naturales
y célculos previos para la prueba de Bartlett

TRATAMIENTOS - =
Sumatoria| S InS
H1 H2 H3 PL1 LP2
S? 38.14 35.95 10.61 184.95 180.81 450.46 90.09 4.50

InS? 3.6413 3.5821 2.3618 5.2201 5.1974 20.00
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Al aplicar la férmula (127) se tiene lo siguiente:

_ 6(5*4.50-20.00)

1.07 = 1406

PBy?

En la férmula, el valor de f = 6 es el ntimero de grados de libertad de cada
varianza (7-1) y = 5, el nimero de tratamientos. El denominador en la férmula
es un factor de ajuste

B k+1
C=1+7+
En la Tabla de Ji-cuadrado, el valor critico al nivel alfa del 5%, con k-1 gra-
dos de libertad es igual a 9.49. Como la prueba estadistica supera al valor critico se
concluye que se rechaza la hipétesis nula de homogeneidad de las varianzas. Con el
programa Statistix se puede encontrar la probabilidad exacta. Esta es P = 0.0071.
Es decir que existe amplia evidencia de que las varianzas de las poblaciones de las
que se extrajeron las muestras no eran iguales.

Mediante una transformacion logaritmica de los datos originales puede
tratarse de homogeneizar las varianzas. El andlisis de varianza con los datos trans-
formados se presenta en el Cuadro 4 (Statistix 9).

Cuadro 4. Andlisis de varianza de los datos de rendimiento
de maiz transformados a logaritmos de base 10*,(STX)

Source DF SSs Ms F P

TRAT 4 0.51104 0.12776 7.87 0.0002
Error 30 0.48714 0.01624

Total 34 0.99818

Grand Mean 1.6329 Cv 7.80

Homogeneity of Variances F P

Levene’s Test 7.63 0.0002
O'Brien’s Test 6.30 0.0008
Brown and Forsythe Test 4.63 0.0050

*Nota: el mismo resultado se obtiene con los logaritmos naturales o neperianos.

Con la informacién del Cuadro 4, al observar las tres pruebas F para la ho-
mogeneidad de las varianzas, se puede afirmar que la transformacién logaritmica
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no soluciono el problema de la heterogeneidad de las varianzas. Las bajas proba-
bilidades de las tres pruebas hacen innecesario efectuar la prueba de Bartlett con

los datos transformados.

Como no se puede honestamente efectuar el analisis de varianza conven-
cional, porque ademas se corre el riesgo de arribar a conclusiones erradas, la so-
lucién y mejor alternativa es llevar a cabo el andlisis de varianza de Welch. Para
llegar a la prueba F de la férmula (137) es conveniente, primero, encontrar los
componentes intermedios. La informacidn se genera a partir de los datos del Cua-
dro 1y se presenta en el Cuadro 5 a continuacién:

Cuadro 5. Algunos célculos previos para encontrar
el valor de F en el andlisis de varianza de Welch

TRAT Y; s? we=n/S? | wi(0) | (Lwi/w)?
H1 53.14 38.14 0.18 0.54 0.70
H2 49.43 35.95 0.19 5.73 0.68
H3 59.42 10.61 0.66 13.80 0.17
PL1 33.57 184.95 0.04 17.14 0.93
PL2 33.14 180.81 0.04 18.25 0.93
Sumatoria w=111 55.46 3.41

En este ejercicio,k =5 yn; =n=7

Las cantidades Wi

_Zni_ 7 4 - 7
Y= 5773814 3595 18081

ni . .
57 son los pesos de cada tratamiento. La sumatoria de
los pesos individuales se representa como el valor w:

=0.18 +0.19+...+0.04 = 1.11

El valor equivalente al cuadrado medio y' se encuentra con esta ecuacion:

- Yw*Y;  (0.18*53.14) + (0.19*49.43)+...+(0.04*33.14)

w

= 54.85

Se dispone ya de todas las cantidades necesarias para encontrar el valor F

del andlisis de varianza de Welch, de acuerdo con la férmula (137):

1*
55.46
F=—3H2

2(5-2), 1

1+ 7 6-*3.41

=12.13
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El ndmero de grados de libertad del numerador es igual a k-1 = 4 . Para
encontrar los grados de libertad del denominador se emplea la férmula (138):

24

g.-l.denom.= ———= 14.1
3*3*3.41

El valor critico de F en la tabla, al nivel del 5% con 4 y 14 grados de libertad,
esigual a 3.11. Como el valor de la prueba estadistica F supera al valor critico, se
acepta la hipdtesis alternante de que por lo menos dos medias de los tratamientos
no son estadisticamente iguales.

El andlisis de varianza de Welch con el programa Statistix (Cuadro 6) pre-
senta resultados iguales, salvo por errores de redondeo y por la probabilidad exac-
ta de haber obtenido solo por azar un valor F tan alto (P = 0.0002).

Cuadro 6. Andlisis de varianza de Welch con los datos de rendimiento
de maiz de tres hibridos y dos variedades de polinizacién libre. (STX)

Welch’s Test for Mean Differences

Source DF F P
TRAT 4.0 12.14 0.0002
Error 14.1

Para identificar las medias que no son estadisticamente iguales puede usar-
se la prueba de Games-Howell. Pero también, dependiendo del diseno de los tra-
tamientos, puede llevarse a efecto un juego de comparaciones ortogonales.

Comentario: El andlisis de varianza de Welch es la mejor alternativa cuando
las varianzas son heterogéneas en los disenos completamente al azar y con un solo
factor. Aparentemente, no se han desarrollado procedimientos para otros disefios.

La prueba de Games-Howell

La prueba de Games-Howell (GH) es una modificacién de la prueba de
Tukey, que se usa cuando en el analisis de varianza de Welch el valor de F tiene una
probabilidad menor que el 5%. Con esta prueba pueden identificarse las medias
de tratamientos que difieren estadisticamente de otras medias. El procedimiento
es similar al de la prueba de Tukey. Sin embargo, el error estindar y los grados de
libertad se encuentran con diferentes formulas.
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La Diferencia entre medias tiene significacién estadistica cuando se cumple
la siguiente desigualdad:

V-] > qu*Sy (139)

Expresion en la que |;-¥;| es el valor absoluto dela diferencia de dos medias
Y q¢*Sy es el valor de la prueba GH. El error estindar comun para las dos varian-
zas (S}i,) se calcula con la siguiente férmula:

(140)

Los grados de libertad para la prueba GH tiene la misma férmula (41) pre-
sentada en la seccién 9.3 para la prueba T; en este caso:

<SEl S%’)Z
nag np
g.LT=—4"2

2 2
2 2
24\ (&
ny ;]
ny-1 + ng-1

Debe tomarse en cuenta que el empleo de esta formula compleja se debe a
que las varianzas no son iguales.

El valor critico para la prueba GH se encuentra en la Tabla de Tukey (Apén-
dice E1 y E2), al nivel de significacién alfa 0.05 o0 0.01, con los grados de libertad
obtenidos a través de la férmula anterior. Las columnas de la Tabla de Tukey se
refieren a k, que es el nimero de tratamientos (p en la tabla) del experimento. Para
las comparaciones, las medias deben haber sido previamente ordenadas en forma
ascendente o descendente. Veamos un ejemplo:

Ejercicio 23.3.2. Con los datos del Ejercicio 23.3.1, mediante la prueba de Games-
Howell, compare las medias de los tratamientos previamente ordenadas. Utilice
el nivel de significacién alfa del 5%. En el Cuadro 1 se presentan las estadisticas
necesarias.
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Cuadro 1. Medias ordenadas, varianzas y nimero n de observaciones. Datos
de rendimiento de maiz de tres hibridos y dos variedades de polinizacién abierta

Tratamientos
Estadisticas
PL2 PL1 H2 H1 H3
Medias }7l 33.14 33.57 49.43 53.14 59.42
Varianzas Siz 180.81 184.95 35.95 38.14 10.61
Valores i 7 7 7 7 7

La primera comparacion se realiza, generalmente, entre la media mas baja
y la segunda mas alta. Esto por cuanto el valor altamente significativo de F en el
andlisis de varianza de Welch, asegura que por lo menos las dos medias extremas,
la menor y la mayor, son estadisticamente diferentes.

La diferencia absoluta entre las dos medias de PL2 y H1 es:

33.14-53.14| = 20.00

Luego se encuentra el error estindar comun de las dos medias:

. |1_/180.81 38.14
S; = —*( +—)=3.95

7 7

El nimero de grados de libertad para la prueba son:

(180.81 38.14)2

_ 7 7 _
9-L.GH = (180.81)2 (38.14)2 B
7 L7
71 71

(Este numero se redondea al entero mds cercano, en este caso se redondea
a ocho.)

En la Tabla de Tukey al 5%, con 8 grados de libertad y en la columna del
numero de medias de tratamientos (cinco) se encuentra el valor g, = 4.89. El
valor critico, consecuentemente es: qa*S}'-, =19.31

Como la diferencia absoluta entre las medias PL2 y H1 (igual a 20.00), ex-
cede el valor critico (igual a 18.72), se concluye que las dos medias son estadisti-
camente diferentes al nivel del 5%.
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De igual manera, se puede proseguir con comparaciones entre otras me-
dias. En todos los casos habrd que calcular las diferencias entre dos medias, los
errores estindar comunes y los grados de libertad para la prueba.

Comparaciones ortogonales

En la Seccién 17.1.3 se present6 el método de comparaciones ortogonales.
Se usa para identificar medias o grupos de medias estadisticamente diferentes,
después de que se haya efectuado el andlisis de varianza. Este es el mejor método
de comparaciéon de medias cuando los tratamientos son cualitativos. Sin embargo,
se requiere que las comparaciones o contrastes se hayan planificado de antemano,
para evitar comparaciones guiadas por los resultados. El método de comparacio-
nes o contrastes ortogonales no debe confundirse con el método de polinomios or-
togonales, procedimiento que se realiza cuando los tratamientos son cuantitativos.

Cada comparacién ortogonal tiene un solo grado de libertad. Esto hace que
pueda evaluarse el resultado mediante una prueba F o una prueba t, gracias a la
relacion F = t2 .

En experimentos con disefios completamente al azar, que presenten varian-
zas heterogéneas y diferente nimero de repeticiones, la mejor forma para realizar
comparaciones ortogonales es mediante la prueba T para observaciones no parea-
das. Esto, obviamente, si el arreglo o disefio de los tratamientos lo permite. En la
Seccién 9.3 se presento la férmula (40) para la prueba T:

Y-V
s, 52

[T

Esta prueba T es la indicada cuando las varianzas no son iguales. Los grados
de libertad se encuentran con la férmula (41), también empleada en el ejercicio
anterior. Veamos un ejemplo:

Ejercicio 23.3.3. Con los datos del rendimiento de maiz de tres hibridos y dos
variedades de polinizacién libre (Ejercicio 23.3.1) realice las siguientes compara-
ciones ortogonales: 1) los tres hibridos vs las dos variedades; 2) los hibridos H1
y H2 vs el hibrido H3; 3) el hibrido H1 vs el hibrido H2; y 4) la variedad PL1 vs
la variedad PL2. Como antecedentes, se conoce que los hibridos H1 y H2 fueron
desarrollados por una entidad local, mientras que el hibrido H3 proviene de una
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empresa comercial. Las dos variedades de polinizacion libre tienen también dife-
rente procedencia.

Para realizar las comparaciones, de acuerdo con la férmula (40), deben en-
contrarse las diferencias entre las medias de los grupos y las varianzas de los gru-
pos, tomando en cuenta el nimero de observaciones en cada caso. Con los datos
del Cuadro 1 del Ejercicio 23.3.1 se puede formar el siguiente Cuadro:

Cuadro 1. Estadisticas de los grupos para las comparaciones ortogonales

Grupos para las comparaciones
Estadisticas
H1+H2+H3 | PLI+PL2 | HI+H2 H3 H1 H2 PL1 PL2
Y 54.00 33.36 51.29 59.42 53.14 49.43 33.57 33.14
S? 43.30 168.86 37.91 10.61 38.14 35.95 184.95 | 180.81
n 21 14 14 7 7 7 7 7

La prueba estadistica T para la primera comparacién ortogonal y los grados
de libertad son:
54.00-33.36 _ 20.64

4330  168.86 376

= 5.49

4330  168.86\>
( 71 + 12 ) 199.47
9T = 307 168867 1140
B0y (1ee
211 1241

Ahora debe buscarse en la Tabla t el valor critico al nivel alfa al que se haya
planteado la prueba, con 18 grados de libertad. Si se toma alfa al 5%, el valor cri-
tico es igual a 2.10. Como el valor de la prueba estadistica T (5.49) supera el valor
critico (2.10), la decisién es aceptar la hip6tesis alterna de que la diferencia entre
las medias de los dos grupos es estadisticamente significativa. Es decir que los hi-
bridos en conjunto rindieron significativamente mas que las variedades.

A continuacioén, se presentan los resultados obtenidos con el programa Sta-
tistix y resumidos en el siguiente cuadro:
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Cuadro 2. Resultados de las cuatro comparaciones ortogonales realizadas

et Diferem.:ia Homoge.neidad Valor Gr.ados de P.r<.)ba-

De medias De varianzas deT Libertad bilidad
H1+H2+H3 vs PL1+PL2 20.64 no 5.49 17.5 0.0000
H1+H2 vs H3 -8.14 si -3.25 19 0.0042
H1vs H2 3.71 Si 1.14 12 0.2759
PL1+PL2 0.43 Si 0.06 12 0.9537

En el cuadro anterior se verifica que el rendimiento de los hibridos fue
claramente superior al rendimiento de las variedades de polinizacién libre. Al
comparar los hibridos entre ellos, el H3 tuvo un rendimiento significativamente
mayor que el de los dos otros hibridos. No hubo diferencia significativa entre los
hibridos H1 y H2, ambos desarrollados por una entidad local. Tampoco hubo
diferencia significativa entre las dos variedades de polinizacién libre.

Puede notarse que tres de las comparaciones tuvieron varianzas homogé-
neas. Aunque el resultado seria el mismo, para estos casos pudo emplearse la f6r-
mula (37) que es mds simple: las varianzas homogéneas se promedian y los grados
de libertad se encuentran con la férmula g/ =n, + nj—2, como se sefala en la
Seccién 9.3.

23.4. Aditividad de los efectos de los tratamientos

La aditividad de los efectos experimentales es otra de las presuncio-
nes necesarias para la validez de los andlisis estadisticos. El modelo lineal adi-
tivo, como ejemplo en el caso de los disenios de bloques al azar, es el siguiente:
Yj=p+1+7+¢;

En el modelo lineal estd implicita la aditividad de los efectos de los trata-
mientos (;) con el efecto de las repeticiones o bloques (7). Pero, ademas, la supo-
sicién bésica del modelo es que el error experimental (€;;) resulta de la interaccién
al azar entre tratamientos y bloques. Sin embargo, si la interaccién no es al azar,
el error experimental resulta inflado por causa de efectos multiplicativos entre
tratamientos y bloques.

En un modelo lineal multiplicativo, ¥;; = u + 7; + 7 + (7,1 + ;) , el efecto
multiplicativo 77 estd intimamente fusionado con el error experimental, lo que
invalida el andlisis de varianza. Cuando los efectos son multiplicativos, las varian-
zas o las desviaciones estindar son proporcionales a las medias.
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Sin embargo, Tukey (1949) desarrollé un procedimiento para estimar cuan-
to del error experimental se debe a la No Aditividad. El procedimiento consiste
en partir la suma de cuadrados del error experimental de los disefios de bloques
completos al azar. Esta prueba tiene un solo grado de libertad.

Si mediante la prueba de Tukey se demuestra que los datos no son aditi-
vos debe tratarse de corregir este problema. De lo contrario, los resultados de los
andlisis de varianza pueden llevar a conclusiones erradas. La correccién para este
caso, que no siempre produce los resultados esperados, consiste en una transfor-
macioén logaritmica de los datos. Esta transformacién tiene dos posibles efectos:
elimina la No Aditividad y homogeniza las varianzas.

Para realizar la prueba de Tukey se sigue los siguientes pasos:

*  Primer paso. Encontrar las desviaciones entre las medias de los tratamien-
tos y la gran media experimental: d; = Y;-Y. Encontrar también las des-
viaciones entre las medias de los bloques y la gran media experimental:
d =¥,

+  Segundo paso. Calcular los valores w;, que resultan de la sumatoria de

los productos de las observaciones Y;; por las desviaciones d;. Esto es:
— *
w; =Y Y;%d;

*  Tercer paso. Hallar el valor @, que es igual a Y, w; *d;

*  Cuarto paso. Encontrar las cantidades ¥ d?y > d]-2
QZ

————. Este valor es la Suma de
xa;*y d;

*  Quinto paso. Calcular la cantidad
Cuadrados de la No Aditividad.

+  Sexto paso. Determinar la significacién o no del componente de la
No Aditividad.

+  Séptimo paso. Si la No Aditividad resultara significativa debe procederse
a una transformacién de datos para tratar de corregir la desviacion del
modelo.

Veamos un ejemplo:

Ejercicio 23.4.1. En un experimento conducido con un diseno de bloques al azar
se evalud el efecto de cuatro practicas de control de malezas (A, B, C, D) en cinco
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Cuadro 1. Peso seco de malezas en decagramos por parcela

BLOQ TRATAMIENTOS R
A B C D

1 1.54 22.36 5.05 32.57 61.52

2 3.68 14.05 1.58 53.83 73.14

3 1.02 8.73 1.26 23.34 34.35

4 0.58 35.49 3.29 42.59 81.95

5 6.31 24.08 9.05 19.86 59.30

T; 13.13 104.71 20.23 172.19 Z Y;; =310.26
Y, 2.63 20.94 4.05 34.44 Y =15.51

En el Cuadro 2 se presenta el andlisis de varianza:

Cuadro 2. Andlisis de varianza de la variable peso de maleza

EV. S.C. G.L. C.M. F F, . F, . P
BLOQ 323.5 4 80.9
TRAT 3426.0 3 1142.0 14.6 3.49 6.93 0.0003
Error 941.4 12 78.5
Total 4690.9 19

Sin embargo, antes de llegar a conclusiones, es conveniente inspeccionar las
medias y desviaciones estdndar de los tratamientos. Si se observa alguna relacién
entre ellas puede deberse a la presencia de efectos multiplicativos. En el Cuadro

3 se presentan las medias, varianzas y desviaciones estandar de los tratamientos.

Cuadro 3. Medias (¥,), desviaciones estdndar (S;) y varianzas (s?)
de la variable peso de malezas de los tratamientos A, B, Cy D

Tratamientos Y; S; §7
A 2.63 2.38 5.66
B 20.94 10.25 105.03
C 4.05 3.18 10.12
D 34.44 13.98 195.42
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Puede notarse que las medias de los tratamientos parecen estar correlacio-
nadas con las desviaciones estdndar respectivas. A medias pequenias corresponden
desviaciones estdndar pequenas y a medias altas, desviaciones estandar altas. Esto
podria ameritar una transformacién de datos para romper esa dependencia.

La prueba de No Aditividad, desarrollada por Tukey, permite determinar
estadisticamente si se requiere transformar los datos. En el Cuadro 4 se presentan
los célculos preliminares para estimar la No Aditividad.

Cuadro 4. Cdlculo de las estadisticas que se requieren para la prueba
de No Aditividad de Tukey. Datos de peso de malezas del Cuadro 1

TRATAMIENTOS ESTADISTICAS
BLOQ .
A B C D 1% d; w; = Z Y *d; w;*d;
1 1.54 2236 | 5.05 3257 | 1538 | -0.13 | 660.03 -87.78
2 3.68 1405 | 1.58 53.83 | 1829 | 2.77 1029.47 2853.69
3 1.02 8.73 1.26 2334 | 8.59 693 | 461.51 -3196.20
4 0.58 3549 | 3.29 4259 | 2049 | 4.97 953.49 4743.14
5 6.31 24.08 | 9.05 19.86 | 14.83 | -0.69 | 321.49 221.18
Y; 2.63 2094 | 4.05 34.44 Q = 4091.66
d; -12.89 | 5.43 1147 | 18.93

Para encontrar el divisor se requieren estos dos valores:
Y d? = (-12.892)+...+(18.93%) = 685.20 Y X d} = (-0.13%)+... +(-0.69) = 80.88

La contribucién a la Suma de Cuadrados del Error Experimental por razén
de la No Aditividad es:
Q? 4091.66>

Yd#*y dj2 685.20*80.88 30

Esta prueba tiene un solo grado de libertad. La prueba se resume en el Cuadro 5.

Cuadro 5. Prueba de aditividad de Tukey

EV. S.C. G.L. C.M. F F) 0 E o P
No Aditividad 302.1 1 302.1 5.2 4.84 9.65 0.0435
Residuo 639.3 11 58.1
Error 941.4 12 78.5
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De acuerdo con el contenido del Cuadro 5, los datos no siguen el modelo
aditivo. Puede verse que el valor de F igual a 5.2 tiene una probabilidad menor que
el 5% (P = 0.04) . Por lo tanto, los resultados obtenidos en el Andlisis de Varianza
del Cuadro 2 pueden llevar a conclusiones erradas.

Con el programa Statistix, a continuacién de los andlisis de varianza de los
disenos de bloques completos al azar (BCA) se presenta la prueba de No Aditivi-
dad. Con los datos del Cuadro 1 los resultados son:

Cuadro 6. Andlisis de varianza de la variable peso de malezas,
en un disefo de bloques completos al zar. (STX)

Source DF SS MS F P

BLOQ 4 323.53 80.88

TRAT 3 3425.98 1141.99 14.56 0.0003
Error 12 941.37 78.45

Total 19 4690.89

Grand Mean 15.513 Cv 57.09

Tukey’s 1 Degree of Freedom Test for Nonadditivity

Source DF SS MS F P
Nonadditivity 1 302.082 302.082 5.20 0.0435
Remainder 11 639.288 58.117

Como puede constatarse, los resultados son iguales a los presentados en los
Cuadros 2y 5.

Para la correccién de la No Aditividad se recomienda una transformacién
logaritmica de los datos. Puede usarse cualquier base de logaritmos. En este ejerci-
cio se empleard los logaritmos de base 10. Cuando se presentan datos menores de
uno, para evitar logaritmos negativos, como en este ejercicio, la transformacién
que debe emplearse es: log;o(V;; + 1) .

Los datos originales del Cuadro 1 se presentan, transformados a la escala
logaritmica, en el Cuadro 7:
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Cuadro 7. Transformacién de la variable “peso de malezas”
en decagramos a la escala log(Y;; + 1)

BLOQ TRATAMIENTOS R,
A B C D

1 0.4048 1.3685 0.7818 1.5260 4.0810

2 0.6702 1.1775 0.4116 1.7390 3.9984

3 0.3054 0.9881 0.3541 1.3863 3.0339

4 0.1987 1.5622 0.6325 1.6394 4.0327

5 0.8639 1.3993 1.0022 1.3193 4.5847

T; 2.4430 6.4956 3.1821 7.6100 Z Yy = 19.7307
Y, 0.4886 1.2991 0.6364 1.5220 Y = 3.9461

Por lo demds, el andlisis de varianza procede en forma normal con los datos
transformados. En el programa Statistix se incluye, a continuacién del ADEVA, la
prueba de No Aditividad. Los resultados del andlisis se presentan a continuacién:

Cuadro 8. Andlisis de varianza de la variable peso
de malezas transformada a una escala logaritmica

Source DF SS Ms F P

BLOQ 4 0.31710 0.07927

TRAT 3 3.77475 1.25825 25.92 0.0000
Error 12 0.58251 0.04854

Total 19 4.67436

Grand Mean 0.9865 Cv 22.33

Tukey’s 1 Degree of Freedom Test for Nonadditivity

Source DF Ss MS F P
Nonadditivity 1 0.05928 0.05928 1.25 0.2881
Remainder 11 0.52323 0.04757

Relative Efficiency, RCB 1,10

Observe que el valor de F para la prueba de No Aditividad es igual a 1.25,
con una probabilidad P igual a 28.81%. Es decir que las desviaciones de la aditi-
vidad no fueron significativas. En otras palabras, la transformacién logaritmica
surtié efecto. Los datos ahora no se apartan del modelo lineal aditivo. Conse-
cuentemente las conclusiones a las que se llegue a partir de estos resultados tienen
validez estadistica.
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Observe también que gracias a la transformacion logaritmica de los datos
aument6 sensiblemente la precision del experimento. El coeficiente de variacién
disminuy6 de 57.09% a 22.23%. El valor de F es ahora igual a 25.92. La probabili-
dad de que estos resultados se deban exclusivamente al azar es P < 0.00009 .

Para reportar los resultados, como ejemplo, después de realizar pruebas
de Tukey u otras, las medias deben expresarse en la escala original. Para este caso
en que se sumé 1 al valor original del peso de las malezas, debe encontrarse el
antilogaritmo de la media transformada menos uno. Asi, como ejemplo para el
tratamiento A, que tiene media transformada igual a 0.4886 (Cuadro 7), se tiene:
antilog,,(Y,) = (10‘7*1-1) = (3.08-1) = 2.08. Note que este valor, 2.08 decagra-
mos, es diferente al de la media de los datos originales.

Comentario: John Tukey desarrollé también la prueba de falta de aditivi-
dad para el disefio Cuadrado Latino. Este procedimiento puede encontrarse en el
texto de Snedecor y Cochran (1967), pagina 334.






Capitulo 24
Estadistica no paramétrica

“Una respuesta aproximada al problema correcto vale
mucho mds que una respuesta exacta a un problema
indefinido”. John Tukey™

Hasta aqui se han visto principalmente varios tipos de andlisis para varia-
bles cuantitativas. Los métodos empleados fueron los de la estadistica paramé-
trica, es decir, la relacionada con poblaciones que tienen media y varianza. Con
cierto tipo de datos, aquellos que no pueden ser analizados con los métodos nor-
males del andlisis de varianza, porque violan las presunciones requeridas, puede
procederse al andlisis empleando técnicas distintas. Estas técnicas pertenecen al
campo de la estadistica no paramétrica. Su uso depende de las caracteristicas de
los datos, de cémo pueden agruparse y sobre todo, del objetivo de la investigacion.

En el Capitulo 8 se present6 la distribucién Ji-Cuadrado y se vieron varias
aplicaciones, incluyendo dos relacionadas con la estadistica no paramétrica: la
prueba para la “bondad de ajuste” y la “prueba de contingencia”. En este capitulo
se estudiardn tres nuevos procedimientos de analisis con métodos no paramétri-
cos. Estos métodos se emplean cuando hay evidencia que los datos no tienen una
distribucién normal o que las varianzas de las poblaciones no son iguales. Estas
condiciones se presentan generalmente en los siguientes casos:

+ Las observaciones provienen de escalas preestablecidas por el investigador,
como ejemplo, una escala de 1 a 10 para calificar el grado de susceptibi-
lidad de a una enfermedad vegetal. Otro ejemplo puede ser las respuestas
de un panel con relacién a un nuevo producto. Este es el caso de variables
cualitativas transformadas a escalas numéricas.

+ Las observaciones provienen de una variable cuantitativa discreta, en la
que puede suponerse una distribucion diferente a la normal o heterogenei-

55  Estadistico estadounidense. https://www.azquotes.com/author/14847-John_Tukey
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dad de varianzas. Ejemplos: ntiimero de larvas en tallos de maiz, nimero
de semillas germinadas, nimero de nédulos en raices de leguminosas, etc.
+ Las observaciones provienen de una variable cuantitativa continua, pero las
varianzas de las poblaciones no son estadisticamente iguales. En estos casos
podrian transformarse los datos y usar los métodos paramétricos, como se
vio en el capitulo anterior. Sin embargo, las transformaciones, cuando las
diferencias son muy grandes, no siempre producen el resultado deseado.

En todo caso, los andlisis paramétricos son mds eficientes y precisos que los
no paramétricos y generan mas informacién acerca de las poblaciones en estudio.
Esto implica que debe preferirse su uso si se cuamplen los requisitos necesarios.

Los requerimientos que las muestras deben ser tomadas al azar, que haya inde-
pendencia de las observaciones dentro de cada muestra e independencia entre mues-
tras son también necesarios para la validez de los experimentos no paramétricos.

24.1. Anélisis de Varianza de Kruskal — Wallis

El andlisis de varianza de Kruskal — Wallis (KW) es un método no para-
métrico con el que se comparan varios tratamientos, que pueden tener igual o
diferente nimero de observaciones. En este sentido es similar al disefio comple-
tamente al azar (DCA). Sin embargo, en la prueba KW el analisis se basa en las
ubicaciones ordinales de los datos experimentales. Esto es, las observaciones expe-
rimentales se transforman a rangos, que se designan como valores r; .

El valor de la prueba estadistica KW se encuentra con la siguiente férmula:

KW =[x

= — ﬁ_n*ﬂ]
V2

ni

(141)
Ecuacidn en la que:

*  R;son las sumatorias de los rangos de cada tratamiento
* n;son los nimeros de rangos de cada tratamiento
+ nes el nimero total de rangos

*  V?2es una cantidad similar a la varianza (“cuasi varianza”) que se calcula
con la siguiente férmula:

2 _ 1 2. « (M+1)?
V== [Ere | (142)

Ecuacién en la que 7; son todos y cada uno de los rangos del experimento.
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Las hipotesis

La hipétesis nula que se somete a prueba es que las poblaciones de las que
se obtuvieron las muestras tienen distribuciones similares. La hip6tesis alternati-
va plantea que por lo menos la distribucién de una poblacion es diferente a la de
las otras. Note que no se especifica la forma o tipo de distribucién. El valor de la
Prueba KW se compara con valores de Ji-cuadrado al nivel de significacién desea-
doy con k-1 grados de libertad, donde k es el ntimero de tratamientos.

La asignacion de rangos

Para realizar la prueba KW todos los datos u observaciones experimentales,
independientemente del tratamiento del que provengan, se ordenan del menor al
mayor, se numeran ordinalmente y luego, se transforman a una escala de rangos.
En el caso de datos repetidos, o empates, se asigna el rango correspondiente a la media
de los niimeros ordinales. Por facilidad del ejemplo supongamos solo dos trata-
mientos A y B con estos resultados: tratamiento A: 10,15, 17, 20 y tratamiento B:
13,15, 17,17, 18, 21. (Note que los tratamientos pueden tener diferente nimero
de observaciones.) En el siguiente cuadro se observa el procedimiento:

Cuadro 24.1. Transformacién de datos a una escala ordinal y asignacién de rangos.

Datos 0 |13 (15 |15 |17 |17 |17 |18 |20 |21
ordenados

Numero ordinal | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Rangos 1.0 [20 |35 |35 |60 |60 |60 |80 |90 |100
asignados

El andlisis consecuentemente procederia con los rangos de los
dos tratamientos:

Tratamiento A: rangos 1.0, 3.5, 6.0, 9.0
Tratamiento B: rangos 2.0, 3.5, 6.0, 6.0, 10.0

El ajuste de la prueba estadistica KW

En teoria, los valores KW siguen aproximadamente la distribucién Ji-Cua-
drado. Sin embargo, por causa especialmente de la presencia de rangos repetidos
(empates), pueden subestimarse los valores KW. Para compensar esta tendencia,
algunos investigadores, entre ellos Lehmann (2006), sugieren el empleo de un
factor de ajuste A como denominador del valor KW. La férmula del factor de
ajuste es:
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Z(e?'ei)
A=1-=—~—"1—=

Féormula en la que e es el numero total de rangos empatados en
cada tratamiento.

Si se rechaza la hipétesis nula puede identificarse, a un nivel de probabili-
dad determinado, qué distribuciones son estadisticamente similares y cudles son
diferentes. El procedimiento es similar a la prueba de la Diferencia Minima Signi-
ficativa (Capitulo 17). La férmula desarrollada por Conover e Iman (1981) es la
siguiente desigualdad:

o n-1-k 1, 1
|ra-rb|>ta/2*\/V2*( )* —+ =

n-k Nng Ny

(144)

El valor |7,-7;| es la diferencia absoluta (signo positivo) entre cualesquiera
de dos promedios de rangos que se quiera comparar. El valor de ta/2 se encuentra
en el Apéndice B, con n-k grados de libertad.

Veamos un ejemplo:

Ejercicio 24.1.1. En un experimento se evalu6 el efecto de varios fungicidas en la
germinacién de semillas de maiz. Los tratamientos fueron: A, B, C, D y el testigo
T. Cada tratamiento se asigné al azar a ocho parcelas en las que se sembraron 20
semillas. El suelo fue previamente inoculado con hongos patégenos. Los resulta-
dos se presentan en el siguiente cuadro:

Cuadro 1. Ndmero de pldantulas obtenidas en los cinco tratamientos

Tratamientos Numero de plantulas

A 12 13 15 11 14 16 10 12
B 6 9 8 11 8 10 7 10
C 11 15 9 12 8 14 13 12
D 16 18 15 14 17 16 13 17
T 8 5 7 4 3 5 2 7

Note que los datos del Cuadro 1 corresponden a una variable cuantitati-
va discreta.

El siguiente paso es ordenar, en forma ascendente, todos los datos y asig-
narles un rango. Esto se presenta en el Cuadro 2.
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Cuadro 2. Datos ordenados ascendentemente y rango asignado

Datos Rango Datos Rango Datos Rango Datos Rango
2 1 8 11.5 11 20 14 30
3 2 8 11.5 12 23.5 15 33
4 3 8 11.5 12 23.5 15 33
5 4.5 9 14.5 12 23.5 15 33
5 4.5 9 14.5 12 23.5 16 36
6 6 10 17 13 27 16 36
7 8 10 17 13 27 16 36
7 8 10 17 13 27 17 38.5
7 8 11 20 14 30 17 38.5
8 11.5 11 20 14 30 18 40

En el Cuadro 3 se presentan los tratamientos con los datos convertidos

a rangos:

Cuadro 3. Sumatorias R;, nimero de rangos 7,
promedio de los rangos 7; y nimero de empates €;.

Tratamientos Observaciones convertidas a rangos R; n; T e;
A 23.5 | 27 33 20 30 36 17 | 23.,5 | 210 8 263 | 8
B 6 14.5 | 11.5 | 20 11.5 | 17 8 17 105.5 8 132 | 7
C 20 33 14.5 | 23,5 | 11.5 | 30 27 | 23.5 | 183 8 229 | 8
D 36 40 33 30 38.5 | 36 27 | 38.5 | 279 8 349 | 7
T 115 | 45 |8 3 2 45 |1 |8 425 |8 53 |5

Puede observarse en el Cuadro 2 que hubo 35 rangos empatados. Los ran-
gos que no tuvieron empates fueron: 2, 3,4, 6 y 40. Con esta informacién se crea
la columna e; en el Cuadro 3.

Antes de calcular la prueba estadistica KW es necesario encontrar la suma-
toria de los cuadrados de todos los rangos (Cuadro 3). Esto es:

Yrf =23.5% +27% +33%+...+82 = 22115

Ahora se puede encontrar el valor de V2

v2 = 2 |22115-a0- BOF D] _ 13603
T 39 I e
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Con la informacién del Cuadro 3 se procede a encontrar el valor de la su-
matoria de los cuadrados de los rangos:
R? _ 2102 N 1052 N 1832 N 2792 N 42,52
n, 8 8 8 8 8

= 21045.81

Con los resultados anteriores se encuentra la prueba estadistica KW'

40 + 1)?
[21045.81-40*% = 31.14

136.03

Por el alto valor de la prueba estadistica KW/ no hace falta aplicar el factor
de ajuste A. Sin embargo, como ejemplo, el valor A se encuentra con la férmula
(143) y a partir del nimero de rangos empatados de cada tratamiento (tltima
columna del Cuadro 3):

L (83-8) + (73-7) +(83-8) + (73-7) + (53-5)

A I, = 0.9719
El valor ajustado de la prueba estadistica seria entonces KW, :
KW, = Kw 3114 32.04
ATTA T 097 T

El valor de Ji-cuadrado con k — 1 = 4 grados de libertad y al nivel alfa del
0.01 es igual a 13.27 (Apéndice C). Por lo tanto, la prueba estadistica es altamente
significativa. Esto quiere decir que debe rechazarse la hipdtesis nula y aceptar la
hipétesis alternativa de que por lo menos una distribucién poblacional es dife-
rente de las otras.

Mediante la férmula (144) se puede determinar, estadisticamente, qué dis-
tribuciones fueron diferentes. Si se toma, como ejemplo, el nivel de significacién
alfa 0.01 con 35 grados de libertad (n-k), entonces el lado derecho de la desigual-
dad es:

2.72* |136.03* (—40'1'31'14)* L
' ' 40-5 g '8

Es decir que, cualquier diferencia entre los promedios de dos rangos, ma-
yor que 7.5, indica que las poblaciones de las que se extrajeron los tratamientos
(muestras) tienen diferentes distribuciones. En el Cuadro 3 constan los prome-
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dios de los rangos. Los promedios ordenados y la significacion estadistica de las
diferencias se presentan en el Cuadro 4:

Cuadro 4. Promedio de rangos y diferencias significativas al nivel alfa del 0.01

Tratamientos

D

A

C

D

E

Rangos promedio

34.9

26.3

22.9

13.2

5.3

b

b

d

Significacién al 1%* a

*Letras mintsculas distintas sefialan diferencias entre rangos.

Con el programa Statistix los resultados de la prueba de Kruskal - Wallis
son los siguientes:
Statistix 9.0

Kruskal-Wallis One-Way Nonparametric AOV

Mean Sample
Variable Rank Size
A 26,3 8
B 13,2 8
C 22,9 8
D 34,9 8
T 5,3 8
Total 20,5 40
Kruskal-Wallis Statistic 31.1427
P-Value, Using Chi-Squared Approximation 0.0000
Parametric AOV Applied to Ranks
Source DF SS MS F P
Between 4 4235.81 1058.95 34.68 0.0000
Within 35 1068.69 30.53
Total 39 5304.50
Total number of values that were tied 35
Max. diff. allowed between ties 0,00001

Cases Included 40

Missing Cases 0
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Comentarios:

+  Note que Statistix presenta también el analisis de varianza paramétrico.
Este andlisis se realiza con los rangos. Es una alternativa mas rapida que la
prueba KW, sin embargo la prueba es poco conservadora. Esto determina
que los valores de F sean generalmente mas altos que los valores de la prue-
ba KW, como en este caso (KW = 31.14 vs F = 34.68).

+  En experimentos pequefios, con tres tratamientos y hasta 15 observacio-
nes, la aproximacidon de Ji-Cuadrado se desvia excesivamente de las proba-
bilidades reales. Para estos casos se han desarrollado tablas con las probabi-
lidades exactas (Conover, 1999). Estos valores también pueden encontrarse
en internet, como ejemplo, en la referencia de pie de pdgina’.

24.2. Anélisis de Varianza de Friedman

El Andlisis de Varianza de Friedman es otra prueba muy importante de la
estadistica no paramétrica. Este andlisis es equivalente al de un Diseno de Bloques
al Azar (BCA), pero tiene como ventaja, igual que otras pruebas no paramétricas,
que no requiere el cumplimiento de las presunciones de las pruebas paramétricas.
Idealmente se emplea para estudios que involucren variables cualitativas y cuanti-
tativas discretas. Sin embargo, también se usa para casos de variables cuantitativas
continuas que no provengan de poblaciones de distribucién normal o que tengan
varianzas heterogéneas.

Como se trata de un diseno equivalente a un BCA, las unidades experimen-
tales estdn agrupadas en bloques, dentro de los cuales se sortean los tratamientos.
En algunos experimentos los resultados relacionados a los bloques no interesan
mayormente. Pero debe tomarse en cuenta que el BCA es un experimento con
dos factores (tratamientos y bloques) y habrd casos en que el investigador tenga
interés en las respuestas de los dos.

La prueba estadistica

La prueba estadistica MF (por Milton Friedman) genera, a semejanza de
la prueba de KW, un valor que se aproxima a la distribucién Ji-Cuadrado. La
férmula es:

56  National Academy of Sciences (US) Statistical Tables. https://onlinepubs.trb.org/onlinepubs/
nchrp/cd-22/manual/v2appendixc.pdf
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12 YRy
MFp = *e—=-3b*(k+1
T~ k2+k) b (k+1) (145)

Férmula en la que:

*  MF; es la prueba de Friedman para los tratamientos
+  kes el numero de tratamientos

* Ry eslasuma de los rangos en el tratamiento k

* b esel numero de bloques

+  Los valores 12 y 3 son constantes en la formula

Si es que hay interés en probar la hip6tesis nula de que los bloques provie-
nen de poblaciones con distribuciones similares, la férmula de la prueba estadis-
tica es:

MFB =

12 ¥R
oy xSk ) (146)

Férmula en la que Ry es la suma de los rangos en el bloque j

El factor de ajuste

A semejanza de la prueba KW, por la presencia de rangos empatados (e;) se
presenta la tendencia a subestimar el valor de la prueba de Friedman, por lo que
se emplea un factor de ajuste para el efecto de los tratamientos:

_ 1. Z(el-e)
AT =1 bk*(kz-l) (147)

La expresion e; de la formula (147) representa el nimero de rangos em-
patados, que puede ser dos o mas. Esto se toma en cuenta dentro de cada bloque
o hilera. Suponga que en una hilera los valores de los tratamientos tienen estos
rangos a, a, a, b, b. Hay por lo tanto tres y dos rangos empatados. El aporte de esta
hilera al numerador de la féormula sera: (33-3) + (23-2) = 30. Esta cantidad se
sumard a las cantidades de los otros bloques o hileras.

De igual manera, si hay interés en los bloques, la férmula para el factor de
ajuste tiene en el denominador la cantidad bk*(b?-1). El numerador ¥(ef -e) se
obtiene a partir de los empates dentro de cada uno de los tratamientos o columnas.
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Si se rechaza la hip6tesis nula es posible identificar cudl o cudles poblaciones
son estadisticamente diferentes. Con esta finalidad se han desarrollado varios proce-
dimientos. Como ejemplo, en este texto se empleard un método no paramétrico que
se basa en los valores de la distribucién t de Student para la prueba de Tukey. Esta
prueba no es excesivamente conservadora, como su contraparte paramétrica, ni ex-
cesivamente liberal como otras pruebas (Siegel y Castellan, 1988). La férmula es:

bk*(le+1)
[Ri-R;| > 40" |[——
(148)

En esta prueba R; y R; representan las sumatorias de los rangos de cua-
lesquiera de dos tratamientos. Si se desea probar diferencias entre los bloques,
R; y R; seran las sumatorias de los rangos de cualesquiera de dos bloques. En
el caso para bloques, el numerador dentro del signo de raiz cuadrada cambia a

bk*(b + 1) -

Veamos un ejemplo:

Ejercicio 24.2. En un experimento se realizé una prueba de sabor de seis produc-
tos por parte de cinco catadores. Se les pidi6 calificar los productos en una escala
de 1 (poco agradable) a 5 (muy agradable). En las calificaciones se permitié que
los catadores expresaran algunas de sus decisiones con valores intermedios. Los
resultados se presentan en el Cuadro 1.

La asignaciéon de rangos para los tratamientos (productos) se realiza por
hileras. Por ejemplo, para la primera hilera las calificaciones puestas en orden son:
3,3,3,3.5,4, 5. Los puestos 1,2 y 3 tienen la misma calificacién, por lo tanto, el
rango que se asigna a la calificacion 3 es el promedio de la suma de los ntimeros
ordinales, esto es 6/3=2. Los rangos se presentan en el Cuadro 2.

Cuadro 1. Calificaciones originales de cinco catadores
para la prueba de sabor de seis productos

Productos
Catadores
A B C D E F
Catl 3 3 4 3.5 3 5
Cat2 3.5 2.5 4 3 1.5 4
Cat3 2.5 2.5 3.5 4 3.5 3.5
Cat4 2.5 4 3.5 3.5 2 4
Cat5 3.5 2.5 4 3 2 4.5
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Cuadro 2. Calificaciones convertidas a rangos
para la prueba de sabor de seis productos

S Productos
A B C D E F
H1 2 2 5 4 2 6
H2 4 2 5.5 1 5.5
H3 1.5 1.5 4 6 4 4
H4 2 5.5 3.5 3.5 1 5.5
H5 4 2 5 3 1 6
Zn =Ry 13.5 13 23 19.5 9 27
i 2.7 2.6 4.6 3.9 1.8 5.4

Al sumar los rangos de cada tratamiento se obtienen los valores R; (Cua-
dro 2). Mediante la férmula (145) se encuentra la prueba estadistica MF para los
tratamientos (o productos):

12 13.5% +13.0%+...4+27.02

MF, =
"7 (36+6) 5

-15*%7 = 13.31

El factor de ajuste (férmula 144) se calcula a partir de las hileras. Esto es
igual a:

L (3%-3) +(23-2) + (2°-2) + (3°-3) + (2°-2) + (2°-2)

Ar 30*35

= 0.9314

Note, como ejemplo, que en la primera hilera (H1) hay tres datos empata-
dos, por lo que (e3-e) = (33-3). En la tercera hilera hay dos y tres datos empata-
dos, por lo que la contribucién de esta hilera al ajuste es: (23-2) + (3%-3)-

El valor de la prueba MF para tratamientos, ajustada por razén de los em-
pates, es igual a:

00314 1429

MFr(A) =

En la tabla de Ji-Cuadrado (Apéndice C), al nivel del 5% y con k-1 =5
grados de libertad, el valor critico es igual a 11.1. Como el valor de la prueba es-
tadistica 14.29 es mayor que el valor de Ji-Cuadrado en la tabla, se concluye que
hay suficiente evidencia para rechazar la hipétesis nula. Es decir que, por lo menos
una de las poblaciones tiene una distribucién diferente.
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Para identificar la o las poblaciones con distribuciones diferentes se puede
emplear la formula (148). El procedimiento es semejante al de la prueba de Tukey.
El valor g, se encuentra en la tabla respectiva (Apéndice E), al nivel alfa del 5% o
1% y en la columna para el numero de tratamientos, en este caso, seis. El nimero
de grados de libertad para la prueba es bk-k = 24. El lado derecho de la desigual-
dad es el valor critico para comparar las diferencias entre los valores R:

bik*(k + 1)
Go.05* T = 4,37*4.18 = 18.26

Si la diferencia absoluta de dos rangos excede el valor critico de 18.26 se
concluye que las dos poblaciones tienen estadisticamente diferentes distribucio-
nes. Los resultados ordenados se presentan en el Cuadro 3.

Cuadro 3. Sumatorias de rangos de los productos y diferencias significativas al 5%

Productos F C D A B E
Sumatoria de rangos 27.0 23.0 19.5 13.5 13.0 9.0
Significacién al 5% a ab ab ab ab

*Letras mintsculas distintas marcan diferencias estadisticas significativas

Note que la tnica diferencia significativa es entre los productos F y E.

En este ejemplo, el andlisis de las respuestas de los catadores (bloques)
podria ser de interés. En algunos casos, esta informacion ayuda a interpretar en
mejor forma los resultados y a refinar la técnica para futuros ensayos. El procedi-
miento para identificar posibles diferencias entre catadores (bloques) es similar al
utilizado para los productos (tratamientos).

A partir del Cuadro 1 de los datos originales, la asignacién de rangos para
los catadores (bloques) se realiza por columnas. Por ejemplo, para la primera co-
lumna (C1) las calificaciones originales (Cuadro 1) fueron 3, 3.5, 2.5, 2.5, 3.5.
Puestas en orden del 1 al 5 son: 2.5, 2.5, 3, 3.5,y 3.5. Los puestos 1 y 2 estan empa-
tados por lo que se asignan los rangos 1.5y 1.5. Esto es: (142)/2 para cada rango.
También estdn empatados los puestos 4 y 5, por lo que se asignan los rangos 4.5
y 4.5. Esto es: (4+5)/2 para cada rango. A la calificacién 3 le corresponde en este
caso el rango 3. Por lo tanto, la columna C1 queda asi: 3, 4.5, 1.5, 1.5 y 4.5. Se
contintia de manera similar con las otras columnas. El resultado se presenta en el
Cuadro 4.
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Cuadro 4. Calificaciones convertidas a rangos para la variable “Catadores”

Columnas _
Catadores Rp i
C1 C2 C3 C4 C5 C6

Catl 3 4 4 3.5 4 5 23.5 3.92
Cat2 4.5 2 4 1.5 1 2.5 15.5 2.58
Cat3 1.5 2 1.5 5 5 1 16 2.67
Cat4 1.5 5 1.5 3.5 25 2.5 16.5 2.75
Cat5 4.5 2 4 1.5 2.5 4 18.5 3.08

A continuacién, mediante la férmula (146), se calcula la prueba estadistica
ME para los bloques, en este caso, para los catadores:

12 *23.52+15.52+...+18.52
~(25+5) 6

MFg -18*6 = 2.87

El valor del ajuste para los catadores, por razén de los empates en las co-
lumnas o tratamientos, tiene el siguiente numerador Z(el.3 -e), esto es:

(23-2) 4+ (23-2) + (33-3) + (33-3) + (23-2) + (23-2) + (23-2) + (23-2) + (23-2) =90

Note, como ejemplo, que en la C1 hay dos empates de dos rangos cada uno.
En la C2 hay tres rangos empatados. Observe los rangos empatados en las otras
columnas.

Por lo anterior, el valor del ajuste para la variable “catadores” es igual a:

Y(e-e) . 90

=1- =1- =0.87
B bk*(b2-1) 3022~ 0875

El valor de la prueba estadistica MF ajustada en funcién de los empates es:

El valor de la prueba estadistica 3.28 es menor que el valor critico de Ji-
Cuadrado, al nivel de probabilidad alfa 5% y con b — 1 grados de libertad. Esto

es: )((20.05)(4gl) = 9.49. (Apéndice C.) Consecuentemente se concluye que no hay
suficiente evidencia para rechazar la hipdtesis nula.

El resultado anterior indica que no hubo diferencias estadisticas significa-
tivas entre los catadores. Es decir, en términos generales, no existié mayor discre-
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pancia entre los catadores al calificar el sabor de los productos. Esta conclusién
genera mas confianza en los resultados obtenidos con la prueba de Friedman para
los productos.

Con el programa Statistix los resultados fueron:

Friedman Two-Way Nonparametric AOV for Calificac = Productos
Catadores

Mean Sample
Productos Rank Size
1 2,70
2 2,60
3 4,60
4 3,90
5 1,80
6 5,40

(2 C G G BN e

Friedman Statistic, Corrected for Ties 14.294
P-value, Chi-Squared Approximation 0,0138
Degrees of Freedom 5

Mean Sample
Catadores
Rank Size
1 3,92 6
2 2,58 6
3 2,67 6
4 2,75 6
5 3,08 6

Friedman Statistic, Corrected for Ties 3.2762
P-value, Chi-Squared Approximation 0,5127
Degrees of Freedom 4

Comentarios:

+  Observe que Statistix presenta los promedios de los rangos. Las féormu-
las que emplea para calcular las pruebas estadisticas son diferentes a las
del ejemplo, pero obviamente los resultados son iguales, salvo errores
por redondeo.

* En la prueba de Friedman, la aproximacién de Ji-Cuadrado, cuando el
numero de tratamientos es tres o cuatro o el ndmero total de observacio-
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nes es menor que 13, se desvia sensiblemente de los valores criticos reales.
Para estos casos, igual que en la prueba de Kruskal-Wallis, debe acudirse a
tablas, en internet u otros textos, que presentan las probabilidades exactas.

24.3. La correlaciéon de rangos de Spearman

La correlacién simple es una medida del grado de asociacién de dos varia-
bles. Cuando se puede presumir que por lo menos una de las dos variables tiene
una distribucién normal, se usa el andlisis de correlacién de Pearson, método des-
crito en el Capitulo 12. Si las variables no siguen la distribucién normal, como es
generalmente el caso de las variables discretas, una alternativa es transformar los
datos. Si esto no surte efecto, entonces el camino a seguir es emplear el procedi-
miento no paramétrico conocido como correlacion de rangos de Spearman.

Para el analisis los datos pueden colectarse como rangos o puede asignarse
los rangos después. La correlacion de Spearman mide la correspondencia entre los
rangos de observaciones pareadas que provienen de dos variables, X y Y. Sin em-
bargo, la designacién X y Y no presupone la dependencia de una de las variables
con relacién a la otra.

Los rangos deben asignarse en forma independiente a cada par de obser-
vaciones de las variables X y Y. Los rangos se asignan mediante un procedimiento
similar al empleado para la prueba de Kruskal y Wallis o la prueba de Friedman.

Las hipdtesis

La hipétesis nula plantea que el parametro de la correlacién de Spearman,

identificado con la letra griega “rho” con el subindice “s” (ps), es igual a cero. La
hipétesis alternativa por el contrario sefiala que Ps no es igual a cero:

Hy:ps =0 g Hyips # 0

El coeficiente de correlacion de Spearman

El coeficiente de correlaciéon de Spearman 7y es la estadistica que mejor es-
tima p. Igual que en el caso de la correlacion de Pearson, los limites de 75 son -1
y +1. El valor -1 indica una correlacion inversa perfecta, mientras que el valor +1
indica una correlacion directa perfecta (sin error). El coeficiente de correlacion
de Spearman es una medida de correspondencia entre los rangos, sin que esto
implique necesariamente la presencia de una correlacién lineal.
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Para encontrar el valor de r; se utiliza la siguiente férmula:

SPxy

Ts J5tx5Cr (149)

Puede notarse que el lado derecho de la férmula (149) es igual al de la
férmula (78) del Capitulo 12, la que se usa para encontrar el coeficiente de co-
rrelacién de Pearson (7). Sin embargo, para calcular el coeficiente de correlacién
de Spearman (%5) as sumas de productos y las sumas de cuadrados se calculan a
partir de los rangos de X y Y.

Cuando no se presentan empates en los rangos, tanto de X como de Y, pue-
de utilizarse un procedimiento mds rdpido para encontrar el valor de 7. La for-
mula, derivada algebraicamente a partir de la férmula anterior, es:

6y d?

NCEED)

=1 (150)

En esta dltima ecuacion se tiene que:
« d; esla diferencia entre los rangos de un mismo par.
* n es el namero de pares.
«  El valor 6 es una constante.

Incluso si hubiera pocos empates y el niumero de pares fuera relativamente
elevado (alrededor de 20), los resultados con las dos férmulas tenderian a diferir
muy poco. Las conclusiones por lo general serian las mismas.

La prueba estadistica que se utiliza es una prueba t, similar al caso de la
correlaciéon de Pearson:

PEt = 522
1-r2
; (151)

Veamos un ejemplo:

Ejercicio 24.3. En un experimento se estudi6 la posible relacién entre el ntimero
de mazorcas de maiz buenas (sin dafio por hongos) y el nimero de pupas de lepi-
dépteros en el suelo, antes de la siembra. Los resultados obtenidos en parcelas de



ESTADISTICA NO PARAMETRICA

495

20 m? se presentan en el Cuadro 1. Para el andlisis se decidi6 emplear la prueba t
para la correlacién de Spearman.

Cuadro 1. Observaciones pareadas X y Y para nimero de mazorcas buenas
y nimero de pupas, respectivamente. Rangos y diferencias X-Y entre rangos

X 63| 57 | 48 | 53 74 |42 | 54|49 |66 | a5 68 60 | 51 57
Y 1316 |23 |2 4 |2 [ 19|24 |21 |20 18 12 |16 18
iango 11|85 3 6 14 |1 7 |4 12 |2 13 10 |5 8.5
Rangoy | 2 | 45| 13 |95 |3 12 |8 |14 |11 |95 6.5 1 |45 |65
d; 9 |4 |20 |35 |10 | a1 | a0 |1 |75 |65 9 |os |2
d? 81 | 16 | 100 | 1225 | 121 | 121 | 1 | 100 | 1 | 5625 | 42.25 | 81 | 025 | 4

Debe recordarse que las hip6tesis que normalmente se evaldan a un nivel
alfa de 5% y 1% de probabilidad son:

Hy:ps =0

Hi:ps #0

A partir de la informacién del Cuadro 1 se puede calcular el coeficiente de
correlacién de Spearman.

Por razén del ejercicio se comparardn los resultados que se obtengan con
las dos féormulas.

Para el caso de la férmula (149) se requiere encontrar las sumas de produc-
tos y de cuadrados de los rangos:

105*%105

+ SPyy = (11%8) + (8.5*4.5)+... +(8.5%6.5)- —— = -142

2
*SCx = (112 +8.5%+... +8.5%)-—— = 227

2
oSGy = (22 + 4.5+, +6.52)- -~ = 226

Con la informacién anterior se calcula el coeficiente de correlacién
de Spearman:

142
r=me—— = -0.6269
5 \227%226
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El valor critico de la prueba estadistica t, segin la formula (151), es:

Bt = -0.6269*V14-2

= 2.7870
Vv1-0.62692

El valor de t en la tabla B del apéndice, con n — 2 = 12 grados de libertad y
al nivel alfa del 5% (prueba de dos colas), es igual a 2.1790. Como el valor de la
prueba estadistica excede al valor de la tabla se puede sefialar que existe una corre-
lacién estadisticamente significativa entre las dos variables. Puede sefialarse que

un menor nimero de pupas en el suelo incide en un mayor nimero de mazorcas
no atacadas por hongos. La probabilidad de error es de 5%.

Con la férmula (150) el resultado, con la informacién del Cuadro 1, es:

6*(81 4 16 + 100+... +4)
) 143-14

R = =-0.6198

Como puede verse, los resultados al aplicar las dos férmulas son bastante
similares. La pequena diferencia en este caso se debe a la presencia de dos rangos
empatados en la variable X y seis rangos empatados en la variable Y.

Con el programa Statistix los resultados son:
Statistix 9.0 Spearman r ej cap 24

Spearman Rank Correlations, Corrected for Ties

MzMaizR
PupasR -0,6269
P-Value 0.0192

Maximum Difference Allowed Between Ties0, 00001

Cases Included 14Missing Cases 0

Comentario final

iEspero que se hayan divertido!
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Cuadro de foérmulas
numeradas en el texto

_xh
N

= IX/YI*YZ*Y:;. .. YN

N
1
3. Media armoénica H=N / Z <_)
£\,
1=

1. Media de la poblacién

D

2. Media geométrica

4 Medi derad Up = D) fili
. edia ponderada P =
X fi
Y- 2
5. Varianza de la poblacién, FO* g2 = —Z( L 'u)
N
Y, 2
Z Y'Z‘ (Z l)
6. Varianza de la poblacion, FC* o2 = i N
N
7. Desviacién Estdndar (poblacién) g =+/02
9
8. Coeficiente Variacién (poblacién) CV = ; 100
9. Distribucién Z poblacién normal Z=;-w)/o
10.  Media de la muestra Y = Z Y; / n

57  FO, férmula de origen
58 FC, Férmula computacional
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11.  Varianza de la muestra, FO
n-1
2
Z Y'Z _ (Z Yl)
12.  Varianza de la muestra, FC §2 = i n
n-1
13.  Desviacion Estdandar (muestra) S = \/ E
S 2
14.  Error Estandar Sy = |—
n
S
15.  Coeficiente de variacién (muestra) cv = 7 *100
16.  Probabilidad, eventos _ *
independientes P [A n B] - P(A) P (B)
17.  Probabilidad, eventos excluyentes P [A UB ] =P (A) +P (B )
n!
18.  Probabilidad, eventos combinados =— px q (n-x)
x! (n-x)!
19.  Media de la distribucién binomial U =n*p
20.  Varianza de la distribucién binomial 0'2 = n*p*q
21.  Media de la poblacién de medias Uy = Uy
22.  Varianza de la poblacién de medias oy = O'yz /n
23.  Desviacién estandar poblacién oo = |o2 /n
medias y¥ =Y
24.  Distribucién Z poblacion de medias VA v = ()_’l- y}—,) / oy
i Y-pg
25.  Prueba estadistica Z P.E.Z.= O'_

~I
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26.  Poder de la prueba PP=1-p
27.  DE*poblacién de medias, distribu- o
cion binomial 95 = pq/ n
o Y-uy
28.  Distribucién t de Student = —_—
Sy
29.  Intervalo de confianza, media P(Y-ta/zsj, Susv+ ta/zsy) =1-a
,  (n-1)$?
30.  Prueba Estadistica Ji-Cuadrado PEy“ = —_—
0o
(n-1)s* .  (n-1)§?
31.  Intervalo de confianza, varianza p - <0° < — | = 1-a
X(a/2) X(1-a/2)
0b-Es)?
32.  Prueba Ji-Cuadrado, proporciones XZ = Z g
Es
Ob-Es|-0.5)?
33.  Ji-Cuadrado, correccién de Yates )(2 = Z u
Es
Sk
34,  Distribucién F de Fisher ==
Sk
1
35.  Distribucién F, alfa cola izquierda F Ve V) (1-a) = F—
VaVp)(@)
. §2
36.  Prueba F, homogeneidad de __ “Mayor
: P.E.F =
varianzas SZ onor
Y,-Yg
37.  Pruebat, observaciones no pareadas N 2 1 1
s2(=+ )
ng nNg
' o _ (a-DSE + (np-1)Si
38.  Varianza ponderada Sp =

ny +ng-2

59

DE, Desviacion Estandar
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. 2 _SA+Ss
39.  Varianza ponderada, 4 = Np Sp = >
Yy-Yp
T =
40.  Prueba T, vari heterogé 2 2
rueba T, varianzas heterogéneas S2 N S2
ng  7Np
2 N
(e+22)
LT =—4 T8
41.  Prueba T, grados de libertad g-t-t= S2 2 S2 2
) . G)
Ny np
ny-1 + ng-1
¢ = d-Ug
42.  PEt, observaciones pareadas 2
Sg/n
. N N
43.  Media de las diferencias d==—
n
d?-(Y d;)?/n
44,  Varianza de las diferencias Sc% = M
n—1
45.  Error estdndar de las diferencias Sa= 1S 5 /n
d
46.  Prueba t, diferencia entre dos medias t = —
Sa
47.  Intervalo, media de la diferencia P(d-ta/z*Sd Sug<d+ ta/z*Sa) =1-a
48.  Ecuacién de la linea recta Y = by + b X
49.  Modelo regresion lineal simple Y = Bo + 1X; + &
50.  Estimadores, regresion lineal simple Y =by+ b X +e
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2 ~AN\2
51.  Suma cuadrados del error e; = (Yl-Yl)
52.  Valores estimados de Y Y; = by + b1 X
ZYl =nb0+blin
53.  Ecuaciones normales, regresion
— 2
San-nTxen s
COVyy
54.  Coeficiente de regresion lineal® 1= T
X
2XiYi
55.  Covarianza, muestra COVvy = SP Xy _ ZXiYi- n
1 n—1
2
2. (XXi)
56.  Suma de cuadrados, X 52 — SCy _ z:Xi T
T n-1 n—1
LS‘PXY
57.  Coeficiente de regresion lineal b1 ==
SCy
58.  Lainterseccion b o = Y-bl)_(
: Y(Yi-¥)? _ SCE
59.  Cuadrado Medio del Error CME = =
n—2 n—2
, , by-Pip
60.  Pruebat, coeficiente de regresion t = 5
b
61.  Error estandar, coeficiente de _ CME
regresion b~ |'sc X
62.  Pendiente, intervalo P(bl-ta/z*Sb <P1<b + ta/z*Sb) =1—-a

60 Férmulas 54 y 57 son equivalentes
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63.  Modelo, regresién multiple Y, =Bo + P1X; + ﬁinz + ﬁ3Xi3- - +ﬁnXin + &
64.  Modelo, regresiéon cuadratica Yi = Bo + B1Xi + B2 X 12 + ¢
65. Ecuac%o.nes normales, regresion Z X,Y, = by Z X, + blz X? + b, Z X,X?
cuadratica
le? Y, = bOZXf + bIZXiXiZ + bZZXiZXiZ
66.  Suma de cuadrados total® SCT = Z(Yl-}_’)z
Y;)?
67.  Suma de cuadrados total SCT = SCy = Z Yiz - (Z l)
n
. .2
68.  Regresion lineal®?, férmula original SCReg = Z (Yi'Y)
~\2
69.  Regresion lineal SC Re g= z )’}2 . (Z Y)
n
- (SPxy)?
70.  Regresion lineal SCRe g = ———
9= T 5tx
_ 2 o .2 .2
71.  Componentes de Regresion z Y;-Yy) = Z (Yi'Y) + E(YL-YE)
72.  Componentes de Regresion SCT = SCReg + SCE
73.  Suma de Cuadrados del Error SCE = SCT—SCReg
SCReg
74.  Cuadrado Medio de Regresion CM Re g= ﬁ
61 Suma de Cuadrados Total, formula original
62  Suma de Cuadrados de regresién, férmula original
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. SCE
75.  Cuadrado Medio del Error CME = —
n-k
: CMReg
76.  Prueba F en regresion F = W
77.  Coeficiente de correlacion simple r=. by x*by y
78.  Coeficiente de correlacion simple® = T
SCy* SCy
79.  Pruebat laci6 PEt mn- 2
. rueba t, correlacion R R—
V1 —1r?
80.  Coeficiente de determinacion simpl 2—(SPXY)2
. oeficiente de determinacién simple = —
SCx*SCy
81.  Coeficiente de determinacion® RZ — SCReg
multiple T SCT
82.  Coeficiente R ajustado Ry j=1- W
83.  La gran media experimental Y = Z Yij / n
84.  Suma de Cuadrados Total SCT = Yi?'F Cc
Y 2
85.  Factor de Correccién FC (2 if)
n
T?
86.  Suma de Cuadrados de Tratamientos SCTrat = —L-FC
r.
]
87.  El modelo lineal aditivo del DCA® YVij=p+1 +eg;

63 Foérmulas 77 y 78 son equivalentes
64  Esta formula también sirve para encontrar r2 a partir del Analisis de Varianza de Regresion
65 DCA son las siglas de Diseno Completamente al Azar
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88.  Modelo I, F de Cuadrados Medios o° +
(k-1)
esperados F =
0-2
2
89.  SC Repeticiones, diseno BCA SCR = k] -FC
. . YT
90.  SC Tratamientos, disefio BCA SCTrat = -FC
r
(r-1)*CMR + r(k-1)*CME
91.  Eficiencia Relativa, BCA sobre DCA =
(rk-1)*CME
H?
92.  Cuadrado Latino, SC hileras SCH = Z Tl -FC
Cc?
93.  Cuadrado Latino, SC columnas SCC = z J . FC
k
TZ
94.  Cuadrado Latino, SC tratamientos SCTrat = z Tk -FC
95.  Numero de comparaciones entre _ k*(k '1)
pares de medias w= 2
— 4 ¥C_
96.  La Diferencia Minima Significativa DMS = t% S d
97.  LaPrueba de Tukey TUK = qa*57
98.  La Prueba de Scheffé SCH = Sa*\/glk*Fa
99.  La Prueba de Bonferroni BON = ta'*Sa
, a
100. La Correccién de Bonferroni a =
2xW
101. La Prueba de Duncan AMD = qa'*S;
102. LaPrueba de SNK = Qa'*s}_/

Student-Newman-Keuls
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103.

Error estandar, diferentes r

104. Prueba de Tukey, diferentes r
qa*S a
105. Prueba de Duncan, diferentes r AMD = 7
Qa' *S5
106. Prueba SNK, diferentes r SNK = \/E d

107. Prueba de Dunnett DNT = t,(Dunnett)* M
108. Intervalo de Confianza, Dunnett IC = (?l_Y_T) +t,* M
Tr

109.

Contraste lineal

Qi = Z ¢iT; Z ¢Tj

110.

Suma de Cuadrados del contraste
lineal

2
sco =%
l

111.

Divisor de la Suma de Cuadrados

D; :chiz

112.

Sumatoria de SC de contrastes
ortogonales

Z SCQ; = SCTrat

113. II;f:ces, desviacion tratamientos Di — ( kTi-T‘ Bt + Z Ti)
ques
2
114. Error (B*R), Latices balanceados SC (B*R) = %
CME (B*R)-CME v
115. Latice balanceado, factor de ajuste =
kZ*CME (B*R)

116. Tratamientos ajustados, latice . — T *7).

balanceado Tl (ajust) TL tq Dl
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117. SCTrat ajustados, latice balanceado S CTrataj = m -FC SCTrataj
118. Cuadrado Medio Error efectivo CMEefect = CMEint rb*(l + qk)
Z B2 Z RZ
119. Létice parcial, bloques sin ajuste SCBgip, aj = J Zn
k k
SCEintrpi
120. CM Error Intra bloque CMEi v = kD * (rk-k — 1)
SCB ajust
121. CM Bloques ajustados CMBajust = W]l)
L LE d q CMBajust'CMEintrbl
122. Latice parcial, factor de ajuste = 2 (
r-1) * CMB,;
just
123. Latice parcial, tratamientos . — L
ajustados SCTrat, just = SCTratsip q just Q
1*SCBgin qj
124. Latice parcial, valor de Q Q=qk(r—1)* (WT:}% 'SCBajust>
CMEgcy
125. Latice parcial, eficiencia relativa al = kg
BCA CMEmtrbl (1 + k + 1)
n!
126. Numero de interacciones NI = m
k* InS2-Y In S?
127. Prueba de Bartlett PB)(Z = f( X ! )
C
XXiXY Z Y;
128. Covarianza, factor de correcciéon F ny
129. Covarianza, suma de productos total SPT = Z X;Y;-FC,
. 2Ty y
130. Suma de productos, tratamientos SPTrat = -FC




131. Covarianza, suma productos del SPE = SPT-SPTrat
error
2
132.  Suma de cuadrados corregida Total SCCT, = SCT,,- (SPTxy)
' y Y TSCT,
2
133.  Suma de cuadrados corregida, Error SCCE, = SCE (SPEXy)
' ' y Y SCE,
134. Suma de cuadrados corregida — _
Suma de cuag SCCTrat, = SCCT,-SCCE,
E CME,
135. Covarianza, eficiencia relativa - CMTrat )
* x
A
i6 Y, = JT7T00) 22
136. Transformacién arcoseno i = arcsen( i / ) T
1 N2
_ =1 Zwi(r)
137. Prueba F de Welch _1+2(k_2)*2( 1 )*( _%)2
k2 -1 n; — 1 w
Ld _ k? -1
138. Grados de libertad, prueba de Welch g-t.aenom.= 3 ( 1 )*( Wi)z
139. Prueba de medias, Games-Howell |Y1'Y]| > qa*SY
; 1 (s? S}
140. Error estandar, prueba s = %[ 2 j
Games-Howell Y 2 \n; n;
1 R?  (n+1)?
141.  Kruskal-Wallis (KW), ADEVA KW =—| ) —-n*
/& n; 4
1 (n+1)?
142. Cuasi varianza, KW V2 = Z T'iz -n*
n—1 4
3_
143.  Factor de ajuste, KW A= Z(el el)
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o n-1—k 1 1
144. Comparacion entre rangos, KW [Ta-Tp| > ta)2* Vz*( p— )* - + o
- a b
12 YRy
145.  Milton Friedman (MF), ADEVA MFp = ——=*——-3b*(k +1
"= k?+k) b
12 YRy
146. ME ADEVA bloques MFB = m*T'Sk*(b + 1)
T (e3-e.
147. Factor de ajuste, MF Ar=1— M
T bk*(k? — 1)
148. Comparacién entre rangos (trat), N bk*(k + 1)
¥ ReRy| > g [2EEED
. ., SPXY
149. Coeficiente de correlaciéon (CC) de r. =
Spearman s / SCx *G Cy
6% d
150. CC Spearman, sin empates r,=1-— ( 3 )
n--n
rsVn — 2
151. Pruebat, correlacién de Spearman PEt =
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Anexos

Apéndice A. Tabla Z%

La columna bajo Z indica el nimero entero y el primer decimal de los valores criticos. Los
valores que encabezan las columnas son el segundo decimal de los valores criticos.

Los valores en el cuerpo de la tabla son las dreas desde el centro al extremo izquierdo o de-
recho, dependiendo del signo.

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000 0.496 0.492 0.488 0.484 0.48 0.476 0.472 0.468 0.464
0.1 0.4602 0.456 0.452 0.448 0.444 0.44 0.436 0.433 0.429 0.425
0.2 0.4207 0.417 0.413 0.409 0.405 0.401 0.397 0.394 0.39 0.386
0.3 0.3821 0.378 0.375 0.371 0.367 0.363 0.359 0.356 0.352 0.348
0.4 0.3446 0.341 0.337 0.334 0.33 0.326 0.323 0.319 0.316 0.312
0.5 0.3085 0.309 0.302 0.298 0.295 0.291 0.288 0.284 0.281 0.278
0.6 0.2743 0.271 0.268 0.264 0.261 0.258 0.255 0.251 0.248 0.245
0.7 0.2420 0.239 0.236 0.233 0.23 0.227 0.224 0.221 0.218 0.215
0.8 0.2119 0.209 0.206 0.203 0.201 0.198 0.195 0.192 0.189 0.187
0.9 0.1841 0.181 0.179 0.176 0.174 0.171 0.169 0.166 0.164 0.161
1.0 0.1587 0.156 0.154 0.152 0.149 0.147 0.145 0.142 0.14 0.138
1.1 0.1357 0.134 0.131 0.129 0.127 0.125 0.123 0.121 0.119 0.117
1.2 0.1151 0.113 0.111 0.109 0.108 0.106 0.104 0.102 0.1 0.099
1.3 0.0968 0.095 0.093 0.092 0.098 0.089 0.087 0.085 0.084 0.082
14 0.0808 0.079 0.078 0.076 0.075 0.074 0.072 0.071 0.069 0.068
1.5 0.0668 0.066 0.064 0.063 0.062 0.061 0.059 0.058 0.057 0.056
1.6 0.0548 0.054 0.053 0.052 0.051 0.05 0.049 0.048 0.047 0.046
1.7 0.0446 0.044 0.043 0.042 0.041 0.04 0.039 0.038 0.038 0.037
1.8 0.0359 0.035 0.034 0.034 0.033 0.032 0.031 0.031 0.03 0.029
1.9 0.0287 0.028 0.026 0.027 0.026 0.026 0.025 0.024 0.024 0.023
2.0 0.0228 0.022 0.022 0.021 0.021 0.02 0.02 0.019 0.019 0.018
2.1 0.0179 0.017 0.017 0.017 0.016 0.016 0.015 0.015 0.015 0.014
2.2 0.0139 0.014 0.013 0.013 0.013 0.012 0.012 0.012 0.011 0.011
2.3 0.0107 0.01 0.01 0.01 0.01 0.009 0.009 0.009 0.009 0.008
2.4 0.0082 0.008 0.008 0.008 0.007 0.007 0.007 0.007 0.007 0.006
2.5 0.0062 0.006 0.006 0.006 0.006 0.005 0.005 0.005 0.005 0.005
2.6 0.0047 0.005 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004 0.004
2.7 0.0035 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003
2.8 0.0026 0.003 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002
2.9 0.0019 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.001 0.001
3.0 0.0013 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001
3.1 0.0010 9E-04 9E-04 9E-04 8E-04 8E-04 8E-04 8E-04 7E-04 7E-04
3.2 0.0007 7E-04 6E-04 6E-04 6E-04 6E-04 6E-04 5E-04 5E-04 5E-04
3.3 0.0005 5E-04 5E-04 4E-04 4E-04 4E-04 4E-04 4E-04 4E-04 3E-04
3.4 0.0003 3E-04 3E-04 3E-04 3E-04 3E-04 3E-04 3E-04 3E-04 2E-04

66  https://math.arizona.edu/~rsims/ma464/standardnormaltable
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Apéndice B. Tabla T¢’

Las probabilidades, de cola derecha (o izquierda por la simetria), se encuentran en la hilera
que encabeza la tabla. En el cuerpo de la tabla se encuentran los valores criticos correspondientes a
los grados de libertad, que se comparan con la prueba estadistica.

g.l/prob 0.4 0.25 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 0.0005
1 0.325 1.000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 636.619
2 0.289 0.816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 31.599
3 0.277 0.765 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 12.924
4 0.271 0.741 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 8.610
5 0.267 0.727 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 6.869
6 0.265 0.718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.959
7 0.263 0.711 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 5.408
8 0.262 0.706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 5.041
9 0.261 0.703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.781
10 0.260 0.700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.587
11 0.260 0.697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.437
12 0.259 0.695 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 4.318
13 0.259 0.694 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 4.221
14 0.258 0.692 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 4.141
15 0.258 0.691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 4.073
16 0.258 0.690 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 4.015
17 0.257 0.689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.965
18 0.257 0.688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.922
19 0.257 0.688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.883
20 0.257 0.687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.850
21 0.257 0.686 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.819
22 0.256 0.686 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.792
23 0.256 0.685 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.768
24 0.256 0.685 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.745
25 0.256 0.684 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.725
26 0.256 0.684 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.707
27 0.256 0.684 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.690
28 0.256 0.683 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.674
29 0.256 0.683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.659
30 0.256 0.683 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.646
40 0.255 0.681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.551
60 0.255 0.679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.460
120 0.254 0.677 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.373
inf 0.253 0.674 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.291

67  https://www.stat.tamu.edu/~lzhou/stat302/T-Table.
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Apéndice C. Tabla JI-Cuadrado®®

Los valores que encabezan las columnas son las dreas a la derecha del valor critico. Las areas
a la izquierda del valor critico se encuentran restando de uno. Como ejemplo, 0.05 a la izquierda es
0.95 a la derecha.

gl 0.995 0.99 0.975 0.95 0.9 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005
1 0 0 0.001 0.004 0.016 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879
2 0.01 0.02 0.051 0.103 0.211 4.605 5.991 7.378 9.210 10.597
3 0.072 0.115 0.216 0.352 0.584 6.251 7.815 9.348 11.345 | 12.838
4 0.207 0.297 0.484 0.711 1.064 7.779 9.488 11.143 | 13.277 | 14.860
5 0.412 0.554 0.831 1.145 1.610 9.236 11.070 | 12.833 | 15.086 | 16.750
6 0.676 0.872 1.237 1.635 2.204 10.645 | 12.592 | 14.449 | 16.812 | 18.548
7 0.989 1.239 1.690 2.167 2.833 12.017 | 14.067 | 16.013 | 18.475 | 20.278
8 1.344 1.646 2.180 2.733 3.490 13.362 | 15.507 | 17.535 | 20.090 | 21.955
9 1.735 2.088 2.700 3.325 4.168 14.684 | 16.919 | 19.023 | 21.666 | 23.589
10 2.156 2.558 3.247 3.940 4.865 15.987 | 18.307 | 20.483 | 23.209 | 25.188
11 2.603 3.053 3.816 4.575 5.578 17.275 | 19.675 | 21.920 | 24.725 | 26.757
12 3.074 3.571 4.404 5.226 6.304 18.549 | 21.026 | 23.337 | 26.217 | 28.300
13 3.565 4.107 5.009 5.892 7.042 19.812 | 22.362 | 24.736 | 27.688 | 29.819
14 4.075 4.660 5.629 6.571 7.790 | 21.064 | 23.685 | 26.119 | 29.141 | 31.319
15 4.601 5.229 6.262 7.261 8.547 | 22.307 | 24.996 | 27.488 | 30.578 | 32.801
16 5.142 5.812 6.908 7.962 9.312 | 23.542 | 26.296 | 28.845 | 32.000 | 34.267
17 5.697 6.408 7.564 8.672 10.085 | 24.769 | 27.587 | 30.191 | 33.409 | 35.718
18 6.265 7.015 8.231 9.390 10.865 | 25.989 | 28.869 | 31.526 | 34.805 | 37.156
19 6.844 7.633 8.907 10.117 | 11.651 | 27.204 | 30.144 | 32.852 | 36.191 | 38.582
20 7.434 8.260 9.591 10.851 | 12.443 | 28.412 | 31.410 | 34.170 | 37.566 | 39.997
21 8.034 8.897 10.283 | 11.591 | 13.240 | 29.615 | 32.671 | 35.479 | 38.932 | 41.401
22 8.643 9.542 10.982 | 12.338 | 14.041 | 30.813 | 33.924 | 36.781 | 40.289 | 42.796
23 9.260 10.196 | 11.689 | 13.091 | 14.848 | 32.007 | 35.172 | 38.076 | 41.638 | 44.181
24 9.886 10.856 | 12.401 | 13.848 | 15.659 | 33.196 | 36.415 | 39.364 | 42.980 | 45.559
25 10.520 | 11.524 | 13.120 | 14.611 | 16.473 | 34.382 | 37.652 | 40.646 | 44.314 | 46.928
26 11.160 | 12.198 | 13.844 | 15.379 | 17.292 | 35.563 | 38.885 | 41.923 | 45.642 | 48.290
27 11.808 | 12.879 | 14.573 | 16.151 | 18.114 | 36.741 | 40.113 | 43.195 | 46.963 | 49.645
28 12.461 | 13.565 | 15.308 | 16.928 | 18.939 | 37.916 | 41.337 | 44.461 | 48.278 | 50.993
29 13.121 | 14.256 | 16.047 | 17.708 | 19.768 | 39.087 | 42.557 | 45.722 | 49.588 | 52.336
30 13.787 | 14.953 | 16.791 | 18.493 | 20.599 | 40.256 | 43.773 | 46.979 | 50.892 | 53.672
40 20.707 | 22.164 | 24.433 | 26.509 | 29.051 | 51.805 | 55.758 | 59.342 | 63.691 | 66.766
50 27.991 | 29.707 | 32.357 | 34.764 | 37.689 | 63.167 | 67.505 | 71.420 | 76.154 | 79.490
60 35.534 | 37.485 | 40.482 | 43.188 | 46.459 | 74.397 | 79.082 | 83.298 | 88.379 | 91.952

68  http://www.socr.ucla.edu/Applets.dir/ChiSquareTable.html
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Apéndice D1. Tabla F*° al 5%

Los grados de libertad del numerador corresponden a las columnas y los del denominador

a las hileras

gl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 120
1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 244 246 248 249 250 251 253
2 18.5 19.0 19.2 19.3 19.3 19.3 194 | 194 194 | 194 | 194 19.4 | 19.5 19.5 195 | 19.5 19.5
3 10.1 | 955 | 9.28 | 9.12 | 9.01 894 | 889 (885 |881 (879 [874 (870 |[866 |864 |[862 |85 |855
4 7.71 6.94 | 659 [639 [626 |6.16 [6.09 |[6.04 |6.00 [596 [591 5.86 | 580 |[5.77 |575 |572 |5.66
5 6.61 |[579 |[541 |519 |505 |4.95 |4.88 |4.82 | 477 | 474 |4.68 | 462 |456 |453 |[450 | 446 44
6 599 |[514 | 476 | 453 | 439 |4.28 | 421 |4.15 | 410 | 4.06 |[4.00 |3.94 |387 |384 |[381 |3.77 3.7
7 559 | 474 | 435 |412 |397 |3.87 |379 |3.73 |3.68 |3.64 |3.57 | 351 |3.44 |3.41 338 | 334 |327
8 532 | 446 |4.07 |[3.84 |3.69 |[358 |[3.50 |3.44 |[339 |[335 |328 (322 [3.15 |3.12 |[3.08 |3.04 |297
9 512 | 426 |3.86 |[3.63 |348 |[337 |[329 |323 |[3.18 |[3.14 |[3.07 [3.01 [294 |290 [286 |28 |275
10 496 | 410 (371 |348 |3.33 |[322 |3.14 |3.07 |3.02 |298 |291 |285 |277 |[274 |270 |266 |258
11 484 398 (359 |[336 |320 |3.09 |3.01 295 | 290 |[285 [279 |[272 |265 |261 |257 |253 |245
12 475 | 3.89 | 349 | 326 |3.11 |3.00 |291 2.85 | 280 |[275 [2.69 |[262 |[254 |251 (247 |[243 |2.34
13 4.67 | 3.81 | 341 |3.18 |3.03 |292 |283 (277 |271 (267 |[260 |253 |246 |242 |[238 |234 |225
14 4.60 | 3.74 | 3.34 |3.11 |296 |285 |276 (270 |265 (260 |[253 |246 |[239 |235 |231 |227 |218
15 4.54 | 3.68 | 329 |3.06 |290 |279 |271 |[264 |259 |[254 |248 |[240 |233 |229 |[225 |220 |211
16 449 | 3.63 | 324 |301 |285 |274 |266 |259 |254 |249 |242 |235 |228 |224 |219 |215 |2.06
17 445 | 359 |320 | 296 |281 |270 |261 (255 |249 (245 |238 |231 223 (219 (215 |210 |201
18 441 | 355 |3.16 | 293 |277 |266 |258 (251 |246 (241 |234 |227 [219 |215 |211 |206 | 197
19 438 | 352 | 313 | 290 |274 |263 |254 |248 |242 |238 |231 |[223 |216 |211 |207 |203 1.93
20 435 | 349 |3.10 | 287 |271 2.60 | 251 |245 [239 |235 |228 |[220 |212 |208 |2.04 1.99 1.9
21 432 | 347 |3.07 |2.84 |268 |257 |249 |[242 |237 (232 |225 [218 |210 |205 |201 1.96 | 1.87
22 430 | 344 |3.05 |282 |266 |255 |246 |240 |234 |[230 |223 |[215 |207 |203 198 [ 1.94 | 1.84
23 428 | 342 |[3.03 |280 |264 |253 |244 |237 |232 |227 |220 |213 |205 |201 1.96 | 1.91 1.81
24 426 | 340 |[3.01 |278 |262 |[251 |242 |236 |230 |225 |218 | 211 |203 1.98 1.94 1.89 | 1.79
25 424 339 [299 [276 |260 |[249 |240 |234 |[228 |224 |216 |[209 | 201 1.96 1.92 1.87 | 1.77
26 423 337 (298 |274 |259 |[247 |239 |232 |227 |222 |215 |207 | 199 1.95 1.90 | 1.85 1.75
27 421 [335 (296 |273 |257 |246 |237 |231 |225 |220 |213 |206 |1.97 1.93 1.88 1.84 1.73
28 420 |3.34 [295 |[271 256 | 245 [ 236 |229 |[224 |219 |212 |204 | 196 191 1.87 | 1.82 1.71
29 4.18 |3.33 [293 [270 |[255 |[243 |[235 |228 (222 (218 [210 |2.03 1.94 | 1.90 1.85 1.81 1.7
30 417 332 292 |269 |253 |[242 |233 |227 |221 |216 |2.09 |201 1.93 1.89 | 1.84 | 1.79 1.68
40 4.08 |[323 |284 |26l 245 | 234 (225 [218 (212 |[208 |200 | 192 1.84 179 | 1.74 | 1.69 1.58
60 4.00 | 315 | 276 | 253 |237 |225 |217 |210 | 204 | 199 1.92 | 1.84 | 1.75 1.70 | 1.65 1.59 1.47
120 | 3.92 | 3.07 | 2.68 | 245 |229 |218 |2.09 | 202 1.96 1.91 1.83 1.75 1.66 1.61 1.55 1.50 1.35

69  http://www.stat.purdue.edu/~jtroisi/STAT350Spring2015/tables/FTable
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Apéndice D2. Tabla F7° al 2.5%

Los grados de libertad del numerador corresponden a las columnas y los del denominador,
a las hileras

gl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 120
1 648 800 864 900 922 937 948 957 963 969 977 985 993 997 | 1001 | 1006 | 1014
2 38.5 39 39.2 393 (393 |393 (394 |394 (394 |394 |394 |394 |395 |395 | 395 | 395 39.5
3 17.4 16 15.4 15.1 14.9 14.7 146 | 145 14.5 144 | 143 14.3 14.2 14.1 14.1 14 14
4 12.2 10.6 [ 998 [9.60 | 936 |[920 |907 |898 |89 |[884 |875 |8.66 |[856 |8.51 8.46 | 8.41 8.31
5 100 | 843 |7.76 | 739 |715 | 698 |6.85 |6.76 | 6.68 | 6.62 |[652 |643 |[633 |628 [623 |6.18 6.07
6 881 |[726 |[6.60 |623 |599 |582 |570 |560 |552 |546 |537 |527 |517 |512 | 507 | 501 4.9
7 8.07 | 654 |[589 |[552 |529 (512 [499 |490 482 |476 |4.67 |457 |4.47 |4.42 |436 |4.31 4.2
8 7.57 | 6.06 |[542 |[505 |482 |[465 |45 |443 |[436 |430 |4.20 4.1 4 395 | 389 |[384 | 3.73
9 721 | 571 508 | 472 | 448 | 432 |420 |410 |[403 |396 |3.87 |[3.77 | 3.67 | 3.61 3.56 | 3.51 3.39
10 | 6.94 | 546 | 4.83 | 447 |424 |407 (395 |[385 |[3.78 |[372 |3.62 |352 |342 |337 |331 |3.26 3.14
11 | 672 | 526 | 4.63 | 428 |4.04 |388 |376 |3.66 |3.59 |353 |343 |333 |323 |3.17 |3.12 | 3.06 2.94
12 | 655 | 5.10 | 447 | 412 (389 |3.73 | 3.61 3.51 3.44 337 |[3.28 |3.18 [3.07 [3.02 |29 |[291 2.79
13 | 641 | 497 | 435 |4.00 (377 |3.60 (348 |[339 (331 |[325 |315 [3.05 |295 |289 |284 |278 2.66
14 | 630 | 4.86 | 424 |3.89 |[3.66 |350 (338 |[329 (321 |[315 |3.05 [295 |284 |279 |273 | 267 2.55
15 620 |[4.77 |4.15 |3.80 [3.58 | 3.41 3.29 320 |[3.12 [3.06 |29 |286 |276 2.7 2.64 | 259 2.46
16 | 6.12 | 4.69 |4.08 |[3.73 |[3.50 |3.34 (322 [3.12 [3.05 [299 |[289 [279 |[268 |[263 |257 [251 2.38
17 | 6.04 | 4.62 | 401 |3.66 |3.44 |328 (316 |[3.06 (298 |[292 |282 |[272 |262 |256 2.5 244 | 232
18 | 598 |[4.56 |3.95 | 3.61 338 | 322 |[310 |[3.01 |[293 |287 |277 |267 |256 2.5 244 | 238 | 226
19 [ 592 | 451 390 |3.56 |333 |[3.17 |3.05 |29 |[288 |282 |272 |262 |251 245 239 |[233 2.2
20 | 587 | 446 |3.86 |3.51 329 | 3.13 | 3.01 291 |2.84 (277 |[268 |257 |[246 |241 |235 [229 2.16
21 | 583 | 442 | 3.82 |348 |3.25 |3.09 |297 |[287 |280 (273 |[264 |[253 |[242 |237 |231 |225 |211
22 | 579 | 438 | 378 |3.44 |322 |3.05 |293 |[284 |276 (270 | 2.60 2.5 239 [ 233 |227 |221 2.08
23 | 575 | 435 |[375 | 341 |3.18 |[3.02 |29 | 281 2.73 | 2.67 | 257 | 247 | 236 2.3 224 | 218 2.04
24 | 572 | 432 |372 |338 |315 [299 |287 |278 |270 |264 |254 |244 |233 |227 |221 2.15 2.01
25 [ 569 |429 |[3.69 |335 |3.13 |297 |285 |275 |268 |261 [251 2.41 2.3 224 | 218 | 2.12 1.98
26 | 566 |427 |3.67 |333 |310 |294 |282 |273 |265 |259 (249 |239 |228 |[222 (216 | 209 1.95
27 | 563 | 424 |3.65 | 331 3.08 292 |[280 |[271 2.63 | 257 | 247 | 236 |[225 [219 |213 |2.07 1.93
28 | 561 | 422 |3.63 |329 |306 |29 |278 |269 |261 |255 |245 |234 |223 |217 | 211 2.05 1.91
29 [ 559 |420 361 |327 |3.04 |288 |276 |267 |259 |253 (243 |232 |221 |[215 (209 |203 1.89
30 (557 |418 |[359 |[325 |3.03 |287 |275 |265 |257 |251 |241 | 231 2.2 2.14 | 2.07 | 2.01 1.87
40 | 542 | 4.05 | 346 | 3.13 |290 | 274 |262 |253 |245 |239 |229 |218 |207 |201 1.94 | 1.88 1.72
60 | 529 |393 |334 |3.01 2.79 | 2.63 | 251 2.41 2.33 [ 227 |217 |2.06 1.94 | 1.88 1.82 1.74 1.58
120 | 5.15 | 3.8 3.23 | 2.89 | 267 |252 |239 2.3 222 [ 216 |205 | 194 | 1.82 1.76 | 1.69 | 1.61 1.43

70  http://www.stat.purdue.edu/~jtroisi/STAT350Spring2015/tables/FTable.pdf
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Apéndice D3. Tabla F' al 1%

Los grados de libertad del numerador corresponden a las columnas y los del denominador
a las hileras

4 21.2 | 18.0 | 16.7 16.0 | 15.5 15.2 15.0 | 14.8 14.7 145 | 144 | 14.2 140 | 139 | 138 13.7 13.6

5 16.3 13.3 12.1 11.4 | 11.0 | 10.7 10.5 | 10.3 10.2 10.1 [ 989 [ 972 [ 9.55 | 947 |9.38 | 9.29 9.11

6 13.7 [ 109 |9.78 [9.15 |[875 |847 |[826 |[810 |798 (787 |[772 756 (740 |731 [723 |7.14 | 697

7 122 [ 955 | 845 [7.85 [746 [7.19 [699 [684 |672 [662 |647 |631 [6.16 |[6.07 [599 [591 5.74

10 100 | 756 | 6.55 | 599 | 5.64 |539 | 520 |506 (494 | 485 |471 |456 | 441 |433 |425 |[4.17 | 4.00

11 9.65 | 721 |6.22 |567 |532 |507 | 489 | 474 |4.63 | 454 |440 |425 |410 |[402 |394 | 3.86 3.69

13 9.07 | 670 | 574 | 521 | 486 |4.62 | 444 | 430 | 419 [410 | 396 |382 |3.67 |359 |351 |343 | 3.26

14 8.86 | 6.52 |[5.56 |5.04 |4.70 |4.46 |4.28 |4.14 |[4.03 |3.94 |3.80 |[3.66 |3.51 |343 |3.35 |3.27 | 3.09

15 8.68 | 6.36 | 542 | 489 |456 |432 |[414 |400 |3.90 |3.81 |3.67 |3.52 |337 |329 |[321 3.13 2.96

16 853 | 6.23 |[529 |477 |444 |420 |[403 |3.89 |378 |[3.69 |35 |341 3.26 | 3.18 | 3.10 | 3.02 2.85

17 8.40 | 6.11 519 | 467 | 434 |410 |[393 |[379 |3.68 |359 | 346 |3.31 3.16 | 3.08 |3.00 |2.92 2.75

18 8.29 | 6.01 509 | 458 |425 |4.02 |[384 |3.71 3.60 | 351 (337 [323 [308 |[300 |292 |284 2.66

20 8.10 | 585 | 494 |443 |410 |3.87 |[370 |3.56 |346 |3.37 |[323 |3.09 [294 |[286 |278 |[270 | 2.52

21 8.02 | 578 | 487 |437 |404 |381 |3.64 |3.51 3.40 | 3.31 |[3.17 [3.03 |2.88 |[280 |[272 |2.64 2.46

22 7.95 | 572 482 | 431 (399 |[376 |[359 |[345 |335 [326 |3.12 |298 |283 |275 |267 |2.58 2.40

23 7.88 | 5.66 |4.77 | 426 |3.94 |3.71 |3.54 |341 |3.30 |[3.21 3.07 | 293 | 278 | 270 |262 | 254 2.35

24 7.82 | 5.61 | 472 | 422 |390 |3.67 |[350 |336 |326 |3.17 |3.03 |289 |274 |266 |[258 | 249 2.31

25 7.77 | 557 | 4.68 | 418 | 386 | 3.63 | 3.46 | 332 |3.22 |3.13 |299 |285 |270 |262 |[254 | 245 2.27

26 7.72 | 553 | 4.64 | 4.14 | 3.82 |[3.59 | 3.42 |329 |[3.18 |3.09 |296 282 |2.66 |259 |[250 |242 | 223

27 7.68 | 549 |4.60 |4.11 |3.79 |[3.56 |3.39 |3.26 |[3.15 |3.06 |293 (278 |2.63 |255 |247 | 238 | 220

28 7.64 | 545 | 457 |407 |[375 |353 [336 |323 |3.12 |3.03 | 290 |275 | 260 |252 |[244 | 235 2.17

29 7.60 | 542 |454 | 405 (373 [350 (333 [320 |3.09 |[3.01 |287 |273 |257 |250 |241 | 233 2.14

30 7.56 | 539 |451 |4.02 |[370 |347 |3.30 |3.17 |3.07 |298 | 284 |270 | 255 |247 |[239 | 230 2.11

40 731 | 518 | 4.31 3.83 | 351 (329 |312 [299 |289 |[280 |267 |252 |237 |229 |220 |211 1.92

60 7.08 | 498 |[4.13 |3.65 |[3.34 |[3.12 |295 (282 |[272 |263 [250 |[235 |220 (212 |[203 |1.94 1.73

120 | 6.85 | 479 |[3.95 |3.48 |[3.17 [296 |279 |[266 |[256 |247 |234 |[219 |2.04 [1.95 [ 1.8 | 1.76 1.53
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Apéndice E1. Tabla Tukey’? al 5%

ANEXOS

Valores q alfa

Numero de medias de los tratamientos, p

517

gl |2 [ 3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |w ||z |1 |1 |15 |16 |18 2

5 | 364 460| 522| 567| 603| 633] 658| 68| 699| 7.17| 7.32| 747| 7.60| 7.72| 7.83| 803|821
6 | 346| 434 490| 530| 563| 590| 612| 632| 649| 665| 679| 692| 7.03| 7.14| 724| 743 7.59
7 | 334| 416| 468| 506| 536| s61| 582| 600| 6.16| 630| 643| 655| 6.66| 676 | 6.85| 7.02| 7.17
8 | 326| 404 453| 48| 5.17| 540| 56| 577| 592| 605| 6.18| 629| 639| 648| 657| 673 6.87
9 | 320| 395( 441| 476| 5.02| 524 543| 559| 574| 587| 598| 6.09| 619| 628 636| 651 6.64
10 | 3.05| 3.88| 4.33| 465| 491| 512| 53| 546| 56| 572| 583 593| 603| 61| 6.19| 634 647
1| 31| 382| 426| 457| 482| 503| 52| 535| 549| s561| 571| 581| 590 598 6.06| 620 633
12 | 3.08| 377| 420 451| 475| 495| s512| 526| 539| 551 s61| 571| 580 | 588| 595| 6.09| 621
13 | 306| 3.73| 415| 445| 469| 488 505| 519 532 543| 553| 563| 571| 579| 586| 599 6.11
14 | 303| 370 411| 441 464| 483 | 499| 513| 525| 536| 546 555| s64| 571| 579 | 591 6.03
15 | 3.01| 3.67| 4.08| 437| 459| 478| 494| 508| 52| 531| 54| 549 557| s565| 572 58559
16 | 3.00| 3.65| 4.05| 433| 4.56| 4.74| 490| 503| 515| 526| 535| 544| 552 559| 566| 579| 59
17 | 298| 363| 402 430| 452| 470 | 486| 499 | 51| 521| 531| 539| 547| 554| 561| 573 | 5.84
18 | 297| 361| 400 428| 449| 467 | 482 496 | 507| 517| 527| 535| 543| 550| 557| 569 579
19 | 296| 359| 398 425| 447| 465| 479| 492 504 | 514 523| 531| 539| 546| 553| 565|575
20 | 295| 358| 396| 423 | 445| 462| 477| 49| s501| 51| 520| 528 536| 543| 549| 561|571
21 | 294| 356 394 | 421 442 460 | 474 | 487 | 498 | 508| 5.17| 525| 533 | 540| 546| 558 5.68
22 | 293| 355| 393 | 420 441 | 458 | 472 485| 496 | 5.06| 5.14| 523| 530| 537| 543| 555|565
23 | 293 354 391| 418 439 456 | 47| 483 | 494 | 503 | 512| 520| 527| 534 541| 552/ 562
24 | 292 353| 390 | 417 437 454 | 468 481 | 492| 501 | 510| 58| 525| 532| 538| 549 559
25 | 291| 352 389 415| 436 | 453 | 467| 479| 49| 499| 508| 56| 523| 53| 536| 547|557
26 | 291| 351| 388 | 414 435| 451| 465| 477| 488 | 498 | 506| 5.14| 521| 528| 534| 545|555
27 | 290| 351| 387| 413| 433| 450 | 464| 476| 486 | 496| 504 | s12| 519| 526| 532| 543|553
28 | 290 350| 3.86| 412 432| 449 | 4.62| 474 | 485| 4.94| 503| 511| 518| 524| 53| 541|551
20 | 289 349 385| 401| 431| 447| 461 | 473 | 484 | 493 | 501| 509| 5.16| 523| 529| 54/ 549
30 | 289 349 385| 410 43| 446| 46| 472| 482| 492| 500| 508| 5.15| 521| 527| 538 548
40 | 286 344| 379 | 404| 423 | 439 | 452| 463 | 473 | 4.82| 490 | 4.98| 5.04| 51| 516| 527 536
60 | 283 340| 374 | 398 4.16| 431| 444 | 455| 4.65| 473 | 481 | 488 | 4.94| 500| 506| 515|524
120 | 280 | 280 | 3.36| 3.68| 3.92| 4.10| 424| 436| 447| 456| 464| 471| 478| 484| 490| 500|500
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Apéndice E2. Tabla Tukey” al 1%

Valores q alfa

Numero de medias de los tratamientos, p

gl [ 2 [ 3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |w |u |12 |1 |1 |1 |16 |18]2
5 |570 |698 780 |842 891 [932 [967 [997 [102 |105 [107 109 |1n1 |12 | 114 117 | 119
6 |524 633 [703 |756 [797 | 832 861 |887 | 91 | 93 |949 | 965 |981 995 | 100 |103 | 105
7 | 495 |592 654 [7.00 [737 | 768 | 794 | 817 |837 855 | 871 |88 |9.00 |9.02 |9.24 |9.46 | 965
8 |475 |564 [620 |663 696 | 724 |747 | 768 |7.86 | 803 | 818 | 831 | 844 | 855 |866 |885 | 9.03
9 | 460 |543 |59 |635 |666 [692 |7.13 [733 | 750 | 765 |7.78 | 791 |803 | 813 [823 |84l | 857
10 [448 [527 577 | 614 | 643 | 670 | 686 |7.06 |7.21 |7.36 |7.49 |7.60 |7.71 | 781 |791 |808 | 823
11| 439 |515 [562 [597 [625 |648 |667 |684 | 699 |7.13 | 725 | 736 | 747 | 756 |7.65 |7.81 | 7.95
12 | 432 |505 [550 [584 [610 [632 |651 |667 | 681 |694 | 706 | 717 |7.26 | 7.36 |7.44 |7.59 | 7.73
13 | 426 |49 [540 |573 [598 619 |637 | 653 |667 |679 | 690 |701 |7.00 | 709 |7.27 |7.42 | 755
14 421 |49 [532 563 |588 | 609 |626 |64l | 654 |666 | 677 |687 |692 |7.05 |7.13 |7.27 | 740
15 [417 |484 |525 556 | 580 |59 | 616 | 631 | 644 | 656 | 666 |676 | 685 | 693 |7.00 |7.14 | 726
16 [413 [ 479 |5.19 549 |572 592 |6.08 |622 |635 |646 |656 |666 |674 |682 690 |7.03 |7.15
17 410 | 474 |5.14 [543 | 566 |58 |601 | 615 |627 |638 |648 |657 |666 |673 |68l |694 |7.05
18 407 [ 470 509 538 |560 |579 | 594 |608 | 620 |631 |641 |650 |658 |6.66 |673 |685 | 697
19 [405 | 467 |505 533 |555 |574 |58 |602 |614 |625 |634 |643 651 |659 |665 |678 | 6.89
20 | 402 | 464 | 502 |529 | 551 | 569 |584 |597 |609 619 |629 |637 |645 653 659 |671 | 682
21 | 400 | 461 |49 |526 | 547 |565 |579 | 592 |604 |614 |623 |632 640 |647 |653 |666 | 676
2 399 | 459 |496 |523 |544 | 561 |575 | 588 [599 [609 [619 627 |635 |642 |648 |660 | 671
23 | 397 | 457 | 493 |520 |540 |557 |571 | 584 |596 |605 |614 [623 630 |637 |644 |655 | 6.66
24 | 396 | 455 |491 [517 [537 [s554 [569 581 [592 [602 |61l 619 |626 | 633 |639 |65 | 66l
25 | 394 | 453 |488 |54 535 | 551 |566 |578 |58 [598 |607 |615 [622 629 |636 |647 | 657
26 |393 | 451 |487 |512 | 532 |549 |563 |575 | 586 [595 |604 612 [619 626 |632 |643 | 653
27 392 | 450 | 485 |510 |530 |546 |560 |572 |583 [592 |601 [609 |616 |623 [629 | 640 | 650
28 | 391 |448 | 483 |508 | 528 |544 |558 |570 |580 [590 |598 |606 |613 620 626 |637 | 647
20 | 390 | 447 |481 | 506 |526 | 542 |556 | 567 [578 |587 |59 |603 |608 |617 | 623 |634 | 644
30 | 3.89 | 446 | 480 | 505 | 524 |540 |554 |565 |576 [585 [593 [601 |608 |64 [620 |631 | 641
40 | 383 | 437 |470 |493 | 511 |527 [540 |550 |560 [569 |576 [584 590 |59 |602 |612 | 621
60 | 376 | 428 | 460 |482 | 499 |513 |525 |536 |545 |553 |560 |567 [573 |579 |584 |593 | 602
120 | 370 | 420 |450 |471 |487 [501 |512 [521 [530 538 |544 |551 |556 |561 |566 |575 | 583
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Apéndice F1. Tabla Duncan’™ al 5%

La primera columna corresponde a los grados de libertad del error; las demds columnas, al
numero de medias en comparacion.

Numero de Medias, p

gl 2 3 4 B] 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 18 20
1 18.0 18.0 | 18.0 18.0 18.0 | 18.0 18.0 18.0 | 18.0 | 18.0 18.0 | 18.0 | 18.0 18.0 | 18.0 | 18.0 18.0
2 6.09 | 6.09 |[6.09 |6.09 [6.09 |6.09 |6.09 |6.09 |6.09 |6.09 |6.09 |6.09 [6.09 |6.09 [6.09 |6.09 6.09
3 450 | 452 452 |452 |452 |452 |452 |452 |452 | 452 | 452 | 452 | 452 | 452 | 452 |452 | 452
4 3.93 | 4.01 |[4.03 |[4.03 |4.03 |[4.03 |[4.03 |4.03 |[4.03 |[4.03 |4.03 |[4.03 |[4.03 |4.03 |[4.03 |[4.03 | 4.03
5 3.64 |3.75 |3.80 | 3.81 3.81 | 3.81 |3.81 3.81 | 3.81 | 3.81 3.81 | 3.81 | 3.81 3.81 | 3.81 | 3.81 3.81
6 346 | 359 |[365 |368 |[369 |370 |370 |3.70 |3.70 |3.70 |3.70 |3.70 |3.70 | 3.70 |[3.70 | 3.70 3.70
7 334 | 348 |[355 |[359 |[361 |362 |363 |363 |3.63 |3.63 |3.63 |3.63 |3.63 |3.63 |3.63 |3.63 3.63
8 3.26 | 3.40 |[3.48 |[3.52 (355 [357 |358 (358 |[358 |[358 |[358 [358 |358 (358 |[3.58 |3.58 3.58
9 320 |3.34 |[3.42 |[3.47 (350 |[3.52 |354 (354 [355 [355 [355 [355 [355 (355 [3.55 |3.55 3.55
10 315 | 329 (338 |[343 |[347 |349 |351 3.52 | 352 [353 |353 [353 |353 [353 |353 |353 3.53
11 3.11 326 |3.34 (340 | 344 (346 |[348 |349 |[350 |3.51 3.51 | 3.51 | 3.51 3.51 | 3.51 | 3.51 3.51
12 3.08 |3.23 [3.31 3.37 | 3.41 3.44 | 346 |3.47 |3.48 |3.49 |[350 |[3.50 |3.50 |[3.50 |[3.50 [3.50 3.50
13 3.06 |3.20 (329 |[3.35 |[3.39 |[3.42 |3.44 |3.46 |3.47 |[3.48 |3.48 (349 |[3.49 |3.49 349 |349 | 349
14 3.03 | 318 (327 |[333 (337 |340 | 343 | 344 | 346 | 347 | 347 | 348 |3.48 | 3.48 |3.48 |3.48 | 3.48
15 3.01 | 316 (325 |[331 |[336 |[339 |341 |343 | 345 | 346 | 347 | 347 |3.48 | 3.48 |3.48 |3.48 | 3.48
16 3.00 | 3.14 |[3.24 |[3.30 (334 |[3.38 |3.40 (342 |3.44 |3.45 |3.46 |3.47 |3.47 |3.47 |3.48 | 3.48 3.48
17 298 |3.13 |[3.22 [3.29 (333 |[3.37 |[339 (341 |[343 |3.44 (345 |3.46 |3.47 |3.47 |3.47 |3.48 3.48
18 297 | 312 |3.21 327 | 332 |[336 |[338 |[340 |342 |344 | 345 | 345 |3.46 | 3.47 |3.47 |3.47 | 347
19 296 | 3.11 |320 |326 |331 |335 (338 |340 |3.42 |[3.43 |344 |345 |3.46 | 346 | 3.47 | 347 | 347
20 295 | 3.10 |[3.19 |[3.26 |3.30 |[3.34 |[3.37 (339 [341 3.42 | 344 [ 345 | 345 |3.46 | 3.46 |3.47 | 347
21 294 |3.09 |318 |325 |330 |333 |336 [339 |340 |342 |[343 |344 |345 |346 |3.46 |3.47 | 347
22 293 [3.08 |3.17 |3.24 |3.29 |333 |336 |338 |340 (341 343 | 344 | 345 | 345 | 346 | 347 3.47
23 293 |3.07 |317 |323 |328 |[3.32 |335 |337 |339 |341 342 | 343 | 344 | 345 | 346 | 347 3.47
24 292 |3.07 |[3.16 |[3.23 |3.28 (332 |[335 |3.37 [339 [341 3.42 | 343 | 344 | 345 | 3.46 | 347 3.47
25 291 3.06 |3.15 |3.22 |3.27 |3.31 3.34 337 [339 |[340 (342 |[343 |3.44 (345 |345 | 346 3.47
26 291 3.05 | 315 |[322 |327 (331 [334 [336 |[338 |340 |[3.41 | 343 |3.44 | 345 | 345 |3.46 3.47
27 290 |3.05 314 |3.21 326 | 330 (333 |336 (338 |[340 (341 |342 | 343 | 344 | 345 | 3.46 3.47
28 290 | 3.04 |3.14 |3.21 326 330 |[3.33 |3.36 |3.38 |[3.39 | 341 |3.42 (343 | 344 | 345 |3.46 3.47
29 2.89 |3.04 |[3.14 |[3.20 (325 [329 |[333 (335 [337 |[339 |[341 |[342 |343 (344 |345 | 346 3.47
30 2.89 | 3.04 |[313 |320 |[325 |329 |332 |335 |337 |339 |341 |342 |[343 |344 |[345 | 346 3.47
40 2.86 | 3.01 310 |317 |322 |327 |330 |333 |335 |337 |339 |340 342 |343 |[344 | 346 3.47
60 2.83 298 |[3.07 |[3.14 |[3.20 |[3.24 |[3.28 |331 (333 [3.36 |3.37 [339 [341 3.42 | 343 | 345 3.47
100 | 2.80 | 295 |[3.05 |[3.12 |[3.17 |[3.22 [3.25 (329 [3.31 3.34 336 |[3.38 |[3.39 (341 |[342 |345 3.47
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Apéndice F2. Tabla Duncan’® al 1%

La primera columna corresponde a los grados de libertad del error; las demds columnas, al
numero de medias en comparacion.

Numero de Medias, p

1 90.0 | 90.0 |[90.0 [90.0 |90.0 |90.0 [90.0 |90.0 |90.0 |[90.0 |90.0 |90.0 |[90.0 |90.0 |90.0 [90.0 |90.0

2 140 | 140 | 14.0 140 | 140 | 14.0 14.0 | 140 | 14.0 14.0 | 140 | 14.0 140 | 140 | 14.0 14.0 14.0
3 826 |832 |832 (832 832 (832 (832 (832 |[832 |832 |[832 |832 |832 |832 |832 |832 |832
4 6.51 | 6.68 |6.74 |[676 |676 |676 |[676 |676 |676 |[676 |6.76 |676 |[6.76 |6.76 |6.76 |[6.76 |6.76
5 570 | 589 |[599 |[6.04 |6.07 |6.07 [6.07 |6.07 |6.07 |[6.07 |6.07 |6.07 |[6.07 |6.07 |6.07 |[6.07 |6.07
6 524 | 544 |555 [561 |566 (568 |[569 (570 |[570 |570 |[570 |570 |570 |570 |570 |5.70 |5.70
7 495 |[515 |[526 |533 |[538 |542 |544 |545 |546 |547 |547 |547 (547 |547 |547 |547 |547
8 475 494 [506 |513 [519 [523 |526 |[528 |[529 |530 |531 5.31 532 | 532 |532 (532 |532
9 460 479 [491 |499 [504 [509 |512 |[514 |[516 |[517 |[519 [519 [520 (520 [5.21 521 |5.21

10 448 |4.67 |[479 |4.87 |[493 |498 |5.01 |504 |506 |507 |509 |510 (511 |[511 (512 |[512 |[5.12

11 439 458 |[470 |4.78 |4.84 |4.89 |492 |495 |498 |[499 |50l |502 (503 |[504 (505 |[505 [5.06

12 432 | 450 [4.62 |471 [477 [482 |485 |[4.88 |[491 |493 |494 [496 |497 |[498 [499 |500 |[5.01

13 426 |4.44 [456 |4.64 [471 [475 479 |[4.82 [485 |487 [489 [490 [492 [493 [494 |495 [4.96

14 421 439 [451 |459 |[4.65 |470 |4.74 |4.78 |4.80 |4.82 |4.84 |4.86 [4.87 |[4.88 [489 |[491 |[4.92

15 417 435 |[446 |455 |[4.61 |4.66 |470 |4.73 |4.76 |4.78 |4.80 |4.82 [4.83 |[4.85 |[4.86 |[4.87 |[4.89

16 4.13 [ 431 [4.43 | 451 [4.57 [4.62 |4.66 |[4.70 [4.72 |475 [4.77 [479 |4.80 |[4.81 |[4.83 |4.84 [4.86

17 4.10 | 4.28 [4.39 |4.47 |[454 [459 |4.63 [4.66 [4.69 |472 [474 [476 |477 [479 [4.80 |4.82 |[4.83

18 4.07 425 [436 |445 |[451 |4.56 |4.60 |4.64 |4.66 [4.69 |4.71 473 [475 |[476 |[477 |479 |481

19 4.05 (422 [434 |442 |[448 |4.53 |4.58 |4.61 |4.64 |4.66 |4.69 |471 (472 474 (475 |[477 |[479

20 4.02 | 420 | 431 |440 |4.46 |451 |455 |459 |4.62 |4.64 |4.66 |4.68 |470 |472 |4.73 |475 |4.77

21 4.00 | 418 |429 |437 |444 |449 |453 |457 |460 |4.62 |465 |466 |468 |470 |471 |473 |475

22 399 (416 |[427 |4.36 |[4.42 |447 |451 | 455 | 458 |4.60 |4.63 |465 |[466 |468 |[4.69 |[472 |4.74

23 397 | 414 | 425 (434 |440 (445 [4.50 (453 |[4.56 |4.59 |[4.61 |4.63 |4.65 |4.67 |4.68 |470 |4.72

24 396 | 413 |424 |[432 |439 |[444 |448 |[452 |455 |457 |4.60 |4.62 |4.63 |465 |4.67 |4.69 |471

25 3.94 | 411 422 | 431 437 (442 [447 450 [4.53 [456 |[458 |[4.60 |[4.62 [4.64 |[465 |468 [470

26 393 | 410 421 [429 |436 (441 |[445 (449 |[452 |455 [4.57 |459 |4.61 |4.63 |4.64 |4.67 |4.69

27 392 | 4.09 |420 (428 |435 (440 |[4.44 (448 |[4.51 |4.54 |[456 |4.58 |4.60 |4.62 |4.63 |4.66 |4.68

28 391 | 4.08 419 (427 |433 (439 |[443 |[447 |[450 |4.52 |[455 |457 |459 |4.60 |4.62 |4.65 |4.67

29 3.90 | 4.07 |4.18 |[4.26 |4.32 |4.38 [4.42 |446 |4.49 [451 | 454 | 456 [4.58 |4.60 |4.61 |[4.64 |4.66

30 3.89 | 4.06 |4.17 (425 |431 (437 |[441 (445 |[448 |450 |[4.53 |4.55 |457 | 459 |4.60 |4.63 |4.65

40 3.83 |3.99 410 (418 |424 (430 |[434 (438 |[441 |444 |4.46 |4.48 |450 |4.52 |4.54 457 | 459

60 376 |3.92 |4.03 (411 |417 (423 |[427 |[431 |[434 |437 [439 |442 |444 |4.46 |447 |450 |4.53

100 | 3.70 |3.86 |3.96 |[4.04 |4.11 |[4.16 [4.20 |4.24 |4.27 (430 |433 |[435 (437 |439 441 (444 |447

75  https://www.york.ac.uk/depts/maths/tables/duncan



Carreras de Biotecnologia, Ingenieria Ambiental, Ingenieria Agropecuaria

Un componente esencial para el desarrollo de los paises ha sido
la investigacion cientifica. Con este libro, que resume las expe-
riencias de 35 afios, el autor pretende contribuir al mejoramiento
de los procesos de investigacion en las ciencias bioldgicas. Se
escribié con el propésito de que sirva como un texto de ensefan-
za y una herramienta para la planificacién y ejecucién de experi-
mentos. Se caracteriza por mantener un balance adecuado entre
la teoria y la practica, lo que consigue el autor a través de ejerci-
cios que explican detalladamente las razones del experimento,
los pasos del analisis y la interpretaciéon de los resultados.
Ademas de las técnicas mds conocidas, el autor incluye otros
analisis que no son comunes en otros textos. Entre ellos, lo
relacionado con los experimentos factoriales fraccionados,
varias pruebas no paramétricas y los procedimientos a seguir
cuando se violan las presunciones del analisis de varianza. El
autor aspira a que este libro, por su contenido, se convierta en un
material de frecuente consulta para estudiantes, investigadores y
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