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Resumen

En teoria de Galois clasica, las raices de un polinomio f(X) € K [X], sus
raices generan una extension £ del cuerpo K, llamado el cuerpo de descomposicion
E de f(X). En el presente trabajo estudiaremos su anilogo en teoria de Galois
diferencial. Si dotamos a un anillo de una operacion llamada derivaciéon (que verifica
las propiedades bésicas de la derivada usual) llamaremos a este par, anillo diferencial.
Veremos que dado un cuerpo diferencial K y un operador diferencial lineal
homogéneo £ definido sobre el, sus soluciones generan una extension diferencial £ del
cuerpo diferencial K, dicha extension es llamada de Picard-Vessiot. Mostraremos con
detalle la construccion de una extension de Picard-Vessiot [1] y veremos que en efecto
siempre es posible realizarla. También veremos que es tnica salvo K —isomorfismo
diferencial.

Palabras clave: Extension de Picard-Vessiot, extension de Galois, anillo

diferencial.



Abstract

In classic Galois Theory the roots of a polynomial f(X) K [X] generate an
extension £ of the field K, called the splitting field £ of f(X). In this thesis we will
study the analogous in Differential Galois Theory. If we endow a ring with a map
called derivation (wich verifies the basic properties of the usual derivative), we will
call this pair a differential ring. We will see that given a differential field K and a
homogeneous linear differential operator £ defined over it, its solutions generate a
differential extension FE of the differential field K. Such extension is called a Picard-
Vessiot extension. We will show with detaill the results given in [1], in particular, the
construction of a Picard-Vessiot extension and we will see that in fact it is always
possible to realize this extension. We also prove the uniqueness of this extension
modulo K —differential isomorphism.

Keywords: Picard-Vessiot Extension, Galois extension, differential ring.
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Introduccion

El presente trabajo es una introduccion al estudio de la teoria de Galois
diferencial. Dado un cuerpo K, una derivacion sobre K es una aplicacion d : K — K

que verifica

d(a+b) = d(a) + d(b)
d(ab) = d(a)b+ ad(b).

Un cuerpo provisto de una derivacion se llama cuerpo diferencial. Al agregar esta
estructura diferencial sobre un cuerpo, sea crea una teoria analoga a la clésica.

La teorfa de Galois diferencial es la teoria de soluciones de ecuaciones
diferenciales sobre un cuerpo diferencial base, o mas bien de la naturaleza de una
extension diferencial generada por estas soluciones, de una forma muy parecida
como la teorfa de Galois clasica es la teoria de extensiones generadas por soluciones
de ecuaciones polinomiales de una variable, pero ahora con la propiedad adicional
de que los correspondientes grupos de Galois diferencial (de automorfismos de la
extension que fijan el cuerpo base y conmutan con la derivacion) tienen estructura
de grupo algebraico.

En el capitulo 1 mostraremos algunos resultados de Geometria Algebraica
que ayudarédn en la demostracion de los resultados en los siguientes capitulos.
Definiremos y estudiaremos los grupos algebraicos, sus propiedades y como actian
sobre variedades. Concluiremos este capitulo estudiando la descomposicion de
Jordan Chevalley de un morfismo.

En el capitulo 2 presentaremos la nociéon de una derivaciéon sobre un
anillo, seguido de algunas propiedades algebraicas. Definiremos los elementos de
una estructura diferencial, como extensiones de cuerpos diferenciales, morfismos
diferenciales, ideales diferenciales.

Dado un cuerpo diferencial K definiremos su cuerpo de constantes, Cx =

{a € K : d(a) = 0}. Luego introduciremos los elementos con los cuales trabajaremos



durante el resto de esta tesis: los operadores diferenciales lineales. Terminaremos este
capitulo mostrando un ejemplo que induce a preguntar sobre la manera de crear una
extension diferencial de K que contenga soluciones de un operador definido sobre
K, pero que no agregue constantes.

En el capitulo 3 mostraremos la construccion de dicha extension, llamada
extension de Picard-Vessiot, y veremos que es posible encontrarla (y es tnica salvo
K —isomorfismo diferencial) siempre que Ck sea algebraicamente cerrado. De hecho,
mostraremos algunos ejemplos en donde no se tiene existencia o unicidad salvo
isomorfismo de una extension de Picard-Vessiot. Esto muestra la importancia de la
hipotesis de que C'x sea algebraicamente cerrado.

Finalmente, en el capitulo 4 definimos el analogo diferencial al grupo de Galois
clasico de una extension de cuerpos: el grupo de Galois diferencial. En particular, el
grupo de Galois diferencial de una extension de Picard-Vessiot tiene estructura de
grupo algebraico. Presentaremos el analogo al teorema fundamental de la teoria de
Galois clasica, que es el teorema fundamental de la teoria de Picard-Vessiot.

En lo posible hemos tratado de manejar los resultados de manera accesible, cuyos

prerequisitos requieran herramientas de Algebra Béasica y Geometria Algebraica.



Lista de Simbolos

AE(V) — k—ésima potencia exterior del espacio vectorial V.

P, — Espacio de permutaciones.

VW — Isomorfismo entre las variedades algebraicas V' y W.
SR T — Producto tensorial de K —algebras.

G —  Grupo multiplicativo de un cuerpo.

G, — Grupo aditivo de un cuerpo.

K — Clausura algebraica de un cuerpo K.

trdeg[L : K] = — Grado de trascendencia de la extension K C L.

i — Clausura de Zariski del subgrupo H en el grupo G.
Frac(A) —  Cuerpo de fracciones del dominio A.

K (S) — Cuerpo diferencial generado por S sobre K, pagina
L¢ — Subcuerpo de L fijado por G, un grupo de

automorfismos de L.



Capitulo 1
Preliminares

En esta seccion haremos un repaso del concepto de variedad algebraica,
definiremos lo que es un grupo algebraico y daremos algunos ejemplos. Veremos
que un grupo algebraico lineal es una variedad afin y reciprocamente que un grupo

algebraico afin es un subgrupo cerrado de algtn grupo general lineal.

1.1. Conceptos basicos y ejemplos

1.1.1. Variedades en un espacio afin

A menos que sea especificado de otra manera, C denotard un cuerpo
algebraicamente cerrado de caracteristica cero. Sea C[X7,...X,]| el anillo de
polinomios en n indeterminadas sobre C. El conjunto C' x --- x C' sera llamado
n-espacio afin y denotado por Ay 6 solo A". Una variedad afin es el conjunto de
ceros comunes en A7 de una coleccién finita de polinomios en C[X7, ... X,].

A cada ideal I de C[Xy,...X,] le asociaremos el conjunto V(I) de sus ceros
comunes en Af. Por el teorema de la base de Hilbert, la C'—élgebra C[Xy,...X,]
es Noetheriana, luego cada ideal de C[Xy,...X,] tiene un conjunto finito de
generadores, por lo tanto V(I) es una variedad afin. A cada subconjunto S C A% le
asociamos la coleccion Z(S) de polinomios que se anulan en S.

Las siguientes proposiciones son sencillas de probar. Podria consultarse el

interesante libro [2].



Proposiciéon 1.1. Sean S, Si, Sy subconjuntos de Ap, e I, Iy ideales de

C[X1,...,X,], entonces se cumplen:
a) Si Sy C S, entonces I(S1) D I(Ss).
b) Si Iy C Iy, entonces V(I;) D V().
c) Z(S) = C[Xy,...,X,] sty sdlo si S =1.
Proposicion 1.2. La correspondencia V satisface las siguientes igualdades:
a) AL =V(0),0 =V(C[Xy,...,X,]).
b) Sean I,J ideales de C[X7,...,X,)], entonces V(I) UV(J) =V(INJ).

c¢) Sea {I1,} una coleccion arbitraria de ideales de C[X1,...,X,], entonces
(VVe) =V _ 1),

A partir de las proposiciones anteriores se obtiene que las variedades afines en A7
satisfacen los axiomas de los conjuntos cerrados en un espacio topologico. De este
modo el complemento de cada variedad afin es un abierto en la llamada Topologia
de Zariski.

Dado un ideal I de un anillo comutativo A, el radical v/ de I esta definido por

VIi={a€A:d" €l paraalgin r >1}.

Asi, un ideal radical es un ideal que es igual a su radical, es decir I = V1.
Consecuentemente, un ideal I del anillo A es radical si y so6lo si, el anillo cociente
A/I no tiene elementos nilpotentes distintos de cero. Algunos ejemplos de ideales
radicales son los ideales primos y los ideales de la forma Z(S) donde S C AZ.

Para un ideal I de C[X1,...,X,], es facil ver que v/I € Z(V(I)). Cuando el
cuerpo C' es algebraicamente cerrado tenemos /I = Z(V(I)).

Recordemos que un espacio topolégico no vacio X es reducible si puede ser escrito
como unioén de dos subconjuntos cerrados propios. Se dice que X es irreducible si
no es reducible, 6 equivalentemente si todos los subonjuntos abiertos no vacios de X
son densos. Para subconjuntos de A7 la irreducibilidad es caracterizada en términos

de su ideal correspondiente mediante la siguiente proposicion.



Proposicién 1.3. Un conjunto cerrado V' de A, es irreducible si y solo si su ideal

Z(V) es primo.

La demostracion se encuentra en la proposicion 1.1.13. de [2].

Si V es cerrado en A7, cada polinomio f(Xi,...,X,) € C[Xy,...,X,] define
una funcion f sobre V con valores en C. Pero diferentes polinomios podrian
definir la misma funcién. Sin embargo, es claro que tenemos una correspondencia
inyectiva entre las funciones polinomiales sobre V' y el anillo de clases residuales
ClX1,..., X,]/Z(V) que se denota por C[V] y lo llamaremos el anillo de coordenadas
de V. Es un algebra finitamente generada sobre C'y es reducida (es decir, no tiene
elementos nilpotentes distintos de cero) pues Z(V') es un ideal radical.

Sean V. C A% y W C A¥ variedades afines, una aplicacion ¢ : V. — W es
un morfismo de variedades afines si para © = (z1,...,2,) € V se tiene que
o(x1,...,xn) = (p1(z),...,om(x)) para ciertos ¢; € C[V]. A un morfismo de
variedades ¢ : V' — W podemos asociarle el morfismo de C'—éalgebras ¢* : C[W] —
C[V] definido por ¢*(f) = f o ¢. El morfismo ¢ : V' — W es un isomorfismo, si
existe un morfismo ¢ : W — V tal que Yop = idy y pot) = idy, 6 equivalentemente
©* : C[W] — C[V] es un isomorfismo de C'—algebras (con inversa ¢*). En este caso
denotaremos por V ~ W.

Con frecuencia necesitaremos considerar aplicaciones sobre una variedad afin
irreducible V', que no estan definidas en todo punto, por lo tanto introducimos el

siguiente concepto.

Definicién 1.4. a) Si V es una variedad afin irreducible, un mapeo racional
@V — A% es una n—upla (g1, ..., ¢,) de funciones racionales ¢y, ..., ¢, €

C (V). Diremos que ¢ es regular en un punto P € V si todos los ¢; son

regulares en Py dom(p) = ﬂ dom(¢p;)
i=1

b) Para una variedad W C AP, un mapeo racional ¢ : V. — W es una
n-upla (p1,...,¢,) de funciones racionales ¢1,...,¢, € C(V) tales que
©(P) = (¢1(P),...,on(P)) € W para todo P € dom(yp).

Un mapeo racional ¢ : V. — W es llamado dominante si ¢(dom(y)) es un

subconjunto denso en W con la topologia de Zariski.



Sea V' C AZ una variedad afin, y L un cuerpo algebraicamente cerrado que
contiene C'. Denotaremos por Vi a la variedad afin contenida en A’} definida
por Vi, = V(I1) donde I, = Z(V)L[Xy,...,X,]. Llamamos a V la variedad
obtenida de V por extensién de escalares a L. El anillo de coordenadas de V7, es
L[V]=L®C|V]. Es claro que si V' y W son variedades afines sobre C' con V >~ W

entonces Vi, ~ Wy

Proposicion 1.5. Sean K, L cuerpos algebraicamente cerrados con K C L. Sean'V,
W wvariedades algebraicas afines definidas sobre K y Vi, W, las variedades obtenidas

de V y W por extension de escalares a L. Si Vi, ~ Wy entonces V >~ W.
La demostracion se encuentra en la proposicion 1.1.29. de [2].

Proposicion 1.6. Sea ¢ : X — Y un morfismo de variedades. Entonces o(X)

contiene un subconjunto abierto no vacio de su clausura o(X).

La demostracion se encuentra en la proposicion 2.2.13. de [2].

Ahora introduciremos la nocién de dimensiéon de una variedad afin. Si X es
un espacio topologico noetheriano, definimos la dimensiéon de X como el supremo de
todos los enteros n tales que existe una cadena Zy C Z; C --- C Z, de subconjuntos
cerrados irreducibles distntos de X. Definimos la dimensién de una variedad afin
como su dimensiéon vista como espacio topoldgico. Claramente la dimension de una

variedad afin es el méaximo de las dimensiones de sus componentes irreducibles.

Proposicion 1.7. Sea X una variedad irreducible, sea'Y un subconjunto irreducible

propio cerrado de X. Entonces dimY < dimX.
La demostracion se encuentra en la proposicion 2.2.14. de [2].

Definicién 1.8. Diremos que un conjunto es constructible si es una unién finita
de conjuntos localmente cerrados. Recordemos que un subconjunto de un espacio
topologico es localmente cerrado si es la interseccion de un conjunto abierto con un

conjunto cerrado.

El siguiente teorema nos muestra que los morfismos de variedades preservan la

propiedad de un conjunto de ser constructible.

Teorema 1.9 (Teorema de Chevalley). Sea ¢ : X — Y un morfismo de variedades.
Si S es un subconjunto constructible de X entonces @(S) es un subconjunto

constructible de Y. En particular o(X) es un conjunto constructible.
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Prueba. Dado que un subconjunto localmente cerrado de una variedad es una
variedad, es suficiente probar que ¢(X) es constructible. Podemos asumir que Y es
irreducible. Trabajaremos por induccién sobre dimY'.

Para dimY = 0 no hay nada que probar. Podemos asumir que ¢ es dominante.
Por la proposicion , existe un conjunto abierto U de Y contenido en ¢(X).
Sean W1y, ..., W, las componentes irreducibles de Y'\U, por proposicion tenemos
dimW; < dimY. Por hipétesis de induccion las restricciones de ¢ a Z; = o= 1(W}),
t =1,...,t, tienen imagenes constructibles en W; y por tanto constructibles en Y.
Luego ¢(X) es la unién de U y una cantidad finita de ¢(Z;) y por lo tanto ¢(X) es

constructible. O

1.1.2. Grupos algebraicos

Definicion 1.10. Un grupo algebraico sobre C es una variedad algebraica G
definida sobre C', dotada de una estructura de grupo para el cual las aplicaciones
p:GxG— G, donde pu(z,y) =xyyv:G — G, donde v(z) = 7!, son morfismos

de variedades.

Dado un grupo algebraico GG, diremos que H es un subgrupo cerrado de G
si H es subgrupo de G y es un cerrado de la topologia de Zariski. Luego tenemos
que un subgrupo cerrado de un grupo algebraico es un grupo algebraico, es decir H

hereda la estructura de grupo algebraico de G.

Ejemplo 1.11. El grupo aditivo G,(C) = (C,+) es la linea afin A' con las

operaciones de grupo u(x,y) = = + y, v(zr) = —x y elemento neutro e = 0. El
grupo multiplicativo G,,(C') = (C*,.) es el conjunto C* con las operaciones de
grupo p(z,y) = zy, v(r) = —x y elemento neutro e = 1.

Ejemplo 1.12. El grupo general lineal GL(n,C) es el grupo de matrices
inversibles n x n con entradas en C' dotado con el producto de matrices. Notemos
que podemos identificar el conjunto de matrices cuadradas n x n sobre C con el
espacio afin de dimension n?, luego GL(n,C) es el complemento del conjunto de
ceros del polinomio determinante det(X;;), es decir es una variedad afin. El anillo
de coordenadas de GL(n,C) esta generado por la restriccion de las n? funciones
coordenadas X;; y la funcién 1/det(X;;). Observamos de las formulas del producto

e inversion de una matriz, que estas aplicaciones son dadas globalmente por funciones



racionales en las coordenadas X;;, luego son morfismos de variedades. Asi el grupo

general lineal GL(n, C') es un grupo algebraico.

Diremos que G es un grupo algebraico lineal si G es un subgrupo cerrado de
algin GL(n, C).

Ejemplo 1.13. Consideremos los siguientes subgrupos cerrados de GL(n, C):
(1) SL(n,C) ={A € GL(n,C) : detA = 1} (grupo especial lineal)
(2) T(n,C) ={(a;;) € GL(n,C) : a;; = 0,7 > j} (grupo triangular superior)

(3) Un,C) = {(aj) € GL(n,C):a; =1,a;; =0,i>j} (grupo unipotente

triangular superior)
(4) D(n,C) = {(ai;) € GL(n,C) : a;; = 0,7 # j} (grupo diagonal)
Entonces todos estos son ejemplos de grupos algebraicos lineales.

Lema 1.14. Sea E un subconjunto constructible de un espacio topoldgico X.

Entonces E contiene un subconjunto denso abierto de su clausura.
La demostracion se encuentra en el lema 3.3.1. de [2].
Proposicion 1.15. Sea H un subgrupo de un grupo algebraico G y H su clausura.
a) H es un subgrupo de G.
b) Si H es constructible, entonces H = H.
La demostracion se encuentra en la proposicion 3.3.2. de [2].
Un morfismo de grupos algebraicos es un homomorfismo de grupos que es
también un morfismo de variedades algebraicas.
Proposicion 1.16. Sea ¢ : G — G’ un morfismo de grupos algebraicos, entonces
a) Ker(p) es un subgrupo cerrado de G
b) Im(p) es un subgrupo cerrado de G’

La demostracion se encuentra en la proposicion 3.3.4. de [2].



1.2. Acciones de grupos algebraicos sobre

variedades

En el estudio de grupos algebraicos es usual obtener informacién de sus acciones
sobre si mismos o sobre otras variedades naturalmente asociadas. Ahora veremos
diversos resultados para este estudio y usaremos algunos de ellos para probar que

todo grupo algebraico afin es isomorfo a un subgrupo cerrado de algin GL(n,C).

1.2.1. Linealizacién de grupos algebraicos afines
Sea GG un grupo algebraico y V' una variedad afin, si el morfismo
p:GXV =V
(z,v) = ¢(z,v)
satisface las condiciones
1) ¢(y,o(x,v)) = p(yx,v) para todo x,y € Gy v €V,
2) ¢(e,v) = v para todo v € V|

diremos que ¢ es una acciéon de G sobre V' o que G acttia sobre V' y usaremos la
notaciéon

o(x,v) = z.0.
A partir de esta accion, podemos definir
p:GxCV]—=C[V]
(@, f) = x.f

donde
(z.f)(v) = f(z"'w), paratodov € V.

Luego es facil verificar que ¢ satisface las condiciones de una accion. Asi, la accién de
G sobre V' induce una accion de G sobre el anillo de coordenadas C' [V]. Llamaremos
a x.f la traslaciéon de f por x.

En particular, cuando V' = G podemos considerar dos acciones diferentes de G

sobre si mismo. La accién de G por traslaciones a izquierda

GxG—=3d

(z,y) — xy

10



y la accién de G por traslaciones a derecha

GxG—G

(x,y) = ya .

Luego tenemos dos acciones diferentes de G sobre su anillo de coordenadas C[G]
asociadas a las acciones anteriores.
Para la acciéon de G sobre si mismo por traslaciones a izquierda corresponde la

GxC[G—=C[G
(x, f) = X(f) 1y = fa7ly)

y para la acciéon de G sobre si mismo por traslaciones a derecha,

G x C[G] = C[G]
(@, f) = pa(f) 1y = flyz)

Podemos usar traslaciones a derecha para caracterizar los miembros en un

subgrupo cerrado:

Lema 1.17. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo algebraico G, I el ideal de

C'[G] que se anula sobre H, entonces

H={zxeG:p,(I)C I}

Prueba. Sea x € Hy f € I, probaremos que p,(f) € I. Sea entonces y € H,
tenemos p,(f)(y) = f(yx) y como f € I se tiene que f(yx) = 0.

Reciprocamente, sea x € G tal que p,(I) C I, entonces para todo f € I se
tiene que p,(f) € I. Luego para e € H tendremos f(z) = f(ex) = p.(f)(e) = 0.
Asi f(x) = 0 para todo f € I, es decir « € V(I) y como H es cerrado
V(I)=V(Z(H)) = H. O

Lema 1.18. Sea G un grupo algebraico y V una variedad afin, ambas definidas
sobre el cuerpo algebraicamente cerrado C. Supongamos que G actia sobre V' y sea
F un C—subespacio vectorial de dimension finita del anillo de coordenadas C'[V]

entonces:

a) Eziste un subespacio de dimension finita E de C'[V] y contiene a F que es

estable bajo la accion de G.

11



b) F es estable bajo la accion de G si y solo si o*F C C[G] ®c¢ F, donde

0 :GxV =V esta dada por p(z,v) =z .

Prueba.

a)

Primero probaremos el resultado para el caso dimF' = 1. Sea F' = (f) donde

feC[V]. Sea

W GXV SV

(x,v) — zw
el morfismo que nos da la acciéon de GG sobre V| y

P CV] = ClGxV]=C[G)®C[V]
[ f=1Ffod

el morfismo correspondiente entre sus anillos de coordenadas.

Sea * f = Z gi®h; € C'[G]®C [V] (notemos que esta expresion no es unica).

i=1
Para x € G y v € V tenemos

(z.f)(v) = fla ) = f (e 0) = @ f) (@7 v) = Zgi(x_l)hi@)‘

m
Luego z.f = Zgi(x’l)hi, asi cada traslacion z.f estd contenida en el
i=1

C'—espacio vectorial de dimension finita de C' [V] generado por las funciones
h;i. De la accion de G sobre C[V] tenemos que y.(x.f) = (yz).f y e.f = f para
todo f € C[V].

Asi, el C'—espacio vectorial E = (z.f : © € G) es de dimension finita, contiene

a fy es G—estable.

Ahora para el caso general, sea dimF = n y sea {fi,..., f,} C C[V] una
base de F' sobre C. Hemos probado antes que para cada F; = (f;) existe
E; = (z.fi:x € G) espacio vectorial G—estable de dimension finita que
contiene a f;. Sea E = @, E;, entonces E es un espacio vectorial G—estable

de dimesioén finta que contiene a F'.

Igual que para la parte a), primero probaremos el resultado para el caso
dimF = 1 es decir F' = (f) donde f € C'[V]. Si p*F C C[G] ®¢ F entonces
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gp*f:Zgi@)hiEC[G]®cFluegohiEF. Asi, dados . € Gyv e V

tenemos
(z.)(v) = f(z7"v) = [ (p(a,0)) = (" F) (@,0) = > gi(@)hi(v

entonces x.f = Zgl Jh; € F es decir, F' es G—estable. Ahora para el caso
general sea dimF =ny sea {fi,..., fn} C C[V] una base de F sobre C. Sea

f= Zc]f] donde ¢; € C. Dado x € G tenemos que z.f = Z ¢j(z.f;) y por
Jj=1 7=1
lo antes visto tenemos que cada z.f; € Iy = (f;), ast z.f € D), F; = .

Probaremos ahora el reciproco: sea {fi,..., fn} C C'[V] una base de F' sobre
C'y la extendemos a una base {fi,..., fu} U{¢1,..., ¥} de C[V], entonces
dada f € F podemos expresar ¢*f como

o f = Zﬁ®fi+23j®¢j'
i=1 j=1
Como F' es G—estable entonces

.QTf Zrz fz+ZS] %EF

luego s;(x) = 0 para todo = € G por lo tanto s; = 0. Asi
o f = Zﬁ‘ ® fi
i=1

es decir ¢*F C C'|G] ®¢ F.

Asi, el lema queda demostrado. U

Observacion 1.19. Sea G un grupo algebraico y consideremos la accion de G en

si mismo por traslaciones a derecha. Por la demostracion de la parte a) del lema

anterior tenemos que para cada x € G, el C'—espacio vectorial de C[G] generado

por la traslacion p,(f) es de dimension finita, G—estable y contiene a f. Ademds,

si Fr = (ps(f) : ® € G), entonces tenemos

= U

fecla)

Ast, podemos expresar el anillo de coordenadas de un grupo algebraico como union

de subespacios de dimension finita y estables por la accion de G.
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Sabemos que cualquier subgrupo cerrado de GL(n,C) es un grupo algebraico
lineal, ahora veremos que el reciproco también es cierto, para eso construiremos un

subespacio de dimension finita de C[G] sobre el cual G actta por traslaciones.

Teorema 1.20. Sea G un grupo algebraico afin. Entonces G es isomorfo a un

subgrupo cerrado de algin GL(n,C).

Prueba. Sean fi,...,f, generadores de C[G| como K—élgebra y sea F el
subespacio vectorial generado por los f; sobre C.

Consideremos la acciéon de G en si mismo por traslaciones a derecha, entonces
por el lema parte a) existe un subespacio de dimension finita E C C[V] que es
G—estable y contiene a F'. Podemos asumir que los f; son una base de E sobre C.

Definimos ¢ : G X G — G por ¢(z,y) = v~ 1.y = yx, entonces por el lema
parte b) tenemos ¢* C C[G] ®c E pues E es G—estable. De este modo
©*f; € C[G] ®c E. Sea

= Z m;; ® f; donde m;; € C[G]
j
entonces

pe(f) (W) = filyz) = filo(z,y)) = " filz,) me ® fi(y)

luego
=2 mle) @

es decir, la matriz de p,|, en la base { fl} es (m;j(x)). En este contexto, la aplicacion

|
Y : G — GL(n,C)
x = (my;(x))
es un morfismo de grupos algebraicos. Por la proposicion , la imagen ¢(G) = G’
es un subgrupo cerrado de GL(n,C). Probaremos entonces que ¢ : G — G’ es

un isomorfismo de variedades, para esto veremos que * : C[G'] — C[G] es un

isomorfismo.
Notamos que f;(x) = fi(ex) me z)fi(e) es decir f; = ij e)m;;. Esto

nos muestra que los m,;; también son un conjunto de generadores de C[G], entonces

* es inyectiva. Por otro lado

P (Xijlo ) (@) = (Xiji, 0 ) (@) = (Xijig, ) (mig (2)) = miy ()

entonces 1*(Xjj),,) = my; luego ¥* es sobreyectiva. O
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1.2.2. Caracteres y semi-invariantes

Definicién 1.21. Sea GG un grupo algebraico, un caracter de GG es un morfismo de

grupos algebraicos G — G,,.

Si x1, X2 son caracteres de un grupo algebraico GG, también lo es su producto
definido por (x1x2) () = x1(x)x2(x). Con este producto el conjunto X (G) de todos
los caracteres de G tiene estructura de grupo conmutativo. El elemento identidad es
el caracter xo tal que xo(x) = 1 para todo x € G.

Si G es un subgrupo cerrado de GL(V), para cada x € X(G) definimos
Vi, = {v eV :zwv=x(x)vpara todo z € G}. Evidentemente V, es un subespacio
G —estable de V.Cualquier elemento distinto de cero de V) es llamado un semi-
invariante de G de peso x. Reciprocmente, si v es un vector distinto de cero que
genera una linea G—estable en V, entonces es claro que xz.v = x(z)v define un
caracter y de G.

En general, si ¢ : G — GL(V) es una representacion racional, es decir una
aplicacion racional que es un homomorfismo de grupos, entonces definiremos los

semi-invariantes de G como los semi-invariantes de ¢(G).

Lema 1.22. Sea ¢ : G — GL(V) una representacion racional. Entonces los
subespacios V., x € X(G) estin en suma directa. En particular sélo una cantidad

finita de ellos son distintos de cero.
La demostracion se encuentra en el lema 3.6.5. de [2].

Lema 1.23. Sea ¢ : G — GL(V') una representacion racional y sea H un subgrupo
normal cerrado de G. Entonces cada elemento de ¢(G) permuta los espacios V. para

X € X(H).

La demostracion se encuentra en el lema 3.6.6. de [2].

1.2.3. Cocientes en grupos algebraicos

El proposito de esta seccion es probar que si G es un grupo algebraico lineal y H
es un subgrupo normal cerrado de GG, entonces el cociente G/H tiene la estructura
natural de grupo algebraico lineal, con anillo de coordenadas C' [G/H] ~ C [G]".

Si V es un C'—espacio vectorial de dimension finita, entonces GL(V') actia sobre

potencias exteriores de V por x.(vy A+ - - Awvg). Si M es un subespacio d—dimensional
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de V, es espacialmente 1til observar la accién sobre L = A®M, que es un subespacio

de dimensién 1 de AV,

Lema 1.24. Sea x € GL(V), M un subespcio de V de dimension d y L = NM,

entonces xL = L si y solo st xM = M.

Prueba. Supongamos que zL = L. Sea vy, ..., v; una base de MNaxM, extendemos
a una base vy,...,vy de M y a una base vi,...,v,Vq41,...,V2q de xM. Por
hipotesis z(v; A - -+ Avg) es un miltiplo de v; A - - - A vg pero por otro lado, también
es un multiplo de vy A -+ Avy Avgyq -+ Avgg_y asi |l = d y por lo tanto xM = M. El

reciproco es claro. O

Proposicion 1.25. Sea G un grupo algebraico y H un subgrupo cerrado de G.
Entonces eziste una representacion racional ¢ : G — GL(V) y un subespacio L de
V' de dimension 1 tal que H = {x € G : p(x)L = L}.

Prueba. Sea [ el ideal de C[V] que se anula en H. Es un ideal finitamente
generado. Por el lema existe un subespacio de dimension finita W de C[G],
estable por todos los p,, x € GG, que contiene un conjunto finito de generadores de
1. Sea M =W N1, entonces M genera I. Notemos que M es estable por todos los
Pz, T € H, pues por lema, H={geG:p,l =1}

Probaremos que H = {z € G: p,M = M}. Si p,M = M, como M genera [
entonces p,I = I asi x € H. Ahora, sean V = AW y L = A?M donde d = dimM.
Por el lema [1.24] tenemos la caracterizacion deseada de H. O

Teorema 1.26. Sea G un grupo algebraico y H un subgrupo cerrado normal de G.

Entonces existe una representacion racional ¢ : G — GL(W) tal que H = Ker).

Prueba. Por la proposicion existe un morfismo ¢ : G — GL(V) y una
linea L tal que H = {z € G : ()L = L}. Como cada elemento de H actiia sobre
L por multiplicacion escalar, esta accion tiene asociado un caracter xo : H — G,,.
Consideremos la suma en V' de todos los V), distintos de cero para todos los caracteres
x de H. Por lema [1.22] esta suma es directa y contiene a L. Es mas, por lema [1.23]
©(G) permuta los V;,. Asi, podemos asumir que V es la suma de los V.

Sea W el subespacio de End(V') cuyos elementos dejan estable V, para todo
X € X(H). Existe un isomorfismo natural entre W y &End(V,). Ahora GL(V)
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actiia sobre End(V') por conjugacion. Como ¢(G) permuta los v, y W estabiliza a
cada uno de estos, entonces el subgrupo ¢(G) estabiliza a W. Luego podemos definir
el morfismo de grupos ¢ : G — GL(WW) dado por

b(@)(y) = o(@)ye(@)),,

asi 1 es una representacion racional. Veamos que Ker(¢)) = H. Sea x € H, entonces
Y(x) actiia como escalar sobre cada V), luego la conjugacion por ¢(z) no tiene efecto
sobre W, asi x € Ker(¢). Reciprocamente, sea € G tal que 1(z) = idy . Entonces
Y(z) estabiliza todos los V) y conmuta con End(V, ), pero el centro de End(V,) es el
conjunto de escalares, luego 1(x) acttia sobre cada V) como escalar. En particular,
Y(x) estabiliza L C V,, asi v € H. O

Corolario 1.27. El cociente G/H puede ser dotado de una estructura de grupo

algebraico afin, dotado de un epimorfismo w: G — G/H.

Prueba. Consideremos la representacion ¢ : G — GL(W) con nucleo H dada
por el teorema e imagen Y = Im(¢)). Por el teorema [1.9 tenemos que Y es un
conjunto constructible y como es un subgrupo de GL(W), por la proposiciéon m
se tiene que Y es un subgrupo cerrado de GL(W). Luego tenemos el isomorfismo de
grupos G/H ~ Y entonces podemos trasladar la estructura de grupo algebraico
lineal de Y a G/H. Es mas, 1 induce un epimorfismo de grupos algebraicos
7:G— G/H. O

Definicion 1.28. Sea G un grupo algebraico y H un subgrupo algebraico cerrado
de GG. Un cociente de Chevalley de G por H es una variedad X junto con un
morfismo sobreyectivo m : G — X tal que las fibras de 7 son exactamente los

cocientes de H en G.

En el corolario hemos establecido que existe un cociente de Chevalley de
un grupo algebraico lineal G' por un subgrupo normal cerrado H. Sin embargo,
no esta claro si los cocientes de Chevalley son tnicos salvo isomorfismo, ni si ellos
satisfacen la propiedad universal usual de cocientes. Estas propiedades caracterizan

los cocientes categoricos que definiremos a continuacién:

Definicion 1.29. Sea G un grupo algebraico y H un subgrupo cerrado de G. Un
cociente categoérico de GG por H es una variedad X junto con un epimorfismo

m : G — X que es constante en todos los cocientes de H en G con la siguiente
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propiedad universal: dada cualquier otra variedad Y y un morfismo ¢ : G — Y que
es constante en todos los cocientes de H en G, existe un tnico morfismo ¢ : X — Y

tal que ¢ = 1 o 7.

Es claro que los cocientes categoricos son tnicos salvo tnico isomorfismo.
Queremos probar que los cocientes de Chevalley son cocientes categoricos, asi
obtendremos un cociente de GG por H definido unicamente salvo isomorfismo y que

satisface la propiedad universal.
Teorema 1.30. Los cocientes de Chevalley son cocientes categoricos.
La demostracion se encuentra en el teorema 3.7.7. de [2].

Proposicion 1.31. Sea G un grupo algebraico lineal, H un subgrupo normal cerrado

de G, entonces C [G/H] ~ C [G]".

Prueba. Consideremos el epimorfismo 7 dado por el corolario[I.27] Si un elemento

f € C|G/H], entonces f=fore C'[G]. Es mas, cuando © € H y y € G, se obtiene

NN ) = fla™'y) = (for) (x7'y) = f(r(a™'y) = [ (x(y) = [(y),
luego \,(F) = F y F e C[G)".
Si f € C[G]", entonces f es un morfismo G — A'! que es constante sobre

los cocientes de H en G. Entonces por la propiedad unniversal del cociente G/H

establecida en el teorema existe F' € C'|[G/H] tal que f = Fom. O

1.3. Descomposicién de grupos algebraicos

Comenzaremos la pressente seccion, estudiando la descomposicion de Jordan
Chevalley aditiva y multiplicativa para el caso de dimensién finita, y a partir de
este estudiaremos el caso de dimension infinita. Usaremos la version de dimension
infinita para estudiar las traslaciones a derecha p, sobre el anillo de coordenadas
C[G] de un grupo algebraico G.

Primero mostraremos que p preserva la descomposicion de Jordan para GL(n, C),
luego veremos que la descomposicion de Jordan puede ser definida intrinsecamente
para un grupo algebraico afin arbitrario.

Finalmente, mostraremos que los morfismos de grupos algebraicos preservan la

descomposicion de Jordan Chevalley.
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A lo largo de esta seccion, C' denotara un cuerpo (algebraicamente cerrado, como
mencionamos al comienzo de este capitulo), V' denotara un C-espacio vectorial de

dimensioén finita y W un C-espacio vectorial de dimension infinita.

Definicién 1.32. Sea = € End(V) donde V' es un espacio vectorial de dimension

finita sobre el cuerpo C'.

a) Diremos que = es nilpotente si 2" = 0 para algin n € N (equivalentemente,

si 0 es el tnico autovalor de z).

b) Diremos que z es semisimple si el polinomio minimal de z tiene raices

diferentes (equivalentemente, si x es diagonalizable sobre C').

c) Sea z € GL(V). Diremos que x es unipotente si es la suma de la identidad y

un endomorfismo nilpotente, 6 equivalentemente, si 1 es su tinico autovalor.
Lema 1.33 (Descomposicion de Jordan Chevalley aditiva). Sea z € End(V):

a) Ezisten tnicos x4, x, € End(V) tales que x5 es semisimple, x,, es nilpotente y

r=2=Ts+ Tp.

b) Ezisten polinomios p(X),q(X) € C[X] sin término independiente tales que
xs = p(x), v, = q(x). Entonces x5 y T, conmutan con cualquier endomorfismo

de V' que conmuta con x, y en particular conmutan entre ellos.

c) Si Wy C Wy son subespacios de V', y x lleva a Wy en Wy, también lo hacen x

Y Ty
d) Seay € End(V). Si xy = yx, entonces (x+y)s = xs+ys Yy (T +Y)pn = Tp + Yn

La descomposicion x = xs+x, es llamada descomposicion de Jordan Chevalley
aditiva de x, donde x4 es llamada la parte semisimple de x y x, la parte nilpotente

de x.

Para la demostracion de este lema se puede consultar [6].

A partir de esta descomposicion aditiva, se obtiene una version multiplicativa
de la descomposicion de Jordan Chevalley cuando = € End(V') es un endomorfismo
inversible.

En efecto, si z € GL(V), sus autovalores son distintos de cero, luego x;
también es inversible. Asi podemos escribir z, := 1 + z;'z, y obtendremos que

~1
r=xs+x, =2s(1+ 2, w,) = x5.24.
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Lema 1.34 (Descomposicion de Jordan Chevalley multiplicativa). Sea x € GL(V):

a) Existen tunicos xs,z, € GL(V) tales que x4 es semisimple, x, es unipotente y

T = TsTy = TyTs.
b) xs y x, conmutan con cualquier endomorfismo de V' que conmute con x.
c) Si U es un subespacio de V' estable por x, entonces U es estable por x y x,.
d) Seay € GL(V). Si xy = yx, entonces (xy)s = sys Y (TY)y = Tulu-

La descomposicion v = x,x, es llamada descomposicion de Jordan Chevalley
multiplicativa de x, donde x, es llamada la parte semisimple de x y x, la parte

unipotente de x.

Para la demostracion de este lema se puede consultar [6].

En la seccion vimos que un grupo algebraico afin G actiia sobre si mismo
por traslaciones a derecha, luego cada x € G define un morfismo G — G dado por
y — yz, el cual induce un morfismo p, : C[G| — C[G] definido por p,.(f)(y) = f(yx).

Seria tutil conocer la descomposiciéon de Jordan Chevalley de este mapeo lineal
para todo x € G, sin embargo C[G] en general es un C'—espacio vectorial de
dimension infinita. Los resultados que hemos visto solo se aplican al caso de
dimension finita, por tanto extenderemos la definicién al caso de dimensién infinita
y mostraremos la version de las descomposiciones de Jordan Chevalley aditiva y

multiplicativa de dimension infinita.

Definicion 1.35. Sea W un C'—espacio vectorial de dimensién infinita y sea

z € End(W). Si
w={JW

donde los V) son C'—subespacios vectoriales de dimensién finita de W tales que

z(Vy) C V), entonces:
a) Diremos que x es semisimple si y solo si Ty, €s semisimple para todo A € I.
b) Diremos que x es nilpotente si y solo si Ty, €s nilpotente para todo A € I.

c) Si ademéas x € GL(V)) para todo X € I, diremos que x es unipotente si y solo

si Ty, €s unipotente para todo A\ € I.
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La hipoétesis que hara posible la descomposicion de un endomorfismo de W es
que W es la uniéon de subespacios estables por x y de dimensién finita, pues para
el caso de dimension finita ya tenemos el resultado dado en el lema y podemos

descomponer cada una de las restricciones:

Ly, = (‘%lVA)S + (x\vk)n-

Agrupando los (), )s y los (zj,, ), obtenemos los endomorfismos semisimple y

nilpotente z, z,, € End(W) tales que z = x5 + .

Proposicion 1.36 (Descomposicion de Jordan Chevalley aditiva de dimension
infinita). Sean W y x € End(W) en las condiciones de la definicion [1.35

a) Ezisten unicos xs, x, € End(W) tales que x4 es semisimple, x, es nilpotente y

r=2xs+ Ty
b) Si V. C W es estable por x, entonces V' es estable por xs y x,.
Prueba. Como W es unién de C'—subespacios vectoriales de dimension finita y

estables por x, para cada restriccion Ty, Vi — V) existe la descomposicion de

Jordan Chevalley aditiva. Sean «, 8 € I, tenemos:
Llyy = (x\va)s + (xlva)n
yy, = (2, )s + (@), )n

Por el lema parte ¢) se tiene que la restriccion de un endomorfismo semisimple es
también semisimple, y de igual manera la restricciéon de un endomorfismo nilpotente

es también nilpotente. Asi

(($|va )S)Ivamvﬁ7 (($|Vﬁ)8)\vamvﬁ

son semisimples y
((xl\/a)n)'VamV/B’ ((x|vﬂ)n)\vamvﬁ

son nilpotentes. Podemos descomponer Llyrv de dos maneras:

(:C|va)\vomv5 = ((:C|Va>5)|vanv,3 + ((:C|Va)n)‘vomvﬂ

@y varvs = (@) vaa, + (@1, )n)lvany,
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y por la unicidad de la descomposicién tenemos

(('T\va>5)|vamv5 = (($|v5)8)\vamvﬂ y ((xlva)n)lvamvﬁ = ((xlvﬂ)n)\vanvﬁ

Asi podemos agrupar juntos los <£L‘|V/\)s (respectivamente (a:‘VA)n) para obtener
endomorfismos de W cuya suma es x. Estos pueden ser denotados nuevamente x,,
x, y llamadas las partes de Jordan de z. U

Podemos hacer un proceso similar para obtener la version multiplicativa.

Proposicion 1.37 (Descomposicion de Jordan Chevalley multiplicativa de
dimension infinita). Sean W y x € GL(W) en las condiciones de la definicion [1.55,

a) Existen unicos xs,x, € GL(V) tales que x5 es semisimple, x, es unipotente,

Ts, Ty CONMULAN ENLTE ST, Y T = Ty

b) Si U C W es estable por x, entonces U es estable por xs y x,.

Prueba. La prueba es similar a la prueba de la proposiciéon anterior. Es importante
observar, usando el lema m parte c), que (z), )s y (2),, ). dejan estable cada
subespacio de U (de dimension finita 6 no) que es estable por x, luego U es estable
POr X5 Y Ty O

El objetivo de estudiar la descomposicion de Jordan Chevalley de dimension
infinita es poder descomponer el morfismo p, : C[G] — C[G]. En la observacion
vimos que C[G] es la unién de subespacios de dimension finita estables por p,.
Entonces para todo p, existe la descomposicion de Jordan multiplicativa. Veremos
ahora que cuando G = GL(n, ('), la descomposicion de Jordan de p, proviene de la

descomposicién de Jordan de x.

Proposicion 1.38 (Descomposicion de Jordan Chevalley en el grupo general lineal).

Sea v € G = GL(n,C) con descomposicion de Jordan Chevalley
T = Ty,
entonces p, : C|G] — C[G] tiene descomposicion de Jordan

Pz = PxsPxy-
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Prueba. Como C[G] es la unién de subespacios de dimension finita estables por

todos los p,, existen las descomposiciones de Jordan. Es més

p(f)(y) = f(yx) = f(yzsra) = po, (f)(WTs) = po. (02, ()W) = (Pr.pe,)(f)(Y)

entonces p, = p,.pz, V 10os operadores conmutan. Luego bastara probar que p,, es
semisimple y p., es unipotente.

El anillo de coordenadas C[G] es el anillo de polinomios en n? indeterminadas
X;; localizado en el sistema multiplicativo de potencias de d = det(X;;). Veamos

que C[X;;] es estable bajo la traslacién a derecha. Sean z,y € G
pa(Xij)(y) = Xij(yx) = Zyihxhj = Z Xin(y)wn,
h=1 h=1

entonces p, X;; = 22:1 Ty Xin € C[Xy).

Veamos ahora como acttia G sobre d. Sean =,y € G

pz(d)(y) = d(yz) = det(y)det(z)

entonces p,d = det(z)d, es decir el espacio vectorial generado por d es G—estable.
Asi, podremos describir la accion de p, sobre C[G], si se conoce la acciéon
sobre CX;].

En particular, como d es un autovector de p, en cualquier caso, tenemos que:

» Sip, es semisimple, entonces p, es semisimple.

|C[X~Lj]

» Sip, es unipotente entonces su autovalor det(x) debe ser 1, asi p, es

|C[Xij]

unipotente.

O
Si G es un subgrupo de GL(n,C) y € G, no necesariamente z, € G 6 x, € G.

Veremos que esto si se cumple cundo G es un subgrupo cerrado.

Corolario 1.39. Sea G un subgrupo cerrado de GL(n,C) y x € G, entonces xy,
T, € G.

Prueba. Si G es cerrado y x € GG, por el lema bastara probar que p,, vV pu.,
dejan estable al ideal Z(G) C C[GL(n,C)]. Por la proposicion [1.38] (pz)s = pz, ¥
(pe)u = Pu,. Como I(G) es estable por p, (pues z € G), por lema [1.34] Z(G) seré
estable por (p.)s ¥ (pz)u- O
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Ahora veremos que podemos considerar la descomposicion de Jordan para

elementos en cualquier grupo algebraico afin.
Proposicion 1.40. Sea G un grupo algebraico afin.

a) Si x € G, entonces existen unicos elementos s,u € G tales que © = su, s y
u conmutan, ps es semisimple, p, es unipotente. Llamamos a s y u la parte

semisimple y unipotente de x respectivamente y las denotamos por xs y x,,.

b) Sitp: G — G es un morfismo de grupos algebraicos, entonces (1p(x))s = ¥(x)

Prueba.

a) Por el teorema existe un isomorfismo ¢ : G — G’ donde G’ es un subgrupo
cerrado de algun GL(n, C).

Sea ¢¥(xz) = 2’ = s'u su descomposicion de Jordan en GL(n,C). Por la

proposicion tenemos (py)s = psr Y (P )u = Pur-
Sea I =I(G') = {f € C[GL(n,C)] : f, = 0}, por el lema como z’' € G’
entonces p,s estabiliza I. Luego por observacion, (p,)s v (par). también

estabilizan I, y nuevamente por el lema tenemos que ', u’ € G'. Asi
=97 a) =7 () =TT W)
donde v~ }(s') =z, y v () =z, € G.

b) Consideremos 1 como una composicion de morfismos:

G4 upaE) S a
Mostraremos que en cada uno de estos morfismos, se preservan las

descomposiciones de Jordan.

Consideremos el primer paso, donde 9 : G — (G) = G” es un epimorfismo.
La traslacion a derecha py () : C[G"] = C[G"] es la restriccion de p, : C[G] —

C[G] si vemos a C[G"] como subanillo de C[G] via la inyeccion ¢*

ellelEeellel

o |+
G

ClG] ——C
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Pero la restriccion de un operador semisimple (respectivamente unipotente)

a un subespacio, es del mismo tipo. Entonces p,  es semisimple y p,, es

unipotente. Como py )y = Py(z,)Py(x,) eNtonces (Pw(x))s = Py(zs) Y (P¢(m))u =
Pi(z.), Pero por la proposicion tenemos (py(z))s = Pw()), Y (Pu(x))u

P Ast (V(@))s = (@) ¥y (Y(2)u = ¥(@0).
Luego la proposiciéon queda demostrada.

Ejemplo 1.41. Consideremos el subgrupo de GL(2, C):
1 a
G= ca€eC
0 1

v (Ga(C), +) = (G, )

1 «a
0 1

Entonces tenemos que todo elemento de G,(C') es unipotente.

y el isomorfismo

a

Ejemplo 1.42. Consideremos el subgrupo de GL(2, C):
a 0
G = caeC
0 a

v (Gm(C),) = (G,)

a 0
0 a

Entonces tenemos que todo elemento de G,,(C') es semisimple.

y el isomorfismo

a

Ejemplo 1.43. No existen homomorfismos no triviales de G, en G,,. En efecto,

supongamos que existe un homomorfismo no trivial ¢ : G, — G,,. Sea x € Gy,

por el ejemplo [I.4]] tenemos que = es unipotente, entonces por la proposicion [1.40]

b) tendremos que ¥ (z) € G,, es también unipotente. Sin embargo, en el ejemplo

vimos que todo elemento de G,, es semisimple. Como el tinico elemento que

es unipotente y semisimple a la vez es la identidad, 1) es el homomorfismo trivial

() = 1. Asi obtenemos X (G,) = 1.
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Ejemplo 1.44. Un subgrupo cerrado H del grupo unipotente triangular superior
U(n,C) no tiene caracteres no triviales. En efecto, un caracter no trivial de H

induciria un caracter no trivial de G, en G,,.

La proposicion nos dice que en cualquier grupo algebraico afin, los

subconjuntos
Gs={reG:z=2} vy G,={reG:x=ua,}

quedan intrinsecamente definidos y su intersecciéon es el elemento neutro e. La parte
b) de esta proposicion nos dice que los morfismos de grupos algebraicos preservan los
conjuntos G5 y G,. Es mas, como el conjunto de matrices unipotentes en GL(n, C)
es el conjunto de ceros del polinomio (x — 1)” = 0, entonces G, es un conjunto

cerrado. Sin embargo, en general G5 no es un subconjunto cerrado de G.

Definicion 1.45. Denotaremos por 7 (n,C) (respectivamente D(n,C)) el anillo
de matrices triangulares superiores (respectivamente matrices diagonales) en
M (n,C). Un subconjunto M de M (n, C) se dice triangularizable (respectivamente
diagonalizable) si existe z € GL(n,C) tal que

aMazt C T(n,C)
(respectivamente zMz~' C D(n,C)).

El siguiente lema serd de utilidad en la demostracion del teorema de

correspondencia de la teoria de Picard-Vessiot.

Lema 1.46. Si M C M (n,c) es un conjunto conmutativo de matrices, entonces
M es triangularizable. Si N C M es un subconjunto de matrices diagonalizables,

entonces N puede ser diagonalizado al mismo tiempo.

Prueba. Sea V = (™. Probaremos el resultado por inducciéon sobre n. Si M
consiste so6lo de homotecias el resultado es trivial. De lo contrario es posible escoger
x € My \e C tales que 0 # W = Ker(z — A) # V. Es facil probar que W es
M —estable. Por induccion, existe v; € W tal que Cv; es M—estable. Aplicando
la hipotesis inductiva a la acciéon de M sobre V/Cv; obtenemos vy, ...v, € V que
forman una base de V/Cvy, tales que cada subespacio Cvy + - -+ + Cv; (1 <i < n).

Luego la base vy, ..., v, triangulariza M.
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Ahora, si N no consiste sélo de homotecias, podemos suponer x € N. Como x
es diagonalizble entonces V =W @& W' donde la suma w’ de autoespacios restantes
de z es distinta de cero. Como vimos antes, ambos W y W’ son M —estables. Por
hipotesis de induccion podemos encontrar bases de W y W’ que triangularizan M

mientras simultaneamente diagonalizan N. U

Teorema 1.47 (Estructura de grupos conmutativos). Sea G un grupo algebraico

lineal comutativo. Entonces G4, G, son subgrupos cerrados y

p:Gsx Gy, — G

(z,y) — zy

es un isomorfismo de grupos algebraicos cuya inversa es la descomposicion de

Jordan.

Prueba. Como G es conmutativo, por el lema parte d), tenemos que Gy y
G, son subgrupos de G. Por el teorema [1.20] existe un isomorfismo ¢ : G — G’,
donde G’ es un subgrupo cerrado de algin GL(n, C'). Luego por la proposicion m,

tenemos ¥ (G, ) es el conjunto de matrices unipotentes de GL(n,C) en G’, es decir
P(G,) =G N{z' € G': (2 —id)" =0}

luego GG,, es cerrado. Por otro lado, como G’ es un conjunto conmutativo de matrices,
por lema existe g € GL(n,C) tal que gG'g~' C T(n,C) y como ¥(Gs) es un
subconjunto de matrices diagonalizables de G’ entonces gi(Gy)g~! C D(n,C). Asi
0(Gy) = G' N gi(Gy)g~! luego G, es cerrado, es mas, ¢ es un morfismo de grupos
algebraicos.

Ahora veremos que ¢!

es un morfismo de grupos algebraicos. Hay que probar
que T — T, y T — T, son morfismos. Como z,, = x; 'z, bastard probar que z — x,
es un morfismo, luego x — x, también lo serd. Sea x € G, entonces z, es la parte

diagonal de x, luego = — x5 es un morfismo. 0
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Capitulo 2
Cuerpos diferenciales

En este capitulo presentaremos algunas definiciones y resultados sobre teoria de

Galois diferenciable.

2.1. Anillos diferenciales

Definicion 2.1. Sea A un anillo, una derivacion de A es un mapeo ds : A — A

tal que
1) dA(a—l—b) :dA(a)+dA(b)
ii) dA(ab) = dA((l>b + CLdA(b)

Definicién 2.2. Un anillo diferencial es un anillo conmutativo con identidad

dotado de una derivacion.
Ejemplo 2.3. A = C*(R) con d(f) = f la derivada usual, es un anillo diferencial.

Escribiremos (A, d4) para referirnos al anillo diferencial A dotado de la derivacion
dy, 6 s6lo A cuando la derivacion se sobreentienda.
Escribiremos en el segundo caso, da(a) = @’ y a” , ..., a™ para las derivadas

sucesivas. En un anillo diferencial podemos verificar lo siguiente:

» Por induccion se comprueba que (a") = na™ ta’

» Debido a la linealidad de la derivacion se verifica que (14)" = 0.

= Por la segunda condicion de derivacion tenemos que, si a € A es inversible con

inversa a~! entonces (a7!) = —a’/a®.
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Definiciéon 2.4. Un cuerpo diferencial es un anillo diferencial que es un cuerpo.

Definiciéon 2.5. Sea A un anillo diferencial, definimos el cuerpo de constantes
de A como:
Ca={a€eA:d =0}

Si K es un cuerpo, se verifica que Ck es también un cuerpo.

Proposicion 2.6. Si A es un dominio de integridad, una derivacion ds de A se

extiende al cuerpo de fracciones Frac(A) de forma unica.

Prueba. Definimos:

A

d : Frac(A) — Frac(A)
a d(a) da(a)b — ada(b)

b b b2

= Veamos que d est4 bien definida:

Sea & € [%} entonces existe k € A tal que ¢ = ak y d = bk. Luego:

d
sre\ s (ak\  da(ak)(bk) — (ak)da(bk)
d (Zz) =d (%) B (bk)?
_ (dA(a)k + CLdA(/{Z)> bk — ak:(dA(b)/{: + bdA(k)) . dA(a)b — adA(b)
b2k B b2

sl
Asi, la definiciéon de d (Z) es independiente de la eleccion del representante

de la clase de equivalencia.

= Veamos que d es una derivacion: Sean %,g € Frac(A)
sra ¢\ sfad+bc\  Da(ad+ be)bd — (ad 4 be)D 4 (bd)
d<b+d)_d( bd )— (bd)?
_da(a)b—ada(b) da(c)d—cda(d)  sra c
- 2 " 7 =d(3)+(3)
. (ac)'bd — acd A(bd)
d( ) B < ) N b2

C& b—adA(b)> ¢, a (dA(c)d—ch(d))
d

(b)E bCZ(d) - '

= Veamos que d extiende a d

i(2) = Sty
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= Veamos la unicidad: supongamos que existe otra derivacion d de Fracc(A) tal

que J|A:dA.
~/a ~(al ~raN 1 a ~/[(1 1 1
dl=)=d|=-~=)=d|(=).-+=-d| =) =d - d—
(3) (1 b) (5)3+5 (b) a(a)-3 +ady
1 . a b a'b— ab

O

Ejemplo 2.7. Sea A un anillo conmutativo con unidad. Si definimos la derivacion
trivial: d(a) = 0 para todo a € A, entonces A es un anillo diferencial.

Sea d es una derivacion sobre Z 6 Q, tenemos que d(1) = 0, luego:

» Dadone€Z:d(n)=d((n—1)+1)=dn—1)+d(1)=...=d(1) = 0.
. Sea%é@:d(%):d(m).%—km.d(%) :m%:O

entonces la tnica derivacion posible sobre Z y Q es la trivial.
Ejemplo 2.8. Sea () un conjunto abierto y conexo de C, entonces
A(Q)={f:9Q — C/f es analitica en Q}

con la derivacion usual “d” es un anillo diferencial. Como A({2) es un dominio de
integridad, podemos extender “d” al cuerpo de fracciones de A(€2), que es el cuerpo

de funciones meromorfas M (£2).
Observacién 2.9. Si f(X) =ag+ a1 X + ax X% + - -+ + a, X", denotaremos:
fYX)=al +d\ X +aX?+ - +a, X"
(X)) =ay +2a,X +3a3X* + - - + naa" .

Ejemplo 2.10. Sea (A,d) un anillo diferencial, podemos dotar al anillo de
polinomios A[X] de una derivacion que extiende a la derivacion de A.
Sea f(X)=>"",a;X" € A[X]y sea D la derivacion sobre A[X], entonces:

D (Z aiXi> = [D(a) X' + a;D(X")]

=0

= [d(a;)X" + a;iX" ' D(X))]

=0

= zn:aéXi + (Zn: iaiXi_1> D(X)
1=0 =0

= f(X) + f'(X)D(X).

30



Luego la derivacion D esta totalmente determinada por D(X). Entonces
extendemos la derivacion de A a una sobre A[X], asignando un valor arbitatrio
a X' en A[X]. Analogamente, si A es un cuerpo, podemos extender la derivacion de

A al cuerpo
ax) = { I8 rg e axg 0.

= Si A es un anillo diferencial, mediante iteraciéon, podemos dotar de una
estructura diferencial al anillo A[X7,...,X,]. En efecto, si A es un anillo
diferencial entonces por lo visto anteriormente, podemos extender su derivacion
a A[X;]. Luego extender esta derivacion a A[X;, Xo] = (A[X4])[X2] y asi
por induccion es posible extender a una derivacion sobre A[X;, Xo, ..., X,] =
(A[X1, .. X)X

= Si A es un cuerpo diferencial entonces mediante iteracion podemos dotar de

una estructura diferencial al cuerpo

AXL, . X)) = {ggiini ;P,QEA[Xl,...,Xn],Q#O}.

Ejemplo 2.11. Sea A un anillo diferencial. Consideremos el anillo
A[Xi], i=0,1,2,...

Definimos: X! = X; ;1 (por ejemplo en (A[X3],d) : d(X32) = X} = X3). Por notacion
escribiremos X = X,y X™ = X,,. Llamamos a este procedimiento la adjuncién de

una indeterminada diferencial. Denotamos con A{X} al anillo diferencial resultante:
A{X}={p(X,X',... . X" [ )ipeAlXy,... X, ]}

Si A es un cuerpo diferencial, entonces A{X} es un dominio de integridad
diferencial y su derivaciéon se extiende de manera tunica al cuerpo cociente.

Denotaremos el cuerpo cociente de A{X} como

A0 = {2 e},

Ejemplo 2.12. Si A es un anillo diferencial, definimos

[ai;] — D([ay]) = [az]
entonces (M,,xn(A), D) no es un anillo diferenciable, es un anillo no conmutativo

con derivacion D.
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Definicion 2.13. Sea (A,d4) un anillo diferencial y sea I C A un ideal de A.

Diremos que I es un ideal diferencial si: a € I implica o’ € I, es decir, d(I) C I.

Proposicion 2.14. Si I es un ideal diferencial de un anillo diferencial A, la

aplicacion dada por:

d:

o Ml
2~

.
s d(@) = dala)

define una derivacion en el anillo cociente A/I.

Prueba. Veamos que d estd bien definida: si @ = b entonces a — b € I luego

dA(a) — dA(b) = dA(& — b) el

pues I es un ideal diferencial, asi d4(a) = da(b).

Veamos que es una derivacion:

n d(@+b) =d(a+b) =da(a+b) = dala) + da(b) = d(a) + d(b)

« d(@b) = d (ab) = da(ab) = da(a)b + ad(b) = d(@)b + ad(b)
O

Definicion 2.15. Sean (A,ds) vy (B,dp) anillos diferenciales, f : A — B es un

morfismo diferencial si:
1) fla+b)= f(a)+ f(b)
2) f(ab) = f(a)f(b), para todo a,b € A
3) f(1a) =1p

4) dp (f(a)) = f(da(a)), para todo a € A

2.2. Extensiones diferenciales

Definicion 2.16. Sean (A,ds) y (B,dp) anillos diferenciales tales que A C B.

Diremos que A C B es una extension diferencial si d4 = (dp)|,, es decir,

las

dp(a) = da(a), para todo a € A.
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= Si S C B es un conjunto: A{S} es el menor subanillo de B que contiene
a A, a Sy las derivadas de todos los ordenes de los elementos de S. Es la

A-subalgebra diferencial de B generada por S sobre A.

= Si K C L es una extension de cuerpos diferenciales, S C L subconjunto,
entonces K (S) es el subcuerpo diferencial de L generado por S sobre K.

Si S es finito diremos que la extension K C K (S) es finitamente generada
diferencialmente. Es decir, con las notaciones del ejemplo [2.11] se obtiene que

p(s,s,s",...)
K{(S)=¢————F:p,qe K{S},se€ S ;.
S {q(s,s’,s”,...) b4 {5}
Proposicion 2.17. Si K es un cuerpo diferencial, K C L una extension de cuerpos

algebraica separable, entonces la deriwacion de K se extiende de manera unica a L.

Es mas, todo K-automorfismo de L es diferencial.

Prueba. Primero veamos el caso en que la extension K C L es finita. Como K C L
es separable, por el teorema del elemento primitivo existe o € L tal que L = K(«).
Sea
n—1
p(X) = Irr(a, K)(X) = > a; X'+ X" a0, € K
i=0

el polinomio irreducible de « en K [X]. Definimos
¢ :K[X] — K(a) =1L
h(X) — h(a)
Como « es algebraico sobre K, tenemos que K(a) = K [a], luego ¢ es sobreyectiva.

Es facil ver que Ker(yp) = (p(X)), luego por el primer teorema de isomorfismo para

anillos

donde el isomorfismo inducido por ¢ es

K[X]
@ — K(a)
(P(X))
WX) — h(e)
: = X] .
Si logramos encontrar una derivaciéon d sobre PIX) podremos definir una

derivacion dy, sobre L. En efecto, si consideramos el diagrama:
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Podremos definir una aplicaciéon sobre L:
d, =Fodop ™. (2.2.1)
Por la proposicion bastara dotar a K[X] de una derivacion d de tal manera que

KIXT |
(p(X))

(p(X)) sea un ideal diferencial, asi tendremos la derivacion sobre
4 (p(X)) = d(p(xX)).
Como vimos en el ejemplo , dado h(X) € K [X]
d (h(X)) = h'D(X) + I (X)d(X)
luego bastaré definir adecuadamente d(X). De la ecuacion evaluando en a:
dr(0) =Fodop ! (a) = o d(X) =7 (d(X)) = d(a) (2.2.2)

Veamos como definir adecuadamente CZ(X ) de tal manera que se verifique y
(p(X)) sea un ideal diferencial. Observemos que, si dy, es la derivacion sobre L que

extiende a la derivacion de K:

0 =dy (p(e) = p(@) +p(@)dr(@).

Entonces @(a)
dr(a) =
U= ")
Luego por (2.2.2)) tendremos
—pld)
; P ()
dla) = 2.2.3
(@)= L8 (223

Como char(K) = 0 entonces p'(X) # 0, y como p(X) es irreducible entonces
med (p(X), p' (X)) = 1, luego por la identidad de Bézout existen (X)), ¢(X) € K [X]
tales que

p(X)r(X) +p(X)g(X) =1
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evaluando en «a:

luego

entonces por ([2.2.3))
d(a) = —p(a)q(a)

Definiremos entonces d(X) = —p®(X)q(X). Comprobaremos que con esta definicion
(p(X)) es un ideal diferencial. Sea h(X) € (p(X)) entonces h(X) = p(X)hi(X)
donde hy(X) € K [X] asi

d (h(X)) = d (p(X)) h1(X) + p(X)d (b1 (X)) .
Luego solo basta ver que el primer sumando esta en el ideal (p(X)):

d (p(X)) =p'"(X

Ast, d (p(X)) € (p(X)) v (p(X)) es un ideal diferencial.
Veamos el caso general, cuando K C L es algebraica. Sea o € L entonces
a € K(a) y como la extension K C K(a) es finita, existe una derivacion dg(q)
que extiende a la derivacion de K. Luego definiremos dr (o) = dga)(c).
Finalmente, si o es un K —automorfismo de L, es facil probar que o 'Do es
también una derivaciéon de L que extiende la derivacién de K por unicidad tenemos

que 0~ 'Do = D, luego Do = oD, asi ¢ es un automorfismo diferencial. O

2.3. El anillo de operadores diferenciales

Definicion 2.18. Sea K un cuerpo diferencial con derivaciéon no trivial d. Un

operador diferencial lineal £ con coeficientes en K es un polinomio en d:
L=ay+ad+ad®+ - +a,d,a € K.

Si a, # 0 diremos que L tiene grado n. Si a,, = 1 diremos que £ es monico.

35



El anillo de operadores diferenciales lineales con coeficientes en K es el
anillo de polinomios K[d] en la variable d con coeficientes en K. Este anillo no es

conmutativo:
(da)(y) = d(ay) = d'y + ay’ = (a' + ad)(y)

luego da = a’+ad. A cada operador diferencial £ = ag+a1d+- - -+a,d" le asociamos

la ecuacion difeencial lineal

£(Y) = Qo +G1Y+ +(J,nY(n) =0.

2.3.1. Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas

De ahora en adelante, K denotaré un cuerpo de caracteristica cero: char(K) = 0.
Consideraremos ecuaciones diferenciales lineales homogeneas sobre un cuerpo

diferencial K, con cuerpo de constantes C'"
LIY)=a)Y +aY +aY" +- +a, YV 4+YW =0 aqeK  (231)

Si K C L es una extension diferencial, el conjunto de soluciones de £(Y) = 0 en
L es un C}, - espacio vectorial, donde Cf, denota el cuerpo de constantes de L.

En efecto:

» Siay f son soluciones de L(Y) =0, L(«) =0y L(5) = 0. Como L es lineal,
Lo+ B) = L(a) + L(B) =0.

= Si a es solucion de £L(Y) =0y a € Cp, notamos que (aa)™ = aa™, luego:
L(aa) = al(a) =0

Veamos que la dimension del espacio de soluciones de L£(Y) = 0 es a lo mas el

orden n de L.

2.3.2. El wronskiano

En esta seccion definiremos el determinante wronskiano y lo usaremos para

discutir cudl deberia ser el minimo nimero de soluciones de una ecuaciéon del tipo
(12.3.1).
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Definiciéon 2.19. Sean y,...,y, € K, donde K es un cuerpo diferencial. El

determinante:
Y1 Y2 <o Yn
i Ya Y,
W=W(y,...,y) = | | . o
n—1 n—1 n—1
TR Iy
es el wronskiano de y; ... y,.
Sea y = (y1,...,¥n) la fila de n entradas de elementos de un cuerpo diferencial

K, entonces para cualquier 1 < i < n definimos
g(i)
donde 2" significa la composicién de la derivacién (d o --- o d)(2) (i veces). Luego

el wronskiano podra ser expresado como

W(y) = det (y,....y" ),
donde g(o) = y. Por otro lado, también es conveniente usar la siguiente notacion:

y(O)

Q(l)

i g(nfl)

luego W (g) = det(A). Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.20. Sea K un cuerpo diferencial, y sean yq,...y, € K tales que

y; = ay; donde a; = 0 para todo i = 1,...,n. Sea y = (y1,...,¥yn), entonces
g(i) = <a§i)y1, e ,ag)yn), asi

Y1 Y2 cee Un
a1y a2y2 <o AnlYn
W(y) =

n— n—1 n— n—1 n— n—1

s 7
1 1 1
aq a9 (07%

= y1y2 .. yn .

al™t ay? an!




el determinante de la derecha es el determinante de Vandermonde, el cual distinto

de cero siempre que los a; sean todos diferentes. En ese caso W ( ) # 0.

Ejemplo 2.21. Calcularemos la derivada de un determinante. Sea K un cuerpo
diferencial, y sean z;; € K para todo ¢,j = 1,...,n. Usaremos la formula de Leibniz

para el determinante de una matriz cuadrada. Sea A = [z;4],

det(A) = Z (_1>lea(1) -+ - Tnpo(n)s

CTEPn
donde la suma se calcula sobre todas las permutaciones o del grupo simétrico P,.

Para cada o0 € P,

(xla( 1) -+« Tng( n) Z Ti0(1 - Lig@i) + + - Tno(n)

luego si denotamos x; = (21, . .., x;) obtendremos

(det(A Z det ( T, ) _
Ejemplo 2.22. Veamos ahora el célculo de la derivada de un wronskiano. Sea
Yy = (Y1, .-, Yn) entonces
w (y) = det (g(0)7 o ’g(n—l))

luego por el ejemplo anterior

= Zdet (... ,g(i_l)’,...)
i=1

= Zdet ( .. ,g(i),...)
i=1

= det (y',y’,y(2)7~--,g(" 1)) + det (y y (2) y(2) ...,g(”‘l))
+ ...+ det (3,9, y() ,_,gmfz)’g( ))

y todos los términos de esta suma son cero pues las matrices tienen una fila repetida,

excepto por el altimo. Asi obtenemos la forma de la derivada del wronskiano

(W () = det (5,5, 4, ..., y"2,y™).

n—1
Consideremos la ecuacion Y™ — Z a;Y ") = 0. Si todos los y; son soluciones de

i=1
esta ecuacién tendremos

Z azy(n )
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para todo 3 = 1,...,n, luego

Entonces

i=1
- det (g’ Q/7Q(2)7 . 7Q(n 2)7 alg(n 1))
= ardet (y,¢/,y?, ...,y 2,y

Ejemplo 2.23. Sea A un anillo diferencial, y A{Y} el anillo de polinomios
diferenciales sobre A (ejemplo [2.11)). Sean y;,...,y, € A y consideremos

LY)=W Y, y1,...,Yn)-

Entonces L es un operador diferencial lineal homogéneo de orden n con coeficientes
en A. Notamos que L(y;) = 0 para todo i = 1...,n pues en cada caso la
matriz correspondiente tiene una columna repetida. Para ayudarnos en resultados
posteriores, serd conveniente considerar la forma explicita de L obtenida por

expansion de cofactores a lo largo de la primera columna.

Y i Y2 - Un

YOy oy .y no
W¥mm) = 0 oS gy

YOy gt

donde a; = (—1)'det(. ... ,g“‘”,@””, )Yy = (y1,--.,Ya). En particular, notamos
que a, =W (g)

Proposicion 2.24. Sea L(Y) = 0 una ecuacion diferencial lineal homogénea de
grado n sobre el cuerpo diferencial K y sea {y1,...,yn} una base del espacio solucion
de L(Y) = 0 en una extension diferencial L de K. Sea z; = Y., ¢;;y; para todo

j=1,...,n con c;; € Cx. Entonces

Wiz, ..., z) = det(ci) Wyr, ..., Yn).
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Prueba. Como ¢;; € Ck, derivando z; tenemos:

n

z](k) :Zcijy,fk), k=1,...,n—1

=1

Luego se verifica que el siguiente producto

Y1 Yo v Yn C11 C12 ... Cin
/ / /
Y1 Yo <o Yn Co1 Co2 ... C2p
(n—1) (n—1) (n—1)
| Y1 Yo s Yn 1L Cn1 Cn2 ... Cpn ]

es igual a la matriz

21 29 ... 2n
21 25 cee 2,
-1 -1 -1
P R BN
Por lo tanto, tomando determinantes, se obtiene lo deseado. O

2.3.3. Independencia lineal sobre constantes

En esta seccion estableceremos que un conjunto de elementos en un cuerpo
diferencial cuyo wronskiano es distinto de cero, es linealmente independiente sobre
el cuerpo de constantes de dicho cuerpo. Comenzaremos observando que el conjunto
de soluciones de una ecuacién diferencial que tiene mas elementos que el orden de

la ecuacion tiene wronskiano igual a cero:

Proposicion 2.25. Sea L(Y) = 0 una ecuacion diferencial lineal homogenea de
grado n sobre un cuerpo diferencial K. Si yy,...,ynr1 Son soluciones de L(Y) =0

en una extension diferencial L de K, entonces W(y1, Y2, -, Yn, Ynt1) = 0.

Prueba. Sea L(Y) =agY +a1Y'+---+a,Y™ con a; € K. Como L(y;) = 0 para

todoi=1,...,n+ 1 entonces:
(n) _ (_ L o ( (n—1) _
Y = (=a)Yi+ (—a)Y] + -+ (—a,—1)Y;" 7 =0

paratodoi=1,...,n+ 1.

Sean u; = (yy)7 . .yq(f}rl) las filas del wronskiano, como u,, es combinacion lineal
de ug, uq, ..., u,_1 entonces Wi(yy,...,ynr1) = 0. O
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Corolario 2.26. La ecuacion L(Y) = 0 tiene a lo mds n soluciones en L,

linealmente independientes en C'.

La proposicién [2.25| nos da una condicién necesaria para que el wronskiano sea

cero. La siguiente proposicion nos da una condicién necesaria y suficiente.

Proposicion 2.27. Sea K un cuerpo diferencial con C' su cuerpo de constantes, y
sean yi,...,yn € K. Entonces y1,...,y, son linealmente indendientes sobre C, si y
sélo si, W(y1,...,yn) # 0.

Prueba. Supongamos que ¥i,...,%, son linealmente dependientes sobre C.

Entonces existen ¢y, ¢s, ... ¢, € C no todos simultaneamente cero, tales que
n
> i =0. (2.3.2)
i=1

Derivando ([2.3.2)):

n n n /
Z Ciyg = Z(Czy; + C;yz) = (Z ciyi> =0.

i=1 i=1 i=1
Si seguimos derivando ([2.3.2) tendremos que

n

Z Ciyz‘(k) =0

=1

para todo & = 0,1,...,n — 1. Sean w; = (yi,yg,...,ygn_l)) las columnas del
wronskiano, entonces:

n

Z C,W; = 0

i=1
y por hipétesis los ¢; € C no son todos ceros, asi {wi,...w,} es un conjunto

linealmente dependiente, por lo tanto W (y;,...,y,) = 0.
Para el reciproco, trabajaremos por inducciéon sobre n. El caso n = 1 es trivial.
Como hipotesis inductiva asumiremos que para todos z1,...,,_1 € K tales que son

Ok —linealmente independientes entonces W(zy,...,,—1) # 0. Sean yy,...,y, € K

elementos C'x —linealmente independientes pero con W (yy, . .., y,) = 0. Entonces sus
columnas {wy, ..., w,} forman un conjunto linealmente dependiente, luego existen
n
Ci,...,¢, € K no todos cero tales que Z c;w; = 0, es decir
i=1

n

> ey =0 (2.3.3)

i=1
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para todo k = 0,...,n — 1. Supongamos que algin ¢; # 0, dividiendo ([2.3.3) entre
c¢; y cambiando los indices podemos asumir sin pérdida de generalidad que ¢; = 1.

Derivando (2.3.3) para k =0,...,n —2:

=1 =1

Por (2.3.3)), el primer sumando es cero. Para el segundo, como ¢; = 1

n

Sy =0 (2.3.4)

i=2

para todo k = 0,...,n — 2. El subconjunto {ys,...,y,} es Ck—linealmente
independiente, luego por la hipotesis inductiva W (ya,...,y,) # 0. Asi el sistema
(2.3.4]) tiene solucion trivial ¢, = 0 para todo i = 2,...,n, entonces ¢; € Cx para

todoi=1,...,n pero por (2.3.3) para k =0

i ciy; = 0.
i=1

Sin embargo ¢; # 0 lo cual contradice la hipotesis de que {1, ..., y,} es un conjunto

Ck—linealmente independiente. O

Usando las proposiciones [2.25] y [2.27] podremos describir la estructura del

conjunto de soluciones de una ecuacion diferencial lineal.

Teorema 2.28. Sea K un cuerpo diferencial y sea L un operador diferencial lineal
homogéneo monico de orden n sobre K. Sea K C L una extension diferencial de
cuerpos y sea Vel conjunto de soluciones de L =0 en L. Entonces V' es un espacio

vectorial sobre Cr, con dimension a lo mds n.

Prueba. Consideremos la aplicaciéon
Vv:L— L
y = L(y).

Es facil ver que es una C—transformacion lineal, luego su nucleo V' = Ker(¢) es
un C—espacio vectorial. Por la proposicion [2.25] cualesquiera n + 1 elementos de
V' tendran wronskiano igual a cero. Por la proposicion [2.27], estos elementos seréan
linealmente dependientes sobre C',. Asi V' es un espacio vectorial de dimension finita

a lo mas n. O
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2.3.4. El Algebra universal de soluciones

El teorema anterior nos brinda una cota superior del tamano del conjunto de
soluciones de una ecuacion diferencial lineal. Usaremos la siguiente terminologia

para esta situacion:

Definicion 2.29. Sea £ un operador diferencial lineal homogéneo de grado n sobre
un cuerpo diferencial K y sea K C L una extension diferencial de cuerpos. Diremos
que £ = 0 tiene un conjunto fundamental de soluciones en L si el conjunto de
soluciones tiene dimension n sobre C. Esto es, si existen vy, ..., 4, € L soluciones

de £ = 0 que son (C'p—linealmente independientes.

A lo largo de este trabajo s6lo consideramos ecuaciones diferenciales lineales
homogéneas, pues a una ecuacion diferencial lineal no homogénea le podemos asociar

una homogénea. En efecto, sea
LY)=Y" 4a, . YO o4 Y +aY =b, b#0. (2.3.5)
Derivando (2.3.5) tenemos d(L£(Y)) = ¥/, y multiplicando ([2.3.5)) por &' /b tenemos
/

EE(Y) = U'. Restando ambas expresiones obtenemos un operador homogéneo:

(Y)) ——E( )

d(L

/ ! ! b/ 1
<0——a0)Y—|—(ao+b(b> al)Y +~-+<an_1—3>Y(”)+Y<”+)
0.

Es facil verificar que si yy,...,y, es un conjunto fundamental de soluciones de
L(Y) =0y yo es una solucion particular de L£(Y) = b entonces yo, y1, - - ., Yn €8 un
conjunto fundamental de soluciones de £(Y') = 0.

El teorema [2.28]tiene otra consecuencia importante: como pone limites en cuanto
al tamano del conjunto de soluciones de una ecuacion diferencial, podemos usarlo
para mostrar que un conjunto fundamental de soluciones de una ecuaciéon determina

dicha ecuacién.

Corolario 2.30. Sea K wun cuerpo diferencial y sean Ly y Lo dos operadores

diferenciales lineales homogéneos de orden n sobre K. Sea {y1,...,yn} C K
un conjunto Ck—linealmente independiente tal que L;(y;) = 0 para i = 1,2 y
j=1,...,n. Entonces
L= — W(Y,yl,...,yn)‘
Wy, ... yn)
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n

Prueba. Sean £,(Y) = Z by Ly(Y Zb Y@ donde a, = b, = 1. Sea

=0 =0
J el mayor subindice tal que a; # b;, probaremos que no existe tal j. Supongamos

que existe, y consideremos el operador

<.
|
—

LY)=(a; = b)) (L1 — L)(Y) =) (a;— b)Y +Y0U)

i

I
o

Entonces £ es un operador diferencial lineal homogéneo de grado j7 < n. Como
Luy) = 0,4 = 1,....ny {y1,...,yn} C K un conjunto Ck—linealmente
independiente, por teorema la dimensién del conjunto de soluciones de £ = 0
sobre C'x es a lo mas n, que es mayor que el orden del operador £ lo cual es una
contradiccion. Asi no existe tal j que verifica la propiedad mencionada entonces
tendremos a; = b; para todoi=1...,n luego L, = L,.

Usando el mismo razonamiento, como

WY, y1,...,Yn
Eg(Y) _ ( » Y1, Y )
W(yla s 7yn)
es un operador diferencial lineal homogéneo monico sobre K de orden ny L3(y;) = 0,
i=1,...,n entonces L3 = L; = L,. O

El teorema también nos dice que dado un operador £ de orden n sobre
un cuerpo diferencial K, para obtener un cuerpo diferencial L tal que K C L
podriamos agregar a lo més n soluciones C'x —linealmente independientes a K. Ahora
veremos como construir de manera natural un conjunto fundamental de soluciones

linealmente independientes sobre su cuerpo de constantes.

Definicién 2.31. Sea K un cuerpo diferencial y sea £(Y Z oYW 4y

operador diferencial lineal hmogéneo sobre K. Consideremos el anlllo de polinomios

en n? indeterminadas

K[Y;,0<i<n-—1,1<j<n]

i
y extendemos la derivacion de K a K [Y;;] definiendo:

Y, =Yy, 0<i<n-—2, (2.3.6)

Yo 1= —anaYn1j— - —arYy; — agYy, (2.3.7)

Sea R = K [Y;;][W™!] la localizacion de K [Y;;] por el conjunto de potencias de

W = det(Y;;). La derivacién de K [Yj;] se extiende de manera tnica a R. La

K —algebra diferencial R es llamada algebra universal de soluciones de L.
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Observacion 2.32. Veamos algunas propiedades del dlgebra universal de soluciones
R de

» Por la forma en que hemos definido la derivacion sobre K [Yi;], hemos
construido soluciones de L(Y') = 0. En efecto, por (2.3.6) tenemos YO(;) =Y.

Combinando esto con[2.3.7 tendremos
L(Yo) = ao¥o; + ar Yy + - +an Y V4V =0,j=1,....,n (2.3.8)
luego {Yo1, ..., Yon} son soluciones de L =0 en K [Y;].

» La derivacion que hemos definido sobre K [Y;;] estd bien definida. En efecto,

st consideramos

QOK{Xb;Xn}_)KD/z]]
Xi— Yo

entonces por tenemos que Ker(p) es el ideal diferencial generado por los
L(Yo;):
I=(LYo1), .., L(Yon))

asi K{X1,...,X,} /I ~ K[Yi;] y ya vimos antes que si K es un cuerpo
diferencial, se puede dotar de una derivacion al cuerpo K {X1,...,X,} y por

tanto al anillo cociente por un ideal diferencial.

» Tenemos que L(Yo;) =0, y es claro que
W = det(Y;]) = W(YEH, e ,Ybn) 7é 0

en K Y], por tanto {Yo1,...,Yon} es un conjunto fundamental de soluciones
de L =0 en K[Y;;]. Para no perder esta propiedad, localizamos K [Y;;] con
W, pues asi W es un elemento inversible de R entonces {Yo1,...,Yon} €s un

conjunto fundamental de soluciones de L =0 en R.

Antes de terminar esta seccién, veamos el siguiente ejemplo que aparece

publicado en el libro [5].
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Ejemplo 2.33. En este ejemplo trabajaremos en el cuerpo de fracciones de series
de potencias en la indeterminada z, con la derivacion d donde d(z) = 1y d trivial
sobre C. Sea f(z) = €* la serie exponencial usual, entonces d(f) = f. Consideremos
el cuerpo diferencial K = C (f) y el operador L(Y) = Y’'—Y = 0. Como vimos en la
definicién 2.31 R = F'[Y] es dlgebra universal de soluciones de £ con la derivacion
definida como Y’ = Y, es decir, hemos creado una soluciéon de £, pero de cierta
forma esta construccion es superflua, pues el operador £ ya tenia la solucion f € F.

Observamos que

=0.

(1) - 1Y
f I?

Entonces al agregar la soluciéon Y hemos creado también una nueva constante:
Y/f € Cg y obviamente Y/f ¢ Cg. Estudiaremos de manera méas profunda esta

situacion en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

La extension de Picard-Vessiot

3.1. Definicibn con un operador diferencial,

existencia y unicidad

Para empezar, consideremos K un cuerpo diferencial, £ un operador diferencial
lineal homogéneo de orden n definido sobre K y L una extension diferencial de K en
la que £ tiene un conjunto fundamental de soluciones. Esto es, existen y,...,y, € L
con L(y;) =0y W(yr,...,yn) # 0. En este contexto, V = {y € L: L(y) =0} es
el espacio vectorial de las soluciones de L(Y) =0en L, Ly = K (y1,...,Yn) €s un
subcuerpo diferencial de L y C} es su cuerpo de constantes. Como W (y1, ..., y,) # 0,
entonces {yi, ..., y,} es una C;—base del espacio vectorial Vi = VN Ly y asi V; (las
soluciones de £ = 0 en L;) también tiene dimension n sobre €. Consideremos
ahora {z1,..., z,} un conjunto fundamental de soluciones de £ en L, con al menos
un elemento diferente de los yi,...,y,. Entonces z; € Vi y W(z,...,2,) # 0.
Analogamente, para el subcuerpo diferencial Ly = K (z1, ..., z,) y para Cy su cuerpo
de constantes se cumple que W (z1,. .., z,) # 0, entonces {21, . .., 2, } es una Cy—base
del espacio vectorial Vy = VN Ly, y asi V también tiene dimensiéon n sobre Cy, donde
{#1,...,2,} también es una base de V} como C}—espacio vectorial, por lo tanto Vj
genera a Vj sobre Cy: Vi = Cy (V).

Sin embargo, es posible que Ly # L;. Por ejemplo, si £ = 0 tiene un conjunto
fundamental de soluciones z; € K y L es el cuerpo de fracciones del &lgebra
de soluciones de £ como en la definicion [2.31] con soluciones y; = Yi;. Entonces

Ly =K {y1,...,yn) = L contiene propiamente a Ly = K (z1,...,2,) = K.
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Observemos que cuando Ly es un subcuerpo propio de L;, entonces Vj es un
subconjunto propio de Vj pues L; es generado como cuerpo diferencial por V; sobre
K, mientras que Lj esta generado como cuerpo diferencial por Vj sobre K. Luego,
como Vj genera a V; sobre C, entonces Cy debe estar contenido propiamente en Cf,
por lo tanto C esta contenido propiamente en C. De este anélisis, podemos concluir
que para obtener una extension diferencial L; de K que contenga un conjunto
fundamental de soluciones de £ = 0 y que sea minimal en el sentido de la inclusion,
es necesario que su cuerpo de constantes C sea minimal respecto a los cuerpos
de constantes de todas las subextensiones de K que esten contenidas en L; en las
que £ = 0 tenga un conjunto fundamental de soluciones. Una forma de lograr la
minimalidad seria construir la extension L; de tal manera que no tuviese nuevas
constantes. Como veremos luego, esto es posible de lograr. Otra observaciéon del
analisis realizado es que agregar soluciones superfluas de £ = 0 a K siempre implica

la existencia de nuevas constantes:

Proposicion 3.1. Sea £ un operador diferencial lineal homogéneo mdnico sobre el
cuerpo diferencial K, y sea K C L una extension diferencial de cuerpos que contiene
un conjunto total de soluciones de L =10. St K C F C L con F # L y F también
contiene un conjunto total de soluciones de L = 0, entonces existe x € C'p tal que

Prueba. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que L = K (y1,...,yn) ¥y
F = K {(z,...,2,) donde y; ¢ F (pues F' C L). Sea V el espacio vectorial de
soluciones de £ = 0 en L. Por hipotesis FF = K(VNF) C K(V) = L luego
VNFCV,ycomo Cp(VNF)=V entonces Cr C Cf. O

Ahora estamos listos para definir una extension de Picard - Vessiot, que es

analogo del cuerpo de descomposiciéon de un polinomio.

Definicién 3.2. Sea K un cuerpo diferencial y sea £(Y') = 0 un operador diferencial
lineal homogéneo de orden n sobre K. Diremos que L es una extensiéon de Picard-

Vessiot de K para L si:

1. L = K(y,...,yn) donde {yi,...,y,} es un conjunto fundamental de
soluciones de L(Y) =0 en L.

2. Cg =Cf.
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Ejemplo 3.3. Consideremos el cuerpo diferencial C(z) dotado de la derivacion usual

oY consideremos el operador diferencial
z
L) =y 4 an1(2)y™ Y + - 4 a1(2)y + ao(2)y = 0.

Como a;(z) € C(z), estas son funciones meromorfas definidas sobre
C\{zi0,...,zin,}. Sabemos que si tomamos un conjunto abierto acotado
simplemente conexo U C C\ {zm, N -1 1 TP anl,Nn_l} y condiciones
iniciales, entonces existen n tnicas soluciones holomorfas linealmente independientes
de L(y) = 0 defnindas sobre U. Sea este conjunto fundamental de soluciones
{fi(2),..., fu(2)}. Podemos pensar en estas soluciones en el anillo Hol(U) de
funciones holomorfas sobre U. Entonces tenemos la extension diferencial C(z) C
C(2) (fi(2),..., fu(z)) = L considerando la derivacion usual sobre L, y pensando
en L como un subcuerpo del cuerpo de funciones meromorfas Mer(U) definidas
sobre U. Asi C(z) C C(2) (fi(2),. .., fa(2)) donde {fi(2),..., fn(2)} es un conjunto
fundamental de soluciones de L£(y) = 0 en L. Finalmente, veamos que Cx = C7,. Sea
f(z) € Cr, como L C Mer(U) entonces f(z) es constante, es decir f(z) € Cx = C.
Por lo tanto C(2) (f1(2), ..., fn(2)) es una extension de Picard-Vessiot de C(z) para
L(y) =0.

Ahora veremos algunos ejemplos de extensiones de Picard-Vessiot con algunas
condiciones necesarias. Asumiremos que trabajamos con cuerpos diferenciales cuyo
cuerpo de constantes es algebraicamente cerrado, pues esto asegura la existencia y

unicidad de una extension de Picard-Vessiot tal como describimos completamente
en las secciones respectivas (3.1.1] y [3.1.2).

Ejemplo 3.4. Sea K un cuerpo diferencial y sea o/ = a € K tal que a no es una
derivada en K, es decir a # 2’ para todo x € K (entonces a ¢ K). Consideremos
la extension K C K (a) = L. Diremos que L es obtenido de K por adjuncién de

una integral. Probaremos que:

» « es trascendente sobre K

s K C L es una extension de Picard-Vessiot para el operador diferencial

a/

LY)=Y"— =Y’ (3.1.1)
a
Supongamos que « es algebraico sobre K y sea
n—1
pX)=X"+> bhXx"
i=0
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su polinomio irreducible sobre K. Entonces:

n—1
pla) =a" + 3 bia" = a" + bia" "+ byt by = 0
i=0
derivando,
na™ o/ + 62"t +bi(n—1)a" 2 + -+, =0
luego
n—2
(na/ 4+ b))a" ! + Z Ao’ = 0.
i=0

b /
Entonces, por minimalidad de p(X) : na 4+ b} = 0 luego a = (——1> lo cual es una
n

contradiccion. Asi, a no es algebraico.

a/

En el operador diferencial (3.1.1)) se cumple £(1) =0y L(a) = o — —a’ = 0.

a
Observamos que el conjunto {1, a} es Ck - linealmente independiente. Veamos que
K (1,a) = K(«) no contiene nuevas constantes. Supongamos que existe un elemento

[ € Cp tal que | ¢ Ck. Entonces [ es de la forma

@ onae
Ty donde (X),g(X) € K[X

Podemos asumir (f(X), g(X)) = 1 con g moénico de grado mayor 6 igual a 1, minimal.

Entonces

_ M)' _ f(@)'gla)e’ — fla)g(e)'a
0= <g(a) o(0)? . (3.1.2)
Supongamos que g(«) ¢ Cp,, es decir g(a)" # 0 entonces de (3.1.2))

fla) _ fla)

gaf ~glo) <
pero gr(g’) < gr(g) lo cual contradice (f(X), g(X)) = 1. Asi g(a) € C. Sea

n
g(a) = Zbian_i,bi € K.
i=0
Derivando obtenemos
0= g(a) = bya" + (nboa + b))t 4 - + b,
Como « es trascendental, todos los coeficientes de esta ecuacion son cero entonces

by = nboa + b} = 0, luego
a = (_b_l)/ _ —nbobh +binby _ —nbob) _ —by

nbg n2b? n2b3 nbg

e K

lo cual contradice la hipotesis, pues a no es la derivada de ningtn elemento de K.

Luego L es una extension de Picard Vessiot de K para L.
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Ejemplo 3.5. Sea K un cuerpo diferencial y sea o/ /a = a € K\ {0}. Consideremos
la extension L = K (a). Diremos que L es obtenido de K por adjuncién de
la exponencial de una integral. Asumiremos que Cx = C}. Consideremos el
operador L(Y) =Y’ —aY, entonces L(a) = 0 y el conjunto {a} es Cx—linealmente
independiente, luego K C L es una extension de Picard-Vessiot.

Estudiemos la extension L. Supongamos que « es algebraico sobre K. Sea
n—1
pX)=X"+> ;X'
i=0

su polinomio irreducible. Evaluando en « y derivando

n—1
0 =p(a) = p(a) + /(@) =p(a) + p'(a)aa = ana” + Y _(a; + aia;)ai.
=0

Por minimalidad, p(«) divide a p(a))’. Comparando el término de grado n tenemos

que p(a) = anp(«), luego comparando los demés términos tenemos a} +aia; = ana;,

entonces a; = a(n — i)a; para todo i =0,...,n — 1. Asi
N » » o , »
a! a;(a™ ) —ala™t  ai(n —1)a" " — a(n — i)a;an 0
a; a? a? '
En particular para ¢ = 0 tenemos (a"/ag) = 0 luego o™ = cay para algin

ce (C=Ck. Luego a" € K.
Entonces la extension L = K (a) puede ser algebraica con " € K ¢ puramente

trascendental con grado de trascendencia 1.

En los ultimos ejemplos hemos mostrado extensiones de Picard-Vessiot de K que
son puramente trascendentales con grado de trascendencia 1, a pesar de que en el
ejemplo se obtiene a partir de un operador de grado 2 y en el ejemplo [3.5] a
partir de un operador de grado 1. En el siguiente ejemplo veremos que un operador
de grado n puede tener una extension de Picard-Vessiot puramente trascendental de

grado 1.

Ejemplo 3.6. Sea K = C(z) y consideremos el subcuerpo L de series de potencias

C((2)) generado por la serie exponencial e*, es decir L = K (e*). Sea el operador

L) = zn: (Z) (=Y,

m=0

Entonces {ez,zez, e ,zk’lez} es un conjunto Cg linealmente independiente de
soluciones de L(Y) = 0 en L, y genera L como cuerpo diferencial sobre K.

obviamente C'x = Cf. Asi L es una extension de Picard-Vessiot de K para L.
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3.1.1. Existencia

En el caso cuando K es un cuerpo diferencial con cuerpo de constantes C,
algebraicamente cerrado; probaremos que existe una extension de Picard-Vessiot
L de K para una ecuacion diferencial lineal homogenea £ definida sobre K y que es
Gnica salvo K-isomorfismo diferencial.

La idea para la prueba de existencia es construir una K-algebra diferencial que

contenga un conjunto completo de soluciones de la ecuacion diferencial
LY)=a)Y +a Y 4+ +ap, YOV YW =0, ¢ cK
y luego llevar al cociente mediante un ideal diferencial maximal para obtener una
extension sin agregar constantes.
Construccién:
» Como vimos en la observacion [2.32] el algebra universal de soluciones
R=K|[Yy] [W™]

de £ = 0, contiene un conjunto fundamental de soluciones de £ = 0. Pero R no
es un cuerpo, es un anillo diferencial, de hecho es una K —é&lgebra diferencial

y en general tiene demasiadas constantes.

= Si P es un ideal diferencial maximal de R, en la proposicion se probara

que P es un ideal primo. Por tanto R/P es un dominio de integridad.

» Sea L = el cuerpo de fracciones de R/ P, en la proposicion se probara que

L tiene el mismo cuerpo de constantes que K, esto es, O = Ck.
Asi, L es extension de Picard-Vessiot de K para £(Y) = 0.

Proposicion 3.7. Sea K un cuerpo diferencial y K C R una extension de anillos

diferenciales. Si I es un ideal mazimal diferencial de R, entonces I es un ideal primo.

Prueba. Como [/ es un elemento maximal en el conjunto de ideales diferenciales
propios de R, el cociente R/I no posee ideales diferenciales no triviales. Probaremos
que R/I es un dominio de integridad. Supongamos que R/I tiene divisores de cero,

entonces existen a,b € R/I,a # 0,b # 0 tales que ab = 0.
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Asi tenemos

d"(a)b*** =0, paratodo k€ N.

En efecto, procediendo por induccion:
Si k = 1: ab = 0 entonces d(ab) = ad(b)+d(a)b = 0, multiplicando por b tenemos
abd(b) + d(a)b* = 0 luego d(a)b* = 0.

Si suponemos d*(a)b**! = 0, derivando
d"TH(a)bF Tt 4 dF (a) (k + 1)bFd(b) = d(d"(a)b*™) = 0.
Multiplicando por b
d*H(a)bF T2 + dF (a) (k + 1)6Ftd(b) = 0.

De la hipotesis inductiva, el segundo sumando es igual a cero, asi d*™(a)b**2 = 0
y la afirmacién queda probada.

Ahora, sea J el ideal diferencial generado por a, esto es, el ideal generado por a
y sus derivadas.

Supongamos que b no es nilpotente, es decir b* # 0 , para todo k& € N. Por la
afirmacion anterior, todos los elementos de J son divisores de cero. En efecto, sea
¢ € J, entonces ¢ = Y ,_, axd®(a) para algunos n € Ny a), € R/I. Luego bastara

escoger b"*1. y por la afirmacion:

<i akdk(a)> bt = 0.

Luego, 1 ¢ J, entonces J # R/I. Y como a # 0, a € J, entonces J no es el
ideal nulo. Asi, J es un ideal diferencial propio de R/I, que es una contradiccion.
Entonces b es nilpotente.

Como b fue tomado como divisor de cero arbitrario, tenemos que todos los
divisores de cero en R/I son nilpotentes, en particular a es nilpotente, entonces

existe m € N tal que a™ = 0. Sea n = min {m € N/a™ = 0}.
na"td(a) = d(a™) = d(0) = 0. (3.1.3)

Recordemos que asumimos que char(K) = 0. Como K es subanillo de R,
char(R) = 0, y se prueba facilmente que char (R/I) = 0. Entonces na"~! # 0
para todo n € N, y por[3.1.3] d(a) es un divisor de cero.
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Asi, hemos probado que la derivada de un divisor de cero, es también un divisor
de cero, entonces a y todas sus derivadas son divisores de cero y por tanto nilpotentes.
Luego J es un ideal diferencial de elementos nilpotentes, entonces 1 ¢ Jy J # R/I,
es decir, J es un ideal diferencial propio de R/I, que es una contradiccion. Asi, R/I

no tiene divisores de cero. O

Existen ideales maximales que no son ideales diferenciales. Sea el anillo R =
K [X], I = (X) es un ideal maximal de R pero X' =1¢€ d(l)y 1 & I. Luego I no

es un ideal diferencial.

Proposicion 3.8. Sea K wun cuerpo diferencial con cuerpo de constantes Cg
algebraicamente cerrado y sea K C R una extension de anillos diferenciales, donde
R es un dominio de integridad finitamente generado como K-algebra, que no tiene
ideales diferenciales propios. Sea L = Frac(R) el cuerpo de fracciones de R.

Entonces Cr, = Ckg.

Prueba. La demostracion se presenta en tres partes complementarias.

1. Primero probaremos que los elementos de C',\Cx no son algebraicos sobre K.
Sea o € O \Ck. Supongamos que « es algebraico sobre K, es decir o € K.
De la prueba de la proposiciéon 3.15, tenemos que si P(X) = ag+ a1 X + -+ +

ap_1 X"t 4+ X" es el polinomio irreducible de « sobre K,

—pd
O:a/: (a>

P'a)

donde PY(X) y P'(X) son como en la observacion . Luego P%(a) = 0,
es decir, a es rafz de PY(X) € K [X] que tiene grado n — 1, entonces por
minimalidad de P(X):

PUX) = ap+ayX + -+ a X" =0,

Como C es algebraicamente cerrado, K es infinito, entonces las funciones
polinomiales coinciden con el conjunto de polinomios sobre K. Asi a; = 0,
para todoi = 1,...,n—1y como a, = 1 € Ck, P(X) € Ck[X]. Como «
es raiz de P(X) y Ck es algebraicamente cerrado: o« € Ckg, lo cual es una

contradiccion.
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2. Probaremos que C, C R.
Sea b € Cp, entonces b € Ly b = 0. Seab = f/gcon f,g € Ry g # 0.
Consideremos el conjunto J = {h € R: hb € R}. Dado h € J tenemos que
Wb = (hb) — hY € R, luego h' € J. Asi J es un ideal diferencial, pero por
hipotesis R no contiene ideales diferenciales propios, entonces J = R o J = 0.
Como gb = f € R tenemos que g € J luego J #0,asi J = R.Como1l € R=J

entonces b € R.

3. Probaremos que C, C Ck. Para lograr esto, inicialmente veremos que para
cualquier b € ('}, existe ¢ € Ck tal que b — ¢ no es inversible en R. Luego
tendremos que el ideal (b —c¢) = R(b— ¢) # R, y por hipotesis de R, no solo
se obtiene R(b — ¢) = 0, sino también b = ¢. Es decir, b € Ck y asi se obtien
la inclusion Cf, € Cg
Sea K la clausura algebraica de K, primero pasamos a la extension escalar
R = R®x K (extension de R al cuerpo K) que es un anillo con identidad
1®x 1. En este contexto, es til considerar el siguiente diagrama de extension de
anillos para usar la propiedades béasicas de la geometria algebraica en cuerpos

algebraicamente cerrados.

R P R@K?

K—K
En otras palabras, estamos considerando la siguiente identificacién natural que
se construye con el producto tensorial.
p:R— R=Rox K
TH— TRk 1
De este modo, si b@x 1 —c®x 1 = (b—c) @k 1 no es una unidad en R, entonces

b — ¢ no es una unidad en R. Asi podemos pasar este problema a R, es decir

reemplazaremos:

RHR@K?
K— K@x K~K (3.1.4)
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De (§3.1.4) podemos asumir que K es algebraicamente cerrado.

Sea V' la variedad algebraica afin con anillo de coordenadas R:

K[V]=R.

—

Entonces b € R define una funcion sobre V con valores en K :

- = K[Xy,..,X,)
be R ———— ™
) V)
entonces existe f(X,..., X,) € K[X1,..., Xp| talque b= f = f+1(V) = f|v.
Luego tenemos:

f:V—K=A.

Por el teorema de Chevalley (teorema [1.9), f(V) es constructible en la linea
afin A! entonces es un conjunto finito de puntos ¢ el complemento de un
conjunto finito de puntos.

Si f(V) es el complemento de un conjunto finito: como C es algebraicamente

cerrado, es infinito; luego existe v € V' tal que f(v) € Ck, es decir
f(U):C(XJKlGCK@K?CK@KR:F

donde ¢ € Ck. Asi se tiene que (f — c®k 1)(v) = f(v) — c®g 1 = 0, luego
bRk 1—c®g 1€ m,, donde m, es el ideal maximal que define v. Luego b — ¢
no es inversible en R.

Si f(V) es finito: como R es un dominio, Z(V) es primo; entonces V es
irreducible (conexo) y f(V) es conexo, es decir es un solo punto. Entonces
existe a € K tal que f(V) = {a ®k 1}, luego f es constante y b € K. Como
b € Cr, y hemos concluido que b € K tenemos b € Ck. Por lo tanto Cf, C Ck.

Se concluye la proposicion. O

Teorema 3.9. Sea K wun cuerpo diferencial con cuerpo de constantes
algebraicamente cerrado C. Sea L(Y) = 0 una ecuacion diferencial lineal homogénea
definida sobre K. Sea R el dlgebra universal de soluciones para L y sea P un ideal
diferencial maximal de R. Entonces P es un ideal primo y el cuerpo de fracciones

L del dominio R/P es una extension de Picard-Vessiot de K para L.

Prueba. R = KI[Y;][W™!] es diferencialmente generado sobre K por las

soluciones de L(Y) = 0 y por W' entonces R/P también es diferencialmente
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generado sobre K. Como P es un ideal diferencial maximal de R, por la proposicion
W , P es primo, entonces R/P es un dominio de integridad, luego tiene sentido
considerar su cuerpo de fracciones. Como P es un ideal diferencial maximal, R/P
no tiene ideales diferenciales propios. Luego por la proposicion 3.8 tenemos C = C1,
es mas, L es diferencialmente generado sobre K por las soluciones de L(Y) =0, y el
Wronskiano inverso de R es también inversible en R/P y en particular es distinto de
cero en L, entonces L£(Y) = 0 tiene un conjunto total de soluciones en L. Entonces

L|K es una extension de Picard-Vessiot para L. U

3.1.2. Unicidad

En esta seccion se presentan algunos condiciones para garantizar la unicidad de
la extension que estamos estudiando. Especificamente, el resultado aparece en el
teorema .10 donde puede verse que la unicidad s6lo es posible salvo isomorfismos,

para lo cual la siguiente proposicion es de vital importancia.

Proposicion 3.10. Sean Li,Ls extensiones de Picard-Vessiot de K para un
operador diferencial lineal homogéneo L de orden m y sea K C L una extension
diferencial con Cp, = Ck. Sean o1 : 1 — L , 09 : Ly — L dos K-morfismos

diferenciales. Entonces o1(Ly1) = o9(Ls).

Prueba. Sea V) ={y € L, : L(Y)=0}. Como L es de grado n sobre K y L; es

una extension de Picard-Vessiot de K, entonces dimg, Vi = n.

SeaV ={y e L:L(Y)=0}. Como L tiene grado n, por el corolario , tiene

a lo mas n soluciones Ck-linealmente independientes, entonces

dimcKV <n.
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Ahora veremos que o;(V;) C V,i = 1,2. En efecto, seay € Vi, L(y) =0y y € L.
Como o7 es un morfismo, £ (o1(y)) = 0, por otro lado, o1(y) € o1(L1) C L, asi
o1(y) € V. Analogamente o49(V3) C V y se obtiene

n = dime, Vi = dime, [o1(V1)] < dime, V.

Entonces g1 (V}) = g9(V,) = V. Como L, y Lo son extensiones de Picard-Vessiot de
L entonces Ly = K (Vi) y Ly = K (V5). Luego, 01(L;1) C 02(Ls). El otro contenido

es analogo. 0

Corolario 3.11. Sea K C L C M wuna extension de cuerpos diferenciales, L una

extension de Picard-Vessiot de K con Cyy = C}.. Entonces para todo K -automorfismo

diferencial o : M — M: o(L) = L.

Prueba. Consideremos el diagrama (donde id es la inclusion id : L < M).

o1=1d oo=0
L > M < M

N7

K

Por la proposicion anterior se obtiene

0'1(L) = UQ(L)
i(L) = U\L(L)
L=o(L)

Por lo tanto, el corolario se cumple. [l

Corolario 3.12. Sea K un cuerpo diferencial con Ck algebraicamente cerrado. Si
L es una extension de Picard-Vessiot algebraica de K, entonces L es una extension

algebraica normal de K.

Prueba. Sea K una clausura algebraica de K con K C L C K y sea el
monomorfismo ¢ : L — K tal que 0|, = idg, probaremos que o(L) = L. Como
K es una extension algebraica de K, por proposicion se tiene que K es una

extension diferencial de K y todo K —automorfismo de K es diferencial.
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Sea a € C' y sea p(X) el polinomio irreducible de a sobre K, usando la notacion
de la observacion 2.9t

0= (p(@)) = pY(a) + p'(@)a’ = p'(a).

Como p[X] € Ox[X] y Ck es algebraicamente cerrado entonces o € Cg. Asi
Cx = Ck, luego por el corolario se tiene o(L) = L. O

Ejemplo 3.13. Consideremos la extension diferencial K = R(x, e3*) C R(z,e®) = L

con la derivacion usual. Sea F' = R(z) entonces K = F(e3*) y L = F(e”). Sea
p(\) =\ — €% € K[\
entonces p(e”) = 0, luego la extension es algebraica pero
p(A) = AP — e = (A —e")(\* + \e” +e*)

es decir, p(A) no se factoriza en términos lineales sobre L[] luego la extension no
es normal. Ahora, si consideramos el operador diferencial lineal L(Y) =Y — Y’ se
tiene que L(e”) = 0 luego K (¢*) = K(e*) es una extension de Picard - Vessiot de
K para L, pero K(e*) = R(z, ", e”) = R(x,e”) = L.

Sin embargo esto no contradice el corolario anterior pues Cx = R no es

algebraicamente cerrado.

Ejemplo 3.14. Consideremos la extension diferencial Q(z) C Q(x)({/x) con la

derivacion usual, donde n > 2. Sea
p(A) = A" — 2 € Q(z)[\]

entonces p({/x) = 0, luego la extension es algebraica pero

p(N) = (A= Vo)X XY A AV a2 4 V)

es decir, p(\) no se factoriza en términos lineales sobre Q(x)({/x)[\ luego la

extension no es normal. Consideremos el operador diferencial lineal

LYY =Y — L1y
nx

se tiene que L(/x) = 0 luego Q(z) (r) = Q(x)(/x) es una extension de Picard
Vessiot de Q(z) para L. Esto no contradice el corolario pues Cg(z) = Q no es

algebraicamente cerrado.
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Para estudiar el teorema de la unicidad via K - isomorfismo de una extension de
Picard-Vessiot seran necesarias las derivaciones en productos tensoriales, las cuales

se ilustran en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.15. Sea R un anillo diferencial, y sean S y T dos R—éalgebras

diferenciales. Definimos

DS@RT—)S@)RT
S®Rt|—>ds(8) ®Rt+S®RdT<t>.

Es fécil verificar que se cumplen las propiedades de derivacion dadas en la
definicion Veamos que esta bien definida.
Primero consideremos el caso en que R estd dotada de la derivacion trivial,

entonces dados r € Ry s € S:
ds(rs) =dg(r)s + rds(s) = dr(r)s + rds(s) = rds(s),

luego dg y analogamente dp son R—lineales, asi D esta bien definida.
Para el caso general, sea C' el cuerpo de constantes de R, entonces por lo visto

en el caso anterior, D esté bien definida sobre S ®¢ T'. Consideremos el conjunto
X={r®cl—-1®¢cr:reR}
entonces

D(T’@Cl—l@CT’):D(T(X)Cl)—D(l@CT)
:dg(’l") ®C’1+T®C dT(l) —ds(l) ®CT‘— 1®C dT(’f‘)
:ds(T’> ®Cl— 1®C dT(T)

luego D(X) C X, asi (X) es un ideal diferencial de S ®¢ Ty por el ejemplo [2.14]
S®cT

(X)

es un anillo diferencial con derivaciéon

e I S—

D(S@Ct) :D(S(X)Ct).
Definimos

V:S®cT — S®rT

SQot—sQpt
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Claramentte 1) es sobreyectva, luego por el primer teorema de isomorfismo de

anillos gg ~ S ®gr T donde el isomorfismo inducido por v es
— S®cT
(R - S®rT
(X)

SRot— sQrt
Luego podemos definir una derivaciéon sobre S ®pg T' considerando el diagrama:

vt S®cT
S®RT-'¢)—> ©c

v (X)
luego
D(s@pt)=voDod  (s®rt)
—YoD(s®c1)
=1 D8®ct>
=1

E dSS ®Ct+5®ch< ))

(
( S)Rct+ s®c dr(t ))
(a5
(

ds 8)®Rt+S®RdT()

Para concluir esta seccion, se presenta el resultado més importante sobre la

unicidad de la extension de Picard-Vessiot.

Teorema 3.16. Sea K wun cuerpo diferencial con Cg algebraicamente cerrado
y L(Y) = 0 una ecuacion diferencial lineal homogenea sobre K. Sean Li, Lo
extensiones Picard-Vessiot de K para L. Entonces existe un K—isomorfismo

diferencial de Ly en Lo.

Prueba. Podemos asumir que L es la extension Picard-Vessiot de K construida
en el teorema , es decir, Ly es el cuerpo de fracciones de R/P donde R =
K [Y;;] [W1] es el algebra universal de soluciones de £ y P es un ideal diferencial
maximal de R. Construiremos una extension diferencial £/K con Cp = Ck, y
morfismos K- diferenciales ¢ : Ly — F |, pg : Ly — E y aplicaremos la proposicion

B3.10
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Notemos que R/P = K [y;;, w™'| donde y;; y w™" son las clases de Y;; y W™
Consideremos el anillo A = (R/P) Qg Lo.

A= (R/P)®k Ly = K [y;;,w™'] @k Ly = (K @k Lo) [ysj,w™"] = Lo [ys5,w™'] .
Entonces A es finitamente generado como Lg-algebra, con derivacion:

d:(R/P)®k Ly — (R/P) @k Lo
rTRyYyr— dry+xdy

Sea (Q un ideal diferencial maximal propio de A y consideremos su imagen inversa

I={a€eR/P:a®1e@Q}en R/P por la aplicacion

¢p:R/P— A

a—a®1

Recordemos que como P es un ideal diferencial maximal, R/P no tiene ideales
diferenciales propios. Entonces I = 0, o bien I = R/P.
Sil = R/P tenemos 1 € I entonces 1®1 € @ luego ) = A, lo cual no es posible

pues @ es un ideal diferencial maximal. Entonces I = 0 y la aplicacion

¢ :R/P— A/Q
ar—a®l=(a®1)+Q

es inyectiva. En efecto, si ¢(a) = ¢(b) entonces a ® 1 + @ = b® 1 + Q luego
(a-b)®l=(a®l)—(b®l)eQ,asia—bel=0ya=0.

Consideremos ahora

Ly — AJQ
b—1@b=(1®0b) +Q.
Se prueba de manera similar que es también inyectiva.

Por la proposicion , @ es primo y por tanto A/Q es un dominio de integridad.
Sea E su cuerpo de fracciones. Como sabemos, un morfismo entre dominios induce un
morfismo entre sus respectivos cuerpos de fracciones, luego ¢ induce un morfismo
@ : L1 — E. Por otro lado, sea v : A/QQ — FE la aplicacion candnica entre el

dominio A/Q y su cuerpo de fracciones, y llamemos ¢ = v o ).
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Asi tenemos que, el cuerpo diferencial Ly esta contenido en el dominio A/Q que
es finitamente generado como Lo algebra (pues A es finitamente generado como Ly
algebra) y A/Q no tiene ideales diferenciales propios (pues () es un ideal diferencial
maximal). Entonces, por la proposicion : Cp = Cp,. Y como Ly es una extension
de Picard-Vessiot de K, (', = Ck. Luego Cg = Ck.

Entonces tenemos:

Llc——>E<_—’L2

NP

Luego, por la proposicion m : ©(Ly) = ¥(Ly). Entonces podemos definir un
isomorfismo f : Ly — @(L1) = ¢(Ly) — Lo O

3.1.3. La existencia y la unicidad, revisados

El sigueinte teorema se obtiene como una aplicaciéon directa de los resultados
anteriores. En esta secciéon analizaremos la necesidad de la clausura de cuerpo de

constantes para obtener la existencia (ejemplo [3.18) y la unicidad (ejemplo [3.23)).

Teorema 3.17. Sea K un cuerpo diferencial con Cx algebraicamente cerrado y sea
L(Y) =0 definido sobre K. Entonces eziste una extension de Picard - Vessiot L de

K para L y es unica salvo K-isomorfismo diferencial.

En los ejemplos a continuacién veremos que si C'k no es algebraicamente cerrado,
entonces no siempre es posible obtener existencia 6 unicidad salvo isomorfismo de
una extension de Picard-Vessiot.

El siguiente ejemplo es dado por Seidenberg, se puede consultar [11].

Ejemplo 3.18. Sea K = R{a) donde a = %sen 2¢x vy K esta equipado con la
derivacion usual sobre el anillo de funciones analiticas.
Como o = icos2z y a”’ = —2isen2x = —4a entonces K = R(a,a’). Notemos

que a es trascendental sobre R, y considerando el polinomio:
p(X) = X?*+4a* +1 € R(a)[X]
se verifica que
p(a) =a?+4a* +1 = —cos22® —sin2r* + 1 =0 (3.1.5)
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es decir o’ es algebraico de grado 2 sobre R(a). Asi

Afirmacion: Cxg = R. Sea ¢ € Ck, entonces ¢ es de la forma:

¢ =p+ qa donde p,q € R(a).

Derivando:
dp dq
0 _ / -1 12 "
daa + daa + qa
dp , 9 dq
=—a — (4 1)— —4
daa (4a® + )da aq
entonces tenemos
dp
— =0 3.1.6
da ) ( )
2 dq
(4a” + 1)d— + 4aq = 0. (3.1.7)
a

De (3.1.6): p € R. Supongamos que g # 0, entonces podemos escribirlo de la forma

q=(4a* + 1)

=3

donde 7 € Z, m,n € R[a] no son divisibles por 4a*® + 1. Entonces reemplazando en

(3.1.7) obtenemos

2 2 r—1 m 2 p(dm o dn) 1 2 1yt
(4a*41) |r(4a” + 1) (8a)n + (4a” + 1) (dan mda) n2}+4a(4a +1) . =0,
y simplificando se tiene

dm dn
40> +1) | —n—m— | +4a(1 +2 =0.
(a+)(dan mda)+a(+r)mn 0

Pero esto contradice la condicion de que 4a” + 1 no divide a m y n. Entonces ¢ = 0,
asi ¢ = p € R y la afirmaciéon queda probada.

Consideremos ahora el operador diferencial £(Y) =Y” 4+ Y definido sobre K, y
sea 1) una solucion no trivial de £(Y') = 0. Probaremos que no es posible encontrar
una extension de Picard-Vessiot de K para L. Para esto bastara probar que cualquier
extension difere/ncial de K que contenga a n agrega constantes.

Sea u = L entonces K (uy C K (n). Probaremos que K (u) contiene una

constante que no pertenece a R.
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Es facil ver que

AN 7\ 2 oo 12 2
(6 (8 - Bt
Ui n Ui n
luego u satisface la ecuacion de Riccatti:
v =—1—u?

Si u? + 1 = 0 entonces u = &, que es una nueva constante. Si u? + 1 # 0 tenemos:

(14+u?) = 2uu’ = —2u(1 + u?) (3.1.8)

(a+ad'u—av?) =d + ad"u+du — adu? — 2au'u

=a —4au —d' (1 +v?) — a'vu® + 2a(1 + u*)u

= —2u(a + d'u — au?) (3.1.9)
Sea . )
a+au—au

- 3.1.10

‘ 1+ u? ( )

entonces de (3.1.8]) y (3.1.9) se verifica que ¢ = 0. Si ¢ ¢ R entonces ¢ es una nueva

constante. Si ¢ € R, de (3.1.10)) tenemos:
(c+a)u®> —du+ (c—a)=0.

Usando la féormula general

J+ At ac—a)
2(c+a)

u =

entonces

Va? —4(c+a)(c—a) € K (u).
De (BT3) :
a? —4(c+a)(c—a)=ad*+4a®> —4c* = -1 -4 <0

luego

V—1—-4c2 =iv1+4c? € K (u).

Como V1 +4¢? € R entonces ¢ € K (u) y esta es una nueva constante.
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El cuerpo K (u) en el ejemplo

En este ejemplo de Seidenberg, podemos hallar el cuerpo de constantes de K (u)
y veremos que es una extension clésica de la forma R(c, d) (corolario |3.21]). Para dar

una descripcion completa, usaremos los siguientes lemas:
Lema 3.19. Sea K un cuerpo diferencial y la ecuacion
U =p+qu—u’ (3.1.11)

definida sobre K. Sea u una solucion de (3.1.11) y sea L = K (u). Si Cx € Cy,

Jw©,
mwd !

es decir u genera una nueva constante k # 0 entonces es de la forma
f(u),g(u) € Ku] y deg(f) = deg(g).
Prueba. Sea un polinomio h(u) € KJu]
h(u) = ap + aju + - - + a,u”
derivando
B (u) = af + dyu + apu + - + au” + a,nu™

=ay+adu+ai(p+qu—u?)+ - +au’ + anu (p+ qu — u?)

luego deg(h') = 1 + deg(h) > 0, entonces ningun polinomio puede ser constante.
Sea k # 0 una constante, como u es soluciéon de (3.1.11)), los elementos de L son

de la forma g(Z; donde f(u),g(u) € Klu] y podemos asumir (f(u),g(u)) = 1.
Supongamos que deg(f) > deg(g) entonces
A\ (3.1.12)
g g
donde deg(f1) < deg(g), f1 #0, ¢ # 0y deg(yp) > 0. Derivando ([3.1.12]):
o /
0:¢+fyfﬁg
pero

deg (”;J) — méx {deg(f}g). deg(frg')} — deg(s?)
=deg(f1) +deg(g) +1 <0
mientras que deg(y) > 0. O
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Si consideramos la ecuacién
W =p+qutrut, r#£0 (3.1.13)

se prueba de manera similar, el mismo resultado. Si agregamos la hipdtesis adicional

p # 0 se verifica el siguiente resultado:

# 0 es una constante

Lema 3.20. Sea u una solucion de (3.1.13) y p # 0. St féw
g(u

donde f(u),g(u) € Klu] y (f(u),g(u)) =1 entonces f(0) # 0 y g(0) # 0.
f(w)

: g(u)
v = — la ecuacion (3.1.13)) se convierte en
u

Prueba. Como # 0 es una constante entonces deg(f) = deg(g). Haciendo

V' = —r —qu — pv? (3.1.14)
f(u) g(u
Sean fi(v) = ude(zg(f) y g1(v) = udgg()g) entonces

(u

filv) _ f(w)
9

~—

Como p # 0 la ecuacion (3.1.14) tiene la forma de (3.1.13), luego se cumple
deg(f1) = deg(g1). Sean

f(u) =ag+ aju+ -+ au”
g(u) =by+byu+ -+ byu”

entonces f(0) = ag, g(0) = by y
f1 (U) = aov" + &1?]7171 + -+ ap_1v + ap
g1 (V) = bov" + b1 - b0+ by
luego deg(f1) = deg(f) = n = deg(g) = deg(gy) si y solo si ag # 0y by # 0. O

Corolario 3.21. En el contexto del ejemplo st se considera la constante
¢ € Cky como en la ecuacion (3.1.10) y
a' — dau — a'u?

d—=
1+ u? ’

entonces se cumple que el cuerpo de constantes de K (u) es R(c,d).
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Prueba. Probaremos inicialmente que d € C (), por un calculo directo. Como

(d —dau — ad'v?) = a’ — dav’ — 4a'u — a"u® — 2a"u/
= —4da + 4a(1 + v?) — 4a'u + 4au® + 2a’u(1 + u?)
= —2u(ad' — dau — a'u?),
es facil verificar que d’ = 0 y se obtiene que d es una constante de K (u). Por lo

tanto,
c, de CK<u)

Por el lema [3.20, cada constante del cuerpo K (u) es de la forma f() donde

g(u)
f(u), g(u) € Ku], f(0) #0, g(0) # 0. Sean

f(u) = apla,d') + ai(a,a)u+ -+ a,u”
g(u) = Bo(a,a’) + Bi(a,a)u+ - - + Bu”

F(u) _ f(u) aolc,d)
Glu) ~ g(w)  Bole,d)

evaluando en u = 0

FO) _ f(0) _ aola,d

_ @),
G0)  g(0)  Bola,a’)
esto contradice el lema [3.20, luego la constante f) aO(C’ debe ser igual a cero,
g(u)  Bolc,d)

entonces

J(u) € R(c,d)

9(u)
y obtenemos el corolario. O

Observacion 3.22. De la misma manera, para la constante
A2+ d*+ 1€ CK<U>,

evaluando en u = 0 obtenemos que 4a*> + a’> +1 = 0. De este modo, las constantes
c y d verifican la relacion
4 +d* +1=0,

que no se verifica en un cuerpo ordenado, como Cx = R.

Veremos ahora un ejemplo donde no hay la unicidad de una extensiéon Picard-

Vessiot salvo K —isomorfismo diferencial.
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Ejemplo 3.23. Sean L; = R (senx,cosz) y Ly = R (isenz,icosx) equipadas de la
derivacion usual sobre el anillo de funciones analiticas. Sea el operador diferencial
LY) =Y +Y" se verifica facilmente que {senz,cosz} y {isenz,icosxz} son
sistemas fundamentales de soluciones de L£(Y) = 0. De forma similar al ejemplo
se prueba que Cp, = Cr, = R, asi L1 y Ly son extensiones de Picard-Vessiot
de R para L. Supongamos que existe un R—isomorfismo diferencial o : L1 — Lo,
entonces o(senz) es una solucion de L(Y) = 0, luego es combinacion lineal de

{isenz,icosx} sobre R:
o(senx) = aisenx + bicosz, a,b € R

derivando

o(cosx) = aicosx — bisenz.

Como sen z? + cos 22 = 1, aplicando o tenemos:

1=0(1) = o(senz)? + o(cos )

= (aisenx + bicos x)* + (ai cos x — bisen r)?

— —((l2+b2)

Luego, no existen R—isomorfismos diferenciales de L; en L.

3.2. Caracterizacion de extensiones de Picard-

Vessiot

El teorema muestra que, dado un cuerpo diferencial K con cuerpo de
constantes C' algebraicamente cerrado y un operador £ sobre K, la extension de
Picard-Vessiot de K para L es tinica salvo K —isomorfismo diferencial.

Pero es posible que L también sea la extension de Picard-Vessiot de K para otros

operadores.

Ejemplo 3.24. Sea K = C(z) el cuerpo de funciones racionales sobre C y sea

L = C(z,e"). Tenemos Cx = C = Cp, pues L C C((x)) . Sean £1(Y) =Y' =Y
y LoY) =YY" — x—HY’. Como L = K (e*) y {e"} es un conjunto fundamental
de soluciones de Elx: 0, entonces L es una extension Picard-Vessiot de K para
L;. Por otro lado tenemos que L = K ((z — 1)e*) y {1, (x — 1)e”} es un conjunto
fundamental de soluciones de L, = 0, entonces L es también una extension de

Picard-Vessiot de K para Ls.
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Seria 1til tener una caracterizacion de las extensiones Picard-Vessiot que no
dependa explicitamente del operador L. La siguiente definiciéon nos brinda dicha

caracterizacion:

Definiciéon 3.25. Sea K C L una extension de cuerpos diferenciales donde Cg es
algebraicamente cerrado. Diremos que K C L es una extensiéon de Picard-Vessiot

si se verifican:

a) Existe un Ck espacio vectorial de dimension finita V' C L que genera

diferencialmente L sobre K, es decir L = K (V).
b) Existe un grupo G de automorfismos diferenciales de L con
GV)={o(w):ceGueV}CV
que verifica L = K.
c) Cx =Cy.

Esta definicion es independiente del operador diferencial, pero por medio del

wronskiano se puede asociar un operador de gran utilidad.

Observacion 3.26. La extension en la definicion [3.25 nos permite contruir un

operador diferencial L para el cual tal extension verifica la definicion [3.3 Si

{Y1,...,yn} es una Cx—base de V, entonces L es una extension Picard-Vessiot
de K para ( )
w Y7y17--'ayn
L(Y)= . 3.2.1

La siguiente proposicion utiliza un corolario del capitulo 4, que es independiente

del resto del capitulo 3.

Proposicion 3.27. Sea L un operador diferencial lineal homogéneo sobre K con
Ck algebraicamente cerrado. Entonces L es una extension Picard-Vessiot de K para

L siy solo si K C L es una extension de Picard-Vessiot.

Prueba. Si L es una extension de Picard-Vessiot de K para Z, entonces L =
K {z,...,2n) donde {z,...,2,} es un conjunto fundamental de soluciones de
L(Y) = 0. Sea V el espacio vectorial de soluciones de £ entonces L = K (V).
Por proposicion [2.26, la dimension de V' sobre Ck es m. Sea G = G(L|K), por
corolario 4.4| se tiene que LY = K y es facil ver que G(V) C V.
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Reciprocamente, sea {yi,...,y,} una base de V' sobre Ck, por proposicion m

w(y17 s 7yn) % 0. Sea

W(Yayla s 7yn)

Ly = Wy, Yn)

e L{Y}.

Probaremos que L(Y) € K {Y'}. Sea L(Y) = Z bY@ por el ejemplo [2.23

1=0

w(}/ﬂ Yiy .- 7yn) = ZQ,ZY(Z)
1=0

donde a; = (—1)'det(...,y 1,y )y y = (y1,...,¥s). En particular, notamos
que a, = W (y1,...,yn). Luego

LY) =Y bY®
i=0
donde b; = & Como V' es G—estable, para cualquier o € G tenemos que o(y;) € V,
a

n
1 =1,...,n, entonces
n

O'(yz) = Z Cjiyj7 Cz‘j € OK

=1
Luego por la proposicion [2.24]

o(a;) = a;det(c;;).

Luego o(b;) = o(a,) 'o(a;) = [det(ci;)an]” " [det(ciy)a] = a;'a; = b;, entonces
b; € LY. Como LY = K, los coeficientes b; € K y se obtiene £ € K {Y'}. O

Por la proposicion y del ejemplo tenemos que L = C(x,€e") es una
extension de Picard-Vessiot de K = C(z). Usando la férmula podemos calcular
el operador £ del cual L es una extension de Picard-Vessiot para K.

Para el conjunto fundamental de soluciones {e”}:

Y e
W(,er) |Y €] Yer—yler
Li(Y) = = = —Y -V
1Y) W(e®) er et
Para el conjunto fundamental de soluciones {1, (x — 1)e*}:
Y 1 (x—1)e"
Y' 0 xe’
W(,1,(zx—1)e” Y" 0 (z+1)e 1
Lo(y) = I D) R B S
W, (x—1)e*) er x
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Como vemos, es posible que una extension satisfaga la definicion para distintos
subespacios V, es por eso que en el ejemplo [3.24] se tiene que L es una extension de
Picard-Vessiot de K para operadores distintos £; y Lo que ademés tienen distinto
grado.

En el ejemplo también podria darse la posibilidad de que la extension de
Picard-Vessiot L fuese algebraica sobre K. En general, si una etension de Picard-
Vessiot K C L es finita algebraica, donde C'x es algebraicamente cerrado, entonces
por el corolario existe un grupo G con LY = K, asi L debe ser necesariamente
una extension de Galois de K. Reciprocamente, mostraremos eque toda extension
de Galois finita K C L es una extension de Picard-Vessiot (donde L es un cuerpo

diferencial usando la derivacién tnica de L que se extiende de K establecida en la
proposicion [2.17)).

3.2.1. Extension de Galois finita

Veremos que una extension de Galois finita es un ejemplo de la extension de
Picard-Vessiot. La parte mas complicada es probar que una extension algebraica no

agrega nuevas constantes, lo que probaré el siguiente lema:

Lema 3.28. Sea K C L una extension diferencial de cuerpos y sean xy,...,x, € L
constantes algebraicamente dependientes sobre K, entonces son algebraicamente
dependientes sobre Ck. FEn particular, si Cx es algebraicamente cerrado y L es

algebraico sobre K entonces Cp, C C.

Prueba. Como zy,...,,x, son algebraicamente dependientes sobre K, entonces
existe f € K [Xy,...,X,], f #0con f(z1,...,2,) = 0.
Sea = {us} una base de K sobre Ck. Entonces § es una base libre del

anillo de polinomios K [Xj, ..., X,] como Ck [ Xy, ..., X,] —mo6dulo. Luego existen
hiy... by € Ck [ X1, ..., X,] tales que f = Z hgti.
=1

Como [ es una base, el subconjurftg {uy,...,un} es Cg—linealmente
independiente, entonces por la proposicion su wronskiano es diferente de cero.

Como los u; € K C L, nuevamente por la proposicion tenemos que el
conjunto {us, ..., uy,} es Cp— linealmente independiente.

Luego, como

Zhs(xl,...,a:n)us = f(x1,...,2,) =0
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y hs(z1,...,x,) € Cf entonces hg(xy,...,x,) = 0 para todo s € {1,...,m}. Como
f # 0 entonces hy, # 0 para algin sy € {1,...,m}, asi hy,(z1,...,2,) = 0 es la
relacion de dependencia lineal sobre C'x buscada.

En particular, si Ck es algebraicamente cerrado y L es algebraico sobre K
veremos que C, C Ck.

Sea a € C, como la extension L|K es algebraica, entonces existe p(X) € K [X]

tal que p(a) = 0. Sea p(X) = ap + a1 X + - - - + a, X" entonces
ple) = ao(1) + ar(a) + -+ - + an(a") = 0.

Como o' = 0 entonces (a”) = 0 para todo r € {1,...,n}. Luego los elementos
1,a,0?%,...,a" € L son constantes algebraicamente dependientes sobre K, y por
lo probado anteriormente, son algebraicamente dependientes sobre C'i. Asi, existen

607617"'7Bn € CK tales que
Bo+ Bra+ -+ fra” = 0.

Luego el polinomio ¢(X) = By + 51X + -+ + ., X" € Ck [X] tiene como raiz a

a. Como CF es algebraicamente cerrado: a € Ck. O

Proposicion 3.29. Sea K un cuerpo diferencial con Cg algebraicamente cerrado
y sea K C L una extension de Galois finita, entonces K C L es una extension de

Picard-Vessiot.

Prueba. Sea G el grupo de Galois de la extension K C L. Como la extension
K C L es de Galois, entonces es separable, luego por la proposicion [2.17] podemos
extender la derivacion de K a L y ademas todo elemento de G es un K-automorfismo
diferencial.

Sea p(X) € K[X]| un polinomio cuyo cuerpo de descomposicion es L, sea
X = {ai,...,a,} el conjunto formado por las raices de p, y V el Ck—espacio
vectorial generado por X. Como G permuta el conjunto finito X, entonces V' es
G—estable. También, como L = K (ay,...,y,) (L es generado sobre K como cuerpo
diferencial por X) entonces L = K (V). Como K C L es una extension de Galois,
L% = K. Por tltimo, por el lema anterior Cx = Cr. Asi K C L es una extension de

Picard-Vessiot. U
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En esta proposicion podemos incluso saber cudl es el operador £ del cual L es
una extension de Picard Vessiot para K: escogemos una Cx—base x1,...,x, de V

entonces

LY)=W(xy,...,2,) " W (Y, 21,...,12,).

Si las raices de p(X) = 0 son Cx— linealmente independientes, estas mismas forman

una base de V.

Ejemplo 3.30. Sea K un cuerpo diferencial con Cx algebraicamente cerrado y sea
a€ K. Seap(X)=X"—ae€ K[X]ysea L el cuerpo de descomposicion de p(X).
Entonces por la proposicion anterior, L es una extension de Picard-Vessiot. Sea z
una raiz de p y sea ¢ € C'x una raiz primitiva n—ésima de la unidad. Entonces el

conjunto X de raices de p(X) =0en L es
X={¢z:0<i<n-1}

y el Cx—espacio vectorial V' generado por X tiene base {z}, entonces el operador
/

correspondiente es L(Y) = W (z)"'W (Y, z) = Z;Y -Y"
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Capitulo 4

Teorema fundamental de la teoria de

Picard-Vessiot

En este capitulo definiremos el grupo de Galois diferencial de una extension
diferencial de cuerpos K C L, y probaremos que cuando la extension es de Picard-
Vessiot, su grupo de Galois diferencial posee la estructura de un grupo algebraico
sobre Cg. Luego, podremos establecer el teorema fundamental de la teoria de
Galois diferencial, que nos brinda una correspondencia biyectiva entre los cuerpos
diferenciales intermedios de una extension de Picard-Vessiot y los subgrupos cerrados

de su grupo de Galois diferencial.

4.1. Grupo de Galois diferencial

Ahora veremos una proposiciéon que sera usada més adelante para obtener una

parte del teorema fundamental de la teoria Picard-Vessiot.

Definiciéon 4.1. Si K C L es una extension diferencial de cuerpos, el grupo

G(LIK)={0o:L— L:o0es K — automorfismo diferencial}

= {0 : L — L: 0 esisomorfismo diferencial con oy, = idy }

es llamado grupo de Galois diferencial de la extension K C L.
Cuando K C L es una extension de Picard-Vessiot para una ecuacion L(Y') = 0,
el grupo G(L|K) es también llamado grupo de Galois de L(Y) = 0 sobre K.

Usaremos la notacion Galk (L) o bien Gal(L) si esta claro cuél es el cuerpo base.
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Ejemplo 4.2. Consideremos K C L, una extension algebraica separable. Por la
proposicion 2.17] todo K —automorfismo de L es un K —automorfismo diferencial,

luego el grupo de Galois y el grupo de Galois diferencial de la extension coinciden.

Queremos ver que si K C L es una extension de Picard-Vessiot, entonces el
subcuerpo de L fijado por la accién de G(L|K) es igual a K. Obtendrenos esto con

la ayuda de un corolario de la siguiente proposicion.

Proposicién 4.3. .

a) Si K C L es una extension de Picard - Vessiot para L(Y) =0 y x € L\K,

entonces existe un K—automorfismo diferencial o de L tal que o(x) # .

b) Sean K C L C M extensiones de cuerpos diferenciales donde K C Ly K C M
son extensiones de Picard - Vessiot, entonces cualquier K-automorfismo

diferencial de L puede ser extendido a un K-automorfismo diferencial de M.

Prueba.

a) Podemos asumir que L es el cuerpo de fracciones de R/P, donde R es el
algebra universal de soluciones para £ y P es un ideal diferencial maximal de
R.Seax € L,z = % con a,b € R/P,b +# 0. Entonces r € A := (R/P)[b7!] =
{a/b" : a € R/P,n € N}. Consideremos la K-algebra diferencial

T=A®xk ACL®g L.

Denotemos por 2 =r®1—-1® 2z € T, con x = { elegido anteriormente; asi,
como x ¢ K, tenemos z # 0y 2’ # 0 (puessi 2/ = 0, z € K) y z no es nilpotente
(pues si 2" = 0 para algin n € N, entonces nz" 'z’ = (2") = 0, lo cual no
es posible pues K tiene caracteristica cero). De este modo, no solo podemos
localizar T bajo el conjunto multiplicativo de las potencias de z (denotado
por T[271]) sino también podemos pasar al cociente T[271]/Q, donde @ es un
ideal diferencial maximal de T [z7']. Como z € T[z7!] es inversible, entonces

su imagen en el cociente zZ # 0. Consecuentemente, tenemos

i A—T[z71/Q; T A— T[z7'/Q;
w—w® 14+ Q. w— 1w+ Q.
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Como P es maximal, el cociente R/P es un cuerpo y por eso no tiene ideales
propios, y en consecuencia tampoco los tiene su localizacion (R/P) [b™!] = A.
Luego 71 y 72 son inyectivas, es decir cada Ker(7;) debe ser cero, asi ambas
se extienden a K-mapeos diferenciales de L — E = Frac(T[z!]/Q). Por la
proposicion , obtenemos Cp = Ck y asi 71(L) = 72(L). Por otro lado, un

calculo directo nos muestra que

ni(z) = m(r) = (@ 1+ Q) = (1@ +Q);
=r®1-12)+Q=2+Q #0.

Asi 7 = 77 'y es un K —automorfismo diferencial de L con 7(z) # .

b) Como K C L es una extension de Picard Vessiot, podemos asumir la
construccién dada en el teorema [3.9 es decir, L = Frac(R/P), donde R =
K[Y;][W™' y P es un ideal diferencial maximal de R. Con la extension de
Picard Vessiot K C M, asumida en la hipotesis, es facil verificar que L C M es
también una extension de Picard Vessiot para el mismo operador diferencial £
que K C M, que a su vez puede ser visto como un operador definido sobre L.
Asi, podemos asumir nuevamente la construccién dada en el teorema [3.9] es
decir M es el cuerpo de fracciones del cociente de Ry = L[Y;;][W '] por un ideal
diferencial maximal de dicha L—é&lgebra. Se puede verificar que P, = L Qg P
es un ideal diferencial maximal de Ry, luego M = Frac(R,/P;). Seao : L — L

un K —automorfismo diferencial, como
Ry = LYW = Lok K[Yy|[W™] = Lok R
definimos

U@idRiL(XJKR—}L@KR,
TRy o(r)®y.

Esta aplicacion induce

L®KR_>L®KR
Py P

TRy o(r)®y,

U®idRI

que es inyectiva, entonces podemos extenderla a su cuerpo de fracciones M.

Por lo tanto, se cumple la proposicion. ([l
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Dado un cuerpo diferencial L y un grupo GG de automorfismos diferenciales de
L, es facil ver que el conjunto LY = {x € L : o(z) =z Vo € G} es un subcuerpo

diferencial de L.

Corolario 4.4. Sea K C L es una extension de Picard-Vessiot y sea G el grupo de

K -automorfismos diferenciales de L, entonces L¢ = K.

Prueba. La inclusion K C L% es clara, y la inclusion LY C K esta dada por la

parte (a) en la proposicion . O

Teorema 4.5. Sea K un cuerpo diferencial y L(Y) = 0 una ecuacion diferencial
lineal homogénea de orden n definida sobre K. FEntonces, el grupo de Galois
diferencial de L(Y) = 0 es isomorfo a un subgrupo del grupo lineal general

GL(n, Ck), salvo conjugacion.

Prueba. Si {yi,...,yn} es un conjunto fundamental de soluciones de L(Y) = 0,
cualquier otra solucién es una combinacion lineal de estos elementos sobre C'x, luego
para todo o € Gal(L) y para cada j € {1,...,n} tendremos que o(y;) es también

una solucion de L(Y) = 0, asi:

o(y;) = Z CijYi
i=1

donde ¢;; € Ck. Por lo tanto, a cada 0 € Gal(L) le podemos asociar la matriz
(cij) € GL(n,Ck) (la matriz (c;;) es inversible pues W(yi,...,y,) # 0). Es maés,
como L = K (y1,...,Yn), un K-automorfismo de L es determinado por las imagenes

de los y;. Entonces obtenemos un morfismo inyectivo

Gal(L) — GL(n,Ck),

Si{z1,...,2,} es otro conjunto fundamental de soluciones de L,

n
o(zj) = Zaijzi, donde a;; € Ck.

=1

Luego las matrices C' = (¢;;) vy A = (a;;) satisfacen

C =P AP
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donde P es la matriz de cambio de base entre ambos conjuntos fundamentales:
si Yy; = Z )\ijzia entonces P = ()\U)
i=1

Consecuentemente, podemos identificar el grupo Gal(L£) con un subgrupo de
GL(n, Ck), que esta unicamente determinado, salvo conjugacion. 0

Veremos en la proposicion que Gal(L) es cerrado en GL(n, Ck) con respecto
a la topologia de Zariski.

Ahora veremos la continuacién de algunos ejemplos previos de extensiones de

Picard-Vessiot y calcularemos su grupo de Galois diferencial.

4.1.1. Ejemplos de grupos de Galois diferenciales

Ejemplo 4.6. Recordemos el ejemplo [3.4] sobre adjuncion de una integral. Teniamos

a/

que L = K (a) es una extension de Picard Vessiot de K para L(Y) =YY" — =Y’
a

donde o = a € K no es una derivada en K. Calcularemos su grupo de Galois

diferencial. Para esto, recordemos que {l,a} es un conjunto fundamental de

soluciones de L, entonces
Galg(L) = {o: K(l,a) - K (1,a) : o es isomorfismo diferencial con o, = idy}
Como o(1) y o(a) son soluciones de £ = 0, existen ¢;;, 4, j = 1,2 tales que

0'(1) = C11 + Co10n.

o(a) = 12 + canar.
Como o es un automorfismo diferencial:

= o(1) = 1 entonces ¢q; + co1a0 = 1 luego tenemos (¢1; — 1) + co1a0 = 0 'y como
{1, a} es un conjunto C'x—linealmente independiente: ¢;1 = 1y ¢o; = 0.
» o(a) = o(a’) entonces

(200 = 00 = o (a) = o(a’) = 0(a) = idk(a) = a

luego cy2 = 1. Asi, todo 0 € Galk (L) verifica que o(a) = a + ¢, entonces le

podemos hacer corresponder la matriz (c;;), luego

GalK(,C) ~ {( (1) i > 1ceE CK} ~ (CK,+) C GL(Z,CK)
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Ejemplo 4.7. Recordemos el ejemplo [3.5| sobre adjunciéon de una exponencial de
una integral. Teniamos que L = K (a) es una extension de Picard Vessiot de K
para L(Y) =Y’ — aY donde o = a € K\ {0}. Calcularemos su grupo de Galois
diferencial. Para esto, recordemgs que {a} es un conjunto fundamental de soluciones

de L, entonces
Galk (L) = {o: K {(a) = K (a) : 0 es isomorfismo diferencial con o}, = idy } .

Sea 0 € Galk (L), entonces

luego

(@ > _ ao(a) —do(a) _ aao(a) —aac(a) _

asi o(a) = ca para algiun ¢ € Cf, = Ckg.

Como vimos en el ejemplo [3.5] la extension L podia ser de dos formas:

= Si « es algebraico, entonces o € K para algin n. Entonces
o(a)" =o(a") =idg(a").

Luego (ca)® = o™ y ¢® = 1 entonces ¢ es una raiz enésima de la unidad y

Galg (L) es un grupo ciclico finito.

= Si « es trascendental sobre K podemos definir un K —automorfismo diferencial

*

de L por a — ca, entonces Galg (L) ~ (C, )

Ahora veremos ejemplos sobre el cuerpo diferencial K = C(z) dotado de la
derivacion usual teniendo en cuenta que en el ejemplo [3.3] ya hemos probado que

estas son extensiones de Picard-Vessiot.

Ejemplo 4.8. Consideremos el operador diferencial £(Y) =Y” +Y = 0. Notamos
que L(senz) = 0y L(cosz) = 0. Sea L = C(z) (sen z,cosz) = C(z,sen z,cos 2)
entonces Cx = C, = C, asi K C L es una extension de Picard Vessiot de C(z) para

L. Hallaremos su grupo de Galois diferencial

Galg(L)={0:L— L:0 es C(z) — automorfismo diferencial}
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Como o(sen z) y o(cos z) son soluciones de £ = 0, existen ¢;; € C, 7,5 = 1,2 tales

que

o(sen z) = c118en z + €91 COS 2

o(cos z) = ciasen z + cg9 COS 2
Como o es un automorfismo diferencial
» o(senz) = o(sen z’) entonces
€11 COS Z — C91 SN Z = (19 S€N Z + Cog COS 2

y como {sen z, cos z} es un conjunto C—linealmente independiente:

Ci1 = C22 Y C12 = —C21-

» o(cosz) = o(cosz’) entonces

C12COSZ — C9gS€N 2 = —(C11S€N 2 — C91 COS Z
luego: c11 = a2 y c12 = —ca1.
Por otro lado, como senz? + cosz? = 1, entonces o(senz)? + o(cosz)® = 1.

. 2 2 ’
Resolviendo, cf; + cfy = 1, asi

Galg (L) ~ { ( ar e ) e € Cody + oy = 0}

—Ci2 (11
Ejemplo 4.9. Consideremos el operador diferencial £(Y) = Y®) —Y”’ = 0. Notamos
que L(1) =0, L(e*) =0y L(e*) =0 Sea L = C(z) (1,¢e*, e *) = C(z, €*) entonces
Cx = Cp = C, asi K C L es una extension de Picard Vessiot de C(z) para L.

Hallaremos su grupo de Galois diferencial. Como o(1), o(e®) y o(e™*) son soluciones

de £ =0, existen ¢;; € C, 4,7 = 1,2, 3 tales que

(1) = c11 + co1€” + g6 7
o(€*) = c12 + c0€” + 3067

o(e™®) = c12 + co2€” + c33¢ 7

Como o es un automorfismo diferencial

z

= o(1) = 1 entonces ¢11 + c91€* + ¢z = 1 y como {1,e*, e *} es un conjunto

C—linealmente independiente: ¢;; =1y c9; = c37 = 0.
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» o(e*) = o(e*’) entonces

z —Zz z —Zz
Co3€" — C33¢ ~ = —C13 — Cg3€" — C33€

luego: C13 = Co3 = 0 Y Ci12 = —Co1.

z

Por otro lado, como e*.e™* = 1, entonces o(e*).0(e"*) = 1. Resolviendo, cooc33 = 1,

asi
1 0 0
Galg (L) ~ 0 ¢ O tepp € Cp ~ (C))
0 0 L~

C22

Ejemplo 4.10. Consideremos el operador diferencial £L(Y) =Y’ — %Y = 0 cuyos
coeficientes son analiticos en un conjunto abierto simplemente conexo U C C\ {0},
por ejemplo podemos considerar la region U = {z € C : |z 4+ 1] < 1}. Notamos que
L({/z) =0.Sean K = C(2) y L = C(2) (/z) = C(/z) entonces Cx = Cp, = C,
asi K C L es una extension de Picard Vessiot de C(z) para £. Hallaremos su grupo
de Galois diferencial. Como o({/z) es una solucion de £ = 0, existe ¢ € C tal que
o(/z) = ¢{/z. Como o es un automorfismo diferencial
» 0(/2) = 0o((/z)') entonces
Lol = a(3) o (o) = L

por lo tanto c es libre, es decir, todos los valores de ¢ son admisibles para que

o sea un C(z)—automorfismo diferencial.
Por otro lado, como (/z)" — z = 0, entonces o({/2)" — o(z) = 0. Resolviendo,
(c{/z)" — 2z = 0,luego ¢" = 1 es decir ¢ es una raiz enésima de la unidad ¢ = ™%

donde m =0,...,n — 1. Asi Galg (L) es un grupo ciclico finito de orden n

n—1

omil  omi2 orin=1 2 2
GalK(ﬁ)z{l,emn,emn,...,emn 1611,612€C,011+012:0}

Ejemplo 4.11. Consideremos el operador diferencial L(Y) =Y"” — (1 + 2?)Y = 0.
Notamos que £(e2%’) = 0y L(f(z)e2?") = 0 donde f(z) = I e~ dw esté definida
sobre C. Sea L = C(z) <€%22, f(z)eézz> = C(e2?, f(2)e2?") entonces Cx = Cp, = C,
asi K C L es una extension de Picard Vessiot de C(z) para £. Hallaremos su grupo
de Galois diferencial. Como o(e2%) y o(f(2)e2*") son soluciones de £ = 0, existen
cij € C, 1,5 = 1,2 tales que

22

N

‘7(6%2 ) = crier” + ca1f(2)e

o(f(2)e2”’) = c1pe?” + e f(2)e

22

N
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Como o es un automorfismo diferencial

1,2
= o(e2*”’) entonces

1.2 1.2 1.2 .2 1.2 1.2
cr1ze2” + co1zf(2)e2® 4 cqe2¥ e = c1ze2” + cq1z2f(2)e2?

y como {e%ZQ, f (z)e%ZQ} es un conjunto C—linealmente independiente: co; = 0

y Cc11 € C.

) = o((f(2)ez*")) entonces

- o(f(2)et

1.2 1.2 1.2 _ .2 1,2 1.2 1 1
C122€2% + cozf(2)e2* 4 cope2® €7 = c19ze2” + ooz f(2)e2” +——z
C11 e2

) _ 1
luego: cop = o

GCLZK<£) ~ {( C(l)l 612 ) 1C11 € (C*,Clg € C} .

4.2. El grupo de Galois diferencial como grupo

Entonces

algebraico lineal

Sea K C L una extension de Picard-Vessiot. Vimos luego del ejemplo [£.2] que
el grupo de Galois diferencial G(L|K) es isomorfo al subgrupo de GL(n, Ck) dado
por la imagen del morfismo dado en (4.1.1). En el siguiente teorema, veremos que

este subgrupo es un cerrado en la topologia de Zariski.

Proposicion 4.12. Sea K un cuerpo diferencial y L = K (yy, ..., yn) una extension
de Picard-Vessiot de K. Entonces existe un conjunto S de polinomios F(X;;),1 <

i,J < n con coeficientes en Ck tal que:
1. Sio e G(LIK) yo(y;) =) cijyi, entonces F(c;;) =0 para todo F € S.
i=1

2. Dada una matriz (¢;j) con F(c;j) =0 para todo F € S, existe 0 € G(L|K) tal
que o(y;) = 3 Cijli-
=1
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Prueba. Sea K{Z,..,Z,} el anillo de polinomios diferenciales en n
indeterminados sobre K. Definimos el K-morfismo diferencial
¢ K{Z,...Z,} — L,
Como ¢ es sobreyectiva, por el primer teorema de isomorfismo
K{Z,...,Z,}
Ker(¢)

entonces Ker(¢) es un ideal primo.

~ L,

Sea L[X;;],1 < i,5 < n el anillo de polinomios en las indeterminadas X;; con

derivacion definida por X;; = 0. Definimos un K- morfismo diferencial:

Q : K{Zl, ,Zn} — L[XZ]],

Zj»—>zn:X Y,
=1

Sea A = ¢(Ker(¢)) y sea {wy} una base del Ck - espacio vectorial L podemos
escribir cada polinomio de A como combinacién lineal de los wg con coeficientes
polinomiales en Ck[X;;]. En efecto:

Dado p(X;;) € A entonces p(Xi;) = ¢(f(Z1,....,Z,)) donde f(Zi,...,2,) €

Ker(p)
Sea f(Zy,.; Zn) = o i 4 iys ey G5, Zy . 21 entonces

0=o(f) = | Z iy, i p(2;") 0 (Z3) (4.2.1)

Observamos que: ¢(Z;) = 37, X;;Y, entonces

(7)) = = XY :Z iiY;) Z (X YI+XZ/] J ZXZ‘JY}/
j=1 i=1

J=1

3

cumpliendose lo analogo para las derivadas de mayor orden.

Continuando {27
0=o(f)= Y . i9(Z)" .. 0(Z,)

DL yeeny in=1

= Z Qi ..., <Z lely(“ ) . ( Xn]n)/‘;nln)>
DL yeeny in=1 Jj1=1 J1=1

_ X X eyl i) (12.2)

1j1>252 - - n]nayjl te y]" c e

i1yeemin=1 \U1,eerjn=1



Como {wy} es base de L sobre Ck: ay](lli)...ay](i ) = Z Aywy, donde N\, € Cg
k=1
Continuando .22

Bl yeeny in=1 1505 Jn=1

m n,r
S F e )w
21,..tn=1 \J1,...,jn=1k=1

Asi P(X;5) = o(f) = > 1, Pu(Xij)wg donde Py(X;;) € Ck[X;;] paratodop € A

Definimos el conjunto:

S = {Pu(Xyj) € Cx[Xij) 1 9(f) = Y Pel(Xij)wy, f € Ker(6)}.

k=1

Probaremos ahora las dos partes de la proposicion.

1. Sea 0 € G(L\K) tal que o(y;) = Y ., ¢;;4;- Consideramos el diagrama:

K{Zi...Z) 5L

d |
LIX, e L

El diagrama es conmutativo:

(O’ o ¢) ( Zcz]y] wCij <Z Xij:%’) wc” ( ( )) (7%] ) ( Z)
Dado f € Ker(¢),

(wci]’ 090) (f) = (UOQb) (f) = 0'(0) = 0.
Asi

donde Py (X;;) € Ck [Xij]. Luego Py(c;j) € Ck, y como {wy} es base y por
tanto un conjunto linealmente independiente: Pj(c;;) = 0Vk = 1,...r. Asi

todos los polinomios de .S se anulan en c¢;;.

2. Sea (¢;j) € GL(n,Ck) tal que F(c;;) = 0 para todo F' € S. Definimos el

morfismo diferencial:

T:wcijogp:K{Zl,...,Zn}—>K{y1,...,yn}

n
Zj — Z CijYi
i=1
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Afirmacion: Ker(¢) C Ker(7).

Sea P(Zy,...,Z,) € Ker(y) entonces ¢(P) = > ai(X;j)wi, con ag(X;5) € S.
k

Ahora

T(P) = (Yo, 0 @) (P) = 1, (Z ak(Xij)wk) = anleij)wr
k=1

Pero ay(c;;) = 0 por hipoétesis, asi 7(FP) = 0,

Definimos
o K{y,. - un} = K{y1,...,un}
Yj = Zcijyi
i=1

Veamos que o esta bien definida: Si y; = y; entonces ¢(Z; — Z;) =
o(Z;) — ¢p(Z;) = 0y Z; — Z; € Ker(¢). Por la afirmacion antes probada,
Z; — Z; € Ker(r), luego

n n

o(y;) = Zchiyh =o(y;)7(Z:) = 7(Z;) = Zchjyh (4.2.3)

h=1 h=1

Luego ¢ es un morfismo bien definido. Basta probar que o es biyectivo.
Supongamos que existe algin u € Ker(o), u # 0.
Afirmacién: v ¢ K. En efecto, supongamos u € K.
Sea p(X) = Irr(u, K)(X) = ap + a1 X + asX? + -+ - + X" entonces

0=pu) =ag+ aju+u"

0=o0(p(u)) =oc(ag) +o(ar)o(u) + -+ (o(u))" = o(ap)

0= O'(@o)
asi: ag € Ker(c). Como p es irreducible: ag # 0, luego Ker(o) = K{y1,...,yn}

entonces ¢ = 0 y ¢ no seria un morfismo.

Asi la afirmacion esta probada, es decir u es trascendente, entonces:
trdeg [K {y1,...,yn} : K| > trdeg [K {o(v1),...,0(yn)} : K]
Por otro lado:
trdeg [K {y, o(yy)} : K] = trdeg [K {yj, e} : K] = trdeg [K {5} : K]
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y analogamente obtenemos que

trdeg [K {y;,0(y;)} : K] = trdeg [K {o(y,)} : K]

Como la matriz (¢;;) es invertible, la imagen contiene a vy, ...y, entonces o
es sobreyectivo. Asi, tenemos que o es biyectivo y puede ser extendido a un

automorfismo

oKW, yn) = Ky, ..., yn)

Asi la proposiciéon queda probada. O

En conclusion tenemos que G(L|K) es isomorfo un subgrupo de GL(n, Ck) que
es cerrado en la topologia de Zariski, es decir, G(L|K) es isomorfo a un grupo

algebraico lineal.

Observacion 4.13. Los subgrupos cerrados propios de GL(1,Ck) ~ Cj son
finitos y por tanto son grupos ciclicos, entonces para una ecuacion diferencial lineal
homogénea de grado 1, los tnicos grupos de Galois diferencial son C} 6 un grupo

ciclico finito.

Ahora veremos de otra forma que el grupo de Galois diferencial de una extension

de Picard-Vessiot es un grupo algebraico.

Observacion 4.14. Primero veremos que GL(n,Ck) actia sobre R, donde
esta ultima es la K—dlgebra construida en la definicion [2.31. Consideremos el

1somorfismo
¢: K[Yy] W] — K ®c, Ck [GL(n, Ck)]
aYij — a® X1
dondea € K,0<i<n—1,1<j<nyCk|[GL(n,Ck)|] = Ck[X11,...,Xnn, 1/del]

denota el anillo de coordenadas del grupo algebraico GL(n,Ck). Consideremos

también la accion de GL(n,Ck) en si mismo por traslaciones a derecha:

GL(TL, CK) X GL(TL, CK) — GL(?’Z, CK)
(9,h) — hg™!

y la accion correspondiente de GL(n,Ck) sobre Ck [GL(n, Ck)]:
GL(%, CK) X CK [GL(H, CK)] — CK [GL(H, CK)]
(9,.) — py(f)
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donde

py(f): GL(n,Ck) — Ck

h+— f(hg)
Entonces tenemos:
(9,aYy) > apy(Yij)
GL(n, Ck) x K[Y;][W~] r K[V (W]
idXp o1

GL(’/L, CK) x K Rk Cx [GL(n, CK)] — K Ry Ck [GL(H, CK)]

(9,0 ® Xit15) > a® pg(Xisy)

Asi podemos hacer actuar a GL(n, Ck) sobre R, actuando sobre el sequndo factor:

GL(H,CK) XR— R
(9,aYy;) —> ap,y(Yij)

Ahora caracterizaremos los elementos de G(L|K) con ayuda de esta accion.

En la obervacion vimos que {Yo1,...,Yon} es un conjunto fundamental
de soluciones de L = 0 en K[Y;][W™'] donde L es el operador diferencial de la
definicion [2.31 Entonces, dado o € G(L|K) le podemos asociar una matriz en
GL(n,Ck) como vimos antes del ejemplo . En efecto, sea

n

o(Yo;) = Z%Ymc

k=1

derivando, y por la regla de derivacion en R tenemos

n

o(Yy) = Z Chj Yik (4.2.4)
k=1

Ast dado 0 € G(L|K) le asociamos la matriz g = (¢;;) € GL(n,Ck). Luego G(L|K)
actia sobre R, haciendo actuar a GL(n,Cg) sobre R:
G(LIK)x R — R
(0, aYy;) —> apy(Yy)
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Dado g € GL(n,Ck) entonces podemos calcular la accion de g sobre la funcion

Yi; que lleva a una matriz de GL(n, Ck) a su entrada ij—ésima:

pg(Yig)(h) = Yij(hg) = (hg)i; = > harcrs = (D cxYie) (h)

Si P es el ideal diferencial mazimal de R considerado en el teorema[3.9, entonces
los ideales (Y;;) estan contenidos en R, luego todos los Y;; pertenecen a P.

Como P es un ideal, entonces o(Y;;) = py(Yi;) € P. Luego como los elementos de
P son generados por los Y;j, tenemos que dado o € G(L|K) se tiene que o(P) = P,
por tanto ¢(P) = P donde c es la matriz asociada a o mediante (4.2.4)).

Reciprocamente, sea ¢ = (¢;5) € GL(n,Ck) tal que ¢(P) = P. La accion de
GL(n, Ck) sobre R induce una accion de GL(n, Ck) sobre R/P. En efecto, sean y;;
las imdgenes de los elementos Y;; en el cociente R/P entonces podemos calcular la

accion de ¢ sobre cualquier elemento de R/P
clayi;) = ape(yis) = azckjyika ac kK
k=1

Luego podemos definir o : R/P — R/P como
o(ay;;) = a Z CkjYik
k=1

y como ¢(P) = P entonces o(P) = P luego podemos extender o al cuerpo de
fracciones Fracc(R/P) = L. Por (4.14)) tenemos que o0}, = idg, asi 0 € G(L|K)
donde c es su matriz asociada.

Luego tenemos la caracterizacion:
G(L|K) ={ce GL(n,Ck) : ¢(P) = P}.

Sea {11, ..., %m} un conjunto de generadores de P. Podemos asumir que los ¢; €
KY;;]. Sea Wi el Cx—espacio vectorial de polinomios de K|Y;;] de grado menor o
igual a N. Dados ¥ € Wy yc € GL(n, Ck) es facil verificar que deg(c(v)) = deg(v),
luego Wy es GL(n, Ck)—estable. Si N es el mdzimo de los grados de los 1; entonces
Vn =Wnx N P genera P.

Podemos identificar G(L|K) con el grupo de automorfismos ¢ € GL(n,Ck) tales
que c¢(Vy) C Vy. En efecto, si c € G(L|K) entonces

C(VN) :C(WNQM) CC(WN)QC(M) CWyNM=Vy
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Reciprocamente, si ¢(Vy) C Vy entonces
c(M) = c((Vn)) = (c(Vv)) C (Vv) = M

Asi
G(LIK) ={c e GL(n,Ck) : ¢(Vy) C Vn}. (4.2.5)

Sea {fi,...,fp} una base de Vy cobre Ck. Podemos estenderla a una base
{fis-i s fps-- [y} de Wn sobre Cg. Como los f; € KI[Y;;] y Wy es
GL(n, Ck)—estable entonces dado ¢ € GL(n,Ck) tenemos

o(fs(Yij)) = fs(e(Yyy (ZYkag>—Z>\rs(Cij)fr(Y%j)

para todo s = 1,...,q, donde \.s € Cx[GL(n,Ck)].
Luego, por la caracterizacion dada en (4.2.5)), ¢ € G(L|K) si y sdlo si

= Z Ars(€ij) fr(Yij)

para todo s =1,...,p, esto es A\ps(cij) =0 para todor =p+1,...,qys=1,....n
Entonces G(L|K) es un subgrupo cerrado del gurpo algebraico GL(n, Ck).

Probaremos la proposicion [£.17, que sera de utilidad en la demostracion del
teorema fundamental de la teoria de Picard-Vessiot. Usaremos dos lemas.

Para cualquier cuerpo I’ denotaremos por

FYi;,1/det]
al anillo de polinomios en las indeterminadas Y;;, ¢,5 = 1,...,n, localizado con
respecto al determinante de la matriz (Yj;). Ademas, si 8 = {v,},.q una base de L

sobre C, tal que 1 € /3, para cada ideal [ en B := C}, [Y;;, 1/det],

= {Z)\SUS:)\SEI},

seS

donde A := L[Y};,1/det].
Lema 4.15. Sea L un cuerpo diferencial, consideremos A := L|[Y;;,1/det] y

extendemos la derivacion de L hacia A definiendo Y;; = 0. Consideramos B :=

Cr [Yi;, 1/det] como subanillo de L[Y;;,1/det]. Entonces la aplicacion:

¢ : {Ideales de B} — {Ideales diferenciales de A}
I—TA

es una biyeccion, y su inversa estd dada por o~ Y(J) = J N B.
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Prueba. Es claro, por la definicién, que ¢ es inyectiva.
Para probar la sobreyectividad consideraremos a J como un ideal diferencial en

Ay veremos que
o(I)=J, donde [I=JNB, (4.2.6)

con lo cual también se obtiene que su inversa esta dada por p=(J) = J N B.
Para demostar (4.2.6), consideramos inicialmente a 8 = {v,},.4 como una base
de L sobre (', tal que 1 € 3, y asi obtenemos que [ es también una base libre de A

como B-moédulo. De este modo, cuando b € J, tenemos que b € A, luego b se puede

b= ZO‘TU’”

resy

escribir de forma unica como

donde «, € B para todo r € S;. Por otro lado, cada «, € B se puede escribir de

Q. = E )\rs Us

s€Ss

forma tnica como

donde \,s € Ck,Vs € Sy y {u,},.g, es una base de B sobre (. Entonces:

=S <z A) _— (z A) y

reS1 \s€Sz s€S2 \res;
= E JURTR (4.2.7)
SES2

donde ps € L. Por lo tanto, cualquier elemento de J puede ser esrito de forma tnica

como en (|4.2.7).

Afirmacién. Cada elemento b = ) psus € J satisface b € T A.
SESy
En efecto, sea [(b) el nimero de subindices s € Sy tales que ps # 0. Procederemos

por induccion sobre [(b).
» Sil(b) =0 entonces b=0¢€ [A.

= Sil(b) =1 entonces b = pyu; donde py € L'y ug € B.
Como J es un ideal: u; = puy'b € J, luego u; € I y entonces b € IA.
» Hipotesis Inductiva: si 1 < I(q) < I(b) entonces ¢ € TA. Sea b = > psus

SES2
donde ps € L. Como L es un cuerpo podemos suponer que ps, = 1 para algin

s1 € Sy. Siug € C, para todo s € Sy, entonces puy, € B luegob e BNJ = 1.
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Supongamos entonces que existe algun sy € Sy tal que s, € L\Cp. Tenemos

que: V' =Y (phus + psul). Notemos que como u, € B = C, [Y;;,1/det]

S

1 m
s — Y(n) Py s C
U E Cs Yy (det) , Cs €0
ul, = E Bs [esY); + Y] =0, B, €B

Luego b = > piu,. Como ps, = 1 entonces p), = 0, luego (V') < I(b) y
Verd

Por otra parte:
('0) =37 [0 ) s+ (1) )]
=) (g 1) g
S#S2

Ast 1((p3'0)) < U(b) v (1;,'b) € TA.

Como (p'b) = (ug,')'b + pg,'t, entonces (p )b = (u'b) — p b € IA.
Como ps, € L\Cp entonces p, # 0, luego (u.!) = —pl,(p,')? # 0y asi
beIA.

Por lo tanto, se cumple la afirmacion en la pagina [91] y se concluye la prueba. [

Lema 4.16. Sea K wun cuerpo diferencial con cuerpo de constantes Cg. Sea
K C L una extension de Picard-Vessiot con grupo de Galois diferencial G(L|K).
Consideremos A = L[Y;j,1/det], B = K [Y;;,1/det]. Entonces la aplicacion

¢ : {Ideales de B} — {Ideales G(L|K)— estables de A}
I—TA

es una biyeccion y su inversa estda dada por 1 (J) = J N B.

Prueba. La prueba es silimar al lema anterior. Para la sobreyectividad,
probaremos que cualquier ideal G(L|K)— estable J de A esta generado por JNB = I.
Sea {us},. g una base de B sobre K.

Sea b € J, entonces
(n)
b= Y
Z ( det >

finita
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donde a, € L. Como K C L es una extension de Picard-Vessiot, entonces
L = K (yy,...,yn) donde yi,...,y, es un conjunto fundamental de soluciones de
L(Y)=0en L. Luego para cada

o= 7y

finita

donde v; € K. Asi

T LA ® LAOY
b= (") v (Q) :Z<Z%Yi§'k) (@) >y§)

Como {us},.¢ es base de B sobre K:

Z %}/;gk) <£) = Z Osus

ses

donde 6, € K. Luego:

b= Y bl = 3 (0l

Asi, cualquier b € J puede ser escrito de forma tnica como

b= Zﬂsus

seSs

donde u, € L.

Afirmaciéon. Cada elemento b = > usus € J satisface b € T A.
s€S
En efecto, sea [(b) el nimero de subindices s € S tales que us # 0. Procederemos

por induccion sobre [(b).
» Sil(b) =0 entonces b=0¢€ IA.

= Sil(b) =1 entonces b = pyu; donde py € L'y ug € B.
Como J es un ideal: u; = p;'b € J, luego u; € I y entonces b € Al
» Hipotesis Inductiva: si 1 < [(q) < I(b) entonces g € [A. Seab = > usus donde
seS
is € L. Como L es un cuerpo podemos suponer que fs, = 1 para algin s; € S.

Si ps € K para todo s € S, entonces b € B luego b € BN J = I. Supongamos
entonces que existe algun s € S tal que p,, € L\K:
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Sea 0 € G =G(L|K):

o(b) —b= Z o(ps)o(us) — Zusus

seS seS

= Z o (ps) s + o (fs, ) s, — Z HsUs — sy Usy
s#£81 s#£81

= Z [0(1s) — pas] s
SF#£S1

Entonces [ (o(b) — b) < I(b), luego por la hipdtesis inductiva: o(b) — b € T A.
Por la proposicion [1.3] como pu,, € L\K, existe og € G tal que oo(ps,) 7 Hs,,

luego

o0(p,'b) = b =D ooy s) — piy 1] us

SES

=Y [o0(ps) 1) — iy 1] + [o0(1) = 1]
S#S2

asi [(oo(py,'b) — p1;,'b) < 1(b), entonces og(u,,'b) — p;,'b € IA. Por otro lado:
(00(p15, ) = 11, )b = 00(p1, )b — p1 b+ 00 (11, b) — 00, ')
= 00(15, 0) — ;b — 00 (s, ) (00(b) — D)
Como o¢(ps,) # s, entonces oo(py,') — py,t # 0, luego
b= (00(ps,) — 1, )~ (o0pg,) — 1, )b € TA
Se cumple el lema. O

Proposicion 4.17. Sea K un cuerpo diferencial, K C L una extension de Picard
Vessiot con grupo de Galois diferencial G(L|K) = G. Sea T' = R/P entonces

tenemos el isomorfismo de K|G]—mddulos :

K®KT:F®0K CK[G]

Prueba. Consideramos la K —algebra R = K [Y;;, 1/det] con derivacion

Vii=Yi41;,0<i<n—2

Y/

n—1,j — ClOY()g - Glyl '''' - Gn—1Yn—1,j

Consideramos el L—algebra L [Y;;,1/det] con la derivacion definida por la

derivacion en L y la anterior formula. Consideramos la Cx—algebra Ck [ X, 1/det]
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donde X, 1 < s,t < n son indeterminadas, det es el determinante de (X ) y
recordemos que Ck [Xg, 1/det] es el algebra coordenada Ck [GL(n, Ck)] del grupo
algebraico GL(n, Ck).

Consideramos la accion del grupo G sobre GL(n, Ck) por traslacion a izquierda:

G x GL(TL, CK) — GL(TL, CK)
(9,h) — gh

que induce la accion de G sobre Ck [GL(n, Ck)]

G x Ok [GL(n, Cg)] = Ck [GL(n, Ck)]
(9, ) — Ag(f)

donde \,(f)(h) = f(g~*h). Definimos la relacion entre las indeterminadas Y;; y X
por:

(Y;]) = (rab) (Xst)>

donde 74, = Y.
De la definicién de derivacion para los Y;; y la relacion entre (Y;;) y (X,:) tenemos

que X!, = 0 para todo s,t =1,...,n. Tenemos entonces los siguientes anillos:
K [Y;j,1/det] C LY;;,1/det] = L[ X, 1/det] C Ck [X, 1/det]

cada uno dotado de una derivaciéon y una G—accion.

Por el lema tenemos una biyecciéon entre el conjunto de ideales diferenciales
de K [Y;j,1/det] y el conjunto de ideales diferenciales G—estables de L [Y;;, 1/det],
y por el lema tenemos una biyeccioén entre el conjunto de ideales diferenciales
G'—estables de L[Y;;,1/det] y el conjunto de ideales G—estables de Ck [X, 1/det].
Componiendo ambas, obtenemos una biyeccion entre el conjunto de ideales
diferenciales de K [Y;;, 1/det] y el conjunto de ideales G—estables de C'x [ X, 1/det].

Luego para el ideal diferencial maximal P de K [Y;;, 1/det], tenemos que
Q = PL [Y;‘j, l/det} N CK [X8t7 1/det]

es un ideal maximal G—estable de Cx [ X, 1/det] y por tanto un ideal radical, luego
define una variedad W de GL(n, Ck):

W ={9e€GL(n,Ck): f(g)=0,f €@}
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Sean gy € W un elemento fijo arbitrario, f € @ y o € G, tenemos que
Ao-1(f) € Q pues QQ es G—estable, luego f(ogo) = Ao-1(f)(g0) = 0. Asi ogy € W
para todo o € G, luego W = oG es una clase de equivalencia en GL(n, Ck) para el
grupo G visto como subgrupo de GL(n, Ck). Entonces tenemos que W ~ G, luego

W =~ G y por tanto sus anillos de coordenadas tambien son isomorfos:
K ®c, Ox [W] =K [W¢] ~ K [Gx] = K ®¢, Cx [G]

Consideremos

L[Y;;,1/det]

L{Yy,1/det] — ==

Yy — Yy
Como P es un ideal de K [Y;;,1/det] entonces Ker(w) = PL[Y;;,1/det], luego

por el primer teorema de isomorfismos para anillos,

L[Vy,1/det] _ L[V, 1/det]

PL [Y”, 1/det] P ’
asi tenemos:
i, 1/det
LeoxT=L®k (R/P)= %_LQ@K[([ lj,l/det}
1 71 d t 1 ,1 d t
~ [l],l/dt] [.7 /6] [.7 /6]
P PL [Y;J, 1/det]
Consideremos ahora
1/det]
o LY 1 det] — 2D 1/ det]
L[Y;;,1/det] — 0
Yij — Yy

Como @ es un ideal de Ck [Xy, 1/det], entonces Ker(n') = QL[Y;;,1/det] =

PLY;;,1/det]. Luego por el primer teorema de isomorfismos para anillos:

L[Vi,1/det] _ L[V, 1/det]

PL [Y;pl/det] Q )
Y observamos también que
271 dt C 271 dt
%_ [1]71/d€t] L®CK CK[ @],1/d€t]:L®CK [ ]62/6]
Por lo tanto:
ijs 1/ det 1 /det
L®kT ~ L[y, 1/det] ~LQ® Ck [Yij, 1/det] = L ®c, Cx [W].

PL[Yy, 1/det] — 7% Q
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Entonces
Z@KT ZZ(@CK CK [W] .

Sea V' la subvariedad afin de GL(n,Ck) que corresponde al ideal P de
KYi;,1/det]: V = {x € GL(n,Ck) : f(z) =0,Vf € P}, entonces T' = K [V], asi:

Vf ~ Wf‘

Como V y W son ambas variedades sobre K™, por la proposicion tenemos

que Vi ~ W4, luego sus anillos de coordenadas tambien son isomorfos:
Kog K[V] =K [Vg] ~ K [Wg] = K ®c, Ck [W].
Finalmente:
Ko T~K ®¢, Cx W]~ K ®¢, Cx[G].

O

Observamos que en el isomorfismo de la proposicion .17 el lado izquierdo
K ®k T no requiere el grupo G para su definiciéon, mientras que el lado derecho
K ®¢,. Ok [G] determina G, por lo tanto este isomorfismo sera uno de los primeros

pasos para recuperar G a partir de K = L.

Corolario 4.18. Sea K C L una extension de Picard Vessiot con G = G(L|K)
entonces dimG(L|K) = trdeg [L : K]

Prueba. La dimension de la variedad algebraica G es igual a la dimensiéon de Krull
de su anillo de coordenadas Ck [G]. Se puede probar que la dimension de Krull de
una Cx —algebra no cambia cuando es multiplicada tensorialmente por una extension
de cuerpo de Ck. Por la proposicion anterior, la dimension de Krullﬂ de Ck [G] es
igual a la dimension de Krull del algebra T', que por el lema de normalizacion de

Noether es igual al grado de trascendencia de L sobre K. 0

'En algebra conmutativa, se llama dimensién de Krull de un anillo R al supremo de las longitudes

de las cadenas de ideales primos ordenados por inclusién estricta.
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4.3. El Teorema fundamental

El objetivo de este capitulo es establecer el teorema fundamental de la teoria de
Picard-Vessiot, que es analogo al teorema fundamental en teoria de Galois clasica.
Si K C L es una extension de Picard-Vessiot y F' es un cuerpo diferencial
intermedio, entonces F' C L es una extension de Picard-Vessiot para el mismo
operador diferencial lineal homogéneo que K C L. Luego L C F' es una extension

de Picard Vessiot con grupo de Galois diferencial
G(L|F) ={o € G(LIK) : 0, =idp} .

Si H es un subgrupo de G(L|K) denotamos por L al subcuerpo de L fijado por la
accion de H
L ={zeclL:o(x)=x2VocH}.

Notamos que L es estable bajo la derivacion de L.

Proposicion 4.19. Sea K C L una extension de Picard Vessiot y G(L|K) su grupo

de Galois diferencial. Las correspondencias
Hw— L7 F~— G(L|F)

definen aplicaciones biyectivas mutuamente inversas que invierten la inclusion entre
el conjunto de subgrupos Zariski cerrados H de G(L|K) y el conjunto de cuerpos
diferenciales F con K C F C L.

Prueba. Sean H,, H, subgrupos de G(L|K) con H, C H, entonces L2 c L,
Analogamente, si F}, F5 son cuerpos diferenciales intermedios de la extension K C L
con Iy C F, entonces G(L|Fy) C G(L|F}).

LIF) = F para todo F cuerpo diferencial intermedio de

Veamos ahora que L&
K C L.

En efecto, como K C L es una extension de Picard Vessiot y K C F C L
entonces F' C L es una extension de Picard Vessiot, luego por el corolario [4.4] se
tiene que LEHF) = F.

Veamos ahora que si H es un subgrupo de G(L | K), no necesariamente cerrado,
entonces G(L|L™) es la clausura de Zarski de H en G.

Dado o € H, entonces por definicion de L tenemos que o(z) = x para todo

v € LM, asi 0, = idyn y por tanto o € G(L|L"). Asi tenemos la inclusion
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H C G(L|L™). Entonces o c G(L|L*). Supongamos que a° # G(L|LY"),
entonces existe g € G(L|LM) tal que g ¢ e,

Como
H" =V(Z(H))=V{f€Ckl[GL(n,Ck)]: f(h)=0,h € H})

existe f € Ck [GL(n, Ck)| tal que fj,, =0 con f(g) # 0.

Sea L = (y1,...,Yn), consideremos las matrices A = (yj(i)), 0<i<n-1,
1< j<nyB-= (yj(-i)), 0<i<n-1,1< 35 < n, donde uy,...,u, son
indeterminadas diferenciales.

Hacemos actuar al grupo de Galois por la derecha, es decir, definimos la
matriz M, de 0 € G(L|K) tal que (G(yl) oy 0(Yn)) = (Y1, -+, Yn)M,, es decir

M, = (¢;;) € GL(n, Ck) donde o(y;) Zy]c]Z

Como W (y1,...,yn) # 0, entonces A es 1nver51ble y podemos definir el polinomio
F(uy,...,u,) = f(A'B) € L{uy,... ,u,}
Luego, si 0 € H, como f},, = 0, tenemos que f(M,) = 0, entonces:

Flo(y),--.,0(y)) = f(AC)

donde (o(y})) ,0<i<n—-1,1<j<n.

Luego F' (o(y1),...,0(yn)) = f(AA™IM,) = f(M,) = 0, y para g € G(L|L")
tenemos F (g(y1),-..,9(yn)) = f(M,) # 0. Esto quiere decir que el polinomio F
tiene la propiedad de que F (o(y1),...,0(y,)) = 0 para todo o € H pero no para
todo o € G(L|LH).

Supongamos que escogemos F' de entre todos los polinomios con esta propiedad,

y que tiene el menor nimero de monomios distitntos de cero. Sea entonces
m
_ (1) i
Fluy,...,u,) = E Nipoinuy ol

con m minimal, tal que \; _; # 0. Denotaremos ij,...,i, = ¢. Como los

coeficientes de F' pertenecen al cuerpo L y son distintos de cero, podemos asumir
que alguno de estos es la ideantidad, sea entonces A\; = 1.
Sea 7 € H, podemos definir el polinomio:

m

(TF) (u1, .. u)) = > 7 (N)ul™ . ul)

n
i=1
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Entonces, dado 0 € H:

(TF) (1), - 0(yn)) = Z T (M) o(y) ™ o (y) ™)

Il
(]
9
—~
>
~—
9
—~
\]
L
Q
—~
<
=
~—
~—
\]
—~
\‘
—
Q
—~
<
~—
~—
z

I
9
3
ke
\]
Q
—~
N
—_
2
<
<
g
N——

—_

1=

T (F (7o), o)

0, pues 7 lo € H

Por otro lado, observamos que:

F—7F)(uy,...,u )\u(“ ’") T (N wl™ gl
1 n
i=1

tiene al menos un término menos que F.

Como F' es el polinomio con menos terminos (monomios distintos de cero) que
se anula en (o(y1),...,0(y,)) para todo ¢ € H pero no para todo o € G(L|LT),
entonces F' — 7F debe anularse en (o(y1),...,0(y,)) para todo o € G(L|LH).
Ahora,

» Si FF'—7F # 0 para alg’un 7 € H, entonces al menos alguno de sus coeficientes

es distinto de cero, es decir existe algin A; # 1 tal que A\; — 7();) # 0. Sea

) — s
a = M, entonces
Aj
(F—a(F —71F)) Z i ufl) o) — Z alXi . i —7(N)] ugil) ol
1#£s

- Z N — aXe + 7)™ Ll ™)
i#£s

= A — adi + 7(A)] al™ Ll )yl
1#£8,]

=Y e+ )] uf .l
i)

tiene al menos un término menos que F. Como F y 7F se anulan en

(6(y1),...,0(yn)) para todo ¢ € H, lo mismo sucede con F — a(F —7F).
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Por otro lado, teniamos que F' — 7F se anula en (g(y1),...,9(yn)) pero
F(g(y1),.--,9(yn)) # 0, luego F — a(F —7F) (9(y1),--.,9(yn)) # 0. Por lo

tanto F'—a (F — TF) verifica la misma propiedad que F, lo cual contradice la

minimalidad de términos de F'.

» Si ' — 7F = 0 para todo 7 € H, entonces todos sus coeficientes son ceros,
luego \; = 7(\;) para todo 7 € H, i # 1, asi todos los coeficientes de F' son
H —invariantes, es decir \; € L. Como K C L es una extensiéon de Picard
Vessiot y L es un cuerpo intermedio de dicha extension, por una observacion
anterior tenemos que L C L es una extension de Picard Vessiot. Por el
corolario L = LG(L|LH), entonces \; € LE@L™),

Asi, dado o € G(L|LY), se tiene que \; = o()\;) para todo i = 1,...,m,

entonces F' = oF', luego
Fo(n),- - olyn)) = (@F) (o), .. o(yn)) = o (Fy1, - yn)) = o (f(1dL))

Como H es un subgrupo se tiene que id;, € H y como fj,, = 0 tenemos
que o (f(idy)) = 0. Por lo tanto tenemos que F (o(y1),...,0(y,)) = 0 para
todo 0 € G(L|L™), lo cual no es cierto pues no se cumple para el elemento
g € G(L|LT).

Finalmente G(L|L¥) = e O

Proposicion 4.20. Sea K C L una extension de cuerpos diferenciales, con grupo
de Galois diferencial G = G(L|K)

a) Si H es un subgrupo normal de G, entonces L¥ es G—estable.

b) Si F' es un cuerpo diferencial intermedio de la extension, que es G—estable,

entonces G(L|F) es un subgrupo normal de G. Es mds, el morfismo

G(L|K) — G(FIK)

00|,

induce un isomorfismo del cociente G/G(L|F) en el grupo de todos los

K —automorfismos diferenciales de F' que pueden ser extendidos a L.
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Prueba.

a)

Sean a € L y 0 € G, queremos probar que o(a) € L¥. Sea 7 € H, como
H es un subgrupo normal de G, entonces o~ '70 € H. Luego (07 '70) (a) = a

entonces 7 (o(a)) = o(a).

Sea F' un cuerpo diferencial G—estable con K C F' C L, queremos probar que
G(L|F') es un subgrupo normal de G. Sea 0 € G y 7 € G(L|F), mostraremos
que 070 € G(L|F). Sea a € F, como F es G—estable entonces o(a) € F
y como 7 € G(L|F) tenemos que 7, = idp, luego 7(o(a)) = o(a), asi
o 'ro(a) = a.

Por otro lado, como F' es G—estable entonces o(z) € F para todo o € Gy

x € I, luego 0|, C F es decir 0|, € G(F | K). Por lo tanto podemos definir:
¢:G(LIK) — G(F|K)
0 0,
Si o € Ker(p) entonces 0|, = idp y por definicion o € G(L | F). Por otro lado
Im(p) = {0, € G(F|K) :0 € G(L|K)}

que es el conjunto de todos los K —automorfismos diferenciales de F' que
pueden ser extendidos a L. Luego se obtiene el isomorfismo inducido, mediante

el primer teorema de isomorfismos para grupos.

O

Definicion 4.21. Sea K C L una extension de cuerpos diferenciales, diremos que

es una extension normal si para cada z € L\ K, existe un elemento 0 € G(L|K)

tal que o(x) # x.

Proposicion 4.22. Sea K C L una extension de Picard Vessiot y G := G(L|K).

a) Sea H un subgrupo cerrado de G. Si H es normal en G, entonces la extension

diferencial de cuerpos K C LY es normal.

b) Sea F un cuerpo diferencial con K C F C L. Si K C F es una extension de

Picard Vessiot entonces el subgrupo G(L|F) es normal en G(L|K). En este

caso, el morfismo:
G(LIK) — G(F|K)
o — 0,

induce un isomorfismo: G(L|K)/G(L|F) ~ G(F|K)
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Prueba.

a)

Sea x € L \ K, entonces z € L\ K y como K C L es una extensién de
Picard Vessiot, por el corolario tenemos que existe 0 € G(L | K) tal que
o(z) # z. Por la proposicién anterior tenemos que L es G—estable, luego

(L") = L' entonces 0|, € G(L"|K).

O'|LH

Por el corolario cualquier K —automorfismo de L envia F' en si mismo,
es decir o(F) C F para todo 0 € G(L|K), esto es, F' es G— estable. Luego
por la proposicion anterior G(L|F') es un subgrupo normal de G.

También, como F es G—estable, se tiene que o, € G(F|K) para todo

o € G,asi podemos definir el morfismo:

o G(L|K) — G(F|K)

0 0|

Observamos que Ker(p) = {0 € G : 0y, =idr} = G(L|F). Por otro lado,
como F' es un cuerpo intermedio de la extension de Picard Vessiot K C L
y K C F es una extension de Picard Vessiot, por la proposicion dado
7 € G(F|K) entonces T puede ser extendido a un automorfismo diferencial
de L. Observamos que Im(p) = {0, :0€ G(L|K)} es el conjunto de
K —automorfismos diferenciales de F' que pueden ser extendidos a L. Asi

G(F|K) = Im(p) y luego por el primer teorema de isomorfismos para grupos:

G(LIK)/G(L|F) ~ G(F|K)

Se demuestra la proposicion. O

Ahora veremos el rol que tienen los subgrupos normales H de G(L|K) en el

teorema de correspondencia. La siguiente proposicién establece la parte més dificil

del Teorema Fundamental, que establece que el cuerpo intermedio F' que corresponde

a un subgrupo normal de GG es una extension de Picard-Vessiot de K.

Para la prueba de una parte de esta proposicion necesitaremos los siguientes

lemas:

Lema 4.23. Sea K un cuerpo, K una clausura algebraica de K y A una K —dlgebra.

St K @k A es una K—adlgebra finitamente generada, entonces existe una extension

finita K de K tal que K ®x A es una IN(—cilgebm finitamente generada.

103



Prueba. Sea {v,},.4 una base de K como K espacio vectorial, y sea K ®x A =

KA ®aiq,..., \ ® a,]. Como todos los \; € K, i = 1,...,n entonces existe un

subconjunto finito S; = {sﬂ,_“,simi} C S tal que

m;
)\i: E ozl-jvsij
j=1

donde w;; € K. Sea S" = |J}_, S;. Definimos

K = K({vs}eq) = K(Vsyys -3 Vsp s+ o5 Vspas - 5 Vs )

entonces
Kog A= Klvg, @ay,...,0,, @ar,...,Vs;; @an,..., Vs, & ay]

es decir {vs ® a;},cq ;o , genera a K @k A como K—algebra. O

Lema 4.24. Sea K un cuerpo, A una K dlgebra finitamente generada y sea U
un grupo finito de automorfismos de A. Entonces la subalgebra AV de A fijada
por la accion de U, es decir AY = {a € A:0(a) =a, Vo € U} es una K dlgebra

finitamente generada.

Prueba. Sea U = {o,...,0x}. Definimos para todo a € A:

N

S(a) = %Zai(a)

=1

y consideremos el polinomio

N N
P(T) = [[(T = oi(a)) =TV + > (~1)'a, 7V
i=1 i=1
donde a; = e;(01(a),...,on(a)) v e; son los polinomios simétricos elementales.
Observemos que
1« 1« 1
@) =y L) = 5 S = (o) ox(a)

donde los p; son los polinomios simétricos de sumas de potencias.

Por la férmula de Newton:

R

mi1+2mao+...+im;=1i j=1
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podemos expresar los a; en términos de S(a’), j = 1,...,N. Es facil ver que

S(a’) € AY para todo j =1,...,n.

Sea A = Kluy,...uy] y consideremos la subalgebra B de AY: B =
K[S(uj)]Z 1,..,m- Como U es un grupo, entonces algin o;, = ida, luego oy, (u;) = u;
—1. N
para todo 1=1,...,m, asi
N
0 = Puz (uz) = H(u U’L = u + Z qu
j=1
donde u;; = S;(01(u;), . .., on(u;)) y como vimos antes, los u;; pueden ser expresados
en términos de S(u!),i=1,...,m, j=1,..., N. Entonces

N-
wN = E ]+1u” —J

es decir, u; N puede ser escrito como combinacion lilneal de ufv -1

..., U, 1 con
coeficientes en B.

Luego dados 7; € N podemos escribir u;* en términos de u;* con coeficientes en
B donde a; < N, entonces podemos escribir un monomio ui' ... u/™ en términos de
ui' ... ulm con coeficientes en B donde a; < N. Por lo tanto, todo elemento de A

m

puede ser escrito de la forma

a= E Aoy an Ul . umm

a; <N

donde )\, € B. Ahorasi a € AY entonces

=) S(aran) =) Aara S(uft )

a; <N a; <N

Asi AY puede ser generado sobre K por el conjunto finito

{S(uf*...usm)} a<NU{S )},

=1,....m

O

Lema 4.25. Sea K C L una extension de Picard-Vessiot, G(L|K) su grupo de
Galois diferencial y H un subgrupo cerrado normal de G(L|K). Si se tiene una

K —subalgebra finitamente generada T de L que satisface las siguientes condiciones:

a) T es G—estable y su cuerpo de fracciones de L.
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b) Para todot € T, el Cx—espacio vectorial generado por{c(t) : 0 € G} es finito

dimensional.

¢) La subalgebra TH = {t € T : o(t) = t,Yo € H} es una K—dlgebra finitamente

generada.

d) L* es el cuerpo de fracciones de TH.

Entonces la extension K C LY es de Picard- Vessiot.

Prueba. Probaremos que en estas condiciones, la extension K C L es de Picard-
Vessiot. Veremos que T es generado sobre K por el espacio de soluciones de una
ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes en K.

Primero observemos que como H < G, TH es G—estable. En efecto, dados
t € TH 7 € G mostraremos que 7(t) € TH. Sea 0 € H, por la normalidad de H
se tiene que 7707 € H, luego (771o7)(t) = t es decir o(7(t)) = 7(t). Asi TH es
una subalgebra G—estable de T y la restriccion de la accién de G a TH induce una
accion del grupo cociente G/ H sobre T,

Por las condiciones b) y ¢) podemos encontrar un subespacio finito dimensional
V c TH sobre Cx que genera a T como K—algebra y que es G—estable.

Sea y1,...,Y, una base de V sobre Cp, entonces el conjunto {yi,...,y,} es
Ck linealmente independiente. Como la extension K C L es de Picard-Vessiot

entonces Cx = C7, luego los y; € L son (' linealmente independientes. Por la

proposicion W (y1,...,yn) # 0, luego podemos definir:

W (Y, y1, .., Yn
E(Y): ( » Y1, 7y)
W(y17"'7yn)
Para cualquier y € V' el conjunto {y, y1,...,y,} es Cp linealmente dependiente,

entonces W (y,y1,...,yn) = 0y luego L(y) = 0.
Es conveniente considerar la forma explicita de £ obtenida por expansion de

cofactores a lo largo de la primera columna del numerador. Por el ejemplo
w (Ya Yty - - 73/71) = ZCLZY(Z)

donde a; = (—1)'det(...,y "1,y )y y = (y1,...,¥s). En particular, notamos
que a, = W (y1,...,yn). Luego

L) =Y bY® donde b = =

a
i=0 n
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Como V es G—estable, para cualquier o € G tenemos que o(y;) € V,i=1,...,n,

entonces

o(yi) = Zcijypcz’j € Ck
j=1

Luego
o(a;) = a;det(oy, )

Luego o(b;) = o(an) 'o(a;) = [det(o),)an] [det(o), )a;] = a,a; = b;, entonces
b; € LY Como K C L es una extension de Picard-Vessiot, LY = K luego los
coeficientes b; € Ky £L € K{Y}. Por lo tanto T# = K (y;,...,y,) luego L es una

extension Picard-Vessiot de K. [l

Proposicion 4.26. Sea K C L una extension de Picard-Vessiot, G(L|K) su grupo
de Galois diferencial y H un subgrupo cerrado normal de G(L|K). Entonces existe

una K—dlgebra diferencial T que verifica las condiciones (a), (b), (¢) y (d) del

lema[{.25.

Prueba: Sea T' la K—élgebra R/P considerada en la construccion de la extension

de Picard-Vessiot. Probaremos que 1" satisface las condiciones establecidas antes.
a) Por construccion, G acttia sobre Ty el cuerpo de fracciones de T" es igual a L.

b) Tomando en cuenta la observacion m, podemos aplicar la parte (a) del
lema y obtener que la orbita de un elemento ¢ € T por la acciéon de

G genera un Ck espacio vectorial finito dimensional.

c¢) Consideramos el isomorfismo de G—modulos dado por la proposiciéon y
restringimos la accién al subgrupo H. Como el grupo H actiia sobre sobre el

segundo factor de ambos K ®x Ty K ®¢,. Ck [G], tenemos que
Kox T = (K 9k T)" ~ (K ®@¢, Cx [G)" =K ®¢,. Cx [G]".

Por la proposicién Cx [G]" ~ Ck[G/H], como Cx—algebras. Ahora
Ck [G/H] es una Ck—algebra finitamente generada y asi K ®x T es una
K —algebra finitamente generada.

Como K ®x TH es una K —algebra finitamente generada, por lema m
existe una extension finita K de K tal que K ®@x TH es una K —algebra
finitamente generada, y por tanto es también una K —algebra finitamente

generada. Podemos suponer que la extension K C K es normal, y consideremos
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su grupo de Galois U = Gal(K|K) actuando sobre K ®x TH sobre el primer
factor. Luego por el lema m tenemos que ([? @ TH)V es una K—algebra

finitamente generada, asf
TH o K@i TH = KV @ TH ~ (K @i TPV,

Probaremos ahora que el cuerpo de fracciones de T es L, para lo cual
veremos que cualquier elemento a € L7\ {0} se puede escribir como cociente
de elementos en L.

Consideremos el ideal J = {t € T': ta € T'} formado por denominadores de
a. Veamos que J es H—estable: sean 0 € H y t € J. Como T es G—estable
tenemos

o(ta) =o(t)o(a) =o(t)a €T,

luego o(t) € J. Asi J es H—estable, es decir H actta sobre J.
Sea s € J\ {0}, teniendo en cuenta la observacion podemos aplicar el
lema asi el espacio vectorial E generado por los 7(s), 7 € H sobre Ck

es de dimension finita y H —estable. Sea sq,...,s, una Cx—base de £ y sea
w = W(sy,...,sp). Expandimos el determinante respecto a la primera fila:
S1 S9 <o Sp
sh s4 . s b
Wi(st,...,8p) = 1| _ " :Zsiai
: : i=o0
s g )

donde a; = (—1)"det(..., sV, (D )y s = (sg, s ,sgp_1)>. Luego
w=Wi(s1,...,sp) € J.

3

Como E es H—estable, 7(s;) = ¢ijSj, cij € Ck para todo 7 € H. Luego
j=1
por la proposicion tendremos 7(w) = det(7),)w para todo 7 € H.

Notamos que esto define un caracter xy de H por:

X - H— Gm(CK)

T = det(7'|E)

donde G, denota al grupo multiplicativo. Como 7(w) = x(7)w, decimos que

w es un semi-invariante de peso x.
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Sea t = wa. Como w € J entonces t € T'. Por otro lado
T(wa) = 7(w)7(a) = x(7)wa,

es decir 7(t) = det(7],)t. Entonces ¢ es un semi-invariante de peso x. Podemos
escribir a como ¢/w, luego si encontramos un semi-invariante p con peso 1/x

tendremos que a = tu/wp es el cociente de dos invariantes, como es deseado.

Consideremos la subalgebra de T' que consiste de todos los semi-invariantes de

peso 1/x:
Ty ={teT:7(t)=(1/x)(r)t,Vr € H}.

Probaremos que 77/, # 0. Consideraremos la acciéon de H sobre el anillo de
coordenadas C [G] y probaremos que Ck [G], # 0 para todo n € X(H).

Sea Hj la interseccion de los nucleos de todos los caracteres de H:

Hy = m Ker(n).

nEX(H)

Como cada ntcleo Ker(n) = n7'(1) es un subgrupo normal y cerrado,
su interseccion Hj es un subgrupo normal y cerrado de H. Luego por el

corolario tenemos que H/Hj tiene estructura de grupo algebraico.

Es mas, dados n € X(H), g,h € H se tiene

n(ghg™'h=Y) = n(g)n(R)n(g~ " )n(h™") = n(g)n(g)'n(h)n(h) " = 1.

Luego para todo n € X(H), el subgrupo conmutador [H,H] C Ker(n).
Entonces [H, H] C Hy y asi H/H, es conmutativo.

Por el teorema se tiene que H/Hj es isomorfo al producto directo de sus

subgrupos cerrados:
H/Hy ~ (H/Hy)s x (H/Hp),.

Denotemos (H/Hy)s = H'y (H/Hy), = H". Por el teorema tenemos que
H" es isomorfo a un subgrupo H" del grupo general lineal GL(n, Ck). Como

H" es conmutativo, por el lema existe x € GL(n, Ck) tal que
cH"z~' € T(n,Ck)

y como H" es unipotente, su tnico autovalor es 1. Asi
cH"z' C U(n, Ck)
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es decir, H" es conjugado al subgrupo e H"z~! del grupo unipotente triangular
superior U(n,Ck). Por el ejemplo m se tiene que H"” ~ H” no tiene

caracteres no triviales.

Dado n € X(H) se tiene que Hy C Ker(n), y como Hy < H, por la propiedad
universal del cociente, existe un unico homomorfismo 7 : H/Hy — G, tal que
om =1, donde 7 es la proyeccion candnica de H en H/Hy. Esto define un

isomorfismo
X(H) - X(H/H,)
ne
cuya inversa esta dada por 77 — 77 o . Asi tenemos que

X(H)~ X(H/Hy) ~ X (H")
Sea n € X(H'). Entonces n € Ci [H'], luego para cada x,y € H' tenemos

(@n)(y) = nlzy) = n(x)n(y),
entonces zn = n(x)n, es decir n € Cx[H'], y ast Cx [H'], # 0.
La inclusion H' — G/H, induce un epimorfismo entre los anillos coordenados

7 : Ck |G/Hy| — Ck [H']. Probaremos que

WICK[G/HO]U : CK [G/H()L? — CK [H/]n

también es un epimorfismo.
Sea a # 0, a € Ck [H'], vy sea a € Ck [G/Hy] tal que m(a) = a. Por el lema
existe un subespacio H'—estable de dimension finita £, de Ck [G/Hy

que contiene a .

De manera analoga a lo que sucedia con H”, tenemos que H’ es isomorfo a un
subgrupo H' del grupo general lineal GL(n, Ck). Como H' es conmutativo y
semisimple, por el lemam tenemos que H es conjugado en el grupo general

lineal a un subgrupo H' del grupo de matrices diagonales D(n, Ck).

Luego a cada elemento i’ de H' le podemos asociar un tnico elemento p(h’) en
H'. Como E, es H'—estable entonces F; es también H'—estable. Esto define
una representacion de H' en Fi:

H — GL(E))

h' — p(h).
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Como p(h') es diagonalizable para todo h' € H’, entonces existe una base
{a1,...,0a,} de E; sobre Ck tal que todos los p(h') se diagonalizan en dicha

base, es decir
p(h')(ci) = (e, h)ay

donde ¢(w;, h') € Ck. Denotemos c(ay, h') = n;(h') v p(h') = 7, entonces

tenemos el diagrama conmutativo:

E—"— E C Cx[G/H,

Wl |»

Ck [H] —— Ck [H']

T‘CK[H,]
Podemos escoger la base de Ej tal que {ay,...,a} con [ < p sea una base de
Ey NKer(m).Sea
P
O‘_cham Cj € Ck
j=1
entonces
P P
T(a) = ¢7(a;) = c;n;(T)ey
7=1 7=1
luego
P P
T (T(@)) = eim(T)m(ey) = Z cn;(T)m(ay)
7j=1 j=l+1
Por otro lado
P P
7 (r()) = 7 (7(a)) = 7(a) = n()a = (1) Y ejm(a) = n(r) Y e;m(ay)
j=1 j=l+1
Asi tenemos )
Z ¢;[n(r) —n;(7)|w(a;) = 0.
J=l+1

Como a # 0 entonces existe algin j > [ tal que ¢; # 0, entonces
n;j(T) = n(7), es decir a; es un semi-invariante de peso 7. Entonces tenemos
0 # Cx [G/Ho], C Ck [G],. Hemos probado asi, que Ck [G], # 0 para todo
n € X(H) entonces Ck [G],,, # 0.

Como el grupo H actia sobre el segundo factor de K ®¢,. Ck [G] tenemos que

(K ©cx Cx [G)),,, = K @c, Cx [G, ), #0.
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Considerando el isomorfismo de G—mobdulos dado por la proposicion
con accién restringida al subgrupo H. Como el grupo H actta sobre ambos
K@k Ty K ®c, Ck |[G] actuando sobre el segundo factor, se concluye que
(K®xT),, #0.

Ahora, si t € K @k T entonces tenemos t € K ®x T para alguna extension

finita K de K. Podemos suponer que K C K es una extensién normal y
m

tomamos U = G(K|K). Sea t = ZEZ ®k si € (K Q@ T)1/y, entonces
i=1

T(t) = (1/X)(T)t
Z/{; R T(8:) = Zk QK S;. (4.3.1)

Como H actiia sobre K® kT actuando en el factor de la derecha, U actiia sobre
K® x T actuando en el factor de la izquierda, y ambas acciones conmutan,

dado 7 € H tenemos:

() o(t) = ZZO— D 8i)

oceU oceU i=1

<Za<f%> @ 7(5))

(2

(7]

-

[4S

- Za(ZE Dx 7(51))

oceU i=1

1

3

por

ocU

—_

Entonces el elemento ) _,0(t) es un semi-invariante con peso 1/x.
Observemos también que

m

Yooty => O ok)@xs) =Y (D olk)) @x s

oceU ceU i=1 i=1 oeU

y que Y . o(k;)) € KV = K, entonces Yoocr0(t) € K@ T ~ T. Asi
Ty # 0. O
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Proposicion 4.27. Sea K C L una extension de Picard-Vessiot y G(L|K) su grupo
de Galois diferencial. Si H es un subgrupo cerrado normal de G(L|K) entonces la

extension K C L™ es de Picard-Vessiot.

Prueba. La prueba se sigue de la proposicion y el lema [4.25] 0]

Teorema 4.28 (Teorema Fundamental). Sea K C L una extension de Picard

Vessiot y G(L|K) su grupo de Galois diferencial.

e Las correspondencias
Hw— L% F+— G(L|F)

definen mapeos biyectivos mutuamente inversos que invierten la inclusion
entre el conjunto de subgrupos Zariski cerrados H de G(L|K) y el
congunto de cuerpos diferenciales F' con K C F C L.

e FEl cuerpo intermedio F' es una extension de Picard-Vessiot de K si y
sdlo si el subgrupo H = G(L|F') es normal en G(L|K).En este caso, el

morfismo:

G(LIK) — G(F|K)

o 0,

induce un isomorfismo: G(L|K)/G(L|F) ~ G(F|K)

Prueba. Ahora las proposiciones .19, .22 y [.27 establecen el teorema

fundamental de la Teoria de Picard-Vessiot. O

Ejemplo 4.29. Para presentar este ejemplo, consideramos el cuerpo diferencial C(z)

con la derivacién usual —. Probaremos que no existe un elemento b € C(z)\ {0} ni
2
un namero n € Z\ {0} tales que
V' =nzb
En efecto, si existiese b = ]% que verifica b’ = nzb entonces
q(z
p(2)'a(z) = p()a(z)’ _ (p(2)>' _p(z)
5 = =nz——=
q(2) q(2) q(2)
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Sean n = gr(p) y m = gr(q) entonces

p(2)'q(2) = p(2)q(2)" = nzp(2)q(2)

donde el término de la izquierda tiene grado r < mn y el término de la derecha tiene

grado nm + 1, lo cual es una contradiccion.

Consideremos el operador diferencial

que no tiene solucion en C(z).

Sabemos por este ejemplo[3.5|que C(z) € C(e2*") es una extension de Picard-Vessiot

de C(z) para L, cuyo grupo de Galois diferencial es el grupo multiplicativo
Galg (L) =~ (C*, )

asi que hallaremos los subgrupos cerrados no triviales G de C*. Estos estan dados

por las raices de una familia finita de polinomios

G={aeC": fi(a) =0, fi(z) = 2" + ap,_12""" 4+ -+ + ao,i € I finito}

Sabemos que cada polinomio f;(z) tiene n; raices en C (contando multiplicidad), asi
|G| < min{n; :i € I}, es decir G es un subgrupo finito de C*. Sea |G| = n, entonces
por el teorema de Lagrange, todo g € G debe cumplir ¢g" = 1, luego cada subgrupo

G debe ser de la forma

G:Hn:{ezm%:m:O,...,n—l}

Luego tenemos la relacion entre los subgrupos cerrados de C* y los cuerpos

diferenciales intermedios de la extension

{1} L= <C‘(6222)
}L LHn = C(ez?)
| |
Galk (L) K =C(2)
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Ejemplo 4.30. Recordemos el ejemplo 4.10, donde C(z) C C(z)({/z) es una

extension de Picard Vessiot, con grupo de Galois diferencial

n—

omit o2 omin=t 2 2
G(]JZK(E)2{1,67””,67”",...767” n 0117012€C7011+012:0 .

Luego tenemos la correspondencia

{1} ———— L=C(¥)

H, ———— L = C("x/2)

Galg(L) = H, — KC(z2)

Por ejemplo, si n = 12 tendremos

{1} -

I

12 / \M
4/ \MG/ C<\3/E)
~N 7

H12 C(Z)
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Conclusiones

1. Dado un cuerpo diferencial K, y una ecuacion diferencial lineal homogénea,
LY)=a)Y +a Y 4+ +a,, YU 4y (4.3.2)

con coeficientes a; € K, siempre es posible asociarle la llamada extension
de Picard-Vessiot, que es la extension L = K (y1,...,y,) que satisface las
condiciones de la definicion 3.2l La extension de Picard-Vessiot K C L asociada
a es la analoga a la extension de Galois de un polinomio en teoria de

Galois clésica.

2. El teorema sobre la existencia de cuerpos de descomposicién en teoria de
Galois clésica tiene también su analogo en la version diferencial. Para esto
se debe satisfacer la condicion de que el cuerpo de constantes de K debe
ser algebraicamente cerrado (asumimos también que char(K) = 0). Bajo esta
hipotesis, siempre existe una extension de Picard-Vessiot L de K y es tnica

salvo automorfismos diferenciales.

3. En teoria de Galois clasica el grupo de Galois es un grupo de permutaciones
entre las raices de un polinomio. En este trabajo, definimos el grupo de Galois
diferencial de la ecuacion (4.3.2) como el grupo de transformaciones de L que
deja invariantes todas las relaciones entre los y; y sus derivadas de todos los
ordenes, por tanto se puede considerar como un grupo de simetrias internas
de la ecuacion , pero se tiene ademéas que posee estructura de grupo

algebraico lineal.

4. Finalmente, al igual que en la teoria clasica, se tiene una correspondencia entre
los cuerpos diferenciales intermedios de una extension de Picard-Vessiot K C L

y los subgrupos Zariski cerrados de su grupo de Galois diferencial G(L|K).
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