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Prefacio

Este libro presenta el analisis matematico de sistemas fisicos necesario en
el diseno de sistemas de control. Su objetivo es servir como texto guia para
un primer curso en modelado y andlisis de sistemas dindmicos lineales. Se
realiza la representacién matemética de los sistemas fisicos con ecuaciones
diferenciales y se presenta el andlisis de estos sistemas en el dominio del
tiempo y en el dominio de la frecuencia. Al final del curso el estudiante
debe estar en capacidad de modelar y analizar sistemas fisicos a partir de las
ecuaciones diferenciales de primer orden lineales y no lineales, y a partir de
su funcién de transferencia.

El libro estd organizado como sigue: en el capitulo 1 se presenta una
introduccién a los sistemas dindmicos y su representacién en ecuaciones
de estado. Asi mismo se desarrollan ejemplos introductorios de modelado
para algunos sistemas fisicos. En el capitulo 2 se hace el modelado de
sistemas fisicos lineales mecdnicos de traslacién y de rotacién, sus analogias
con circuitos eléctricos y métodos sistemdticos de solucion a partir de los
circuitos eléctricos andlogos. En el capitulo 3 se presenta la linealizacion de
sistemas fisicos no lineales e invariantes con el tiempo para la representacion
en ecuaciones de estado lineales. En el capitulo 4 se desarrollan diferentes
métodos de representacién y andlisis para las ecuaciones de estado y en el
capitulo 5 se analiza la estabilidad de los sistemas dindmicos lineales a partir
de su funcién de transferencia. En los capitulos 6 y 7 se realiza el andlisis en
el dominio del tiempo y de la frecuencia para los sistemas dindmicos lineales.
Se incluyen 4 anexos donde se complementa la representacién en grafos de
circuitos eléctricos, la simulacién con computaciéon analégica de los modelos
de espacio de estado para sistemas dindmicos lineales, las transformadas de
Laplace para algunas funciones ttiles en el andlisis de sistemas dindmicos y
la simulacién de los sistemas dindmicos usando Matlab®).

XIII
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Capitulo 1

Introduccion a los sistemas
dinamicos

Muchos sistemas dindmicos, independientemente de que sean mecdnicos,
eléctricos, térmicos, hidrdulicos, neumdticos, quimicos, econdémicos,
biolégicos, etc. se pueden caracterizar por ecuaciones diferenciales las
cuales se obtienen con base en leyes fisicas, como por ejemplo las leyes de
Kirchhoff, las leyes de Newton, etc.

Se puede definir un modelo matemdtico como la descripcién matematica
del comportamiento del sistema. Muchas veces en el andlisis de un sistema,
inicialmente se obtiene un modelo matema&tico simple, como por ejemplo
ignorando no linealidades y pardametros distribuidos (como en el caso de
lineas de transmisién eléctrica), con el fin de obtener ecuaciones diferenciales
lineales y de pardametros concentrados. Se debe tener en cuenta que a veces
los modelos son vélidos en operaciones de baja frecuencia y no a frecuencias
muy altas. Por ejemplo, al despreciar la masa de un resorte, su modelo es
valido a bajas frecuencias. Para altas frecuencias, su masa debe ser tenida en
cuenta en el modelo.

Los modelos mateméticos se pueden representar basicamente en dos formas:
mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden, conocidas
como ecuaciones de estado o mediante una ecuacién diferencial de n-ésimo
orden. Sin embargo, esta ultima queda restringida a sistemas con una sola
entrada y una sola salida. Las funciones o matrices de transferencia se pueden
obtener a partir de las anteriores, aunque esto implica que el sistema es lineal
o ha sido linealizado.



2 Introduccion a los sistemas dindmicos

1.1. Ecuaciones de estado

Las ecuaciones de estado o la ecuacién (matricial) de estado la constituye
un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden, que describe
completamente el comportamiento del sistema que se quiere modelar. Este
método de plantear el modelo matemadtico de un sistema es muy importante
porque puede ser aplicado a sistemas no lineales y sistemas multivariables.
Entonces, si

x1 (), 22 (t), ..., Ty (¢)

son las variables de estado (o los estados) del proceso en el tiempo t, y

uy (1), ug (t) ..y up (1)

son las entradas del proceso en el tiempo t, entonces el sistema puede ser
descrito por n ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma

T (t) =ay (z1(t) , 22 (t) ooy (t) ,ug (t) ,u2 (t), ..., up (1), 1)
Ty () = ag (1 (t) , 22 (1), ooy (8) yun (1) ,ug (t), ..., upy (1), 1)

T (1) = an (21 (1) ;22 (), ooy @ (B) s un (2) s un (T) . up (2) 1)

Aqui se puede definir

a1 (t)

w2 |

0

como el vector de estado del sistema, 3; -
()]

a2 2

up (t)

como el vector de entradas. Las ecuaciones de estado se pueden escribir de
forma matricial como

x(t) =a(x(t),u(t),t)
donde la definicién de a se obtiene de la ecuacién (1.1) y corresponde a una
funcién vectorial no lineal



1.1 Ecuaciones de estado 3

1.1.1. Definicién de Estado de un Sistema

Cuando se hace referencia al estado de un sistema se debe tener en cuenta la
siguiente definicién

Definicién 1.1 FEl estado de un sistema es un conjunto de cantidades
x1(t), 22 (t),...,z, (t) las cuales si se conocen en un tiempo t = to son
determinadas para t > to al especificar las entradas del sistema para t > tg.

1.1.2. Clasificacion de sistemas

Los sistemas se pueden describir por los términos lineal, no lineal, invariante
con el tiempo, y variante con el tiempo. La clasificacién de los sistemas se
puede hacer de acuerdo a la forma de sus ecuaciones de estado. Por ejemplo,
si un sistema es no lineal y variante con el tiempo, las ecuaciones de estado
se pueden escribir como

x(t) =a(x(t),u(t),1) (1.2)

Si el sistema es no lineal e invariante con el tiempo las ecuaciones de estado
son de la forma

x(t) = a(x(t),u(t)) (1.3)
Si el sistema es lineal y variante con el tiempo sus ecuaciones de estado son

x(t) = A ()x(t) + B (t)u(t) (1.4)

donde A (t) y B () son matrices de dimensiones n xn y n x p respectivamente
con elementos variantes en el tiempo. Las ecuaciones de estado para un
sistema [ineal e invariante con el tiempo son de la forma

x (t) = Ax (t) + Bu (¢) (1.5)

donde A y B son matrices constantes.

1.1.3. Ecuaciones de salida

Las cantidades fisicas que pueden ser medidas son llamadas salidas del
sistema y se denotan como y; (t),ya (t),...,y, (t). Si las salidas del sistema
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son funciones no lineales y variantes con el tiempo de las variables de estado
y las entradas, las ecuaciones de salida del sistema se pueden escribir como

y () =c(x(t),u(t),?) (1.6)

donde ¢ es una funcién vectorial no lineal. Si la salida del sistema esta
relacionada con los estados y las entradas de una forma lineal e invariante
con el tiempo, entonces la ecuaciéon de salida se puede escribir como

y (t) = Cx(t) + Du(t) (1.7)

donde C y D son matrices de dimensiones ¢ X n y ¢ X p respectivamente con
elementos constantes. La representacién esquemadtica de un sistema no lineal
y variante con el tiempo, y de un sistema lineal e invariante con el tiempo se
muestran en las figuras 1.1 y 1.2 respectivamente.

Figura 1.1: Representacién de un sistema no lineal y variante con el tiempo

1.1.4. Matriz de transferencia

Utilizando la transformada de Laplace en las ecuaciones (1.5) y (1.7),
suponiendo que el estado energético inicial es x(0_), y organizando se
obtienen las siguientes ecuaciones

X(s) = (sT—A)"'x(0_)+ (sI—A)"'BU(s) (1.8)
Y (s) = CX(s)+DU / s) (1.9)
Reemplazando (1.8) en (1.9) se obtiene

Y (s)=C(sI-A)'x(0_) + [C(sI-A)"'B+D|U(s) (1.10)
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\ 4
=)

Figura 1.2: Representacién de un sistema lineal invariante con el tiempo

y como la matriz de transferencia H (s) se define suponiendo que el estado
energético inicial es nulo, y como es aquella que relaciona la transformada de
Laplace de la respuesta Y () con la transformada de Laplace de la excitacién
U (s) se obtiene

H(s)=C(sI—A)'B+D (1.11)
de forma que
Y (s) Hu(s) Hia(s) -+ Hip(s)| |Ui(s)
3/2:(8) _ Hgl (S) HQQ (8) . ng (S) UQ:(S> (112)
Yy (s) Hyi(s) Hgp(s) -+ Hg(s)| |Up(s)

donde Hjj, corresponde a la funcién de transferencia que relaciona la entrada
Uy, con la salida Y.

1.2. Una ecuacién diferencial de n-ésimo
orden
El método de plantear el modelo matemético de un sistema mediante una

ecuacién diferencial de n-ésimo orden es 1itil en sistemas escalares. Si se utiliza
la funcién de transferencia, ademads de servir en sistemas escalares, es para
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sistemas lineales o que han sido linealizados. Sea
Y™+ ayy™ Y 4y = boul™ 4+ bu™ Y 4+ b (1.13)

la ecuacion diferencial de n-ésimo orden y aplicando transformada de Laplace
en (1.13) suponiendo condiciones iniciales nulas, se obtiene la funcién de
transferencia

Y(s) _ bos™+ b18™ L 4+ bes™ 2 4+ by

H =
(s) U (s) s+ arsvt 4 ags" 2 4 -+ ay,

(1.14)

la cual no depende de las condiciones iniciales ni del tipo de senal aplicada a
la entrada. Sélo depende de los pardmetros que caracterizan el sistema.

1.2.1. Un método para obtener la ecuacion de estado
y de salida

Considere la ecuacién (1.14) con m < n. Sin perder generalidad se puede
reescribir la ecuacién (1.14) como

Y (S) boSnil —+ b15n72 + -4 bn—l
H — = 1.15
(5) U(s) s"+as" 1 +as"2+4+---+a, (1.15)

Dividiendo tanto el numerador como el denominador de H (s) por s", se

obtiene
Y (8) boS_l + b1$_2 + -+ bn,ls_”

H(s)= - 1.16
(S) U (3) 1+as 1 +ags24---+a,s™ ( )
Se define 1
Els) = U 1.1
<S) 1+a;st+ays2+---+a,s™ (S) ( 7)
de donde
B(s) = —ars B (s) — a5 B () = —aws "B () £ Uls) (L1

De la ecuacién (1.18) se puede deducir la parte inferior del diagrama de
bloques de la figura
Con las ecuaciones (1.17) y (1.16) se obtiene

Y (s) =bos TE(s) + bis PE(8) 4+ -+ 4+ by18 "E (s) (1.19)
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bo
by Ng Y(s)
U(s) E(s) 1/s s"E(sl 1/s i”‘(ﬂ, 1/s s'”E(?ﬂ bt
X, (s) X (s) X, (s)
—a, |q
—a, |q
—a, |e

Figura 1.3: Diagrama de bloques realizacién Controller

Con la ecuacién (1.19) se obtiene la parte superior del diagrama de bloques
de la figura 1.3.

Si se definen las salidas de los integradores como variables de estado, se puede
deducir de la figura 1.3 las ecuaciones de estado y salida como

j?l —a1 —Qg -+ —0ap I 1

Ztg 1 0 0 ) 0

=1. . . : S A0 (1.20)
T
T2

y(t) = [bo bi - bua] | . (1.21)
Tn

Esta representacion es conocida como una simulacién o realizacién canénica
llamada “Controller”.
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1.2.2. Otro método para obtener la ecuacion de estado
y de salida

Considere la ecuacién (1.13) con m < n. Sin perder generalidad se puede
reescribir la ecuacién (1.13) como

Y™ fary" Y 4 da,yWY Fany = bou™ TV by gu™ b, u (1.22)
Reorganizando (1.22) se obtiene

n—1)

y(”) + [a1y — bou]( + -+ a1y — bn—zu](l) = [bn1u—any]  (1.23)

Integrando ambos miembros se obtiene

y(”_l) + [aly - bou](nim + -+ [an—ly - bn—Zu] = / [bn—lu - any] dt = Tn

(1.24)
Reorganizando (1.24)

y(n—1)+[a1y _ boU] (n72)+_ . .+[an_2y — bn_3u](1) = mn+bn_2u—an_1y (125)

Integrando (1.25)

y(n*Z) + -+ [anily — bnizu] = / [{ﬂn + bn,QU — an,ly] dt = Tp—1 (126)
Se repite el mismo proceso hasta que finalmente se obtiene

y W+ [ary — bou] = / (3 + biu — agy| dt = 9 (1.27)

y D = 25+ bou — ary (1.28)

Las ecuaciones (1.24), (1.26), (1.27) y (1.28) se pueden implementar mediante
el diagrama de bloques de la figura 1.4

La simulacién o realizaciéon candnica de la figura 1.4 es conocida como la tipo
“Observer”. De dicho diagrama se pueden obtener ficilmente las ecuaciones
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d 1 £ .

Figura 1.4: Diagrama de bloques realizaciéon Observer

de estado y de salida, las cuales escritas en forma matricial son

Ty —ap 1 - 0] [y bo
| T U 5 e bf w(t)  (1.29)
sl 1 ol el b
x
y() = [1 0 - 0 J’Zz (1.30)
T

1.3. Ejemplos introductorios a los sistemas
lineales

1.3.1. Circuitos eléctricos

En las redes RLC, condensadores e inductores pueden almacenar energia y
son asociados con variables de estado. Si el voltaje en un condensador es
asignado como una variable de estado x, entonces su corriente es C't, donde
C es la capacitancia. Si la corriente en un inductor es asignada como variable
de estado x, entonces su voltaje es Lz, donde L es su inductancia. Puesto
que las resistencias son elementos que no almacenan energia, sus corrientes
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® 3, w0
+ 1,

¥(t)

Figura 1.5: Circuito eléctrico

y voltajes no deberfan ser asignados como variables de estado. Para muchas
redes RLC simples, una vez que las variables de estado son asignadas, las
ecuaciones de estado pueden ser planteadas aplicando las leyes de corriente
y voltaje de Kirchhoff.

Considere la red de la figura 1.5. Si se asignan los voltajes en los
condensadores C'; y Cy como 1 y x2 y la corriente en el inductor x3. Entonces
las corrientes y voltajes son, respectivamente, Cyiy, Coty y Lis con las
polaridades mostradas. De la figura 1.5, se observa que el voltaje a través
de la resistencia es © — x; con la polaridad mostrada. Entonces su corriente

es “==. Aplicando la ley de corriente de Kirchhoff al nodo A se tiene
Coiig = 13 (1.31)
y en el nodo B se tiene
al ;;31 = Cyiy + Oy = Criy + 3 (1.32)

y aplicando la ley de voltajes de kirchhoff a la malla de la derecha se tiene
Lisz =z — 29 (1.33)
por lo que la salida del sistema y es dada por
y=Lis=x1— 12 (1.34)

Reescribiendo las ecuaciones (1.31) a (1.34) se obtiene la ecuacién de estado
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y de salida de las ecuaciones (1.35) y (1.36)

1

“rer O ol [w] [we
iy| = 0 0 & | [z +]0|u (1.35)
ig % ——% 0 T3 0
x1
y = [1 =1 0] |2 (1.36)
T3

1.3.2. Péndulo invertido

En la figura 1.6 la barra B es restringida a movimientos en el plano del papel
y es balanceada sobre la parte superior del carro C.

CG: centro de

gravedad
y
|
Carro (C)
M)
L

Figura 1.6: Péndulo invertido

El problema consiste en mantener la barra verticalmente tanto como sea
posible. La barra y el carro constituyen la planta o el sistema a ser controlado.
La planta serfa inestable sin la asistencia de la sefial de control (fuerza de
control) u. Para simplificar el anélisis, se supondré ausencia total de fuerzas
perturbadoras predecibles. Para lograr el objetivo del problema se instala un
motor en el carro y a través de engranajes se genera una fuerza u sobre las
ruedas del carro. Esta solucién es basada en la intuiciéon. Para sistemas maés
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complejos la intuicién podria fallar. Considérese por ejemplo los sistemas de
las figuras 1.7 y 1.8

Figura 1.7: Sistema no controlable de 2 barras

2 barras

™y
LN

e T

Figura 1.8: Sistema controlable de 2 barras

El sistema de la figura 1.8 puede ser balanceado mientras que el sistema de
la figura 1.7 no. Esto se debe a que el sistema de la figura 1.8 es controlable
mientras que el de la figura 1.7 no. Los conceptos de controlabilidad y
observabilidad, serédn vistos posteriormente.
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Construccion del modelo matematico

El modelo debe revelar cémo la salida del sistema, representada en este caso
por la desviacién angular ¢, es afectada por la senal de control u. Para
obtener el modelo matematico, representado por un sistema de ecuaciones
diferenciales, se necesita usar relaciones bdsicas de la mecdnica cldsica
aplicables a este sistema fisico.

Figura 1.9: Diagramas de cuerpo libre de la barra y el carro

En la figura 1.9 las coordenadas de los centros de gravedad con respecto a
un origen arbitrariamente escogido son:

1. Para el carro:
posicién horizontal : y

2. Para la barra:

posicién horizontal : y+ Lsin¢

posicién vertical : Lcos¢
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Si se toman momentos alrededor del centro de gravedad de la barra y
sumando las fuerzas que actian sobre el carro y la barra en direcciones
verticales y horizontal, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

d*¢ ,
IW = VLsing — HL cos ¢ (1.37)
d2
V—mg = M= (L cos ¢) (1.38)
2
H = M= (y + Lsin¢) (1.39)
d*y

El momento de inercia de la barra I se calcula con respecto a su centro de
gravedad y es I = imL?. El sistema de ecuaciones (1.37) a (1.40) se puede
reescribir de la siguiente manera:

I¢p = VLsing — HLcos¢ (1.41)
V—mg = —mL (¢ sin ¢ + (q§)2 cOS (b) (1.42)
H = mij+mL <¢ cos ¢ — <¢)2 sin ¢) (1.43)
u—H = Mj (1.44)

Notese que las tltimas son ecuaciones diferenciales no lineales. Las 4 variables
desconocidas son ¢, y, V', H, suponiendo que u podria ser especificada. Notese
que este es un problema méds de sintesis que de andlisis puesto que se debe
especificar una funcién adecuada para la senal de control u. Este problema
no es simple y no tiene solucién nica.

Linealizacién del modelo matematico

Aunque las ecuaciones (1.41) a (1.44) podrian ser resueltas por simulacion,
se hard por linealizacién. Cualquier sistema de ecuaciones diferenciales no
lineales puede ser linealizado si las variables dependientes son limitadas a
pequenas variaciones alrededor de un punto, llamado punto de operacion.
Nétese de las ecuaciones (1.41) a (1.44) que las no linealidades aparecen
fundamentalmente en la variable ¢. Considérese entonces solamente pequenas
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desviaciones del éngulo ¢ : ¢ < 1 rad. Utilizando la expansién en series de
Taylor:

. f£(n) To "
Fay =S L)

las funciones sin ¢ y cos ¢ se pueden expandir alrededor del punto ¢ = 0 sin
considerar las derivadas de orden superior a 1 como:

3

sing = qzﬁ—%szgzﬁ (1.45)
2

cos¢p = 1—%—1—---%1 (1.46)

Reemplazando (1.45) y (1.46) en las ecuaciones (1.41) a (1.44), y
considerando que las potencias de ¢, sus derivadas, y multiplicaciones de
¢, son aproximadamente cero, se obtiene

I¢ = VLp—HL (1.47)
V—mg = 0 (1.48)
H = mij+mLo (1.49)
wu—H = Mj (1.50)

Eliminando V' y H del anterior sistema de ecuaciones se obtiene

(I +mL?) ¢+mLij—mgLy = 0 (1.51)
mLo+(m+M)j = u (1.52)
Definiendo =1 = ¢, x5 = é, r3 =1y, x4 = 1, y reescribiendo el sistema como

ecuaciones diferenciales de primer orden a partir de las ecuaciones (1.51) y
(1.52) se obtiene

.I"l = X2 (153)
, (m+ M)mgL mL
= — 1.54
I § Cromrag s ey 2K Rl 3 progrg g wrpeny g A S
Py = a4 (1.55)
212 I L?

T(m+ M) +mMLE" " T(m+ M)+ mML2"
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Las ecuaciones (1.53) a (1.56) se pueden reescribir en forma matricial,
obteniendo la ecuacién de estado y la ecuacion de salida de la forma

i 0 1
. (m+M)mgL
2| _ | Tmeansmirzr O
T3 0 0
. m2L2
T T mre O
I
yi(O) _ |1 00 0] |z
Ty

o O O O

o = O O

1 9nL
iQ n I(m+1\6)+mML2 u (t)
x?’ (I+mL?)
4 T I(m+M)+mML?
(1.57)
(1.58)

donde de la ecuacién (1.58) se observa que las salidas del sistema y; (t) y
Yo (t) corresponden a ¢ (t) y y (t), respectivamente.



Capitulo 2

Modelos matematicos de
sistemas fisicos

En este capitulo se hace el modelado de sistemas fisicos lineales mecdnicos
de traslacion y de rotacion, sus analogfas con circuitos eléctricos y métodos
sistemdticos de soluciéon a partir de los circuitos eléctricos andlogos.
Adicionalmente se presentan similitudes entre elementos de acople en los
sistemas mecénicos de traslaciéon y rotacién, con elementos de acoplamiento
en circuitos eléctricos, y sus respectivas soluciones. Las representaciones de
estos sistemas se hacen a partir de ecuaciones diferenciales, ecuaciones de
estado y funciones de transferencia.

2.1. Sistemas mecanicos de traslacion

Los elementos de sistemas mecénicos idealizados son la masa, el resorte y el
amortiguador.

2.1.1. Masa

En la figura 2.1 se muestras el diagrama de una masa M que se ha aislado de
un sistema més complejo del cual forma parte wu es la fuerza neta resultante
actuando sobre ella y y su desplazamiento con respecto a una posicion de
equilibrio (es decir, cuando el sistema estd en reposo).

Una fuerza de reaccién fj; se desarrolla, su sentido de referencia se muestra

17
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M Ay

Figura 2.1: Masa

en la figura 2.1 y su expresién es dada en la ecuacién (2.1).

d*y
= M— 2.1
Ju 2 (2.1)

Es importante hacer notar que la masa en movimiento almacena energia y
- o N2
cuya expresion, la cual se puede demostrar facilmente, es ' = %M ().

2.1.2. Resorte traslacional

En la figura 2.2 se muestra el diagrama de un resorte traslacional con
constante K que se ha aislado de un sistema m&s complejo del cual forma
parte. El desplazamiento del extremo superior y y del extremo inferior yq se
miden desde sus respectivas posiciones de equilibrio.

Una fuerza restauradora fx es desarrollada debido a la propiedad eldstica
del resorte. Su sentido en el extremo superior se muestra en la figura 2.2 (en
el inferior tiene el sentido opuesto al del superior) y su expresién segun la ley
de Hooke, es dada por la ecuacién (2.2)

fx =K (y— o) (2.2)

Si el extremo inferior (podria denominarse como extremo de referencia) estd
en el origen del sistema de coordenadas, entonces en este caso fx = Ky. Se
puede demostrar que la energfa almacenada por el resorte es £ = %%, en
donde u es la fuerza neta en el extremo superior.



2.1 Sistemas mecdnicos de traslacion 19

u
¥y

fk K

JYU

Figura 2.2: Resorte traslacional

2.1.3. Amortiguador traslacional

En la figura 2.3 se muestra el diagrama de un amortiguador con coeficiente
de friccién viscosa B que se ha aislado de un sistema m&ds complejo del
cual forma parte. Las posiciones y y yo de los extremos superior e inferior,
respectivamente, se miden desde sus respectivas posiciones de equilibrio.

4y

fal —1 | B

J Yo

Figura 2.3: Amortiguador traslacional

Una fuerza de reaccién fp se desarrolla, su sentido en el extremo superior se
muestra en la figura 2.3 y su expresion es dada por la ecuacion (2.3).

_ dy  dyo
fB=B (% - E) (2.3)
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L
T
K
Yio o | ¥1
u(t}* j u K(yl_yu-)
M y & T
MY
| ] Mg *T By,
_ 1 | B
(b)

(a)

Figura 2.4: Sistema del ejemplo 2.1

Si el terminal de referencia gy, es estacionario, entonces en ese caso fp = By.
A diferencia de los dos elementos idealizados anteriormente, el amortiguador
es un dispositivo que transforma energia en calor, y se puede demostrar
que la energia transformada en calor por unidad de tiempo (potencia P) es
dada por P = Bv?, en donde v es la velocidad relativa de los extremos del
amortiguador.

Ejemplo 2.1 Para el sistema mecdnico traslacional de la figura plantear un
modelo matemdtico. u (t) es una fuerza externa, yio es la posicion en reposo
con peso y Yo es la longitud del resorte sin peso (longitud natural del resorte).

Utilizando el diagrama de cuerpo libre de la figura 2.4 y aplicando la segunda
ley de Newton se obtiene la ecuacién (2.4):

d2y1

d
Mg —B—-+u(t) = K —y) =M—3

- (2.4)

Noétese que cuando el sistema estd en reposo con u (t) = 0, la ecuacién (2.4)
se reduce a:



2.1 Sistemas mecdnicos de traslacion 21

de donde se obtiene
Mg=K (ylo - yo) (2-6)

Reemplazando la ecuacién (2.6) en la ecuacién (2.5) y organizando se obtiene

d*y dy:

—— +B—+ K (y; — =u(t 2.7

e + 7 + K (y1 — y10) = u (1) (2.7)
Haciendo un cambio de variable con relacién a la posicién de equilibrio
(nétese en la figura 2.4 la convencién utilizada para medir la posicién de

la masa con respecto a la posicién de equilibrio y):

Yy = Y1— Yo (2.8)
dy d(yi —vyo)  du
7 - g g 7d2 2.
dt dt dt (2.9)
dQZJ d23/1
g4 - I 2.1
dt? dt? (2.10)

y reemplazando (2.8), (2.9) y (2.10) en (2.7) se obtiene la ecuacién diferencial
que relaciona la posicién de la masa M desde la posicién de equilibrio y con
la entrada u (¢):

M—+B— + Ky =u(t) (2.11)

Notese que si se escoge como referencia la posicién de equilibrio (sistema en
reposo), el peso no interviene.

Ejemplo 2.2 Plantear un conjunto de ecuaciones de estado y de salida para
el problema del ejemplo 2.1.

Se selecciona el conjunto de variables de estado como x1 = y y 2o = ¢y =
#1. Reemplanzado en la ecuacién (2.11) se obtiene la siguiente ecuacion
diferencial de primer orden

de la seleccién de las variables de estado y de la ecuacién (2.12) se tiene el
conjunto de ecuaciones de estado

Ty = Xy
Ly = K = + ! (1) (2.13)
To = MI1 MIL‘Q MU .



22 Modelos matemédticos de sistemas fisicos

que se pueden escribir en forma matricial como

-1 el B[

y con ecuacién de salida dada por

x
y(® =1 0] 2] + o] ue
Ejemplo 2.3 Para el sistema mecdnico traslacional de la figura 2.5 plantear
un conjunto de ecuaciones que lo describa completamente y obtener la matriz
de transferencia considerando como salidas y; (t) y yo2 (). La entrada al
sistema es el desplazamiento u (t).

7

Figura 2.5: Sistema mecénico traslacional dos masas y friccion

La figura 2.6 muestra los diagramas de cuerpo libre de las dos masas, en donde
por simplicidad se ha supuesto que u > y; > y». Aplicando la segunda ley
de Newton a cada una de las masas se obtienen las ecuaciones que describen
completamente el sistema de la figura 2.5.

¥a Vi

e g

K:(.“F.":)
B,y, Ky (3-3) ] K (u-y)
+— M, P> M, />
2 -—
By

Figura 2.6: Diagramas de cuerpo libre
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Ki(u—wy1) — Ko (1 —y2) — Bigpn = Mt

Ko (y1 —y2) — Bop = Moaijo (2.14)

Reorganizando se tiene
Mgy + Bijn + (Ky + Ko) y1 — Kaye = Kyu(t) (2.15)
Maijs + Bayo + Kays — Koyn = 0 (2.16)

Si se seleccionan como variables de estado z1 = y1, To = V1, X3 = Y2 ¥ T4 = U
y se reemplaza en las ecuaciones (2.15) y (2.16) se obtiene la ecuacién de
estado de la forma

T1 0 1 0 0 1 0
. K1 +Ks B1 Ko K
To| | M, M w 0 Ts K
w3l | 0 00 0 1 ||| t|0|r® (@17
. P ) L
- M —i Tl LT 0
y con ecuacién de salida dada por
T
hn (t) - 1 0 00 To 0
{yz (t)} a lo 0 1 0 || T]o]*® (2.18)
Ty

La matriz de transferencia del sistema se puede encontrar usando la ecuacién
(1.11) con lo que se obtiene

[2 Ezﬂ - {Zl Eiﬂ U(s) (2.19)

Ejemplo 2.4 Para el sistema mecanico traslacional de la figura 2.7 plantear
un conjunto de ecuaciones que lo describa completamente y obtener la funcion
de transferencia considerando como salida y, (t). La entrada al sistema es la
fuerza u (t).

Aplicando la segunda ley de Newton a los diagramas de cuerpo libre se obtiene

M, = u(t) — (K1 + K2)y1 — B + Koy, (2.20)
K, (?Jl - yz) = Do (2-21>
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Figura 2.7: Sistema mecdnico traslacional para el ejemplo 2.4

Seleccionando como variables de estado x1 = 1, T2 = 91 v £3 = Yo se tiene
la ecuacién de estado dada por

i‘l 0 1 0 I 0
iy | = [—E5fr B T |+ | L u(t) (2.22)
51'2'3 [B(_j 0 —g—j I3 0
con ecuacién de salida dada por
T
yi(t)=1[1 0 0] [a2| +[0]u(t) (2.23)
T3

El célculo de la funcién de transferencia se puede hacer al aplicar la ecuacién
(1.11) o aplicando la transformada de Laplace sobre las ecuaciones (2.20) y
(2.21), asi

Ms®Yy(s) = U(s)— (Ki+ K3)Y;(s) — BisYi (s) + KyY5 (s) (2.24)
BsysYs (s) = KyYi(s) — KsYs (s) (2.25)

y al reemplazar la ecuacién (2.25) en la ecuacién (2.24) se obtiene la funcién
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de transferencia que relaciona la entrada U (s) con la salida Y; (s) de la forma

Yi(s) 1

U(s)  Ms?+ Bys+ Ky + Ky — Ky

B Bsys + K,

T MBsys?+ (MKy + By By) s 4+ (KoBy + K By + KyBy) s + K1 K

2.2. Sistemas mecanicos de rotacion

Los elementos de sistemas mecdnicos de rotacion idealizados son la inercia,
el resorte y el amortiguador.

2.2.1. Inercia

posicidn, equilibrio

¢)

C ]

T;

Figura 2.8: Inercia

En la figura 2.7 se muestra el diagrama de un cuerpo con inercia J que se
ha aislado de un sistema més complejo del cual forma parte. T es el torque
neto resultante actuando sobre ella y 6 su desplazamiento angular respecto
a una posicién de equilibrio (es decir, cuando el sistema estd en reposo). Un
torque de reaccién T’y se desarrolla, su sentido de referencia se muestra en la
figura 2.8 y su expresién es dada por la ecuacién (2.26)
d*0
Ty =J—= 2.26

T e (2.26)
Es importante hacer notar que un cuerpo con inercia en movimiento angular
almacena energfa y cuya expresion, la cual se puede demostrar facilmente, es

E =150,

— 2
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posicidn, equilibrio posicidn, equilibrio
1 | °
- >
— |/ K To C ( Q¢_€
. S/
extremo de
referencia (a)

Figura 2.9: Resorte rotacional

2.2.2. Resorte rotacional

En la figura 2.9 se muestra el diagrama de un resorte rotacional (un ejemplo
puede ser un eje eldstico) con constante K que se ha aislado de un sistema
més complejo del cual forma parte. El desplazamiento angular del extremo
derecho 6 y del extremo izquierdo (extremo de referencia) 6y se miden
desde sus respectivas posiciones de equilibrio. Un torque de reaccion Tk se
desarrolla debido a la propiedad eldstica del resorte. Su sentido en el extremo
derecho se muestra en la figura 2.9 y su expresion es dada por la ecuacién

T = K (6 — 6)

Si el extremo de referencia es estacionario, entonces en este caso T = K6.

Se puede demostrar que la energfa almacenada por el resorte rotacional es
2

E= %T?, en donde T es el torque neto actuando en el extremo derecho.

2.2.3. Amortiguador rotacional

posicidn, equilibrio posicidn, equilibrio
TE\/ |LW
/ B ST

\

:‘I/l/\: | - I> -l
AR SRR WA
extremo de B
referencia

Figura 2.10: Amortiguador rotacional

En la figura 2.10 se muestra el diagrama de un amortiguador rotacional con
coeficiente de friccién viscosa B que se ha aislado de un sistema mas complejo
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del cual forma parte. Las posiciones angulares 6 y 6y de los extremos derecho
y de referencia (el izquierdo), respectivamente, se miden desde sus respectivas
posiciones de equilibrio. Un torque de reacciéon Ts se desarrolla, su sentido
en el extremo derecho se muestra en la figura 2.10 y su expresion es dada por

la ecuaciéon 0 a0
Ty =B(— - =2
b ( dt — dt )

Si el extremo de referencia es estacionario, entonces en este caso Tg = B6.
A diferencia de los dos elementos idealizados anteriores, el amortiguador
rotacional es un dispositivo que transforma energia en calor, y se puede
demostrar que la energfa transformada en calor por unidad de tiempo
(potencia P) es dada por P = Bw? en donde w es la velocidad angular
relativa de los extremos del amortiguador.

Ejemplo 2.5 Para el sistema rotacional de la figura 2.11 hallar la ecuacion
diferencial que relaciona a la salida 6 (t) con la entrada T (t) y la funcion de
transferencia H (s).

8 T{t]
iy
! |
¢ 17

(b)

Figura 2.11: Sistema mecdnico rotacional del ejemplo 2.5

Utilizando el diagrama de cuerpo libre de la figura y aplicando la segunda
ley de Newton para sistemas mecdnicos rotacionales se obtiene la ecuacién
do d*0

T(t)—B— — KO =J—
-5 T
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y organizando se obtiene la ecuacion pedida

d*0 o
— +B— +K0=T 2.2
Jom + By + KO () (2.27)

Transformado ambos miembros de la ecuacién (2.27) y suponiendo
condiciones iniciales nulas se obtiene la funcién de transferencia
1
0 (s) 7

H(s) = = J
ST " wr gk

Ejemplo 2.6 Para el sistema rotacional de la figura 2.12 hallar la ecuacion
diferencial que relaciona a la salida 0 (t) con la entrada T (t),y las ecuaciones
de estado y de salida.

%

Figura 2.12: Sistema mecdnico rotacional ejemplo 2.6

Notese de la figura 2.12 que hay dos velocidades angulares 0, y 0,. Haciendo
sumatoria de momentos de acuerdo al diagrama de cuerpo libre de la figura
2.13 se obtienen las ecuaciones

— Bl —K (6, —0,)+T(t) = Jb, (2.28)

Si se definen como variables de estado x1 = 01, x5 = 91 y x3 = 05 y se
reemplaza en las ecuaciones (2.28) y (2.29) se obtienen las ecuaciones

K <£U1 — 1'3) — Bgl.'g = 0 (231)
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( K(@l—%) ( (B.,Q.
. : é ]&((9 -0 )
31191 T¢)

Figura 2.13: Diagrama de cuerpo libre ejemplo 2.6

y organizando las ecuaciones (2.30) y (2.31) se obtiene la ecuacién de estado
en forma matricial

i’l 0 1 0 T 0
XT3 By 0 B, T3 0

y la ecuacién de salida
T
01(t)=1[1 0 0] [z2] + [0] T ()
T3

2.3. Circuitos Eléctricos

Los elementos idealizados son la resistencia, el condensador y la inductancia.

2.3.1. Circuito serie R-L-C

Considere el circuito eléctrico de la figura
Aplicando la segunda ley de Kirchhoff (de voltajes) a la dnica trayectoria
cerrada del circuito de la figura se obtiene la ecuacién (2.32)

v; (t) = Ri + L + / (2.32)

Utilizando la definicién de corriente eléctrica como la variaciéon por unidad
de tiempo del flujo neto de carga a través de la seccién transversal de una
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; R L
+ vy CCC
vi (t) 9 CT

Figura 2.14: Circuito eléctrico serie

puerta:

. dg

1= —
dt

Reemplazando la ecuacién (2.33) en la ecuacion (2.32) se obtiene la ecuacion:

(2.33)

1
Lo R L Z = (1) (2.34)

2.3.2. Analogia fuerza-torque-voltaje

Comparando las ecuaciones diferenciales (2.11), (2.27) y (2.34) de los sistemas
fisicos correspondientes (mecénico traslacional de la figura 2.4, mecdnico
rotacional de la figura 2.11 y el circuito eléctrico de la figura 2.14) se
nota que son de forma idéntica. Tales sistemas se denominan andlogos y
los términos que ocupan las posiciones correspondientes en las ecuaciones
diferenciales se denominan magnitudes y variables andlogas. Esto explica por
qué se denomina la analogfa fuerza-torque-voltaje. La siguiente tabla hace un
resumen de las analogfas:

Sist. mecéanico traslacional | Sist. mecdnico rotacional Sistema eléctrico
Fuerza u Torque T' Voltaje v
Velocidad lineal ¥y Velocidad angular 6 Corriente 7
Desplazamiento lineal y Desplazamiento angular # | Carga ¢

Masa M Inercia J Inductancia L
Coef. de friccién viscosa B | Coef. de friccién viscosa B | Resistencia R
Constante del resorte K Constante del resorte K Capacitancia %

Es posible entonces obtener circuitos eléctricos andlogos a sistemas mecédnicos
traslacionales y rotacionales, y utilizar todas las técnicas de descripcién de
redes para plantear modelos matemaéticos para los sistemas mecdnicos.
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El circuito eléctrico andlogo a un sistema mecdanico traslacional (rotacional)
se puede obtener teniendo en cuenta la anterior tabla y notando que por cada
masa (inercia) o punto que se desplace (rote) a cierta velocidad en el sistema
mecédnico, habrd una malla en el circuito andlogo. Si se supone, sin pérdida
de generalidad, que todas aquellas velocidades son positivas con respecto a
la referencia, en el circuito se supone que todas las corrientes de malla tienen
el mismo sentido.

Ejemplo 2.7 Plantear un modelo matemdtico para el sistema mecdnico
traslacional de la figura 2.15 utilizando la analogia fuerza-torque-voltaje.

lp(t)

vy,

b, |-

.. [

%1
L

Figura 2.15: Sistema mecdnico traslacional del 2.7

Nétese de la figura 2.15 que hay dos velocidades 9; y 92 que se suponen
positivas con respecto a la referencia. Por tanto, el circuito eléctrico andlogo
de la figura 2.16 tendra dos mallas (1 y 2) cuyas corrientes i; e i, ambas con el
mismo sentido (sentido horario en este caso), son analogas a las velocidades ¥,
v 12, respectivamente. Utilizando la tabla de la analogfa fuerza-torque-voltaje
se obtienen los elementos de circuito correspondientes a las masas, resorte y
amortiguadores. Puesto que las masas M; y M, se mueven a las velocidades
U1V 2, entonces las corrientes netas a través de las inductancias andlogas
correspondientes L; y Lo son i € 5 y por tanto pertenecen a las mallas 1 y 2.
Asf mismo, como uno de los extremos de B; y de K; se mueven a la velocidad
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171 v el otro extremo es fijo, entonces sus elementos de circuito andlogo Ry y C}
respectivamente pertenencen a la malla 1. Nétese que Ry y C5 son elementos
comunes a las mallas 1 y 2 (la corriente neta a través de ellos es i; — is, con
sentido de referencia hacia arriba) ya que los extremos de sus andlogos Bs
y K, se mueven a las velocidades 91 y 72 (la velocidad relativa del extremo
inferior con respecto al superior es §; — ). Finalmente, la fuerza externa p (t)
tiene como andlogo en el circuito la fuente de voltaje v (t). Nétese que con la
polaridad mostrada de la fuente, si el estado energético inicial se supone nulo,
las corrientes i; (0) e iz (0) son positivas con los sentidos mostrados cuando
v(0) > 0, lo cual coincide con que si p(0) > 0, entonces 7; (0) y 92 (0) son
positivas con los sentidos mostrados.

L. L,

700
+ R R,
w0 ) |
_ 1z Cgli .
T T

Figura 2.16: Circuito eléctrico anédlogo del ejemplo 2.7

Las siguientes son las magnitudes y variables andlogas: L1 = M, Ly = Ms,
Ry = By, Ry = By, (1 = K%, Cy = %27 v(t) = p(t), iv = W, 2 = B
Aplicando la segunda ley de Kirchhoff a cada una de las mallas del circuito

de la figura 2.16 se obtienen las ecuaciones que lo describen:

di o 1 o
U(t):de—;+R2(22—21)+a/(22—21)dt (2.35)
0 Ldi1+R'+1 b+ (i1 — ia) dt + Ry (i1 — i2) (2.36)
- e 1 —_— 1 —_— 1 — 1 1 — 1 .
ldt 101 Ol 1 02 1 2 2 1 2

Reemplazando las anteriores magnitudes y variables andlogas en (2.35) y
(2.36) se obtienen las ecuaciones que describen el comportamiento del sistema
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mecdnico traslacional de la figura 2.15:

d*ys dy2  dys
p(t) = MQ_CZF + By (% TS + Ks (y2 — v1) (2.37)
d*y dyy dy;  dys
OZMl_dtQ +Bl_dt + Ky + Ko ()1 — y2) + By TR (2.38)

Ejemplo 2.8 Verificar que las ecuaciones (2.37) y (2.38) describen el
comportamiento del sistema de la figura 2.15.

La figura 2.17 muestra los diagramas de cuerpo libre de las dos masas, en los
cuales se ha supuesto, por comodidad, que yo > y1 y 2 > 91.

¢P(‘-} Bz (y2—y1) ¢ £
M. M,

oyt oyt

Ko (y2—¥1) Ky v
B: (y2-¥.) B, ¥

Ka (yr}ﬁ)

Figura 2.17: Diagrama de cuerpo libre

Aplicando la segunda ley de Newton a cada una de las masas de la figura
2.17 se obtienen las siguientes ecuaciones

d d d?
p(t) - B, (i _ ﬂ) K- = MTE (2.30)

dt — dt 2 dr

dyo diy dy: d2y1
Ky (5 — By (&2 ) _ W gy = oSS (240
2 (Y2 — Y1) + Z(dt dt) By Y1 L g2 (2.40)

Reorganizando las ecuaciones (2.39) y (2.40) se obtienen las ecuaciones (2.37)
v (2.38).

Ejemplo 2.9 Plantear un modelo matemdtico para el sistema mecdnico
rotacional de la figura 2.18 utilizando la analogia fuerza-torque-voltaje.

Nétese de la figura 2.18 que hay dos velocidades angulares 0, y 5 que
se suponen positivas con los sentidos mostrados. Por lo tanto, el circuito
eléctrico anélogo de la figura 2.19 tendrd dos mallas (1 y 2) cuyas corrientes
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0, T(t) 227, s 2 /
g/ e B e N Ay B
U\ U/I . I/H\ : L

/Hl B, Bg Ba

Figura 2.18: Sistema mecédnico rotacional ejemplo 2.9

i1 e ig, ambas con el mismo sentido (horario en este caso), son andlogas a
las velocidades 0, y 0,, respectivamente. Utilizando la tabla de la analogfa
fuerza-torque-voltaje se obtienen los elementos de circuito correspondientes
a las inercias, resortes y amortiguadores. Puesto que las inercias J; y J; se
mueven a las velocidades 91 vy 92, entonces las corrientes netas a través de
las inductancias andlogas correspondientes L; y Lo son 71 e 75 y por lo tanto
pertenecen a las mallas 1 y 2. Como uno de los extremos de B; y de B,
se mueve a la velocidad 6; y el otro extremo es fijo, entonces sus elementos
de circuito andlogo R; y Rs, respectivamente, pertenecen a la malla 1. Asf
mismo, uno de los extremos de Bs y de Bs se mueve a la velocidad 92 y
el otro extremo es fijo, entonces sus elementos de circuito andlogo R3 y Ry,
respectivamente, pertenecen a la malla 2. Noétese que C' es un elemento
comin a las mallas 1 y 2 (la corriente neta a través de él es i; — iy, con
sentido de referencia hacia abajo) ya que los extremos de su andlogo K, se
mueven a las velocidades angulares 91 y 92 (la velocidad relativa del extremo
izquierdo con respecto al derecho es 6; — 92) Finalmente, el torque externo
T (t) tiene como andlogo en el circuito la fuente voltaje v (t). Nétese que con
la polaridad mostrada de la fuente, si el estado energético inicial se supone
nulo, las corrientes #; (0) e iz (0) son positivas con los sentidos mostrados
cuando v (0) > 0, lo cual coincide con que si T (0) > 0, entonce 6; (0) y 65 (0)
son positivas con los sentidos mostrados.

Las siguientes son las magnitudes y variables analogas:

L2 :‘JQ, L1 : Jl,PL4 = B4, R3 == Bg, Rg == BQ,Rl = Bl, C == %, U(t) == T(t),
il = 01, ’ig = 92.

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff a cada una de las mallas del circuito
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v(t)

X
/

Figura 2.19: Circuito eléctrico anédlogo ejemplo 2.9

de la figura 2.19 se obtienen las ecuaciones que lo describen

di
v(t) = (Bi+Ro)in+ L1£ + —/ i1 — ia) (2.41)

0 = (Rg + R4) 22 -+ L2 C / 22 - ’ll (242)

Reemplazando las anteriores magnitudes y variables andlogas en las
ecuaciones (2.41) y (2.42) se obtienen las ecuaciones que describen el
comportamiento del sistema mecdnico traslacional de la figura 2.18

T(t) = (Bi+ By)0i+ 1101 + K (61 — 05) (2.43)
0 = (Bs+ By) b+ Joby+ K (0, — 6y) (2.44)

Ejemplo 2.10 Verificar que las ecuaciones (2.43) y (2.44) describen el
comportamiento del sistema de la figura 2.18.

La figura muestra los diagramas de cuerpo libre de las dos inercias.
Aplicando la segunda ley de Newton para sistemas rotacionales a cada una
de las inercias de la figura 2.20 se obtienen las siguientes ecuaciones

T (t) — B0y — Boby — K (6, — 0,) = J16, (2.45)
—K (02 - 91) - B392 - B492 == JQéQ (246)

Reorganizando (2.45) y (2.46) se obtienen (2.43) y (2.44).
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0; T(t) K(0,-@;) K(0:-0,) &,
A dpntals [ (1T 1(
T TN UL ¢
B, 6 B.6, Bs6, B, 6,
(b)

Figura 2.20: Diagramas de cuerpo libre de J; y J,

+

@ % R %

Figura 2.21: Circuito paralelo R-L-C

2.3.3. Circuito paralelo R-L-C
Aplicando la primera ley de Kirchhoff (de corrientes) al tnico corte del
circuito de la figura 2.21 se obtiene la ecuacién
1 de

s = — t)dt C— 2.47

=1 [ewars 5O (2.47)
si se tiene en cuenta que el flujo concatenado por la inductancia es ¢ = L1
entonces el voltaje en los terminales de la inductancia es dado por

_ d¢
== (2.48)

Utilizando (2.48) en (2.47) se obtiene la ecuacién diferencial 2.49

Lo 1do
et Lo—i (2.49)

2.3.4. Analogia fuerza-torque-corriente
Comparando las ecuaciones diferenciales (2.11), (2.27) y (2.49) de los sistemas
fisicos correspondientes (mecénico traslacional de la figura 2.4, mecdnico
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rotacional de la figura 2.11 y el circuito eléctrico de la figura 2.21) se nota que
son de forma idéntica. Tales sistemas se denominan andlogos y los términos
que ocupan las posiciones correspondientes en las ecuaciones diferenciales se
denominan magnitudes y variables andlogas. De esta comparacion se explica
por qué se denomina la analogia fuerza-torque-corriente. La siguiente tabla
hace un resumen de las analogias en este caso:

Sist. mecédnico traslacional | Sist. mecdnico rotacional Sistema eléctrico
Fuerza u Torque T' Corriente ¢
Velocidad lineal g Velocidad angular ¢ Voltaje v
Desplazamiento lineal y Desplazamiento angular # | Flujo ¢

Masa M Inercia J Capacitancia C
Coef. de friccion viscosa B | Coef. de friccién viscosa B | Resistencia %
Constante del resorte K Constante del resorte K Inductancia %

Nuevamente entonces se pueden obtener circuitos eléctricos andlogos a
sistemas mecédnicos traslacionales y rotacionales y utilizar todas las técnicas
de descripcién de redes (inclusive muchos teoremas que simplifican el an4lisis)
para plantear modelos matemdticos para los sistemas mecédnicos.

El circuito eléctrico andlogo a un sistema mecdnico traslacional (rotacional)
se puede obtener teniendo en cuenta la anterior tabla y notando que por cada
masa (inercia) o punto que se desplace (rote) a cierta velocidad, en el sistema
mecénico, habra un nodo en el circuito anédlogo (ademds del de referencia).
Si se supone, sin pérdida de generalidad, que todas aquellas velocidades son
positivas con respecto a la referencia, entonces en el circuito se supone que
todos los nodos estdn a mayor potencial con respecto al de referencia.

Ejemplo 2.11 Plantear un modelo matemdtico para el sistema mecdnico
traslacional de la figura 2.15 utilizando la analogia fuerza-torque-corriente.

Nétese de la figura 2.15 que hay dos velocidades 9; y 92 que se suponen
positivas con respecto a la referencia. Por lo tanto, el circuito eléctrico andlogo
(figura 2.22) tendrd dos nodos (1 y 2) y el de referencia (0) cuyos voltajes con
respecto al de referencia (llamados voltajes de nodo) e; y ey, son andlogos a
las velocidades 1; y 12, respectivamente. Utilizando la tabla de la analogia
fuerza-torque-corriente se obtienen los elementos de circuito correspondientes
a las masas, resortes y amortiguadores.

Puesto que las masas M; y M, se mueven a las velocidades 1, y 9o,
entonces los voltajes entre los terminales de las capacitancias andlogas
correspondientes C y Cs son e y e y por lo tanto estdn conectadas entre los
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nodos 1 y referencia, y 2 y referencia, respectivamente. Asi mismo, como uno
de los extremos de B; y de K; se mueve a la velocidad g; y el otro extremo
es fijo, entonces sus elementos de circuito andlogo R; y L, respectivamente,
estdn conectados entre el nodo 1 y el de referencia. Nétese que Ry y Lo son
elementos conectados entre los nodos 1 y 2 (la diferencia de potencial entre
sus terminales es e; — e, suponiendo el nodo 1 a mayor potencial con respecto
al nodo 2) ya que los extremos de sus andlogos, By y K3, se mueven a las
velocidades 9; y 92 (la velocidad relativa del extremo inferior con respecto al
superior es 7; — ). Finalmente, la fuerza externa p (t) tiene como analogo
en el circuito la fuente de corriente i (t). Nétese que con el sentido mostrado
de la fuente, si el estado energético inicial se supone nulo, los voltajes de
nodo e; (0) y ez (0) son positivos cuando i (0) > 0, lo cual coincide con que
si p(0) > 0, entonce 7 (0) y 92 (0) son positivas con los sentidos mostrados.

o —
4 L 1
LL% Rl§ c.’T Icl CzI T, CDi(L)

Figura 2.22: Circuito eléctrico ejemplo 2.11

Las siguientes son las magnitudes y variables andlogas:

Cy = My, Cy = My, Ry = BLQ, Ry = B%, Ly = KLQ, Ly = K%» i(t) = p(t),
€2 = Y2, €1 = Y1-

Aplicando la primera ley de Kirchhoff a los nodos 1 y 2 del circuito de la
figura 2.22 se obtienen las ecuaciones que lo describen:

dey e1 1 1 )
0=C{— 4+ — + — dt + — — dt 2.50
Vg TR Ty ) adtt g, [l e)dit e (250)
d _ 1
i(t) = Cp2 4 24 (€2 — e1) dt (2.51)

iR, I
Reemplazando las anteriores magnitudes y variables andlogas en las
ecuaciones (2.50) y (2.51) se obtienen las ecuaciones (2.39) y (2.40),

respectivamente, que describen el comportamiento del sistema mecédnico
traslacional de la figura 2.15.
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Ejemplo 2.12 Plantear un modelo matemdtico para el sistema mecdnico
rotacional de la figura 2.18 utilizando la analogia fuerza-torque-corriente.

Nétese de la figura 2.18 que hay dos velocidades angulares 0, y 0,. que
se suponen positivas con los sentidos mostrados. Por lo tanto, el circuito
eléctrico andlogo (figura 2.23) tendrd dos nodos (1 y 2) y el de referencia
(0) cuyos voltajes de nodo e; y es, son andlogos a las velocidades 0, y 92,
respectivamente. Utilizando la tabla de la analogia fuerza-torque corriente se
obtienen los elementos de circuito correspondientes a las inercias, resortes y
amortiguadores. Puesto que las inercias JJ; y Jo se mueven a las velocidades
0, v 0, entonces los voltajes en los terminales de las capacitancias andlogas
correspondientes C; y C son e y €3 vy por lo tanto estdn conectadas entre
los nodos 1 y referencia, y 2 y referencia. Como uno de los estremos de B;
y de B, se mueve a la velocidad 0, y el otro extremo es fijo, entonces sus
elementos de circuito andlogo R; y Rs, respectivamente, estdn conectados
entre el nodo 1 y el de referencia. Asi mismo, como uno de los extremos de
Bs y de By se mueve a la velocidad 05 y el otro extremo es fijo, entonces sus
elementos de circuito andlogo R3 y R4, respectivamente, estdn conectados
entre el nodo 2 y el de referencia. Nétese que L es un elemento conectado
entre los nodos 1 y 2 (la diferencia de potencial entre sus terminales es e; —es)
ya que los extremos de su andlogo, K, se mueven a las velocidades angulares
0, y 0, (la velocidad relativa del extremo izquierdo con respecto al derecho es
01 —65). Finalmente, el torque externo 7' (t) tiene como andlogo en el circuito
la fuente corriente ¢ (t). Nétese que con el sentido mostrado de la fuente, si
el estado energético inicial se supone nulo, los voltajes de nodo e; (0) y e2 (0)
son positivos cuando i (0) > 0, lo cual coincide con que si 7' (0) > 0, entonces
01 (0) y A, (0) son positivas con los sentidos mostrados.

L

@ ®
00
A J_ J— 3
i(t)<>R1$R2 CITI‘Cl CZITCQR R,

)
o)

Figura 2.23: Circuito eléctrico anédlogo ejemplo 2.12

Las siguientes son las magnitudes y variables andlogas:
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Cy = Jy, Cy = Ji,Ry = 3, Ry =
€1 = 91, €y = 92.

Aplicando la primera ley de Kirchhoff a los nodos 1 y 2 del circuito de la
figura 2.23 se obtienen las ecuaciones que lo describen

Bl?)a R2 = BL27R1 = Blla L= %7 Z(t) = T<t)7

. €1 d€1 1
) = — Lotz — &) dt 92.52
i(t) (Bit By) 1dt+L/(€1 ¢2) (2:52)
€9 deg 1
— _— —_— i - dt 2'
0 (R3 + Ry) tOr T / (c2 = e1) (2:53)

Reemplazando las anteriores magnitudes y variables andlogas en (2.52)
y (2.53) se obtienen las ecuaciones (2.43) y (2.44), respectivamente, que

describen el comportamiento del sistema mecdnico rotacional de la figura
2.18.

Ejemplo 2.13 Obtener wun modelo matemdtico que describa el
comportamiento del sistema mecdnico traslacional de la figura 2.24
utilizando la analogia fuerza-torque-corriente.

$ P(Y)

B

B,

K, K.

Figura 2.24: Sistema mecédnico traslacional del ejemplo 2.13
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Figura 2.25: Circuito eléctrico anédlogo

Utilizando el mismo procedimiento de los dos ejemplos anteriores se obtiene
el circuito eléctrico andlogo que se muestra en la figura 2.25

Los pardmetros y las variables andlogas son:

Ci=M,;,i=1,2,3

R, = % k; =1,2

L= 50 )= 1,2,3,4

en ="UYn,n =123

i(t)=p(t)

Aplicando la primera ley de Kirchhoff a los nodos 1, 2 y 3 se obtienen las
ecuaciones que describen el circuito de la figura 2.25

deq 1 1 1 €p—ey € —e3 |
¢ dt +(L1+L2)/eldt+L3 (er = ea)dt + R’y - Ry =i
(2.54)
eo — e 1 de 1
T L) ety [emwd=0 25
des 1 €3 — €1
Cs dt + Ly /(63 e2) dt + 2 (256)

Utilizando los pardmetros y variables andlogas en las ecuaciones (2.54), (2.55)
y (2.56) se obtienen las ecuaciones que describen el sistema de la figura 2.24

Mg + (K1 + Ko) yn + Kz (y1 — y2) + B (i1 — %) + B2 (11 — 93) = p(t)
By (92 — 1) + K3 (y2 —y1) + Magia + Ky (y2 —y3) = 0
Msijs + Ky (Y3 —y2) + Ba (g3 — 1) = 0
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Ejemplo 2.14 Plantear un modelo matemdtico para el sistema mecdnico
traslacional de la figura 2.5 utilizando la analogia fuerza-torque-corriente.

El circuito eléctrico andlogo en este caso se muestra en la figura 2.26, en
donde las magnitudes y variables andlogas son

Cy = My, Cy = My, R2 = 4, Rl = 5, [2 = 2=, L1 = 3, v(t) = a(t),
es =2, €1 =17.

L 2 L 1
a0 ™
©
+
R, ;: e 2 e ,_-: V[t)
C 2 R 1 C 1 -
i‘\g}l

Figura 2.26: Circuito eléctrico anédlogo

Aplicando la primera ley de Kirchhoff a los nodos 1 y 2 se obtienen las
ecuaciones

e de 1 . 1

R_11+Cld_t1+L_1 (ex—@)dt+ o [ (er—e)dt = 0 (257)
€9 d€2 1
— — 4+ — — = 2.
R2 + Oz dt + LQ (62 61) dt 0 ( 58)

Reemplazando los anteriores pardmetros y variables andlogas en las
ecuaciones (2.57) y (2.58) se obtienen las ecuaciones (2.15) y (2.16) que
describen el sistema mecdnico de la figura 2.5.

2.4. Ecuaciones de estado para circuitos
eléctricos
Se verd un procedimiento sistemédtico para asignar variables de estado y

plantear las ecuaciones de estado para circuitos eléctricos con pardametros
concentrados que pueden contener fuentes independientes de voltaje y
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corriente. FEste procedimiento usa la descripcién en grafos de circuitos
eléctricos descrita en el anexo A.

Si en una red eléctrica se conocen las corrientes en todas las inductancias
y los voltajes en todos los condensadores, entonces el comportamiento de la
red estd completamente descrito. Por lo tanto, es natural seleccionar como
variables de estado las corrientes en todos los inductores y los voltajes en
todos los capacitores en redes propias (que no son impropias).

Una red impropia es aquella que contiene por lo menos una trayectoria
cerrada (llamada impropia) compuesta unicamente de condensadores y/o
fuentes independientes de voltaje y/o un corte (llamado impropio) formado
unicamente por inductores (con o sin acoplamiento mutuo) y/o fuentes
independientes de corriente. Nétese que al aplicar la segunda (primera)
ley de Kirchhoff a cada trayectoria impropia (corte impropio) aparece
una dependencia lineal entre los voltajes (corrientes) de los condensadores
(inductancias) que forman parte de ella (el). Por lo tanto, en una red
impropia se deben escoger como variables de estado los voltajes en todos los
condensadores, menos uno por cada trayectoria impropia (el correspondiente
a cualquiera de los condensadores de la trayectoria impropia) y las
corrientes en todas las inductancias, menos una por cada corte impropio
(la correspondiente a cualquiera de las inductancias del corte impropio) para
que el nimero de variables de estado sea minimo (es decir, no haya variables
de estado redundantes).

Recuérdese que un conjunto de cortes es minimo si cada uno de ellos tiene
una sola rama.

Ce
v(t) Xt | o | X2 (1)
N c

Figura 2.27: Circuitos impropios

Noétese que si en cualquiera de los circuitos impropios de la figura 2.27 se
asignan los voltajes en todos los condensadores y las corrientes en todas las
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inductancias como variables de estado se ve que x; (t) = x5 () para todo t.
Obviamente hay una redundancia aqui.

2.4.1. Meétodo sistematico para obtener las ecuaciones
de estado

1. Hacer un gréfico y seleccionar un drbol que se llamara arbol normal,
en donde las ramas de éste se escogen en el siguiente orden: fuentes de
voltaje, capacitores, resistencias, inductancias y fuentes de corriente.
Por lo tanto, un &rbol normal consiste de todas las fuentes de
voltaje, el méximo nimero permisible de capacitores (en el caso de
una trayectoria impropia no todos los condensadores pueden formar
parte del &rbol), las resistencias y finalmente el nimero minimo de
inductancias. Generalmente no contiene fuentes de corriente.

2. Asignar los voltajes en los condensadores que forman parte del drbol
normal y las corrientes en las inductancias que corresponden a enlaces
como variables de estado. Los voltajes en los condensadores que
corresponden a enlaces y las corrientes en las inductancias que forman
parte del drbol normal no son necesarios escogerlos como variables de
estado.

3. Expresar los voltajes y corrientes a través de todas las resistencias,
todos los condensadores que correspondan a enlaces y todos los
inductores que forman parte del arbol normal en funcién de las variables
de estado y las entradas (fuentes independientes) mediante la aplicacién
de la segunda y la primera ley de Kirchhoff a los anillos (un anillo es una
trayectoria cerrada que contiene un sélo enlace) y cortes que contienen
aquellos elementos.

4. Aplicar la segunda y la primera ley de Kirchhoff a cada anillo y cada
corte que contiene cada elemento que ha sido asignado como variable
de estado.

Ejemplo 2.15 Plantear las ecuaciones de estado y de salida del circuito
mostrado en la figura 2.28

Se obtiene el grafico orientado que se muestra en la figura 2.29, en donde el
arbol es un arbol normal.
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© @
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Figura 2.28: Circuito eléctrico ejemplo 2.15
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)
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Figura 2.29: Gréfico del circuito de la figura 2.28

Se escogen como variables de estado a

T V2
X = [X2]| = |V3
x3 i7

Se expresan a vg (y por tanto ig) e iy (y por tanto vy) en funcién de las
variables de estado y de las entradas, usando las leyes de Kirchhoff. Aplicando
la segunda ley de Kirchhoff en el anillo formado por los nodos 1-0-2-1 se

obtiene:

Vg — U1 (t) — I



46 Modelos matemédticos de sistemas fisicos

Por lo tanto:

o (t) —m
=7 2.59
5 R, ( )
Aplicando la primera ley de Kirchhoff al corte ¢4 se obtiene:
i4 = XT3
Por lo tanto:
vy = Raxs

Ahora se obtienen las ecuaciones de estado. Aplicando la primera ley de
Kirchhoff al corte ¢, usando (2.59) y organizando se obtiene la ecuacién

(2.60)
1 1 1 1
—_——T — — —uy (t) + =uy (t 2.60
ot T gt e )+ G () (2.60)
Usando la primera ley de Kirchhoff en el corte ¢3 y organizando se obtiene

la ecuacion (2.61)

T, =

iy — (2.61)
To = —u .
2= 5,7
Aplicando la segunda ley de Kirchhoff en el enlace formado por los nodos
0-2-3-4-0 y organizando se obtiene la ecuacién
. 1 1 R
T3 = z[L’l - zl’g - fl’g (262)
Reescribiendo (2.60), (2.61) y (2.62) en forma matricial se obtiene la ecuacién
de estado

1 1 1

Ty T Ry 0 e T RiC1  C1 t
#al=] 0 0 L ||m|l+]0 o0 [zl Etﬂ
73 1 1 R g 0o o™

La ecuacion de salida se puede expresar facilmente en funcién de las variables
de estado y las entradas como

y:U7:Li’3:$1—$2—R2$3
La cual escrita en forma matricial es

y(t)=[1 -1 —Ry) 2 (2.63)

X3
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Ejemplo 2.16 Plantear las ecuaciones de estado y de salida del circuito
mostrado en la figura 2.30. Las salidas son: el voltaje en el condensador C
con la polaridad mostrada y la corriente a través de la inductancia Ly con el
sentido mostrado.

Vg
R
| £
SELAN
D e G (e ©

Figura 2.30: Circuito eléctrico ejemplo 2.16

La figura 2.31 muestra el grifico orientado en donde se usé el arbol normal.
Se escogen como variables de estado

T V2
X = [Z2| = |VU3
T3 16

Como hay inductancias mutuamente acopladas, es conveniente plantear la
ecuacién primitiva que relaciona los voltajes entre sus terminales y las
derivadas temporales de las corrientes. Es decir, en este caso

N {:] (2.64)

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff al anillo que contiene el enlace 7
y la primera ley de Kirchhoff a los cortes que contienen las ramas 5 y 4,
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Figura 2.31: Gréfico del circuito de la figura 2.30

respectivamente, se obtienen

Uy = To— X1 (2.65)
i5 = Uz + T3 (266)
i4 = I3 (267)
Por lo tanto
i7 - Cg (.1'2 - ZE'1> (268)
Vs = L1 (U,Q - I3) - MﬁL‘g (269)
Vg = R.Ig (270)

Aplicando la primera ley de Kirchhoff a los cortes c; y ¢3 y usando la ecuacion
(2.68) se obtienen, respectivamente:

letl - 02 (ZL’Q - 5(71) — Uy — T3 = 0 (271)
035.62 + Cg (.TJQ — 56'1) + Uy = 0 (272)

Organizando (2.71) y (2.72) y resolviendo para &; y &2 se obtienen:

) Cy + Cy Cs

r1 = T3+ —U2
T T

. Cy Ch

To = —T3— —U2
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en donde m; = C1Cy+ C1C5+ Cy,C3. Aplicando la segunda ley de Kirchhoff al
anillo que contiene el enlace 6, usando las ecuaciones (2.64), (2.66) y (2.70)
y organizando se obtiene

1 R2 1 M - Ll .

.fil'g = ——1 — —I3 + — U1 + U9
T2 Up) T2 T2

en donde my = L; + Ly — 2M. Reescribiendo las ecuaciones de estado en
forma matricial:

iy 0 0 ©t%7 0o & 0 0 ,
s _ % 0 — 7r_22 3 % 0 Uz 0 M;2L1 U2

La ecuacién de salida es

2.4.2. Ecuaciones de estado con derivadas de las
entradas

Como se puede notar del ejemplo anterior (caso de un circuito impropio), a
veces pueden aparecer en la ecuacién matricial de estado la primera derivada
de las entradas. Es decir, en forma general

x = AX + B;u+ Bou (2.73)
y= Cx + Du (2.74)

Para evitar que estas derivadas de las entradas aparezcan en la ecuacién de
estado, se pueden redefinir las variables de estado de la siguiente manera

m £ x — Byu (2.75)

De (2.73)
% — Byt = Ax + Bju (2.76)

Reemplazando (2.75) en (2.76)

m = A [m + Byu]+B;u
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y organizando

se obtiene la nueva ecuacién matricial de estado en funcién del vector de
estado m. La ecuacién de salida se obtiene reemplazando (2.75) en (2.74)

y = Cm+ [CBy+D]u

se obtiene la ecuacién de salida en funcién de las nuevas variables de estado
m.

2.5. Otras analogias electromecanicas

2.5.1. Palancas

Figura 2.32: Palanca ideal

Considérese el sistema mecdnico de la figura 2.32 el cual consta de una
palanca ideal y un punto de apoyo. Supdngase que F; (con el sentido
mostrado) es una fuerza externa aplicada en el extremo de la izquierda y F5
(con el sentido mostrado) es la fuerza generada sobre alguna carga mecénica,
la cual no se muestra. La velocidad angular w de la palanca que rota alrededor
del punto de apoyo se puede expresar en funcién de las velocidades lineales
de los extremos, v1 y vq, de la siguiente manera:
U1 V2
W= L —

T d dy
de donde se obtiene la relacién entre las velocidades lineales:

d
o_ o (2.78)

V2 dy
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Puesto que se ha supuesto que la palanca es ideal, entonces, aplicando el
principio de conservacién de la energfa, la potencia entregada en el extremo
izquierdo de la palanca (Fjv;) es igual a la potencia absorbida por la carga
en el extremo derecho de la palanca (Fyvs), es decir:

Fivy = Fyvy
de donde se obtiene la relacién entre las fuerzas en los extremos:
F ds
— == 2.79
o d (2.79)

2.5.2. El transformador ideal como andlogo de la
palanca

n; : No

Figura 2.33: Transformador ideal

La figura 2.33 muestra el circuito de un transformador ideal, en el cual se
satisfacen las siguientes relaciones:

a _m_, (2.80)
€2 o

a _ome 1 (2.81)
ig nq a '

en donde e; y es (i1 e i2) son los voltajes (corrientes) con las polaridades
(sentidos) mostradas entre (a través de) los terminales de los devanados del
primario y del secundario respectivamente. a es la relacién del nimero de
espiras del primario al secundario.

Comparando las ecuaciones (2.80) con la (2.78) y la (2.81) con la (2.79) se
puede establecer una analogfa entre la palanca y el transformador, en donde
e1y ey (i1 e iz) son andlogos a v; y vo (Fy y F3) y la relacién a = Z—; a Z—;.
Notese que esta analogia usa la analogfa fuerza-corriente.
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2.5.3. El transformador como acoplador de
impedancias

iy 1g

e, ot Carga
>
n; : ng

Figura 2.34: El transformador con carga

Considérese el transformador ideal mostrado en la figura 2.34, en donde la
carga podria ser una resistencia, un condensador, una inductancia o una
combinacién de estos elementos.

a. Si se suponde que la carga es una resistencia R, entonces:
es = Ri (2.82)
Reemplazando las ecuaciones (2.80) y (2.81) en (2.82) se obtiene
€1 = Reyis (2.83)

en donde R., = a*R, es una resistencia equivalente vista entre los
terminales del primario.

b. Si la carga es una inductancia L, entonces:

o
es = L% (2.84)

Usando las ecuaciones (2.80) y (2.81) en (2.84) se obtiene
diy
— Lpy—2t

7

en donde L., = a’L, es una inductancia equivalente vista entre los
terminales del primario.
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c. Sila carga es una capacitancia C', entonces:

d@g
o = C— 2.85
ia I (2.85)
Usando las ecuaciones (2.80) y (2.81) en (2.85) se obtiene
. dey
11 = Ceq% (286)
en donde C,, = a%, es una capacitancia equivalente vista entre los

terminales del primario.

2.5.4. La palanca como acoplador de elementos
mecanicos

Considérese la palanca ideal de la figura 2.32, en donde la carga podria ser una
masa, un resorte o un amortiguador, o cualquier conexién de estos elementos.

a. Si se supone que la carga conectada entre el extremo derecho de la
figura 2.32 y la referencia es un amortiguador, con coeficiente de friccién
viscosa B, entonces:

F2 = BU2 (287)
Usando las ecuaciones (2.78) y (2.79) en (2.87) se obtiene
F1 = Beqvl (288)
2
en donde B, = (%) B, es el coeficiente de friccién viscosa del

amortiguador equivalente en el extremo izquierdo de la palanca.

b. Si la carga es un resorte con constante K, conectado entre el extremo
derecho de la figura 2.32 y la referencia, entonces:

Usando las ecuaciones (2.78) y (2.79) en (2.89) se obtiene

F = K., / " (2.90)

2
en donde K., = (g—f) K, es la constante del resorte equivalente en el

extremo izquierdo de la palanca.
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c. Si la carga es una masa M en el extremo derecho de la palanca,
entonces:

d’U2
Fy=M—= 2.91
2 dt (2:91)

Usando las ecuaciones (2.78) y (2.79) en (2.91) se obtiene

dUl

Fr=Me gy

(2.92)

2
en donde M., = <§—i> M, es la masa equivalente en el extremo
izquierdo de la palanca.

Ejemplo 2.17 Para el sistema mecinico de la figura 2.35, suponer que
la palanca es ideal y hallar la ecuacion diferencial que relaciona el
desplazamiento de la masa M con la fuerza externa p(t), ast como la ecuacion
de estado y la ecuacion de salida.

L

__(

Ry Y

K
d, | d, %
- %

p(t) § 7

Figura 2.35: Sistema mecédnico ejemplo 2.17

Se utilizard la analogfa fuerza-torque-corriente. El circuito eléctrico andlogo
se muestra en la figura 2.36.
Las analogfas son:

C=M R=g L=ga=gi)=p(t) =5
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N L ™
©) ® ®

A .
i(t) C) Co~ IE

n;: np

a= n,/nz

Figura 2.36: Circuito eléctrico anédlogo figura 2.35

ai(t) CD N ©

Figura 2.37: Circuito equivalente al de la figura 2.36

Se encuentra un circuito eléctrico equivalente desplazando la corriente i (t)
al secundario y eliminando el transformador, como se muestra en la figura

2.37.
Aplicando la primera ley de Kirchhoff en el nodo 1 se obtiene

ai (t) = c— + = (2.93)

Reemplazando las analogias en (2.93) se obtiene (2.94) que es la ecuacién
diferencial pedida

@@ + B@@ =
dy dt? dy dt
Seleccionando como variables de estado x; = y, x5 = 7, y reemplazando en
la ecuacion (2.94) se obtiene la ecuacién de estado

{2] B [8 —15} Bj + [5—;0%] p(t)

con ecuacién de salida dada por

y=1[1 0] Bj

M p (1) (2.94)
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2.5.5. Sistemas acoplados en movimiento rotacional

Ny

33l

Cv‘l:@l T, & A”

I 2 Wao @2

{_ﬂ%@

2

No

Figura 2.38: Engranajes

Considérese el sistema mecédnico rotacional de la figura 2.38 el cual consta
de un par de engranajes y alguna carga mecdnica en el engranaje de la
derecha, la cual no se muestra. Supéngase que 77 (con el sentido mostrado)
es una torque externo aplicado en el engranaje de la izquierda y 75 (con el
sentido mostrado) es el torque generado sobre la carga mecénica. La velocidad
tangencial v en el punto A de la figura 2.38 , se puede expresar en funcién
de las velocidades angulares, w; y wsq, de la siguiente manera:

V= WiTr1 = WaTl9

donde r; y 73 son los radios de los engranajes 1 y 2, respectivamente. Como
la relacién del niimero de dientes es proporcional a la relacién de los radios

respectivos, entonces
w r N 1
=== (2.95)
1 N1 N
Puesto que se ha supuesto que el acoplamiento es ideal, entonces, aplicando
el principio de conservacion de la energia, la potencia entregada en el eje
del engranaje izquierdo (Tjw;) es igual a la potencia absorbida por la carga
conectada en el eje del engraje derecho (Thws), es decir:

Wa

Tiwy = Thwo
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de donde se obtiene la relacién entre los torques:

M

nLoN, a (2.96)
Comparando las ecuaciones (2.80) y (2.81) con las ecuaciones 2.95 y (2.96)
se puede establecer una analogia entre el par de engranajes acoplados
rotacionalmente y el transformador, en donde e; y e (i1 e i) son andlogos
awyyws (T1y Te) y larelacion a = Z—; a % = %—f Noétese que esta analogia
usa la analogfa torque-corriente.

2.5.6. El engranaje como acoplador de elementos
mecanicos

Considere el engranaje ideal de la figura 2.38 en donde la carga podria ser
una inercia, un resorte o un amortiguador, o cualquier conexién de estos
elementos.

a. Si se supone que la carga conectada en el engranaje 2 de la figura 2.38
y la referencia es un amortiguador, con coeficiente de friccién viscosa
B, entonces:

T, = Bw, (2.97)
Usando las ecuaciones (2.78) y (2.79) en (2.97) se obtiene

Ty = Begwr (2.98)
en donde B.,, = N?B, es el coeficiente de friccién viscosa del

amortiguador equivalente en el engranaje 1.

b. Si la carga es un resorte rotacional con constante K, conectado entre
el engranaje 2 de la figura 2.38 y la referencia, entonces:

Usando las ecuaciones (2.78) y (2.79) en (2.99) se obtiene

Ty =K., / widt (2.100)

en donde K., = N?K, es la constante del resorte equivalente en el eje
del engranaje 1.
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c. Sila carga es una inercia J en el engranaje 2, entonces:

de
Ty =J—= 2.101
2 dt (2.101)

Usando las ecuaciones (2.78) y (2.79) en (2.101) se obtiene

dw1

Tl == Jeq% (2102)

en donde J,, = N2J, es la inercia equivalente en el engranaje 1.

Ejemplo 2.18 Plantear wun conjunto linealmente independiente de
ecuaciones diferenciales que describa completamente el comportamiento
del sistema mostrado en la figura 2.39.

N,
Bm Bl.
/G, /|
| i 1
H \ml
To@m:Om M T, w0,
I ]
J, 1 J., —
m\ ]
.B2 B.
Ng

Figura 2.39: Sistema del ejemplo 2.18

Utilizando la analogfa fuerza-torque-corriente, para el sistema mecédnico
rotacional se obtiene el circuito eléctrico andlogo de la figura 2.40, en donde
las analogfas son:

by = Ty = Y00 = % By = e Ry = g R = . R = g L =
ﬁ’ :N,Olzjl,CQZJQ,CC:JC.

Si los elementos de circuito del lado derecho del transformador (secundario)
se refieren al lado izquierdo del mismo (primario), el circuito de la figura 2.40

queda reducido al circuito simple de la figura 2.41.
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vA
N
71
N S
vA

e
[y

\ C, C.
R

R ! R R.

n; : ng

a=n,/n;

Figura 2.40: Circuito eléctrico anédlogo ejemplo

e
®

Figura 2.41: Circuito eléctrico reducido del ejemplo

en donde:
Cy+ C,
Ceq = C’1 + o2
R o CL2R1 RQRC
“ " RiRy+ RR,+a’RyR,

29

(2.103)

(2.104)

Aplicando la primera ley de Kirchhoff a los nodos 1 y 2 del circuito de la

figura 2.41 se obtienen:

em 1
R—m—kﬂ/(em—aec)dt = Im
1

d (ae.) B
o +Z/(aec—em)dt =0

ae,

R,

+ Ceq

(2.105)

(2.106)
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Reemplazando las analogias, (2.103) y (2.104) en (2.105) y (2.106) se
obtienen:

db,, 1
B Ym 9. =T 2.1
1 dé. 1 .
N di (N2 (BC+B2) +Bl) + N (Jl +N2 (JQ + Jc)) E
1
+G (NQC - 0m> =0 (2.108)

Las ecuaciones (2.107) y (2.108) constituyen el modelo matematico que
describe completamente el comportamiento del sistema de la figura 2.39.

Ejemplo 2.19 Plantear la ecuacion diferencial y la funcion de transferencia
que relacione la entrada u (t) con la salida y (t) del sistema mostrado en la
figura 2.42. Donde u (t) es una fuerza aplicada sobre la masa M. Nétese que
las dos poleas tienen una inercia total J y se mueven simultaneamente a la
velocidad angular w.

%&3@

N

Figura 2.42: Sistema mecdnico ejemplo 2.19
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Utilizando la analogfa fuerza-torque-corriente, para el sistema mecdnico de
la figura 2.42 se obtiene el circuito eléctrico anédlogo de la 2.43 en donde las
analogfas son:
R:%,C:M,C'J:J,L:%,u(t):i(t),elzvlzy, €y = W, €3 = Us.
Las relaciones de transformacién se obtienen a partir de las relaciones entre
las velocidades traslacionales v, y vo con w dadas por

U U2

w=— =
r1 )

. | S
i(7) C) N & ‘ ‘ N I ‘ e L
l1:p

Figura 2.43: Circuito eléctrico anédlogo ejemplo 2.19

Aplicando la primera ley de Kirchhoff (corrientes) al circuito eléctrico andlogo
de la figura 2.43, se obtiene

. d61 €1 deel ™ 2/
t)=C—+ =+ —— — dt 2.109
=Cutrtaa ) |a (2.109)

Al reemplazar los equivalentes mecdnicos en la ecuacién (2.109) se obtiene

>y T d*y r\°
t)=M—7T+ —=—=+ B> — t 2.11
u(t) @ T Eae T dt+(r2) y(®) (2.110)

Al aplicar la transformada de Laplace a la ecuacién (2.110) con condiciones
iniciales nulas se obtiene la funcién de transferencia dada por

Y (s) 1

VGl (Mt 4)s+Bs+ <—2>2
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2.6. Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1 Para el sistema mecdnico traslacional de la figura 2.44 obtener
un circuito eléctrico andlogo usando la analogia fuerza-torque-corriente y
plantear un modelo de espacio de estados, en donde la salida sea la velocidad
de la masa M con el sentido indicado, resultante de aplicar las fuerzas u (t)
yn(t) con los sentidos mostrados.

%

5

Figura 2.44: Sistema mecdnico traslacional ejercicio 2.1

Ejercicio 2.2 Para el sistema mecdnico rotacional de la figura 2.45 plantear
un modelo matemdtico que lo describa completamente, utilizando un circuito
eléctrico andlogo que use la analogia fuerza-torque-corriente. T (t) es un

torque de externo (entrada) y 0 (t) es el desplazamiento angular de la inercia
Jy (salida).

7

LI |
B \ \ By B,

Figura 2.45: Sistema mecdnico de rotacién ejercicio 2.2
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Ejercicio 2.3 Encontrar la ecuacion diferencial, la ecuacion de estado
y la ecuacion de salida, y la funcion de transferencia para el sistema

mecdnico traslacional de la figura 2.46. Con u (t) (fuerza) la entrada y y (t)
(desplazamiento) la salida.

Figura 2.46: Sistema mecdnico traslacional ejercicio 2.3

Ejercicio 2.4 Describir el comportamiento del circuito eléctrico de la figura
2.47 mediante variables de estado. Hallar las matrices A, B, C' y D y la
matriz de trasferencia.

R Uz(l-)

\_
e
o
—
N
/1
(o]

s (1) C

Figura 2.47: Circuito eléctrico del ejercicio 2.4

Ejercicio 2.5 Describir el comportamiento del circuito eléctrico de la figura
2.48 mediante variables de estado. Hallar las matrices A, B, C'y D y la matriz
de trasferencia. Considere R =2, C; = 1F, Cy, = 0.5F, 1 = M; = 1H, y
L2 = 2H

Ejercicio 2.6 Para el sistema mecdnico traslacional de la figura 2.49
plantear las ecuaciones de estado y de salida.
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R
w2 T Mo C
C, L.

Figura 2.48: Circuito eléctrico ejercicio 2.5

y (posicién)

-«

K _-13
0O O

u(t) (fuerza)

L.
A1 M, f/’
M, B,

B QO
Ve s
B i B4

Figura 2.49: Sistema mecdnico ejercicio 2.6

Ejercicio 2.7 Plantear un modelo matemdtico que describa completamente
el comportamiento del sistema mecdnico rotacional de la figura 2.50.

Ejercicio 2.8 Un andlogo simple del cuerpo humano para estudios de
vibracion se considera como una interconexion de masas, resortes y
amortiguadores como se muestra en la figura 2.51 Plantear un conjunto
de ecuaciones linealmente independiente que lo describa completamente.

Ejercicio 2.9 Considere el sistema de la figura 2.52 que corresponde a un
cuerpo rigido que tiene un pivote o en su centro de masa, alrededor del cual
puede girar con un momento de inercia I y un coeficiente de friccion viscosa
By. Para pequenos desplazamientos, obtener un circuito eléctrico andlogo
usando la analogia fuerza torque corriente y plantear las ecuaciones de estado
y de salida, considerando como salida la velocidad angular w del cuerpo rigido
y como entrada la velocidad u (t) aplicada en el extremo del resorte.
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/ I K, ﬁaf Motor\% Kz | /
A = o T 3,
7 un BBy s ml7
/] B B, T(t) B !

(torque generado por el motor)

Figura 2.50: Sistema mecdanico rotacional ejercicio 2.7

Cabeza

R1| K,

Torso superior

K,
u(t) { Eﬂ % M,
(posicién) ~ Brazos y
hombros B, —

By

Ky

Abdomen y
drganos vis—
cerales

Ky

— 0001 000

W dids

~

Figura 2.51: Sistema del ejercicio 2.8
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Figura 2.52: Sistema mecdnico del ejercicio 2.9



Capitulo 3

Linealizacion de modelos fisicos
no lineales

En este capitulo se presenta la linealizacién de sistemas fisicos no lineales
e invariantes con el tiempo para la representacién en ecuaciones de estado
lineales.

3.1. Linealizacion de las ecuaciones de estado
no lineales

Sea el conjunto de ecuaciones de estado no lineales que describen el
comportamiento de un sistema fisico

x(t)=a(x(t),u(t)) (3.1)

con ecuacién de salida no lineal dada por

y () =c(x(t),u(t)) (3.2)

y en donde u es un vector columna de p entradas, y es un vector columna
de ¢ salidas, x es un vector columna de n variables de estado, y donde a y ¢
son funciones vectoriales no lineales que dependen de u y de x.

Considere el comportamiento del sistema alrededor del punto de operacion
denotado por Xy y que corresponde a la entrada nominal uy. Expandiendo en
series de Taylor la ecuacién de estado no lineal (3.1) alrededor de un punto

67
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de operacién, se obtiene

, | <& 0% (x,u) Azl IS 0Fa; (x,u Aul
M=D |2 AR D v i 83
k=1 | j=1 J X0, Jj=1 J X0,ug
donde i = 1,2,...,n, Ai; = &; — a; (X0, uy), AJ;;? = (z; — a:oj)k y Au;? =

k . . . . .
(uj —ug;)". Si se desprecian las derivadas de orden superior, se obtiene la
ecuacién simplificada

n P
da; (x,u da; (x,u
ACL’Z' _ j : z( ) ) A i+ z : z( > ) AUj (34)
- (%cj - 8Uj
J:1 Xo0,U0 ]:1 Xo,U0
La ecuacién (3.4) se puede escribir de forma matricial como
Ax = AAx + BAu
donde
dax  Oay ., Oay da1  Qay ., dum
ox1 Oxo Oxn oul Ous Gup
Qaz  Qaz  Oaz Qaz  daz  ,  daz
A= 32.01 32.02 . arftn, ,B — 37?1 37?2 afip
dan  Oan ., Oan dan  Oan ., ., Oan
8131 8552 832” X0,UQ am aug Bup X0,U0

De manera similar para la ecuacién de salida no lineal descrita por (3.2) se
tiene

| & ¢ (x,u) Am? "L 0F¢; (x,u) Auf
M= |2 o AR Dy e S
k=1 | j=1 I X0,U0 j=1 I X0,U0
donde i =1,2,...,q, Ay; = y; — ¢; (X0, u,). Si se desprecian las derivadas de
orden superior se obtiene
Jdc; (x,u) dc; (x,u)
Z o, Az;+ Z Pu, Auy; (3.6)

X0,U0 X0,U0

La ecuacion (3.6) se puede escribir de forma matricial como

Ay = CAx +DAu (3.7)
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donde
Oc Qe ., Oa dcy  Oer .. Oc
or1  Oxza Oxn Ou;  Ousg Ouyp
Ocyg  Ocg |, Ocy Ocg  Ocg ., Oca
ox oz Oxn ou ou ou
c=|"" "* ) D= |"" "7 L
9cq  Ocq . Ocq Ocq  Ocq . Ocq
Or1  Oxz Oznd x4,uq Our  Oug Auyp X0,10

Noétese que las matrices A, B, C y D son matrices constantes evaluadas en
el punto de nominal.

Ejemplo 3.1 La figura 3.1 muestra el diagrama de un sistema de suspension
magnético de una bola metdlica. El objetivo del sistema es controlar la
posicion de la bola ajustando la corriente en el electroimdn mediante el voltaje
de entrada e (t). Plantear un modelo matemdtico mediante ecuaciones de
estado y linealizarlo alrededor del punto de equilibrio yo (t) = Yo = constante.

Electroima +
ectroiméan WW

}'I i*/y
Bola de acero

Mg

Figura 3.1: Sistema de suspensién magnético de una bola

Las ecuaciones que describen el comportamiento del sistema se pueden
obtener aplicando la segunda ley de Newton a la bola y la segunda ley de
Kirchhoff al circuito eléctrico:

i2 d*y
Mg—— = M— 3.8
9= T2 (3.8)
di
t) = Ri+L— 3.9
e(t) = Ri+L% (39)

Si se definen las variables de estado como: 1 = y, 5 = %
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ecuaciones de estado del sistema son

.Tl = X2 (310)
) 1 22

= g— —— 3.11
T2 g M ( )
: R 1

Se determina el punto nominal de operacién. Puesto que yg = zg1 = Yy =
constante, entonces xgy = 91 = 0. Ademads, como 3 = 0, reemplazando éste
en (3.8) se obtiene iy = x93 = VM gYp.

Utilizando el punto nominal de operacion y linealizando las ecuaciones de
estado no lineales se obtiene

Ady| = |2 0 —2./55 | |An| + 0] Ac(t)

Ejemplo 3.2 La figura 3.2 muestra el diagrama esquemdtico del sistema
de control de un electroimdn y una bola en suspension. La bola de acero
se suspende en el aire por la fuerza electromagnética generada por el
electroimdn, la cual es directamente proporcional al cuadrado de la relacion
% con constante de proporcionalidad K. El electroimdn también se encuentra
suspendido en el aire. El objetivo del control es mantener la bola de
acero suspendida en una posicion nominal controlando la corriente en el
electroimdn. Los valores de las variables i(t), y1(t) y y2(t) son I, Y1, y
Y5, respectivamente. Defina las variables de estado como x1 = y1, T2 = U1,
r3 =12, T4 = Y2. Dado Y, = 1, encuentre [ yYs. Encuentre las ecuaciones de
estado no lineales de la forma &; = a;(x,1) y linealice la ecuaciones alrededor
del punto de operacion I, Yy, Ys.

Las ecuaciones diferenciales estdn dadas por

P dp . i2+K i\’
Vg = M9 T Py " Ys — 1

d*ys dy { 2
My——— = Myg—B— - K
> e ST T
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- Ym0
. BOLA DE ACERO

ie ’ BASE HFIJA DE HIERRO

I
i(t) B.TJT T )
L e
— ,
ch__h'h“"““) ELECTROIMAN M,
—

Figura 3.2: Sistema de levitacién magnética de 2 grados de libertad

Al reemplazar las variables de estado se obtiene el siguiente conjunto de
ecuaciones de estado no lineales

T
T
T3

T4

Ty =
B Ki? Ki?
g Mle M3 + M (z3 — $1)2 -
Ty = ag
B Ki?
99— 77 V4— —— 35 — 4

M2 M2 (.Tg — 131)2

Para el sistema en equilibrio alrededor del punto de operaciéon Y; = 1, se

obtiene

M, + M,
Y, = 144/t 02
2 M,
[ (My + My) g
K

Utilizando el punto nominal de operacién y linealizando las ecuaciones de
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estado no lineales se obtiene

Ay okT1? [ 1 ’ 1 13 22(12 ] Ay
Aty | _ | <7§+(Y2—1)3> M T Whmee O AL,
Ay 0 0 0 1| |A%
Ai‘4 _ﬂ 0 & _B A(L’4
M2(Y271)3 ]\42(5/271)3 M2
0
2KT [ 1
+ Ml( 1+(Y2—1>2) Ai
0
__ 2KI?
Ma(Ya—1)2

3.2. Motores eléctricos

3.2.1. Motor de Corriente Continua

Considere el motor de corriente continua de la figura 3.3 donde se tienen
como entradas el voltaje de campo v y el voltaje en la armadura v,:

Figura 3.3: Motor de corriente continua
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El comportamiento del sistema es descrito con las siguientes ecuaciones

diy
Va = Ruia + Laé teq (3.13)
e, = Kopw = Kyijw (3.14)
T = K0¢ia = Klif?:a (315)
dw
=J—+B 3.16
T o + Bw (3.16)
di
Uy :Rf’if—i-Lf% (317)

que corresponden a ecuaciones diferenciales no lineales. Las ecuaciones (3.13)
a (3.17) pueden ser linealizadas alrededor de un punto de operacién como

dAi,
Av, = R,Ai,+ L, dZ + Ae,

(3.18)
Aea = K()(JJ[)A¢ + K0¢0Aw = KleAif + Klifko (319)
(3.20)
(3.21)

AT = Ko’iaoAqb + K()Q%Aia = KliaoAif + Klingia
dAw

At = J—— + BA
T Jdt+w

dAi
Al}f = RfAif‘f“Lf dtf
donde wy, if9, iq0 son los valores de las variables de estado en el punto
de operacion. Las ecuaciones (3.18) a (3.22) describen el comportamiento
del sistema alrededor del punto de operacién especificado. Estas ecuaciones

pueden ser organizadas como ecuaciones de estado asf:

(3.22)

dAw B Kyt . Kiigo , .
— = ——Aw-— Aip — Ai,
dt A A A B
dAia Klifo Kle . Ra . 1
= ———Aw— Aip——A —A
dt L, 7L, YT e
dAiy Ry . 1
= ——A —A
ar T
y si se reemplazan como variables de estado Az = Aw, Azy = Aip y

Axz = Aig,, se puede escribir la ecuacién de estado en forma matricial del
sistema linealizado como se muestra en la ecuacién (3.23).

B _KliaO _KlifO

Ai’l _j J T Al’l 0 0
Ai | = — e ——KIL;:UO 2 | Ay | + |1 0 {ﬁzi] (3.23)
At 0 _L_J{ 0 Az 0 I;
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Si se definen como variables de salida la velocidad angular Aw y el torque
AT, entonces se puede plantear la ecuacién de salida del sistema como

A.I’l

Aw 1 0 0
= . : Ax 3.24
|:AT:| |:0 KllaO K12f0:| sz ( )
Se pueden hacer aproximaciones del motor de corriente continua si se
consideran como variables de entrada tinicamente el voltaje en de campo

o el voltaje en la armadura, y considerando la otra entrada como constante,
como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.3 (Motor de corriente continua controlado en el campo)

Vi

| +

Figura 3.4: Motor de corriente continua controlado en el campo

En este caso se supone que el voltaje aplicado a la armadura es constante.
El comportamiento del sistema es descrito con las ecuaciones (3.13) a (3.17)
con v, = V. Al linealizar las ecuaciones (3.13) a (3.17) alrededor del punto
de operacién se obtiene

AV = 0=R,Ai, + La% + Ae,

Aea = Klngif + Klifko

AT == KliaoAif + KlifoAia
dA

Ar = J¥EY + BAw

dt
Ai
Avf = RfAif + Lfddtlf
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y utilizando la transformada de Laplace en ellas con condiciones iniciales
nulas:
1

Aly(s) = mAVf (s)
1
Al (s) = —mﬁﬂz (s)
AE,(s) = KiwoAls(s)+ KyippAw (s)
AT (S) = KliaOAIf (S) + KlifOA[a (8)
1
Aw(s) = 7 BAT (s)

de las cuales se puede obtener el diagrama de bloques de la figura 3.5

Js+B Aw

Figura 3.5: Diagrama de bloques del motor de corriente continua controlado
en el campo

Mediante la manipulacién algebraica de las tltimas cinco ecuaciones se puede
obtener la funcién de transferencia:

. KiwoKi1 0
Du(s) (€rio0 = *RER) (Ro + L)
AVi(3)  (Ry+ Lys) [Lads? + (Rod + LoB) s + (RaB + (K1igo)’)]

(3.25)
Considérese como entrada un escalén unitario, es decir Avy (t) = u, (t), por
lo tanto AV} (s) = % Partiendo de que el sistema es estable, se tiene que
el cambio en la velocidad en el estado estacionario, Aw,,, se puede calcular
utilizando el teorema del valor final: Awgs = limy_, oo Aw (1) = lim,_g sSAw ().
En este caso da:

. KiwoKii 0
<K1Za0 - Ra L Ra

Ry (R,B + (Kiigo)®)

Awgs =
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de donde se puede notar que si:

- . KiwoK1i
a. R, es pequena de modo que <K12a0— %) < 0, entonces
a

Aw (s) < 0, es decir la velocidad decrece con el aumento de vy.

b. R, es grande de modo que (Kliao — Kl%{?”“) > (, entonces Aw (s) >

0, es decir la velocidad crece con el aumento de vy.

Si la inductancia de armadura es despreciable, entonces la funcién de
transferencia se reduce a:

Aw (S) - (KliaORa — KleKli]m)

AV (s)  (Ry+ Lys) (RoJs + RyB + (Kiifo)?)

. K1W0K17;f0
(Kllao - T R,

T2
(&+L@<h+3+@%i>

(3.26)

y si la resistencia en el circuito de armadura R, se hace grande (conectando
una resistencia alta en serie):
Aw (S) (Kliao)

Ava (S) - (Rf + LfS) (Js + B) (327)

Ejemplo 3.4 (Motor de corriente continua controlado en la armadura)

Figura 3.6: Motor de corriente continua controlado en la armadura
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Considere el sistema de la figura 3.6 donde el voltaje en el campo V es una
constante. El sistema esta descrito por las ecuaciones (3.13) a (3.17) con
vy = V. Puesto que la corriente de campo I es constante también, entonces
las ecuaciones se pueden reescribir como

di,
Vo = Raig + Laé +ea (3.28)
e, = Kqiljw = Kw (3.29)
7= Kri, (3.30)
d
= Jd—U; + Bw (3.31)
V; = Ryl, (3.32)

Las ecuaciones (3.28) a (3.32) representan un conjunto de ecuaciones lineales,
por lo que se puede obtener directamente las ecuaciones de estado como

di, R, K; 1
E = L—ala L—aw + L—ava (333)
dw Kf B

w _ Ay 5 3.34
dt 7T (3:34)

y reemplazando como variables de estado 1 = i, y 2 = w, se tienen las
ecuaciones de estado en forma matricial como

. Ra Kf 1
1| | T, Tl [Tt Ta
H - [ 7 —%] H i M o (335)

Aplicando la transformada de Laplace con condiciones inciales nulas en las
ecuaciones (3.33) y (3.34) se obtiene

(s + %) L(s) = —Ig—jw (s) + Liava () (3.36)
L(s) - (5 + ?) Kifw (s) (3.37)

y reemplazando (3.37) en (3.36) se obtiene la funcién de transferencia (3.38)

w(s) Ky
Va(s)  JLas*+ (ReJ + BLa) s + R.B + K3

(3.38)
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3.2.2. Servomotor bifasico

Considere el sistema de servomotor bifdsico mostrado en la figura 3.7.
Muy utilizado en servomecanismos de instrumentaciéon y control. Es un
motor con rotor jaula de ardilla y en el estator tiene dos devanados en
cuadratura, llamados fase de control (cuyo voltaje entre sus terminales
e.(t) = E.(t)sin (wt), generalmente se usa como senal de control) y fase
de referencia (su voltaje es ey (t) = E cos (wt)). Como la mayoria de sistemas
fisicos, el servomotor bifdsico es un dispositivo no lineal, lo cual se refleja
fundamentalmente en la relacién entre el torque generado, T', con la velocidad
angular, w,,, y el voltaje E. (t).

rotor

Figura 3.7: Servomotor bifésico

La figura 3.7 muestra una curva tipica dada por los fabricantes de esta
relacion, y la figura 3.8 muestra que para una velocidad angular constante,
el torque generado por el motor T (t) es proporcional a E,. (T).

Se supone que las variaciones de F. (T') son lentas comparadas con la senal
de alimentacion sin (wt). Asi pues, ' =T (w, E.) y linealizando alrededor de
algin punto de operacion Fy:

oT
Ow | p, 0F,
= —k1AO+ kyAe. = JAO + BAO

AT = Ae, (3.39)

Organizando (3.39) se obtiene la ecuacién diferencial (3.40)
JAD + (B + k1) A = kyAe, (3.40)

Usando Laplace en (3.40) con condiciones iniciales nulas se obtiene la funcién
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Figura 3.8: Curvas de voltaje de control y torque del servomotor bifésico con

velocidad constante

de transferencia (5)
A0 (s K
= 3.41
AE.(s) s(1+7s) (3:41)

— _k2 - _J
donde K = 522~y 7 = 57—

3.3. Sistemas Hidraulicos

3.3.1. Servomotor hidraulico

Como ejemplo de un sistema fisico no lineal se considera el servomotor
hidraulico, cuyo modelo matemético se linealiza alrededor de un punto de
operacién conocido, Fy. El funcionamiento descriptivo del sistema consiste
en que si la vdlvula piloto es desplazada hacia la derecha, el aceite a presion
entra por el lado derecho del pistén de potencia y el aceite del lado izquierdo
del mismo va hacia el drenaje. La diferencia de presién a ambos lados del
pistén de potencia produce el desplazamiento de éste hacia la izquierda.
El aceite retorna, recibe nuevamente presién por una bomba y vuelve a
circular al sistema. Cuando el pistén piloto se desplaza hacia la izquierda, el
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cilindro de
A=area

potencia
B I |
| | L |
1y
| P P, « | aceite
|
‘_ﬂ l Q- pistén I Q,
X
} — = —
vélvula
piloto
S U
drenaje fuente a}l)ta presién drenaje
(Pa=0) ® (P4=0)

Figura 3.9: Servomotor hidraulico

pistén de potencia se mueve hacia la derecha. Se determinard la funcién de
transferencia, después de ser linealizado obviamente el sistema, considerando
como salida el cambio en el desplazamiento de la carga mecénica Ay y como
entrada el cambio en el desplazamiento de la vélvula piloto Ax.

La figura 3.10 muestra curvas no lineales de los caudales, ()1 y Q2, en funcién
de las presiones P y P,, respectivamente y del desplazamiento de la valvula
piloto, x. Las expresiones matemaéticas no lineales son:

Q1 = KexvPs— D (3.42)
Qy = Ku\/Py (3.43)

Linealizando las ecuaciones (3.42) y (3.43) se obtiene:

AQI = KlALIT - KQAPl (344)
donde:
K — KB _P| K, — et
1 d s 1 PO, 2 2\/@ PO7
Kdﬂi

Ky = Ki/Py

9 K4
Py

N

Py
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Figura 3.10: Curvas no lineales (01 y Q)

Puesto que el caudal se define como el cambio de volumen por unidad de
tiempo, entonces:

o 44y dy
Qi=0=— = =A-
y por lo tanto:
dA
AQ1 = AQy = _dty (3.46)

La fuerza que actia sobre la masa M, con sentido de derecha a izquierda,
debida al pistén de potencia es:

F=A(P - P)

y por lo tanto:
AF = A(AP, — AP,) (3.47)

Reemplazando (3.46) en (3.47) y (3.45), y despejando AP, y AP, en (3.47)

se obtiene:
dAy

dt
Haciendo el diagrama de cuerpo libre de M y aplicando la segunda ley de
Newton se obtiene

AF = K,Az — K, (3.48)

dy d?y
F-BY _ y%Y
dt dt?
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y por lo tanto
dAy d*Ay
AF —-B—— =M
dt dt?
Reemplazando (3.48) en (3.49) se obtiene la ecuacién diferencial que relaciona
Az y Ay:

(3.49)

d> Ay dAy
— B+ K, — = K,A .
pTE + (B+ K,) 0t AT (3.50)

Usando la transformada de Laplace en (3.50), suponiendo condiciones
iniciales nulas, se obtiene la funcién de trasferencia pedida:
AY (s) K

AX (s) s(Ts+1) (3:51)

M

_ _Ky _ M
donde K = BiK, y1T = iR,

Si la constante de tiempo T es muy pequena o despreciable, entonces el
servomotor hidrdulico en este caso se comporta como un integrador con

ganancia :
AY (s) K
= — .52
AX (s) s (3.52)

3.3.2. Amortiguador hidraulico

Considere el sistema de la figura 3.11 que corresponde a un amortiguador
hidrdulico con resorte. Las ecuaciones que describen el comportamiento del
sistema estdn dadas por
P =P
=R
Y donde la fuerza aplicada en el punto y debida al desplazamiento = estd
dada por

(3.53)

F=AP - P) (3.54)
y corresponde a
F=Ky (3.55)
Adems3s se tiene que
dr dy
=A|l———=2 3.56
1 <dt dt) (8:56)

Entonces, si se reemplaza (3.55) en (3.54) se tiene

AP — P) = Ky (3.57)
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Figura 3.11: Amortiguador hidrdulico

Si se reemplaza la diferencia de presiones de la ecuacion (3.53) en la ecuacién
(3.57) se tiene

ARq = Ky (3.58)
y si se reemplaza en (3.58) la ecuacién (3.56) se obtiene la ecuacién (3.59)

que describe el comportamiento del sistema con amortiguador de la figura

3.11.
de dy

AR(=-Y) oKk .
R(dt dt) y (3.59)

Ahora, si aplicamos transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas
a la ecuacion (3.59) se obtiene

A’RsX (s) = (A’Rs+ K) Y (s)
y por tanto
Y(s) s
X (s) s+ 55
La ecuacién (3.60) describe la funcién de transferencia entre la entrada X (s)

y la salida Y (s) para el sistema de la figura 3.11. La ecuacién (3.59) se puede
reescribir para un punto de operacién dado, como

dAx  dAy
AR == - =2 ) =KA
( at dt ) Y

(3.60)

y podria ser acoplada con el servomotor hidraulico.
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Ejemplo 3.5 (Gobernador de velocidad de una turbina) Considere
el sistema con servomotor hidrdulico de la figura 3.12

vapor
valvula de +

bajar aguja

A AN

-

a la turbina

arj
o[ 19 xe
LS
v
4
aceite a el v 7
alta presidén e 5
/]

| v
servomotor hidriulico

Figura 3.12: Gobernador de velocidad de una turbina

Nétese que si P,.f, la potencia de referencia, aumenta, el punto A baja, C
sube, D sube, abriendo la valvula piloto, lo que hace bajar E y abre mas la
valvula de aguja. La turbina se acelera y w = K f aumenta. Al aumentar la
velocidad las masas m se separan y el punto B baja, C'y D bajan. Cuando
se consigue el estado estacionario la védlvula piloto se cierra.

Asimismo, con P,.; constante, si la turbina es cargada, baja la velocidad
w = K f, las masas se acercan subiendo los puntos B, C' y D. La vélvula
piloto se abre y E baja, abriendo mas la valvula de aguja, incrementando la
velocidad de la turbina, la que hace bajar B, C'y D. En el equilibrio (nuevo)
se vuelve, entonces, a cerrar la valvula piloto.

Si se considera la palanca A-B-C:

Xc - f (XAa XB)
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Linealizando:
of of
AXy = —— AX4+ —— AX
¢ 8XA Xpg=const 4 aXB X pg=const v
b b
AXe = —2AX,+“PAx,
a a

Puesto que AXp o Af y AX4 o< AP, s entonces:

AXe = KiAf — KoAP,oy (3.61)
Asimismo para la palanca C-D-E:

AXp = K3AXe — K4AXE (3.62)

Si se considera la funcién de transferencia simple del servomotor hidraulico,
entonces:

AXp = —Ks / AX pdt (3.63)

Transformando (3.63) y utilizando (3.62):

K3
AXp(s) = —— AX( (s) (3.64)
1+ K41K53
Con (3.61) en (3.64):
K¢ 1
AXp(s) = AP ——A .

£ = 1o (AP - 387 6) (3.69)
donde:
Ke=%&k T7.=- 1 Rp=5K

Ka KaiKs " Ki°
La figura 3.13 muestra una concatenacién simple del gobernador de velocidad

con la turbina, generador y drea de potencia, en donde los modelos para la
turbina-generador y el drea de potencia se han escogido de primer orden.
APg; y APp son los incrementos de la potencia generada y la demandada
por los usuarios, respectivamente.
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A

1/R
Area de
- - Gobernador potencia
Contro- ° K. PXe Kr APGL Ks o
lador T+Tes T+T,s M T+ Tes | o
"—\frzr APr:I T bi -
urbina y AP,

generador
AP¢ : incremento de potencia generada
APp : incremento de polencia demandada por los usuarios

Figura 3.13: Concatenaciéon simple del gobernador de velocidad con la
turbina, generador y drea de potencia

3.3.3. Sistemas de Nivel de Liquido

Dependiendo de si el flujo del liquido es turbulento o laminar, lo cual se
mide con el mimero de Reynolds, el sistema se describe mediante ecuaciones
diferenciales no lineales o lineales, respectivamente.

En el sistema de nivel de liquido (sistema hidrdulico) de la figura 3.14a, A
es el promedio de la seccién transversal del tanque, @); es el caudal (volumen
por unidad de tiempo) a la entrada y @, es el caudal de salida. Naturalmente
el volumen (V') del liquido en el tanque, suponiendo una seccién transversal
constante, es funcién del nivel del mismo, H. Es decir:

V= [f(H)

Cuando ocurre un pequeno cambio en el nivel del liquido con respecto al
valor del punto de operacién, entonces:

INTR G NN (3.66)
dH |,

Notese que el liquido en el tanque almacena energfa. Si se considera que el
volumen del liquido en el tanque y el nivel en el sistema hidraulico tienen
como andlogos eléctricos a la carga eléctrica (¢) en un condensador y la
diferencia de potencial (voltaje e), respectivamente, entonces, puesto que
q = C.e, donde C, es la capacitancia eléctrica, y comparando con la ecuaciéon
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Véalvula

x ‘ H
H He L _ _AAH
Valvula AQ
—> Qo, Qo
Qo
(a) (b)

Figura 3.14: Sistema de nivel de liquido

(3.66) se define la capacitancia del tanque como C' £ A y por lo tanto (3.66)
se puede reescribir como:

AV = CAH (3.67)

Ademss, como la diferencia entre el caudal que le entra al tanque y el que
sale es la variacion del volumen del liquido en el tanque, entonces:

av
i — Qo= — 3.68
Qi = Qo= (3.68)
Asi si Q; — Q, > 0, entonces el volumen aumenta y viceverza. De (3.68):
dAV
AQ; — AQ, = —— (3.69)
dt
Es importante notar que puesto que la corriente eléctrica se define como
- A dg < . 4 .
i = 5/, entonces el andlogo del caudal es la corriente eléctrica.
Con (3.67) en (3.69):
dAH
AQ; — AQ, = 07 (3.70)

Considérese el caudal de salida @),, el cual como se muestra en la figura
3.14 puede ser una funcién no lineal del nivel H, es decir Q, = Q, (H).
Linealizando alrededor del punto de operacién:

9Q, (H)

AQ,= ——=| AH 3.71
=55 (3.71)

La resistencia eléctrica R, se define por R, = ¢y con AQ, andlogo a iy

AH anélogo a e, entonces de (3.71) se define la resistencia de la valvula a la
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salida como R £ AA—go. Esta es la pendiente de la curva mostrada en la figura
3.14b. Por lo tanto, reescribiendo (3.71):
1

AQ, = EAH (3.72)

Con (3.72) y (3.70) y organizando se obtiene la ecuacién diferencial que
relaciona un cambio en el caudal de entrada con un cambio en el nivel de
liquido del sistema de la figura 3.14a:

IAH 1
20 L CAH = AQ; .
O+ % Q; (3.73)

La funcién de transferencia es:

AH (s) R
AQ;(s) RCs+1

(3.74)

Si se considera como salida el caudal a través de la vdlvula de salida y como
AQ, (s) = +AH (s), entonces:

R
AQ, (s) 1

AQ:(s) ROs+1 (375)

Teniendo en cuenta las analogfas eléctricas descritas en esta seccién, se puede
obtener el circuito eléctrico andlogo del sistema de nivel de liquido de la figura
3.14a como se muestra en la figura 3.15.

+

(1q,)
i C. ;: e R,
e © e S g

Figura 3.15: circuito eléctrico andlogo al sistema de nivel de liquido de la
figura 3.14a

En la figura 3.15 las analogfas son:
C.=C,R.=R,e=AH,i=AQ;, i, = AQ,.
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Aplicando la primera ley de Kirchhoff al nodo superior del circuito de la
figura 3.15 se obtiene:

, de 1

1= Oea + E@B (376)
Reemplazando las analogias en (3.76) se obtiene nuevamente la ecuacién
diferencial (3.73).

La siguiente tabla hace un resumen de las analogias consideradas en esta

seccidn.
Sistema hidraulico Sistema eléctrico
Nivel, AH Voltaje, e
Caudal, AQ Corriente, i

Resistencia hidrdulica, R Resistencia eléctrica, R,
Capacitancia hidrdulica, C' | Capacitancia eléctrica, C,

3.3.4. Sistemas de nivel de liquido con interaccién

=

Yo

H, H,

(C:)
y — - —

Q Qe

©) | g 7,

Figura 3.16: Sistema de nivel de liquido con interaccién

La figura 3.16 muestra dos tanques conectados a través de una vélvula. Se
planteard un modelo matemadtico linealizado y se obtendra la funcién de
transferencia, considerando como entrada una variacién del caudal @, AQ,
y como salida la variacién en el caudal QQs, AQs.

Para el tanque de la izquierda:

dVi

Q-@i=1
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Entonces: AV, IAH
. 1 1
AQ — AQ, = T (& o (3.77)

Como Q1 = f (Hy — Hs), entonces
1
AQ: = — (AH, — AHy) (3.78)

Similarmente para le tanque de la derecha:

dVs
Q11— Q2 = o
dAV, dAH,
AQ1 — A = =C .
Q80 = R0 (379
y como @y = f (Hsz), entonces:
1
AQs = —AH, (3.80)
Ry

Suponiendo condiciones iniciales nulas y trasnformando (3.77) en (3.80) se
obtienen:

1

AHI(s) = 5= [AQ(5) ~ Qi (5) (3.81)
AQ: (s) = R%[AHl (5) — AHs (s)] (3.82)
AHa(s) = 2 18Q1(5) ~ AQa (o) (3.83)
AQx(s) = - AH:(s) (3.84)

Con las ecuaciones (3.81) a (3.84) se puede obtener el diagrama de bloques
que se muestra en la figura 3.17 y se puede obtener la funcién de transferencia
del sistema que se muestra en la ecuacién (3.85).

AQQ (S) _ 1
AQ (S) R101R20282 + (R1C1 + RQCQ + RQCl) s + 1

(3.85)

El circuito eléctrico andlogo al sistema hidraulico de la figura 3.16 es el que
se muestra en la figura 3.18.
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AQ

AH,

AQ:

AQ T AH, R,

Figura 3.18: Circuito eléctrico andlogo al sistema de la figura 3.16

Las ecuaciones que describen el circuito de la figura 3.18, de una vez en el
dominio de s, y que se obtienen aplicando la primera ley de Kirchhoff en dos
nodos son:

AQ(s) = CisAH, (s)+Ri[AH1 (s) — AH, (s)] (3.86)

1

0 — ChsAH,(s)+ RLQAH2 (s) + Ril (AH, (s) — AH, (5)](3.87)

de las cuales se puede obtener AH, (s) en funcién de AQ (s) y teniendo en
cuenta que AQs (s) = RLQAHQ (s) se obtiene 592  que resulta ser la misma

AQ(s) ?
funcién de transferencia obtenida anteriormente y dada por la ecuacion

(3.85).

3.3.5. Sistemas de nivel de liquido no lineal

Considere el sistema hidrdulico de la figura 3.19, donde @, = KivH; y
QQ - KQ\/ H .
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Cilindro
(sececibn transversal A)

H,

Ql
=5 | Esfera (radio r)
>
_p
QE

Figura 3.19: Sistema hidraulico

Noétese que la seccién transversal del tanque esférico varfa con el nivel de su
liquido, es decir su capacitancia hidrdulica no es constante. El caudal u es la
entrada del sistema. Se planteardn las ecuaciones de estado no lineales que
describen el comportamiento del sistema.

En el tanque esférico de la figura 3.20 considérese el diferencial de volumen
mostrado dv, dado por

dv=m|r*—(r—H°)|dH =7 (2rH — H*) dH
2 2 2

Es decir, el volumen en el tanque esférico para un nivel determinado Hs es:

H3 H3
Vo = / m(2rH — H*)dH =7 (rH;f - %) (3.88)
0

Para el tanque superior de la figura 3.19

dH,

u=Q=ATs

(3.89)

y para el tanque esférico:
dVs
— Qe = —— 3.90
-@=T (3.90)
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Figura 3.20: Tanque esférico de la figura 3.19

Las ecuaciones no lineales para el caudal son dadas como

Qs = Ky/H, 3.92

Reemplazando (3.88) en (3.90):

dH.
Q1 — Q2 = TH> <2T_H2)d_t2 (3.93)
Con (3.91) en (3.93) y con (3.91) y (3.92) en (3.93), se obtienen las ecuaciones
de estado no lineales que describen el comportamiento del sistema de la figura
3.19:

dH, K 1

@ A Vit (3:94)
dH, 1

= = Kiv/ Hy — Ko/ H. .
dt wHy (2r — Hy) [ A 2 2} (3.95)

3.4. Sistemas neumaticos

En el sistema neumético de la figura 3.21 se tiene una restriccién o vélvula y
una cdmara de gas. ) es el flujo de gas (masa por unidad de tiempo), P, es la
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presién de entrada (antes de la restriccion) y Py es la presién en la cdmara.
Ya que el flujo de gas a través de la restriccién, con el sentido mostrado, es
funcién, en general no lineal, de la diferencia de presiones P; — Fy, entonces:

Q=f(P—-FR)

la cual después de ser linealizada alrededor del punto de operacién F,,, se

Camara

Restriccidén

i la

P; =" Py

R

Figura 3.21: Sistema neumadtico

obtiene:
_of
0(P—R)

Si se considera al flujo de gas andlogo a la corriente eléctrica, i, y la diferencia
de presiéon andloga a la diferencia de potencial, e, teniendo en cuenta la
definicién de resistencia eléctrica, R, = ¢, entonces la resistencia al flujo de
gas R, de (3.96) se define como:

AQ = (AP, — AP) (3.96)

Pop

R AP, — AP, 1
AQ o
PP |p,
Por lo tanto, (3.96) se puede reescribir como
1
AQ = — (AP, — ARy) (3.97)

Considérese la ley de los gases ideales, cuya expresiéon matemdtica es dada
por:

T (3.98)

3 | =

P
pv:—:
p
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en donde p es la presién absoluta, v el volumen especifico del gas, p su
densidad, m su peso molecular, R la constante universal de los gases y T'
la temperatura absoluta. Si se supone que el gas en la cdmara de la figura
7.2 estd bajo ciertas condiciones, como por ejemplo volumen y temperatura
constantes, y se varfa la presién a la cual estd sometido, entonces su densidad
(p) varia, y puesto que M = Vp, entonces la masa M también varfa. Por

lo tanto en el sistema de la figura 7.2, M = f(F) = I]zog‘:/F (con K, = &

y teniendo en cuenta que v = %), y linealizando alrededor del punto de
operacion:

AM = —L| AP, (3.99)

Ya que el flujo del gas es variacién de masa por unidad de tiempo, ) = %,

y puesto que, como se dijo antes, () es andlogo a la corriente eléctrica, 1,
entonces la masa M = [ Qdt tiene como andlogo a la carga eléctrica ¢, =
[ idt. Ast entonces, se puede definir la capacitancia neumética C' de la cdmara
de gas como:

AM = CAPF, (3.100)
en donde en el punto de operacién C' = aanO .
Como: DAL ’

AQ= "7 (3.101)

Con (3.96) y (3.100) en (3.101) se obtiene la ecuacién diferencial lineal que
relaciona un cambio en la presién de la cdmara del gas con un cambio en la
presién de entrada:

C

0AF, 1 1

y utilizando la transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas se
obtiene la funcién de transferencia:
APO (S) . 1
AP;(s)  RCs+1

(3.103)

Teniendo en cuenta las analogfas eléctricas descritas en esta seccién, se puede
obtener el circuito eléctrico andlogo del sistema neumético de la figura 3.21
como se muestra en la figura 3.22 y obtener la misma funcién de transferencia
de la ecuacién (3.103).
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R
A A A AQ
+ +
AP; C T~ AP,

Figura 3.22: Circuito eléctrico anédlogo del sistema de la figura 3.21

La siguiente tabla hace un resumen de las analogfas consideradas en esta

seccidn:
Sistema neumadatico Sistema eléctrico
Presién, AP Voltaje, e
Flujo, AQ Corriente, @

Resistencia neumadtica, R Resistencia eléctrica, R,
Capacitancia neumatica, C' | Capacitancia eléctrica, C.

Ejemplo 3.6 Para el sistema neumdtico de la figura 3.23 plantear un
conjunto de ecuaciones en el dominio de s que describa el comportamiento
del sistema en funcion de los cambios de presion APy y APys. Los cambios
de presion en las entradas son AP;; y APy. R; es la resistencia neumdatica
de la i-ésima vdlvula y C; es la capacitancia neumdtica de la i-ésima cdmara.

La figura 3.24 muestra el circuito eléctrico andlogo del sistema neumaético de
la figura 3.23, de una vez transformado, es decir en el dominio de s.
Aplicando la primera ley de Kirchhoff a los nodos 1 y 2 del circuito de la
figura 3.24 se obtiene el conjunto de ecuaciones que se desea:

%1 APy (s) — APy (s)] 4+ C1(s) APy (s) + Rig [APy (s) — APy (s)] =0
n%, APy (5) — APy ()] + Cs (5) APy (s) + Riz APy (s) — APy ()] = 0

Ejemplo 3.7 En el sistema neumdtico de la figura A es la seccion
transversal de cada fuelle, K, es la constante de los gases ideales y R; es
la resistencia al flujo del gas en cada una de las restricciones, i = 1,2.
Obtener la funcion de transferencia considerando como entrada un cambio
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2

R

Figura 3.24: Circuito eléctrico anédlogo del sistema de la figura 3.23

en la presion Py, APy, y como salida un cambio en la posicion z, Az. Suponer
conocido el punto de operacion, la temperatura en los fuelles constante y que
el gas es ideal.

Se supone que la presion del gas en el fuelle de la izquierda es P; y en el de
la derecha Py . Por lo tanto A (Py — P;) = Kz, y linealizando:

A(AP; — AP) = KAz (3.104)

Los flujos de gas a través de las restricciones de la izquierda, M;, v de la
derecha, My, son funciones de las respectivas diferencias de presion, h — B
y Po — Py. Es decir, M; = f(Po — P;) y My = f (Py — Py), las cuales al ser
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Figura 3.25: Sistema neumético del ejemplo 3.7

linealizadas se convierten en:

: 1
M; = — (AP, — AP) (3.105)
Ry
: 1
My = o (AR~ APR) (3.106)
2

Aplicando la ley de los gases ideales en cada uno de los fuelles se obtienen:

PV = K,MT,
PiVy = K MgTy

las cuales al ser linealizadas se reducen a:

AM, = CAP + AV (3.107)
AMf = CgAPf+C4AVf (3108)

Reemplazando AV; = AVy = AAz en (3.107) y (3.108):

Suponiendo condiciones iniciales nulas, transformando (3.105) y (3.106) y
reemplazando en (3.109) y (3.110) despues de ser tambien transformadas se
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obtienen:

AM, (s) = RL [APy (s) — AP ()] = CYAP (5) + CoAAz (s)  (3.111)

1S

AM; (s) = R%s (AP, (5) — APy (5)] = CsAP; (s) + CiAA= (s)  (3.112)

Despejando AP, (s) y APy (s) de (3.111) y (3.112) respectivamente:

. Rls 1
AP;(s) = RiCrs i1 [RlsAPO (s) — CLAAz (s)] (3.113)
AP (s) — — 18 L APy (5) = CLAA (s) (3.114)
s N RQC3S+1 RQS 0Ls 4 #8 '

Con (3.113) y (3.114) en (3.104) después de ser transformada y organizando
se halla la funcién de transferencia pedida:

Az (s) bos + by

APy (s)  ags®+ ais + as

en donde:

bg = A(R101 +R203),b1 = 214,&0 = KR1R20103 + AR1R20104 —
AR RyC5CY

a; = KR1Cy + KRyCs + AR, Cy — AR Ch,a0 = K

3.5. Sistemas térmicos

Si se supone que la temperatura de un cuerpo es uniforme, entonces
un pequeno nimero de sistemas térmicos pueden ser representados por
ecuaciones diferenciales lineales. Se considerars especificamente un calentador
de agua como ejemplo de un tipico sistema térmico.

En la figura 3.26 el mezclador tiene como fin uniformizar la temperatura del
liquido en el tanque.
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o,
(agua) Mezclador
+ Q o ‘T t
—»,
- Qx
Aislante | Qo
A ]
~ agua(T,)
v
(Temperatura
exterior T.)
Figura 3.26: Sistema térmico
Se definen las siguientes variables:

Q: : flujo de calor que entra (por ejemplo, calorias por segundo)
Qn - flujo de calor producido por la resistencia
Q. : calor almacenado por unidad de tiempo
Qo : flujo de calor que sale
@, : calor perdido a través del aislante por unidad de tiempo
T, : temperatura en el tanque y del liquido que sale
T, : tempertaura en el exterior

La relaciéon fundamental de sistemas térmicos en equilibrio establece que el
calor adicionado al sistema (Q; + Q1) es igual al calor almacenado mds las
pérdidas de calor (Q. + Qo + @;). Por lo tanto:

Qi+ Qn=Q.+Qo+Q

y linealizada:
AQi + AQ, = AQ. + AQo + AQ, (3.115)
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El calor almacenado en el tanque es funcién de la temperatura del liquido,
Q. = Q. (T}). Por lo tanto:

_ Q.
=57,

AQ. AT, (3.116)
Si se considera que el calor almacenado en el tanque es andlogo a la carga
eléctrica (g.) en un condesador y la tempertaura es andloga al voltaje (e),
entonces teniendo en cuenta la definicién de capacitancia eléctrica, ¢, = C.e,

y la ecuacién (3.116), se define la capacitancia térmica como C' = %’ . Por
Py

lo tanto, (3.116) se puede reescribir como AQ. = CAT;, la cual después de
ser derivada es: . .
AQ. = CAT; (3.117)

El flujo de calor que sale, Qq, es funcién del pardmetro denominado capacidad
caldrica especifica ¢, del caudal M, y de la temperatura del liquido 7}, asf:

Qo = cMT, (3.118)

la cual después de ser linealizada alrededor del punto de operacion es:
AQo = cT,, AM + cMAT, (3.119)
El flujo de calor perdido a través del aislante depende de la diferencia de
temperaturas en el tanque y en el exterior. Es decir, @, = Q; (T, — T.).

Linealizando alrededor del punto de operacion:
: Qi

AQ = ——————— AT, — AT, 3.120

0

Como el flujo de calor es variacién de calor por unidad de tiempo, entonces
aquel es andlogo a la corriente eléctrica y teniendo en cuenta la definicién

de resistencia eléctrica R, = ¢, entonces de (3.120) se puede definir la

1

resistencia térmica de aislamiento R = T’—. Por lo tanto, (3.120) se
A
5Ti-Te) |,
0

puede reescribir:
AQ, = % (AT, — AT,) (3.121)

Con (3.117), (3.119) y (3.121) en (3.115) y organizando:

CAT, + <CM0 + %) AT, = AQ; + AQy + %ATE — T, AM  (3.122)
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Si se supone que no hay cambios en el caudal, es decir AM = 0, ni cambios
en la tempertaura exterior, es decir AT, = 0, entonces (3.122) se reduce a:

) ) 1 ) )

que es la ecuacién diferencial que relaciona un cambio en la tempertaura en
el tanque con cambios en Q; y en Qp,.

imiec
D c

Aql(jiJ Aéh(j

Figura 3.27: Circuito eléctrico anédlogo al sistema de la figura 3.26

La figura 3.27 muestra un circuito eléctrico anédlogo al sistema térmico de la
figura 3.26. Nétese que ¢y es el inverso de una resistencia eléctrica andloga
a las pérdidas a la salida, y si la fuente de voltaje AT, se despreciara, estaria
en paralelo con la resistencia andloga a la resistencia térmica de aislamiento.
AQ; y AQ), son anslogas a dos fuentes de corriente conectadas en paralelo
suministrando energfa al circuito. C' representa la capacitancia térmica del
liquido en el tanque.

La siguiente tabla hace un resumen de las analogias consideradas en esta
seccion.

Sistema térmico

Sistema eléctrico

Temperatura, AT

Voltaje, e

Flujo de calor, AQ

Corriente, @

Resistencia térmica, R

Resistencia eléctrica, R,

Capacitancia térmica, C'

Capacitancia eléctrica, C,

3.6.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.1 La figura 3.28 muestra el diagrama esquemdtico del sistema

de control de una bola en

suspension. La bola de acero se suspende en el
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aire por la fuerza electromagnética generada por el electroimdn, la cual es
directamente proporcional al cuadrado de la relacion é con constante de
proporcionalidad K. El objetivo de control es mantener la bola de metal
suspendida en la posicion nominal de equilibrio controlando la corriente en
el imdn con el voltaje e (t). La resistencia de la bobina es R y la inductancia

es L(y) = Ly (t) , en donde L es una constante.

LSS R L
Electroimén '_‘—F—*—'/\/\/\f‘_m\_ +
i
E— e(t)

yI Ki%y?®

Bola de acero
Mg

Figura 3.28: Sistema del ejercicio 3.1

a. Sea F el valor nominal de e (). Encontrar los valores nominales de y (¢),
dy(t)

i(t) y =4~ en equilibrio (punto de operacién).
b. Definir las variables de estado como z;, = 7, x5 = y, 13 = d%—?) y
encontrar las ecuaciones de estado no lineales.

c. Linealizar las ecuaciones de estado anteriores alrededor del punto de
equilibrio.

Ejercicio 3.2 La figura 3.29 muestra un sistema hidrdulico con dos
amortiguadores, uno de los cuales estd fijo. Encontrar la funcion de
transferencia H (s) que relaciona la entrada Y (s) (desplazamiento) con
la salida Z (s) (desplazamiento). Suponga que los dos amortiguadores del
sistema son idénticos.

Ejercicio 3.3 La figura 3.30 muestra un sistema hidrdulico que incluye un
servomotor, un amortiguador y una palanca, que corresponde a un modelo
simplificado de un control de elevacion de un avion. Calcular la funcion de
transferencia del sistema que relacione el desplazamiento de entrada AFE (s)
con el desplazamiento de salida AY (s).
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2, R 4(%)
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L — KOWL.
I 5
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Figura 3.29: Sistema hidrdulico del ejercicio 3.2
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Figura 3.30: Sistema hidrdulico ejercicio 3.3
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Ejercicio 3.4 En el sistema de nivel de liquido de la figura 3.31, A = 15m,
B=10m, H =25m y q = \/Q—H en el sistema MKS.

a. Hallar la ecuacion diferencial no lineal que relaciona h con u ().

b. Linealizar la anterior ecuaciéon alrededor del punto de operacion,
suponiendo que en este u (t)|p = Uy = 2% v p, (t)|p, = Ho = 16m.

seg
Ejercicio 3.5 Plantear un conjunto de ecuaciones de estado que describa el
comportamiento del sistema del péndulo de la figura. Supdngase que cuando
el péndulo estd vertical, no hay fuerza del resorte; también que 0 es pequeno.
El momento de inercia de m con respecto al punto A es ml?.
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+ u(t) (caudal)

h

Figura 3.31: Tanque del ejercicio 3.4

Ejercicio 3.6 Sobre un carro de masa M hay dos péndulos invertidos de
longitudes 1y y ly y con masas en sus extremos del mismo valor e igual
m, como se muestra en la figura 3.33. Para valores pequenos de 01 y 65,
demostrar que las ecuactones de movimiento son:

Mo = mgby +mgbs +u

en donde v es la velocidad del carro y u es una fuerza externa aplicada al
mismo.

Ejercicio 3.7 La figura 3.34 muestra la fase de aterrizaje de un mddulo
lunar descendiendo sobre la luna. Se supone que la fuerza generada por los
motores es proporcional a m, en donde m es la masa del modulo. La variable
de control es w = Km, y la constante de gravedad en la luna estaria dada
por g. Encontrar un conjunto de ecuaciones de estado no lineal y linealizarlo
alrededor del punto de operacion: y|p = Yo =constante, y|p = ii|p = 0,
m|p, = M.
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Figura 3.32: Péndulo ejercicio 3.5

Figura 3.33: Sistema del ejercicio 3.6
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centro de gravedad

i (fuerza de los
motores)

7

superficie lunar

Figura 3.34: Sistema fisico ejercicio 3.7

107
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Capitulo 4

Realizaciones de las ecuaciones
de estado

A_l plantear el modelo matemético de un sistema fisico con ecuaciones
diferenciales de primer orden, y linealizarlo alrededor de un punto de
operacién, es posible obtener una representacién matricial de las ecuaciones
de estado y de salida de la forma

x= Ax + Bu
y= Cx + Du

donde A es la matriz de realimentacién, B es la matriz de entrada, C es la
matriz de salida, D es la matriz directa. Puesto que en la mayoria de los casos
D = 0 se puede obtener una ecuacién de salida simplificada de la forma

y=Cx

Sin embargo, la representacién de un sistema en espacio de estados no
es unica. Existen diferentes maneras de obtener una representaciéon en
espacio de estados a partir de las ecuaciones diferenciales que modelan
un sistema fisico, o a partir de su matriz de transferencia. Se presentardn
varias formas (también llamadas realizaciones o simulaciones) canénicas
para la representacién de las ecuaciones de estado denominadas Controlador
(“Controller”), Controlable (“Controlability”), Observador (“Observer”),
Observable (“Observability”). Estas realizaciones se analizardn para el caso
de sistemas de una entrada y una salida (SISO). Se hace énfasis en que hay
infinito nimero de realizaciones diferentes.

109
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4.1. Realizaciones candnicas

4.1.1. Realizacién tipo “Controller”

Considere la ecuacién diferencial para un sistema SISO dada por

y(n) + aly(nfl) N anﬂy(l) +any = bou ™V 4+ b, ouM +b, qu (4.1)
Al aplicar transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas, es posible
obtener la funcién de trasnferencia del sistema, de la forma
Y(s) bos™ 4 b1s" 2 4+ by
U(s) s"+as" P +as" 2+ +a,
En este caso, se supone que el grado del polinomio del numerador es menor

que el del denominador, que es lo que generalmente ocurre. Dividiendo tanto
el numerador como el denominador de H (s) por s”, se obtiene

Y (8) boS_l + b18_2 + -+ bn_ls_"

H(s) = (4.2)

H = = 4.3
(s) U(s) 14ast+as24+--+a,s™ (43)
Si se define
1
Els) = l+as i +as24---+ ans—”U (5) (44)
entonces
E(s)=—a15'E(s) —ays *E(s) — - — a,s "E(s) + U (s) (4.5)

De la ecuacién (4.5) se implementa la parte inferior del diagrama de bloques
de la figura 4.1
Reemplazando la ecuacién (4.4) en (4.3) se obtiene

Y (s) =bos TE(s) + bis*E(s) + -+ + b,_15 "E (s) (4.6)

De la ecuacion (4.6) se obtiene la parte superior del diagrama de bloques de
la figura 4.1.

Si se definen las salidas de los integradores como variables de estado, de la
figura 1.3 se obtiene:

X, (s) =51X,_1(s)

X2 (8)
X1 (8)
Y (s)

S_le (S) (47)
s a1 X1 (5) — agXa (8) — -+ — apn Xy (8) + U ()]
b1 X1 (8) 4+ b Xo (s) + -+ 4+ 0, X, (5)
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A4
o
Y
+

H

b
=
b

s7E(s) 1 sTE(s)
=

—a; |

Figura 4.1: Realizacién canénica tipo Controlador

Aplicando la transformada inversa de Laplace a (4.7) y escribiendo en forma
matricial se obtiene la ecuacién de estado (4.8) y de salida (4.9).

jjl —a1 —Qg -+ —0ap I 1
To 1 o - 0 To 0
: - : - - : o (1) (4.8)
T 0o .- 1 0 Ty 0
T
T2
y(t) = [bo b - ] |, (4.9)
Tn,
es decir
x= A.x+ B.u 4.10)
y= C.x 4.11)

donde A., B., y C,. son las matrices de realimentacién, de entrada y de salida,
respectivamente, en la forma canénica Controlador (Controller).
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4.1.2. Realizacién tipo “Observer”

Considere la ecuacién diferencial para un sistema SISO dada en (4.1).
Reorganizando la ecuacién (4.1) se obtiene

n—1)

y(n) + [aly - bOU]( +---+ [an—ly - bn—QU](l) = [bn—lu o any] (412)

Integrando ambos miembros de la ecuacién (4.12) y definiendo las variables
de estado, se obtiene:

y=b 4 la1y — bou]("_2) + -+ a1y — byou] = / [bn_1u — ayy|dt = x,

(4.13)
Reorganizando (4.13)

y(”’1)+[a1y — boul (=2, .. A an—oy — bn,gu](l) = Tpt+byou—a,_1y (4.14)
e integrando (4.14), se obtiene
Yy 4 a1y — bpou] = / [p + bpou — a1yl dt =z, (4.15)
Se repite el mismo proceso hasta que finalmente se obtiene
y W+ [ary — bou] = / (3 + byu — agy| dt = x4 (4.16)
y V= 2o+ bou — ayy (4.17)

Las ecuaciones (4.13), a (4.17) se pueden implementar mediante el diagrama
de bloques de la figura 4.2

Las ecuaciones de estado y de salida se obtienen directamente del diagrama
de la figura 4.2, las cuales escritas en forma matricial son

1 —ar 1 - 0] [gy bo
Nl G B i "“law @)
Ty _‘an 0 (1)_ a:n bp_1
T |
y(t) = [1 0 - 0 xf (4.19)
o
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Figura 4.2: Realizacién canénica tipo Observador

es decir

= A,x+B,u (4.20)
y = Cox (4.21)

Se dice que las realizaciones Controlador y Observador son duales puesto
que:

A=A B=cCc! c =B’ (4.22)

4.1.3. Realizacion tipo “Controlability”

Se puede verificar que el sistema de la figura 4.3 tiene la misma funcién de
transferencia de la ecuacion (4.3).
De la figura 4.3 se obtiene la ecuacién matricial de estado y de salida:

X = Agox+ Beou (4.23)
Yy = CCOX (424)



114 Realizaciones de las ecuaciones de estado

Figura 4.3: Realizacion tipo Controlable

donde
0 O —a, 1
1 0 —Aanp—1
ACO - . . 7BC’o:
1 :
0 1 —Qaq 0
I ay Gp—1 -
0 1
Co, = [50 By - ﬁn—ﬂ:[bo by --- bn—l] . '
. al
0 0 1

4.1.4. Realizacion tipo “Observability”

El sistema de la figura 4.4 tiene la misma funcién de transferencia de la
ecuacion (4.3).

De la figura 4.4 se tiene que la ecuacién matricial de estado y de salidas estédn
dadas por:

X = Aobx—i—BObu (425)
y = Copx (4.26)
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x x =1(1)

Figura 4.4: Realizacién tipo Observable

donde
[0 1 0
Aoy = | &= Sl Ccop=[1 0 0
o= | i e ca=] ]
__al ot Tap—1 —an
- —1
BO 1 0 .- 0 bO
B a 1 by
Boy, = = ! .
: . . 0 :
_Bn—l Ap—1 - aq 1 bnfl

Las realizaciones Observable y Controlable son duales puesto que:

Aoy, = AL, Boy, = CL,,Co, = BE, (4.27)

4.2. Funcion de transferencia nominal

En el caso de sistemas escalares y con la matriz directa D = 0, la funcién de
transferencia puede ser calculada como
Cladj(sI—A)|B

H(s)=C(sI-A)"B= det(sSI—A) 28
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Sib(s)y al(s) tienen factores comunes, entonces:

b(s) _ b, (s)

a(s) a,(s)
en donde b, (s) y a,(s) son primos relativos, es decir, no tienen factores
comunes (excepto posiblemente constantes).

Si se desea escribir la funcién de transferencia como una funcién racional,
entonces:
by (s)

Qy (5)
b(s)

Sin embargo, la relacién ) tiene un significado especial con respecto a

H(s) =

la realizaciéon {A,B,C} y por esto se definird la funcién de transferencia
nominal como

Cladj (s - A)]B , b(s)

det (sI—A)  a(s)
a la cual simplemente se le llamara funcién de transferencia, a menos que sea
) e b(s) - br(s) .

necesario hacer la distincién entre ORIEOE Tal ocasion sucede con respecto
a los polos y los ceros de una funcién de transferencia, los cuales son las raices
de los polinomios a, (s) y b, (s) respectivamente. En particular, los polos son
también las raices de a (s) = det (sI — A) y por lo tanto valores propios de
A o frecuencias naturales de la realizaciéon { A, B, C}. Sin embargo, no todos
los valores propios de A (raices de a (s)) son raices de a, (s) (polos de H (s)),
a menos que a (s) = a, (s).
La anterior discusién explica el por qué la funcién de transferencia da una

descripcion externa de un sistema, mientras que las ecuaciones de estado (o
b(s)
a(s)?
descripcion interna del sistema. Esta suministra informacién que podria no
aparecer en la descripcién externa.

el conjunto {A, B, C}) ¢ la funcién de transferencia nominal dan una

4.3. Analisis matricial de las realizaciones

4.3.1. Observabilidad de estados
Considere un sistema escalar (SISO) descrito por las ecuaciones de estado y
de salida:
x = Ax(t)+Bu(t), t>0 (4.28)
y(t) = Cx(t), x(0)=x (4:29)
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Si se supone que se conocen {A, B, C} y las funciones de entrada y de salida
{u(t),t >0}, {y(t),t > 0}, se plantea el problema de determinar (observar)
los estados {x (¢),t > 0}.

En muchos problemas de naturaleza tedrica y también en el diseno préactico
de instrumentacién y control de sistemas, es de gran interés saber si es posible
obtener toda la informacién sobre el estado del sistema por medicién de la
salida.

De (4.29):
y (t)=Cx (t) (4.30)
y (t)=Cx (t) = CAx (t) +CBu (t) (4.31)

i (t) = CAx (t) +CBu (t) = CA®x (t) + CABu (t) + CBu () (4.32)

YD (1) = CACVx (1) + CA®Bu (1) + -+ CBu 2 (1) (4.33)

Reescribiendo en forma matricial (4.30) a (4.33), se obtiene:

y* (t) = Ox (t) + Tu” (¢) (4.34)
en donde:
_ - [ ]
y (1) CA
7 (T
y () = y( ) L 020(C,A)=| CA® (4.35)
_?J(nfl) (t>_ CA D
) ] [0 0 0 0
u(t) CB 0
u(t
u® (t) = ( ) , T=| CAB CB
u™ = () : : . 0 0
) ) [CA"?B CA"¥B ... CB 0]
(4.36)

Si se supone que u* (0_) = 0 y se evalia (4.34) en ¢t = 0_ se obtiene

y (0_) =0x(0_) (4.37)
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De (4.37) se concluye que dadas las condiciones iniciales y (0_), ¥ (0_), ...,
y~1) (0_), para obtener el estado inicial x (0_), es necesario que la matriz
O (C, A), llamada matriz de observabilidad, sea no singular, es decir det O #
0.

Definicién 4.1 Los estados de un sistema pueden ser observados desde la
salida si y solo si la matriz de observabilidad O (C,A) es no singular. En
este caso se dice que el sistema es observable.

Asi, no todas las realizaciones son observables. Depende totalmente del par
{C, A}. Sin embargo, las dos realizaciones llamadas Observador (Observer)
y Observable (Observability) tienen un significado particular aqui: ellas son
siempre garantizadas observables. Se puede encontrar que:

Oy = O(Cop, Aop) = Lixn (4.38)
1 0 - 0
-1 -1 ay 1 :
0o = 05 (Co,A0) = 0 (4.39)
Ap—1 a 1

4.3.2. Controlabilidad de estados

Considere un sistema descrito por {A,B,C}, donde la matriz de
controlabilidad estd dada por

C=C(A,B)=[B AB A’B .- A"'B]

Definicién 4.2 Un sistema es controlable, si dados {A,B,C} es posible
encontrar una variante de control u (t) de modo que el estado energético
inicial x (to) pueda ser llevado a un estado final deseado x (tf), en un tiempo
finito (ty —to). Un sistema {A,B,C} es controlable por u si la matriz de
controlabilidad C es no singular.

Se puede verificar que las realizaciones Controlador (Controller) y
Controlable (Controlability) son siempre controlables ya que

CCO - Inxn (440)
1 aq Ay 1

ct = [0 (4.41)
Do ay
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Noétese la siguiente implicacién de dualidad: una realizacién {A, B, C} es
observable (controlable) si y solo si la realizacién dual {AT,CT,BT} es
controlable (observable).

Controlabilidad involucra entradas y estados, mientras que observabilidad
involucra salidas y estados.

Ejemplo 4.1 Para un sistema con modelo de espacio de estados con
matrices A, B, y C, de la forma:

01 0 O 0
00 -1 0 1
A= 00 0 1 B = 0
00 5 O 2

La matriz de controlabilidad puede ser calculada como

0 1 0 2
1 0 2 0
_ 2 3pl —
C(A,B)—[B AB A°B AB}_ 0 -2 0 10
-2 0 —-10 0
Como det C = —84 se dice que el sistema es controlable.

Ejemplo 4.2 Considere un modelo de espacio de estados con matrices A,
B, y C, de la forma:

A:h1 ﬂ,B:{_f],C:[O 1]

Las matrices de controlabilidad C y de observabilidad O se pueden calcular

como
C_'—z -1 0] [-2]] [-2 2
S T A I 1 R [ TS
[0 1
0 1
o - 10 :{ }
_[0 1] [1 J 11
Como detC = 0 y det O = —1 entonces se dice que el sistema descrito por

las matrices A, B, y C es observable pero no controlable.
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Ejemplo 4.3 Considere un modelo de espacio de estados con matrices A,
B, y C, de la forma:

A:{_l2 _OJ,B:H,C:[l 1]

Las matrices de controlabilidad C y de observabilidad O se pueden calcular

como
c [ -2 1 0 ] 1 1
1 =2 -1 o] T |0 -2
[ 1 1
1 1
0 - 10 :{ }
_[1 1] {_2 _1] -1 -1
Como detC = —2 y det O = 0 entonces se dice que el sistema descrito por

las matrices A, B, y C es controlable pero no observable.

4.4. Realizacion minima

Una realizacion {A,B,C} es minima. es decir, es realizada con el mas
pequeno nimero posible de integradores (el mas pequeno nimero de variables
de estado) si y solo si {A,B} es controlable y {C, A} es observable.
También una realizacién es minima si y solo si a(s) = det(sI—A) y
b(s) = Cladj (sI — A)] B son primos relativos (coprimos), es decir, no tienen
factores comunes (excepto por constantes).

Una funcién de transferencia H (s) = % es irreducible si y solo si todas las
realizaciones de orden n (donde n es el grado de a (s)), son controlables y
observables.

Es importante mencionar dos cosas:

a. La controlabilidad en sistemas de multiple entrada generalmente no
requiere que el sistema sea controlable por cada entrada actuando sola;
el sistema es controlable si todas las entradas actuando juntas pueden
transferir el estado x (o) al estado x (¢7). La prueba de controlabilidad
en este caso es que la matriz C (A, B) tenga rango total.

b. Para sistemas de muiltiple salida el criterio algebraico para
observabilidad es que el rango de O (C, A) sea igual a n (ndmero de
variables de estado).
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4.5. Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.1 Encuentre las realizaciones controller y observer para los
siguientes sistemas, escribalas en forma matricial y dibuje el diagrama de
bloques.

a H (S) _ 5(s+2)

52(s+3)(s+2)

_10(s+1)
b. H(s) = 5(s13)(s+2)

c. H(s)= 1

5341052455410
Ejercicio 4.2 La funcion de transferencia de un sistema estd dada por
s+a
H(s)=
() s34+ 752+ 145+ 8
Determine los valores de a para los cuales el sistema no es controlable

Ejercicio 4.3 Considere un sistema descrito por la ecuacion de estado
x=Ax (t) +Bu (t) donde
0 1 1
A= ==l

encuentre la region en un plano a vs b tal que el sistema sea completamente
controlable.

Ejercicio 4.4 Determine las condiciones para by, by,dy y dy tal que el
siguiente sistema sea completamente controlable y observable.

_ [(1) ﬂx—%[lgju(t)
y(t) = [di do]x

Ejercicio 4.5 FEl péndulo invertido doble mostrado en la figura 4.5 puede ser
aproximado por el siguiente modelo lineal

0] [0 1 0 00 0] [h] [O]
0, 16 0 -8 0 0 0f |6, ~1
0] |0 0 0 10 0f |6 0
6, = 1=16 0 16 0 0 0] 4| |0 "W
J 0 0 0 00 1| |y 0
5] L0 0 0 000 |g] |[1]

Determine la controlabilidad del sistema.
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M,

Z

Figura 4.5: Péndulo invertido doble ejercicio 4.5



Capitulo 5

Estabilidad

De manera general, se puede tener una idea de la estabilidad de un sistema
asociada con la ubicacién en el plano complejo s (frecuencia compleja) de las
raices de la ecuacion caracteristica: el sistema es estable si todas las raices
estdn en el semiplano complejo izquierdo. Sin embargo, por conveniencia
y para complementar, se presentardn algunos aspectos del problema de
estabilidad y algunos criterios para determinarla en sistemas andlogos.

Se definird primero la estabilidad externa o estabilidad entrada acotada -
salida acotada (BIBO: bouded input bouded output) para un sistema lineal
invariante con el tiempo. Luego se define la estabilidad interna de una
realizacion con el requerimiento de que todas las raices de la ecuacion
caracterfstica tengan partes reales negativas. Se notard que estabilidad
externa podria no ser equivalente a estabilidad interna, excepto para
realizaciones minimas.

5.1. Estabilidad externa

Se dice que un sistema causal es externamente estable si una entrada acotada
lu(t)] < My, —oco < T <t < 0o, produce una salida acotada |y (t)| < Ma,
—T < t < oo. Una condicién necesaria y suficiente para tal estabilidad,
entrada acotada - salida acotada, es que la respuesta impulsiva sea tal que:

/m]h(t)\dt<M<oo (5.1)

123
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en donde h(t) = £ '{H(s)} y H(s) es la funcién de transferencia del
sistema. En la discusién sobre estabilidad externa se supondrdn condiciones
iniciales cero. Cuando éstas no son cero, se pueden tratar como entradas
acotadas al sistema desenergizado, y por eso no hay pérdida de generalidad
aqui.

Para probar la suficiencia de (5.1) nétese que

y@%zhw*u@%:lwh@ﬁu@—ﬂdT (5.2)

y con las mismas suposiciones para h (t) y u (),

ly ()] =

/Oooh(T)u(t—T)dT S/Ooo|h(7)]|u(t—7)|d7

< M1/°°|h<r>|dT§M (5.3)

con M < oo.
Para demostrar la necesidad, supéngase que

Aﬂmﬂmzm

pero que todas las entradas acotadas dan salidas acotadas. Se establecerd
una contradiccién aqui, y asi probar la necesidad de la condicién (5.1). Para
esto considérese una entrada acotada definida por:

1, sih(t) >0
p(ty —t) =sgn(h(t)) = 0,sih(t)=0 (5.4)
—1,sih(t) <0

en donde t; es algin instante fijo de tiempo. Entonces con (5.4) en (5.2):

y(t1) = / h(t)u(ty —7)dr
0
= / h(7)sgnh (1) dr = / |h (7)| dr = oo, por suposicién
0 0

Por lo tanto y (t) no seria acotada.
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Para mostrar la relaciéon entre las raices de la ecuacién caracteristica y la
condicién en la ecuacién (5.1), se reescribe la funcién de transferencia como:

H(s)=£L{h(t)} = / h(t)e *dt (5.5)
0
Tomando el valor absoluto en ambos lados de (5.5) se obtiene

|H (s)| =

/wh@ﬁfﬂﬂf{/MMQﬂkﬂﬂ& (5.6)
0 0

con s = o + jw, entonces

‘efst’ — ‘efatefjwt‘ — }efat‘ (57)

Cuando s es igual a uno de los polos de H (s), H (s) = oo y (5.6) es:

oo < /OOO | (t)| |e=7"| dt (5.8)

Si una o mds raices de la ecuaciéon caracteristica estdn en el semiplano
complejo derecho o sobre el eje imaginario, entonces

e <M =1 (5.9)

La ecuacién (5.8) es entonces:

mg/mmeﬁ—/ﬂmmﬁ (5.10)

lo cual viola el requerimiento de estabilidad externa. Por lo tanto, para
estabilidad entrada acotada - salida acotada, las raices de la ecuacién
caracteristica, o los polos de H (s) deben estar en el semiplano complejo
izquierdo.

5.2. Estabilidad interna

La estabilidad interna se refiere a la estabilidad de una realizacién de un
sistema. Asi, un sistema con ecuaciones de estado y de salida

x = Ax+Bu
y = Cx (5.11)
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es internamente estable si la solucién de
)'(:AX, X (to) = Xg,t Z to (512)

x, tiende a cero (0) cuando ¢t — oo (en el estado estacionario, X,s) para un
arbitrario xg.

Si se examina la solucion en el domnio de la frecuencia compleja
(transformada de Laplace) se tiene:

_ dj(sI —A)
X (s) = (sT— A) 'xp = T 1
(5) = (s ) %o det (sI — A)X0 (5:13)
y utilizando el teorema del valor final:
j(sI—A
Xee = Jim x = lim sX (5) = @%X =0 61

si y solo si las frecuencias naturales (raices del det (sI — A)) estén en el
semiplano complejo izquierdo. Por lo tanto, la realizacién serd internamente
estable si y solo si

R {Ni(A)} <0 (5.15)

en donde \; (A) son los valores propios de A.

El anterior argumento también demuestra que una realizacién internamente
estable siempre tendrd una respuesta al impulso que satisface la condicién
(5.1); es decir, serd también externamente estable. Sin embargo, una
realizacion externamente estable no necesariamente es internamente estable,
a menos que la realizacion sea minima, es decir que sea controlable y
observable.

Ejemplo 5.1 Considere un sistema con funcion de transferencia Hy (s) =
S_Ll, el cual es inestable. Supongase que para estabilizarlo se precede Hy (s)
s—1

con una funcion de transferencia de la forma H.(s) = 1, como se muestra

en la figura 5.1.La funcion de transferencia total estd dada por
1 os—1 1

H(s) = —
(5) s—1s+1 s+ 1

(5.16)

En (5.16) se hizo una cancelacion de un polo con un cero, lo cual le
da, aparentemente, estabilidad al sistema. Como se verd a continuacion,
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Hc(s) Hf{s]
_ | ! N .
s+1 s—1

Figura 5.2: Realizacién para la figura 5.1

esta técnica para estabilizar el sistema no funciona y para ver por qué se
considerard la realizacién que se muestra en la figura 5.2
De la figura 5.2 se pueden obtener las ecuaciones de estado y de salida

A - R [
v = [0y

Los valores propios de A o frecuencias naturales del sistema se obtienen de:

s+1 0

det (sI — A) = [ o

}-(s—i—l)(s—l)—o

los cuales son —1 y +1; es decir tiene una raiz en el semiplano complejo
derecho y por lo tanto el sistema es inestable internamente. Para aclarar mas
sobre esta inestabilidad, se resuelven las ecuaciones de estado utilizando la
transformada de Laplace por ejemplo, suponiendo el estado inicial: z; (0) =
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x10 y T2 (0) = z99. Entonces:

71 (t) = mpe =2t xv(t),t>0

xo (t) = y(t):mgoeth%(et—e_t)—i—e_t*v(t),tZO

Noétese que si el estado energético inicial es cero, la funcién de transferencia
es 34%1 como era de esperarse. Sin embargo, a menos que el estado energético
inicial se pueda mantener en cero, y (t) crecerd sin limites. Naturalmente, es
dificil mantener x19 = x99 = 0 (voltajes inducidos, ruido, etc.) y en este caso
si w19 # 0 0 299 # 0 de la expresion de y (t) se ve que el sistema es inestable.
Por lo tanto, el método anterior de estabilizar el sistema no sirve.

Supoéngase ahora que la conexién en cascada de Hy (s) y H, (s) se hace como

se presenta en la figura 5.3

v 1 s—1 ¥
- ' -
s—1 s+1
He(s) H(s)

Figura 5.3: Conexién en cascada de Hy (s) y H. (s)

Desde el punto de vista de la funcién de transferencia, la de la figura 5.3 es
completamente equivalente a la de la figura 5.1. Considérese la realizacién de
la figura

Figura 5.4: Una realizacion del sistema de la figura 5.3
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De la figura 5.4 se pueden obtener las ecuaciones de estado y de salida:

B I FE I
v = gl

Resolviendo x1 y x5 de las ecuaciones de estado y reemplazando en la ecuacion
de salida se puede encontrar que:

y(t) = (z10+a20) e +e 50 (t),t >0

Nétese que ahora el sistema es estable en lo que corresponde a y (t), aun si el
estado energético inicial es diferente de cero. Sin embargo, la realizaciéon de
la figura 5.4 es todavia internamente inestable ya que zy (t) y x2 (t) tienen
términos que crecen con e'. Obviamente para esta realizacién las frecuencias
naturales siguen siendo —1 y +1.

Se puede concluir entonces que el comportamiento interno de una realizacién
podria ser mds complicado que lo que es indicado por su comportamiento
externo. El comportamiento interno se determina por las frecuencias
naturales de la realizacién sin senal de entrada, las cuales en el ejemplo
anterior son —1 y +1. Sin embargo, debido a la cancelacién, no todos
los modos correspondientes de oscilacién aparecerdan en la funcién de
transferencia total. En otras palabras, ya que la funcién de transferencia se
define suponiendo estado energético inicial nulo, ella podria no mostrar todas
las frecuencias naturales de la realizacién actual del sistema. Para un anélisis
completo, se necesita hacerle un buen seguimiento a todos los modos, aquellos
mostrados explicitamente por la funcién de transferencia y los “escondidos”.
Esto es posible si se es cuidadoso en los cédlculos de la funcién de transferencia.
Sin embargo, fue la ecuacién de estado la que dio claridad con respecto al
problema.

La diferencia en comportamiento de las realizaciones de las figuras 5.2 y 5.4 se
aplica por el hecho de que la de la figura 5.2 es observable pero no controlable,
mientras que la otra realizacién 5.4 es controlable pero no observable. Esto
se puede verificar facilmente determinando las matrices O y C para ambas
realizaciones.
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5.3. Meétodo algebraico para determinar la

estabilidad de sistemas continuos

Aunque existen varios métodos para determinar la estabilidad de un sistema
tales como los de Nyquist, lugar de las raices, Bode, etc., éstos son métodos
frecuenciales algunos de los cuales se veran posteriormente. En este capitulo
se verda un método algebraico para determinar la estabilidad, llamado criterio
de Routh-Hurwitz.

Se supone que la ecuacién caracteristica de un sistema lineal e invariante es:

a(8) = aps" + ap_15" '+ ap_98" 2+ -+ as+ag=0 (5.17)

en donde todos los coeficientes son reales. Para que las raices de a(s) no
tengan partes reales positivas, es necesario pero no suficiente que todos los
coeficientes del polinomio a (s) tengan el mismo signo y sean diferentes de
cero.

5.3.1. Criterio de Routh-Hurwitz
Se construye la siguiente tabla:
s" Qn Qp—2 Ap—4 G(npn—p6
Snil ap—-1 Ap-3 0Qp—5 GAp_7
sn2 by b bs by
8n—3 b2 b4 b6 bg
s 3 s cr
S0
donde:
Qn, Ap—2 Qp, (p—4 Qp, Ap—6
ap—-1 ap-3 ap-1 0ap—5 ap—1 Ap-7
bl = — ,b3:_ 7b5:_ ’
an—1 an—1 Ap—1
ap—1 Gp-3 ap—1 Ap-5 Ap—1 Ap-7
b by b3 . b b 1 bh by
o = — = — = —
bl ) bl y U6 bl ’
by b3 by bs by b7
by by by be by bs
T = — C3 = — Cy = —
bg y O3 bg s 5 bg ’
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El criterio es el siguiente:
Para que el sistema sea estable es necesario que todas las constantes de la
primera columna sean positivas. Esto es:

Qpy Qp—1, b17b2acla ..>0

En caso de inestabilidad, el niimero de raices en el plano complejo derecho
es igual al nimero de cambios de signo.

Ejemplo 5.2 Considere la ecuacion caracteristica a (s) = 2s* + s* + 3s? +
5s + 10 = 0. Determinar si corresponde a un sistema estable o inestable.

Se construye la tabla de Routh-Hurwitz de la forma

st 2 3 10
s3 1 5 0
‘2 3‘ '2 10’

15 1 0
s2| b =-7 -L—I=10 0
1 5 ' 1 0‘

-7 10 -7 0
st - :2_75 ———=— =00

—7 10
2 0
0| -l m—1 =10 0 0

7
yva que hay dos cambios de signo en la primera columna de la tabla anterior, la
ecuacion caracteristica a (s) tiene dos raices en el semiplano complejo derecho,
lo cual corresponderd a un sistema inestable.

Ejemplo 5.3 Considere la ecuacion caracteristica a (s) = s® + 6s° + 21s* +
4453 4 6252 + 525 + 100 = 0. Determinar si corresponde a un sistema estable
o inestable.

Se construye la tabla de Routh-Hurwitz de la forma

58 1 21 62 100
s° 6 44 520
‘1 21‘ '1 62‘
6 44 6 52
st - —1=1367 ———1=5333 100 O
s3 20.6 8.10 0 0
52 48 100 0 0
|20.6 8.10‘
48 100
st | —l—5—1=-3438 0 0 0
0 100 0 0 0
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ya que hay dos cambios de signo en la primera columna de la tabla anterior, la
ecuacion caracteristica a (s) tiene dos raices en el semiplano complejo derecho,
lo cual corresponderd a un sistema inestable.

5.3.2. Casos especiales

Las siguientes dificultades podrian ocurrir cuando se esté determinando los
valores de la tabla:

1. El primer elemento en cualquier fila de la tabla es cero.

2. Todos los elementos de una fila de la tabla son cero.

En el primer caso, si aparece un cero en el primer elemento de una fila, cada
elemento en la proxima fila tendrd un valor infinito y la tabla no se podria
continuar. Para resolver esta situacién, se reemplaza el cero en el primer
elemento de la fila por un nimero pequeno arbitrario positivo € y se continta
con las tabla, y después se analizan los elementos en la primera columna de
la tabla que contengan el € para valores cercanos a cero. Esto se ilustra con
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.4 Considere la ecuacién caracteristica a(s) = s* + s> + 2s* +
2s + 3 = 0. Determinar si corresponde a un sistema estable o inestable.

Se construye la tabla de Routh-Hurwitz de la forma

st 1 2 3
s3 1 2 0
‘1 2' ’1 3’

1 2 10
s? | — =0 —-—"1=3 0

ya que ellprimer elerneilto de la fila s% es cero, cada elemento en la fila
correspondiente a s! serfa infinito. Esta dificultad se resuelve reemplazando
el cero por un nimero positivo pequeno € y se continta la tabla:

52 € 3 0
1 2
e 3

st|——1=23 0 0

50 3 0 0
Noétese que cuando € — 07 hay dos cambios de signo y por lo tanto a (s)
tiene dos raices en el semiplano complejo derecho. Adicionalmente, cuando
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¢ — 0~ también ocurren dos cambios de signo lo que verifica las dos raices
con parte real positiva.

En el segundo caso, cuando todos los elementos de una fila son ceros antes de
que la tabla sea terminada, indica que una o mas de las siguientes condiciones
podrian existir:

1. La ecuacién tiene por lo menos un par de raices reales con igual
magnitud pero signos opuestos.

2. La ecuacioén tiene por lo menos un par de raices sobre el eje imaginario.

3. La ecuacién tiene pares de raices complejas conjugadas simétricas con
respecto al eje imaginario. Por ejemplo: 519 = =14 7,834 =1+ 7.

Esta dificultad se puede resolver usando la ecuacién auxiliar A (s) = 0, la
cual se forma con los coeficientes de la fila inmediatamente anterior a la de
ceros en la tabla. La ecuacién auxiliar siempre es un polinomio par, es decir,
tiene solo potencias pares de s. Las raices de la ecuacién auxiliar también son
raices de la ecuacién caracterfstica original. Para continuar la tabla cuando
aparece una fila de ceros se hace lo siguiente:

1. Se forma la ecuacién auxiliar A (s) = 0 con los coeficientes de la fila
inmediatamente anterior a la de ceros.

2. Se toma la derivada de la ecuacién auxiliar con respecto a s; esto da
ds — ¢

dA(s)
ds

3. Se reemplazala fila de ceros con los coeficientes de
4. Se continua la tabla de manera usual.

5. Se interpretan los signos de los coeficientes en la primer columna de la
tabla de la manera acostumbrada.

Ejemplo 5.5 Considere la ecuacion caracteristica a (s) = s° + 4s* 4+ 85> +
852 4+ 7s+4 = 0. Determinar si corresponde a un sistema estable o inestable.

Se construye la tabla de Routh-Hurwitz de la forma
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1 8 7

4 4 8 4
‘1 8' ’1 7’

3 _448:6 _444:60

52 4 4 0

st 0 0 0

Ya que aparece una fila de ceros, se forma la ecuacién auxiliar usando los
coeficientes de la fila s2:

A(s) = 482 +4=0

= 8s=0

De esta iltima ecuacién los coeficientes 8 y 0 reemplazan los ceros en la fila
s! de la tabla y se continia con su elaboracién

st18 0 0

14 0 0
Como no hay cambios de signo en la primera columna de la tabla, a (s)
no tiene raices en el semiplano complejo derecho. Resolviendo la ecuacion
auxiliar se obtienen las raices s;o = =£j, las cuales son también raices de
a(s). Asi, a(s) tiene tres raices con parte real negativa y dos raices sobre
el eje imaginario por lo que el sistema es considerado como marginalmente
estable.

Se reitera que el criterio de Routh-Hurwitz sélo es vilido si la ecuacién
caracteristica es algebraica con coeficientes reales. Si uno cualquiera de los
coeficientes de la ecuacién es complejo, o si la ecuacién no es algebraica (como
cuando contiene funciones exponenciales), el criterio no es aplicable.

5.4. Ejercicios propuestos
Ejercicio 5.1 Considere el polinomio caracteristico de un sistema dado por:
p(s) = 5%+ 5s° + 11s* + 255 + 365 + 30s + 36

Determinar si el sistema es estable usando el criterio de Routh-Hurwitz, y
encontrar los valores para todos los polos.
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Ejercicio 5.2 Aplique el criterio de Routh-Hurwitz a los siguientes
polinomios caracteristicos y determine: a) el nimero de raices con partes
reales positivas, b) el nimero de raices con partes reales nulas, y ¢) el nimero
de raices con partes reales negativas.

a. p(s) =4s> +7s> +7s+2
b. p(s)=s*+3s> +4s+1
c. p(s) =55+ s*+6s+2
d. p(s) =8+ 25t + 25> +4s% + 11s + 10

Ejercicio 5.3 Considere el polinomio caracteristico de un sistema dado por
p(s)=s*+5s + Ks+ 1

a. Determine para que rango de valores de K tendrdan partes reales
negativas los polos del sistema

b. Determine el valor de K que hagan que desaparezcan las partes reales.

Ejercicio 5.4 Las ecuaciones caracteristicas de algunos sistemas se
muestran a continuacion. Para cada caso, determine los valores de K que
correspondan a un sistema estable.

a. p(s) =s'+2283+10s> + s + K
b. p(s) =s*+20Ks>+5s°+ (10+ K)s+ 15

c. p(s) =8>+ (K +0.5)s*>+5Ks+ 50
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Capitulo 6

Analisis en el dominio del
tiempo

En el problema de andlisis de sistemas en el dominio del tiempo, una senal
de referencia se aplica al sistema y el desarrollo de éste se evaliia estudiando
su respuesta en el dominio del tiempo. La respuesta temporal y () de un
sistema generalmente se divide en dos partes: la respuesta transitoria y; (¢) y
la de estado estacionario o régimen permanente ys; (t). Es decir:

Yy (t) = e (t) 4 yss () (6.1)

El objetivo de este capitulo es analizar la respuesta de un sistema en el
tiempo, al aplicar diferentes senales de referencia. Para esto en necesario tener
una idea bdsica de la estabilidad de un sistema. Se puede decir de manera
general, que un sistema es estable si las raices del polinomio caracteristico o
denominador de la funcién de transferencia del sistema H (s) = % tienen
parte real negativa. Lo cual significa que los valores de s que satisfacen la
ecuacién caracteristica a(s) = 0, esto es, las raices de a(s), deben estar
ubicadas en el semiplano complejo izquierdo. Asi, el término y; (¢) en la
ecuacién (6.1) corresponde a la parte de la respuesta que tiene a cero (para
sistemas estables) cuando ¢ se hace muy grande (¢ — 00). Entonces

lim y; (t) =0 (6.2)

t—oo

La respuesta de estado estacionario v, (t) es aquella parte de la respuesta
total que permanece después de que el transitorio ha desaparecido. Debido

137
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a que los sistemas lineales contienen elementos que almacenan energfa
(inercia, masa, resorte, inductancia, condensador, etc.), todos ellos presentan
transitorios en su respuesta y(t) cuando son sometidos a una senal de
referencia. Es decir, las respuestas tipicas de un sistema no pueden tener
cambios instantdneos. Asi, el andlisis de la parte transitoria es importante
ya que es parte significativa del comportamiento dindmico del sistema, y las
desviacion entre la salida (respuesta) y la entrada (senal de referencia) debe
ser cercanamente observada antes de que se alcance el estado estacionario.
La respuesta de estado estacionario también es importante, ya que cuando se
compara con la referencia da una indicacién de la ganancia del sistema, o de
la precisién final del sistema. Si no son iguales, se dice que el sistema tiene
un error de estado estacionario En el problema de disenio de controladores,
se dan las especificaciones en términos de la respuesta transitoria y de la
respuesta de estado estacionario.

6.1. Senales de prueba para la respuesta
temporal de sistemas

A veces las entradas a muchos sistemas no se conocen y podrfan variar
aleatoriamente en el tiempo. Para propésitos de andlisis y diseno se
consideran algunos tipos bédsicos de senales de prueba de modo que se
pueda evaluar el desarrollo del sistema. Seleccionando estas senales de
prueba adecuadamente, no sélo se sistematiza el tratamiento matematico del
problema, sino que las respuestas debidas a estas entradas permiten predecir
el comportamiento del sistema a otras entradas mas complejas.

Cuando la respuesta del sistema lineal e invariante con el tiempo se analiza
en el dominio de la frecuencia, se usa una entrada sinusoidal con frecuencia
variable. Esto permite obtener caracteristicas del sistema en términos de la
relaciéon de amplitudes y fase entre la entrada y la salida las cuales se grafican
como funcione de frecuencia. Es posible predecir el comportamiento en el
domino del tiempo del sistema, a partir de sus caracteristicas en el dominio
de la frecuencia.

Para facilitar el andlisis en el dominio del tiempo, se usan las siguientes
senales de prueba determinisitcas:
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1. Senal impulso:

r(t) = { ’ g) . t;O ’ (6.3)

2. Senal escaldn:
r(t) = { ]g” ffg (6.4)
r(t) = Ru, (t) (6.5)

en donde R es una constante real y p (t) es la funcién escalén unitario.

3. Senal rampa:
r(t) = Ritp, (t) (6.6)

4. Senal parabdlica:
r(t) = R, () (6.7)

La funcién de transferencia y la respuesta impulsiva (respuesta ante un
impuso unitario) de un sistema lineal invariante en el tiempo contienen la
misma informacién sobre la dindmica del sistema. En la prictica se puede
considerar como un impulso, a un pulso de entrada con muy corta duracién
en comparacién con las constantes significativas del sistema.

La funcién escalén es muy ttil como senal de prueba ya que su cambio inicial
instantdneo es amplitud revela que tan rdapido responde el sistema a entradas
con cambios abruptos. Ademds como ella contiene en principio una amplia
gama de frecuencias en su espectro, como resultado de la discontinuidad, es
equivalente a la aplicacion de numerosas senales sinusoidales con un amplio
rango de frecuencias. Ademads, si se conoce la respuesta de un sistema lineal
a la funcién escalén g, (t), facilmente obtenible en préctica, la respuesta
impulsiva se puede obtener derivando la respuesta al escaldn.

6.1.1. Error de estado estacionario

El error de estado estacionario es una medida de la ganancia o de la precision
del sistema cuando un tipo especifico de entrada o senal de prueba se aplica
a este. Si en un sistema la entrada r (t) y la salida y (¢) tienen la misma
dimensioén, el error se define como

e(t)=r(t)—yl(t) (6.8)
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y donde el error de estado estacionario puede ser calculado como

ess = lim e (t) (6.9)

t—o00

6.2. Sistemas de primer orden

Considere el sistema de la figura 6.1 con entrada R (s) y salida Y (s) con
funcién de transferencia de la forma

Y (s) K

R(s) T Ts+1 (6.10)

H(s) =

el cual tiene como denominador el polinomio a (s) = T's + 1, de forma que

tiene un solo polo en s = —%.

R(s) K Y(s)

] r—— ——
1+Ts

Figura 6.1: Sistema de primer orden

6.2.1. Respuesta al escalén unitario

Considere que el sistema H (s) tiene como entrada R (s) un escalén unitario
de la forma (6.4). De esta forma, la respuesta del sistema Y (s) estaria dada
por

K 1

Y (s) = - 6.11
(5) Ts+1s ( )
Expandiendo en fracciones parciales se tiene
B A
Y (s) = - 6.12
() Ts+1 * S ( )
donde A=K,y B=—KT, asi:
1 1
Y(s)=K {— — T ] (6.13)
5 s+
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K
y(t) yplt)=—1
AP T
P R T

K

|
|
|
|
63.2% |se.5%

|

|

|

|

I

|

|

| |
|

3

: | 95% ,98.2% | 99.3%

|

| | - b

T 2T T T 5T
tg=4T —f

Figura 6.2: Respuesta de un sistema de primero orden a una entrada escalén
unitario

Aplicando la transformada inversa de Laplace a (6.13) se obtiene
y(t) =Y (5)} = K (1 - e—%) >0 (6.14)

La ecuacién (6.14) correspondiente a y () se muestra en la figura

Noétese que la constante de tiempo 1" es aquel valor de tiempo para el cual
la respuesta ha alcanzado el 63.2 % de su valor final K. A menor valor de la
constante de tiempo, mads rapida es la respuesta del sistema, y cuando 7" es
pequena, el polo s = —% se aleja del eje imaginario haciéndose mas negativo.
Para t = 4T la respuesta estd a menos del 2% del valor final K. Por eso se
acostumbra suponer que después de cuatro constantes de tiempo, el sistema

ha alcanzado el estado estacionario, y se define el tiempo t, por la ecuacién
ty = 4T (6.15)

Otra caracteristica importante de la curva exponencial es que la pendiente
de la tangente en £t = 0 es %:

dy
dt

Sl

(6.16)

~SI=

K
= —e¢
T

t=0 t=0

Si se traza una recta:
Yp (t) = =t
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esta alcanzarfa el valor final K en t = T segundos.
La ganancia del sistema o la diferencia entre el valor de entrada r(¢) y el
valor de salida y (¢) cuando t — oo (error de estado estacionario) puede ser

calculada como
€ss =1 — th y(t)=1-K (6.17)

Este también puede ser calculado aplicando el teorema de valor final
Css = 1—11’1%31/(3) =1-K

que es el mismo resultado (6.17).

6.2.2. Respuesta a la rampa unitaria

Con la respuesta al escal6n unitaria dada por (6.14), la respuesta a la rampa
unitaria r (t) = ¢, con t > 0, es la integral de esta ecuacién:

t
y () :/ K[1—efldr=K [t—T+Te—%] (6.18)
0
El error e (t) estarfa dado por

e(t) = t—K[t—T+Te—%]

— KT <1 . e—%) +(1— K)t (6.19)
Parat > T:
e(t)~(1—-K)t+ KT (6.20)
Nétese que
th e(t) =00 (6.21)

lo que indica que este sistema no sigue la rampa.

6.2.3. Respuesta al impulso unitario

Como el impulso unitario es la derivada del escalén, la respuesta del sistema
es la derivada de la respuesta al escalén dada por (6.14) asi:

. K

y (1) =

AL B

La respuesta al impulso corresponde tnicamente a la respuesta natural del
sistema, mientras que las respuestas al escalén unitario y a la rampa unitaria
corresponden a la respuesta natural y a la respuesta forzada del sistema.

e T (6.22)
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6.3. Sistemas de segundo orden

Considere un sistema con entrada R(s) y salida Y (s) con funcién de
transferencia de la forma
Y (s) w?

H{s) = R(s) s+ 2{@0:5 +w? (6.23)

donde ¢ = (w, se conoce como atenuacién, w, es la frecuencia natural no
amortiguada y ( es la relacién o razén de amortiguamiento.
La ecuacién caracteristica del sistema, es:

a(s) =s*+2Cwps + w2 =0 (6.24)
Las raices de (6.24) o polos del sistema son:

—2wn £ /4CW2 — 4w?
S12 = 5

Y (6.25)

6.3.1. Caso subamortiguado

Considere el caso donde la relacién de amortiguamiento estd entre 0 < ¢ < 1.
En este caso el término ¢? — 1 de la ecuacién (6.25) es negativo, y por tanto
los polos de la ecuacién caracteristicas estarfan dados por

s12 = —Cwp £ juny/1 — = —Cw, £ jwa (6.26)

donde wy = wp/1 — ¢* y se conoce como frecuencia natural amortiguada.
La ubicacién correspondiente de los polos se muestra en la figura 6.3
de donde:

cosf) = G =(
Wnp,
sinf = 1/1-¢° (6.27)
1—¢?

tanf =
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Im(s)
.
__4 +j 1_¢2wn
| \\@n
|
| ©
| = Re(s)
_’i—wnl
|
|
-~ i1 o

Figura 6.3: Ubicacién de los polos para el caso subamortiguado (0 < ¢ < 1)

0 =cos ! (¢) =sin* (\/@) = tan~*! (@) (6.28)

Si la entrada es un escalén unitario R (s) = %, se obtiene:

2 1 K As+ B
“n L i (6.29)

Y (s) = -
(5) 2+ 20wps+w2s s 524 20w,s + w?

donde K =1, A = —1y B = —2(w,, por lo que (6.29) se puede reescribir
como

Y(s) = 1 s+ 2Cw, 1 s+ 2Cwy,
5 = $2+2wps + w2 s (5 + Cw )2—|—<w m)z

ol s4len (wn

LR PO PR PR W P

Y (s) = 1 s+ Cwp, _wn\/l—C2 Cwy,
s (5w’ Wa) w1 = (s + Cwn)® + (wa)”
. 1 _ s+ Cwn _ C Wy

Yis) = 5 (s + Cwn) + (wa)® V1= C2(5+ Cwn)* + (wa)? (6.30)

Aplicando transformada inversa de Laplace sobre (6.30) se obtiene

y(t) =1 — e “ntcos (wyt) — #Cze_gw"t sin (wqt) (6.31)
1—
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para t > 0, (6.31) tambien se puede escribir como

y(t) = 1—eSwnt [cos (wat) + —— sm (wqt) ]

1
1 —Cwnt
= 1 — ———e%“"" |(sin (wgt) + % cos (wqt)| (6.32)
V1-¢?

donde wy = w,y/1 — 2. Utilizando las relaciones (6.27) y (6.32) se puede

escribir en forma compacta como

e—(wnt

)=1-— ——

que es el primer tipo de respuesta mostrado en la figura

sin (wqt + 0) (6.33)

c(t)

|
Sobrepaso

Figura 6.4: Respuesta subamortiguada de un sistema de segundo orden

6.3.2. Caso de amortiguamiento critico

Considere el caso donde la relaciéon de amortiguamiento ¢ = 1. Entonces la
funcién de transferencia (6.23) se convierte en
Y (s) w? w?

H(s) = ) = n — n 34
(s) R(s) $242wns+w?  (s+w,)’ (6:34)

que corresponde a un par de polos ubicados en

512 = —Wn
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Si R (s) =1, entonces:

Y (s) w1 K N A N B
S) =m—77—F— = —
(s+wn)?s s (s4+wy)? (s+wn)
donde K =1, A= —w,,y B=—1. Ast:
1 1 n
Y(s)==-— SR (6.35)
s (stwn) (s+wn)
Aplicando la transfromada inversa de Laplace a (6.35) se obtiene para t > 0
y(t) =1—e " (14 wyt) (6.36)
La ecuacién (6.36) es el segundo tipo de respuesta mostrado en la figura 6.5
c(t)
A (
1-——
=1
> b

Figura 6.5: Repuesta de amortiguamiento critico de un sistema de segundo
orden

6.3.3. Caso sobreamortiguado

Considere el caso donde la relacién de amortiguamiento ¢ > 1. Entonces los
polos de la funcién de transferencia (6.23) estdan dados por

S12 = <—C + \V CZ - 1) Wnp

Si la entrada es un escalén unitario R (s) = %, se obtiene:

w? 1

Y(s) = n -

(5) $2 4 2Cwns + w2 s
K A B

(6.37)

§ +s—|—wn(§+\/m)+s+wn<§—\/§27—1)
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Aplicando la transformada inversa de Laplace a (6.37) se obtiene

1 e—wn(g—l—\/(jQ—l)t
Hole | Ve 6.38
2/ -1 | 41 (Ve

¢—V/¢*-1

Si (—C + /¢ — 1) Wy > (—C —— 1) wy,, entonces la respuesta debida
a <—C — V- 1) w,, se puede despreciar ya que el término e " <<+ v CQ_l)t

2
, L, . . —w —\/(“—1)t
cae mucho méas rdpidamente que el correspondiente a e "<< ¢ ) . Es
decir, la respuesta es similar a la de un sistema de primer orden con un solo

polo ubicado en (—C + /(- 1) wy,. La respuesta correspondiente al caso

sobreamortiguado se muestra en la figura

Figura 6.6: Respuesta sobreamortiguada de un sistema de segundo orden

6.3.4. Caso oscilatorio

Considere el caso donde la relacién de amortiguamiento ¢ = 0. Entonces los
polos de la funcién de transferencia (6.23) estdn dados por

S12 = :I:jwn
Si la entrada es un escalén unitario R (s) = %, se obtiene:

Y(s):w—ilzl—; (6.39)

2+wls s s2+w?
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Aplicando la transformada inversa de Laplace a (6.39) se obtiene para t > 0

que
y(t) =1 — cos (wnt)

cuya grafica se muestra en la figura 6.7

A c(t)

[As]

(6.40)

Figura 6.7: Respuesta oscilatoria de un sistema de segundo orden

La figura 6.8 resume los casos vistos

&<l —

¢=1—

Y

&1

Figura 6.8: Diferentes respuestas para un sistema de segundo orden
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6.3.5. Especificaciones de la respuesta transitoria

Como se dijo antes, sistemas con almacenamiento de energia no pueden
responder instantdneamente y presentan transitorios siempre que se les
somete a entradas de referencia o perturbaciones. La entrada escalén, facil
de generar, es frecuentemente usada para especificar las caracteristicas de
funcionamiento de un sistema de control. Ademads, como se vié anteriormente,
si se conoce la respuesta de un sistema a una entrada escalén, en principio
es posible calcular la respuesta a cualquier entrada.

Obviamente la respuesta transitoria de un sistema depende de las condiciones
iniciales. Sin embargo, para poder comparar facilmente las caracteristicas de
la respuesta transitoria de diversos sistemas, se acostumbra suponer que las
condiciones iniciales son cero.

Cuando la respuesta transitoria presenta oscilaciones amortiguadas es
habitual dar las especificaciones mostradas en la figura 6.9:

‘ cft)

TnlcraIiia admisible

0.9
tg 0.05 o 0.02
0.5
0.1
-t
=

Figura 6.9: Especificaciones de la respuesta transitoria para un sistema de
segundo orden

Las especificaciones son las siguientes:

1. Tiempo de retardo, t;: El tiempo que la respuesta tarda en alcanzar
por primera vez la mitad del valor final.

2. Tiempo de crecimiento, ¢,. El requerido para que la respuesta crezca del
10 al 90 %, del 5 al 95% o del 0 al 100 % de su valor final. Se utilizara
esta tltima especificacién (0 al 100 %) en célculos posteriores.
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3. Tiempo de pico o de sobrepaso, t,. El requerido por la respuesta para
alcanzar el primer pico del sobreimpulso o sobrepaso.

4. Maximo sobreimpulso o sobrepaso, M,. Este se define en forma
porcentual mediante (6.41):

A = ) —e(o0) (6.41)

y es un indicativo de la estabilidad relativa del sistema.

5. Tiempo de establecimiento o de solucién, t,. Tiempo requerido por la
respuesta para alcanzar y mantenerse dentro de determinado rango
alrededor del valor final. Este rango generalmente se especifica en
porcentaje absoluto del valor final (habitualmente 5 % 6 2 %). El tiempo
de establecimiento se relaciona con la constante de tiempo mds grande
del sistema. El criterio para la fijaciéon del porcentaje de error a usar
depende de los objetivos del diseno del sistema en cuestién. Nétese que
si se especifican 4, t,, tp, ts, y M), virtualmente queda determinada la
forma de la respuesta. Para un sistema sobreamortiguado no se aplican
los términos tiempo pico y méximo sobreimpulso. Para sistemas con
error estacionario para entradas escalén, el error se debe mantener
dentro de un nivel porcentual especifico.

Comentarios:

Excepto donde no se toleren oscilaciones, se desea una respuesta transitoria
suficientemente rdpida y suficientemente amortiguada. Para sistemas de
segundo orden el rango recomendado para ( es: 0.4 < ¢ < 0.8. Para ( < 0.4
el sobrepaso es excesivo y para ¢ > 0.8 la respuesta es lenta.

Se verd posteriormente que M, y ¢, estdn en conflicto entre si. Es decir, si
M, decrece, t, aumenta y viceversa.

Tiempo de crecimiento o tiempo de levante t,:

Utilizando el criterio de 0 al 100 %, y (¢,) = 1. Reemplazando en (6.33):

e_cwnt'r

-

sin (wqt, +60) =0 (6.43)

y(t,)=1=1- sin (wqt, + 0) (6.42)

de donde
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Ast:
(watr +0) =m, 27,37, ... (6.44)

El primer cruce de y(t) con el valor unitaro o 100% ocurre cuando
(wgt, + 0) = . Por lo tanto:

tr:W—QZ m—0 (6.45)

Wq \/1—7@0.1“

Nétese que para un valor pequeno de t,, w, debe ser grande.

Tiempo de pico t,: Con (6.33) cuando ¢t = ¢,, la pendiente es cero:

dy(t)|  (wn

at, V1=¢

e~y sin (wat, + 0)

V 1— Czwn

— Y= et cos (wat, +6) =0

V1-¢2

de donde:
\/% sin (wat, + 0) = cos (wat, + 0) (6.46)
o:
1-¢?
tan (wqt, +0) = I (6.47)
Asi:
L (V1=¢
wat, + 0 = tan - =0+mn, n=0,1,... (6.48)
El primer pico ocurre cuando n = 1:
AL S (6.49)

Maiéximo sobreimpulso ),:

Esto es:
My =y (t,) —1 (6.50)
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Utilizando (6.32) se tiene:

y(t,) — 1= —e i lcos (watp) +

¢
————sin (wqt, 6.51
Fom] oo

Pero de (6.49) wyt, = 7 y:

M, = —e~Sentr lcos (m) + #@ sin (7‘(‘)] = —e Sty (6.52)
1—
o: o
M, =e¢ V1-¢ (6.53)

Existen diferentes criterios integrales para establecer lo que podria llamarse el
valor 6ptimo de la razén de amortiguacion ¢. Uno de ellos se llama el criterio
ITAE el cual minimiza la integral J = [ |e| tdt, integral del valor absoluto
del error multiplicado por el tiempo, que trata de penalizar la magnitud del
error y la duracién del mismo. Utilizando este criterio con e (t) = r (t) — y (t)
se obtiene ¢ = 0.707.

Otro criterio es el ISE que minimiza la integral J = fooo e2dt, o integral del
cuadrado del error. Este criterio no penaliza la duracién del error. Con el
ISE se obtiene ¢ = 0.5. Existen otros criterios de optimizacién. Sin embargo,
el valor de ¢ = 0.7 corresponde al valor cercano al 6ptimo con respecto a
varios de ellos. Para ( = 0.7, el sistema de segundo orden tiene una respuesta
rapida a la entrada escalén con un sobrepaso de aproximadamente el 4.3 %.
La figura 6.10 muestra una grafica del sobrepaso M, en funcién de la razén
de amortiguamiento ¢ para el sistema de segundo orden:

Obsérvese que para ¢ = 0.4 el sobrepaso es del 25.4 %, mientras que para
¢ > 0.7 es menor del 4.3 %.

Tiempo de establecimiento t,

De (6.52) se tiene que M, = —e ', Asi, se puede construir una curva

envolvente de sobrepasos de la forma
M, (t) = —e~ ¢t (6.54)

que es una curva exponencial tal que:

M, (t) <2%, parat >4T =
Wn
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Figura 6.10: Sobrepaso en funcién de la razén de amortiguacién

Asi, se puede aceptar que el transitorio de y (t) estd a menos del 2 % del valor
final para el tiempo t,, o tiempo de establecimiento dado por:

4
ty = 6.55
o (6:39)
Noétese que la constante de tiempo de la envolventes es ——, lo cual se observa

Cwn?

en la figura 6.11

Obsérvese que para el mismo w, y ¢ < 1, el tiempo de establecimiento
para un sistema muy levemente amortiguado, es mayor que para un sistema
adecuadamente amortiguado. Sin embargo, como el valor de { generalmente
es determinado por un requerimiento de méximo sobreimpulso permitido,
el tiempo de establecimiento t, estd determinado principalmente por la
frecuencia natural no amortiguada w,. Es decir, la duracién del periodo
transitorio puede ser variada sin modificar el médximo sobrepaso, ajustando
W

Entonces, para tener una respuesta rapida, w,, debe ser grande, y para limitar
el maximo sobrepaso M,, la relacién de amortiguacién no debe ser demasiado
pequena.

Ejemplo 6.1 Determine el tiempo de crecimiento, el tiempo de pico, el
mdximo sobrepaso, y el tiempo de establecimiento para una funcion de
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c(t)

T 2T 37 4T

Figura 6.11: Curvas envolventes de sobrepaso

transferencia de la forma

1
$2+2s5+1

H(s) =

cuando la entrada es un escaldn unitario.

Noétese que w,, = 1, y ( = 0.5 para este sistema. Entonces

wg = wp\/1—C=+v1-0.52=0.866

Tiempo de crecimiento ¢,: De la ecuacién (6.45) se tiene

m™—0
t, =
Wy
donde § = sin™! (0.866) = 1.05. Por tanto,
t. = w —941s
0.866
Tiempo de pico t,: el tiempo de pico t, es dado por la ecuacién (6.49) como
3.14
ty= — = 2" —363s

wqg  0.866
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Miximo sobrepaso M,: de la ecuacién (6.53) se tiene

__ G 0.5x3.14
M, =e 1-2 — ¢ 086 = ¢ 81 =0.163

Tiempo de establecimiento t,: El tiempo de establecimiento definido por la
ecuacion (6.55) es
4 4

pr— :8
Con 05x1 0

ts =

6.4. Sistemas de 6rdenes superiores

6.4.1. Sistemas de tercer orden

Considere el sistema descrito por la funcién de transferencia

Yis) WP
R(s) (824 2Cw,s +w?) (s +p) (6.56)
Si R(s) =1, se puede obtener y (t), con 0 < ¢ < 1:
- B e*Cwnt ) B e
y(t) = 1 5C2(5—2)+16C (B —2)cos/1— Cwpt
e~Snt  BC[CP(B—2)+1] [i
+BCZ(5—2)+1 o cosy/1 — CCwyt
e Pt
_ 6.57
3G9 050

donde 3 = CL'
Wn
Obsérvese que como:

BEB-2)+1=CB-1+(1-¢)>0

entonces el coeficiente del término e ?' es siempre negativo. Por lo tanto
el efecto del polo real situado en s = —p en la respuesta al escalén
unitario es reducir el méximo sobrepaso y podria aumentar el tiempo de
establecimiento. Si el polo real estd ubicado a la derecha de los polos
complejos conjugados, hay tendencia a una respuesta lenta y el sistema se
comporta como uno sobreamortiguado al cual los polos complejos conjugados
anaden ondulaciones a la curva de respuesta.
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6.4.2. Respuesta transitoria de sistemas de mayor
orden

Para el sistema dado por la funcién de transferencia

Y(S) . b08m+blsm_1 + - —|—bm

- 6.58
R(s) aps"+as"t+---+a, (6.58)
si no hay polos repetidos, entonces:
K H (s +2)
Y - -
o N (6.59)

J

R : G
(®) (s + ) [] (% + 2Cuw + w?)
=1 k=1

donde q + 2r = n.
Por descomposicion en fracciones parciales de (6.59) con R (s) = I, se obtiene
q r 2
a a; bi (s + Cpwr) + cpwpy/ 1 —
Y (s) = +Z j +Z k(8 + Cuwr) + crwr Ck (6.60)

(s +p;) (s* + 2Cpwr + wi)

j=1 k=1

Aplicando transformada inversa de Laplace a la ecuacién (6.60) se puede
expresar

q T
y(t)=a+ Z aje_pjt + Z e ekt cos (wk\/ 1-— CZt)
j=1 k=1
+ Z cpe” kRl sin (wk\/ 1— (it) , parat >0

k=1

Si todos los polos estdn en el semiplano complejo izquierdo:

Yss = tlirgloy (t)=a
Considérese que el sistema es estable. Entonces los polos que estdn ubicados
lejos del eje imaginario tienen partes reales negativas grandes y por lo tanto
los términos exponenciales en y (t) caen muy rapidamente a cero ya que el
tiempo de establecimiento depende de la distancia horizontal de los polos al
eje imaginario.
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a | b / ¢ ‘

Figura 6.12: Algunas respuestas de sistemas de orden superior

La curva de respuesta de un sistema estable de orden superior a una entrada
escalén unitario es la suma de cierto niimero de curvas exponenciales y curvas
senoidales amortiguadas. Algunas respuestas se muestran en la figura 6.12
En la figura 6.12a la respuesta corresponde a un par de polos complejos
conjugados dominantes. Su comportamiento es similar al de uno de segundo
orden. En la figura 6.12b se nota la presencia de un polo real dominante,
ya que se asemeja a la respuesta de un sistema de primer orden sobre el
que se superpone la respuesta de un par de polos complejos conjugados
menos dominantes. La figura 6.12c muestra la respuesta de un par de polos
complejos dominantes sobre la que se superpone la respuesta de otro par de
polos complejos menos dominantes.

6.5. Ejercicios propuestos

Ejercicio 6.1 Se requieren un par de polos complejos conjugados en el plano
s en un sistema para cumplir con las siguientes especificaciones:

a. ( >05,w,>5

b. 0< (<0707, w, <5
c. (>051<w,<4

d. 0.5 <(<0.707, w, <10

Para cada caso, grafique la regién en el plano s en el cual pueden ir ubicados
los polos.

Ejercicio 6.2 Determine la respuesta al escalon unitario y al tmpulso
unitario, para los siguientes sistemas
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00
a. H(s)= O—F(]Esw

b. H(s) = g

(140.1s)(1+5s)

_ 10K
c. H(s)= 5(s2 145 1200)

_ K(142s)(144s)
d. H(8> T s(s242s+10)
Ejercicio 6.3 Determine los valores de K y k del sistema con funcidn de

transferencia
K

T U+ Kks+ K

tal que el mdximo sobrepaso a un escalon unitario sea del 25% vy el tiempo
de pico sea 2s. Asuma que J = lkg — m?2.

H (s)



Capitulo 7

Analisis en el dominio de la
frecuencia

En ingenierfa de control, algunas veces es necesario utilizar técnicas de
respuesta frecuencial. Por ejemplo, muchas veces es pricticamente imposible
obtener un modelo matemético de un sistema y se deben determinar sus
caracterfsticas aproximadamente, lo cual podria hacerse excitdndolo con una
entrada sinusoidal. Supdéngase, por ejemplo, que se desea disenar un sistema
de control de frecuencia para un sistema interconectado de potencia. En
tal sistema, la frecuencia es controlada por manipulacién de la potencia de
salida en uno o varios de los puntos de generacién. Debido a su complejidad,
tamano y caracter cambiante, es dificil establecer un modelo preciso de
tal sistema, ademds de la imposibilidad para tener el sistema disponible
para pruebas debido a su funcionamiento durante las 24 horas del dia. Sin
embargo, es posible probar el sistema mientras estd en operacion, inyectando
una senal de entrada de prueba superpuesta a las entradas normales y
registrando la salida resultante (cambio de frecuencia), la cual, por supuesto,
estd superpuesta a la salida normal. Para obtener resultados significativos, es
necesario escoger entradas de tal naturaleza que las respuestas resultantes se
detecten facilmente. Las senales sinusoidales satisfacen estos requerimientos.
Desde el punto de vista préctico es posible cambiar la potencia de salida de
una estacién sinusoidalmente y filtrar con gran precisién la componente de esa
frecuencia particular en la salida. Variando la frecuencia de entrada se puede
obtener la respuesta del sistema como una funcién de la frecuencia. Esta
técnica de medicién se usa también para procesos quimicos cuyos modelos
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matematicos son dificiles de obtener.
Otra ventaja del andlisis frecuencial consiste en que es posible determinar la
estabilidad del sistema a partir de respuestas en frecuencia de éste.

7.1. Respuesta de un sistema a una entrada
senoidal

El analisis y diseno de los sistemas de control se puede efectuar tanto en
el dominio temporal como en el frecuencial. La caracteristica esencial del
método frecuencial es que la representacion de un sistema se obtiene en
funcién de su respuesta a una entrada sinusoidal. Si el sistema es lineal,
la salida es estado estacionario serd, en general, una senal sinusoidal de la
misma frecuencia que la de la entrada, pero con diferente amplitud y fase.
Como se sabe, para un sistema lineal y con condiciones iniciales nulas con
funcién de transferencia H (s) se tiene

y () =h(t)xu(t) (7.1)

en donde * es el simbolo utilizado para la convolucién de 2 senales, y (t) es
la salida del sistema, u (t) es la entrada y h(t) = £ {H (s)}, 6 H(s) =
£{h(t)}. Recuérdese que h(t) es la respuesta del sistema con condiciones
iniciales nulas cuando la entrada u (¢) es un impulso unitario 6 (¢).
Utilizando la transformada de Fourier § en (7.1) se obtiene

Y (jw) = H (ju) U (jw) (7.2)
en donde
F(jw) =3 LF (0}, 6 £ (1) 3 F (o)
Ademsds, H (jw) de la ecuacién (7.1) se puede escribir como

H (jw) = Re {H (jw)} + jSm {H (jw)} = |H (jw)| & &0 (7.3)

con arg (H (jw)) = % Ahora, si

u(t) = Aej“’ot(ﬁZWAé (w — wp) (7.4)
entonces con (7.3) y (7.4) en (7.2):
Y (jw) = 27 A |H (jw)| e 28 HED§ (1 — wy) (7.5)
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y utilizando la propiedad de la funcién impulso
f ()0 (x —x0) = f (20) 0 (x — o)
y reemplazando en (7.5) se obtiene
Y (jw) = 2r A |H (jwo)| ! @8HI«0)5 () — wp)
y utilizando (7.4) se obtiene

y(t) = Al|H (jwo)| e 2elHiwo)) giwot
y(t) = A|H (jwg)| e @oltarslHGwo))

Si u (t) = Acos (wot) = R, {Ae?*°'} entonces:

y(t) = Re {A |H (jwo)] ej(WOt+arg(H(jWO)))}
y(t) = AlH (jwo)| cos (wot + arg (H (jwo)))
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(7.6)

(7.7)

(7.8)

Asi pues, el comportamiento del régimen sinusoidal permanente (estado
estacionario) de un sistema lineal se puede deducir a partir de la funcién

de transferencia H (s),_;,.

Los siguientes métodos para representar la funcién de transferencia H (jw)
son utilizados en el andlisis y disenio de los sistemas lineales en el dominio

frecuencial:

1. Lugar geométrico o de Nyquist: es un gréafico que representa la amplitud
y el argumento de la funcién de transferencia en coordenadas polares

cuando w varfa desde cero hasta infinito.

2. Lugar de Bode: son dos gréficas. Uno representa la amplitud de la
funcién de transferencia en decibels en funcién de w y el otro la fase
de la funcién de transferencia en funcién de w, generalmente en escalas

semilogarftmicas.

3. Griéfica del médulo en funcién de la fase (lugar de Black). Es un grafico
de la amplitud de la funcién de transferencia en decibels en funcién de
la fase de H (jw) en coordenadas rectangulares con la frecuencia como

parametro variable sobre las curvas.
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7.2. Lugar geométrico o de Nyquist
El lugar geométrico o de Nyquist corresponde a la grafica de la funcién de
transferencia H (jw) (llamada curva de Nyquist) con 0 — w — oc.

Ejemplo 7.1 Dibujar el lugar de Nyquist para la funcion de transferencia
en lazo abierto H (s) dada por

K
H = 7.9
) = A Tis) 0+ Tos) (1 £ To9) (7.9)
con K, Ty, Ty, T3 > 0.
: K
H ()] = 2 2 - (1)
\/1 + (WTl) \/1 + (WTQ) \/1 + (CUT3)
Yy
arg (H (jw)) = —tan~ ' (wT}) — tan™* (wTy) — tan™* (wT3) (7.11)
Para realizar el gréfico considere la funcién H (jw) de la forma
K
H (jw) = 7.12
Ue) = O Ty (L Toje) (L4 Toj) (7-12)

K
1-— (T1T2 + T1T3 + T2T3) w? + ju.) (TI -+ T2 + T3 - T1T2T3w2)

Los cortes de H (jw) con:

1. El eje real:
w(Ty+ Ty +Ts — V15 T5w?) =0

entonces wi = 0, wy = 4 /%ﬂ?.

2. El eje imaginario:

1— (VT + ThT3 + ToT3) w® = 0

1
VI To+T1 T3+T2T3

Ahora, evaluando H (jw) de la ecuacién (7.12) en w = 0y w = oo, se tiene:
enw=0:|H (jw)| = K, arg (H (jw)) =0

en w — o0i | H (ju)] = 0, ang (H (jw)) — %

Con estos resultados y notando de (7.10) y (7.11) que cuando w crece,
la magnitud de H (jw) disminuye y el arg (H (jw)) se hace cada vez mds
negativo se puede obtener el bosquejo del lugar de Nyquist de H (jw) como

se muestra en la figura 7.1

entonces wg =
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‘ 3:;: {Hl:j“'l}

M =
K

-
m=0 ; (3
®= (3_/\_/ R {H Sy

Figura 7.1: Diagrama de Nyquist de la funcién de la ecuacién (7.9)

7.3. Lugar de Bode

El lugar de Bode son dos gréficos. Uno representa la amplitud de la funcién
de transferencia |H (jw)| en decibels en funcién de w y el otro la fase |H (jw)|
de la funcién de transferencia en funcién de w, generalmente en escalas
semilogaritmicas.

Ejemplo 7.2 Dibujar el diagrama de Bode para la funcion de transferencia
dada por
5

(1+5) (1 +2s)(1+3s)

H(s) =

Para obtener el diagrama de Bode es necesario calcular la magnitud en
decibels y la fase como

7.13)

)
|H (jw)lgg = 20log (
! VI+ @A/ @)1+ (Bw)?
arg (H (jw)) = —tan ' (w) —tan ' (2w) — tan™* (3w) (7.14)

Las ecuaciones (7.13) y (7.14) se grafican en escala logaritmica para la
frecuencia con 0 — w — 0o como se muestra en la figura 7.2

Algunos puntos importantes son:

enw = 0: [H (jw)|,;5 = 20log5 = 13.97, arg (H (jw)) =0

en w = oo: |H (jw)|,;5 = —o0, arg (H (jw)) = —270°



164 Andélisis en el dominio de la frecuencia

Diagrama de Bode

Magnitud {dE

Fase (deq)

0° 10" 10° 10

Frecuencia (rad/seq)

Figura 7.2: Diagrama de Bode para el ejemplo

7.4. Ejercicios propuestos

Ejercicio 7.1 Grafique el diagrama de Bode de un controlador PID dado
por la funcion de transferencia

2
Go(s) =224 = +02s
S

Ejercicio 7.2 Grafique el diagrama de Bode de un sistema con funcion de
transferencia dada por

(s+4) (s +20)

(s+1)(s+80)

Ejercicio 7.3 Grafique el diagrama de Nyquist de un sistema con funcion
de transferencia dada por

H(s) =

H{(s) = 5]—<1

Ejercicio 7.4 Grafique el diagrama de Nyquist de un sistema con funcion
de transferencia dada por

~ 20(s*+s+0.5)
) = D610




7.4 Ejercicios propuestos 165

En el diagrama de Nyquist ubique los puntos de frecuencia w = 0.1, w = 0.2,
w=04,w=0-6w=1w=2,w=4, w=6, w=10, w =20, yw = 40.
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Apéndice A

Representacion en grafos de
circuitos eléctricos

A continuacion se dan las definiciones basicas referentes a la representacién
en grafos de circuitos eléctricos.

Grafico: es un esquema en el cual cada elemento (o combinacién serie
y/o paralelo de los elementos de circuito conectado entre dos nodos
independientemente de su naturaleza) se reemplaza por un segmento de linea,
que se denomina elemento del gréfico. También se puede definir un gréfico
como una coleccién de nodos y segmentos de linea con la condicién de que
estos se intersecten unicamente en los vertices.

Grafico conectado: aquel en el que hay por lo menos una trayectoria entre
dos nodos cualesquiera.

Grafico orientado: aquel en el que cada elemento se numera y se orienta
mediante una flecha que indica el sentido de la corriente total a través de él. La
polaridad del voltaje entre terminales queda automaticamente determinada,
segin se indica en la figura A.1

Arbol de un grédfico conectado: es un subgrifico con las siguientes
caracteristicas

a. Contiene todos los nodos.
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@ @—— @e
+

v D <> k

® o— B e

Figura A.1: Ramas

b. No contiene trayectorias cerradas.

c. Siempre existe una trayectoria entre dos nodos cualesquiera y sélo una.

Notese que puede haber varios drboles para el mismo gréafico conectado como
se muestra en la figura A.2

Figura A.2: Arboles diferentes de un mismo grafico

Los elementos del grifico se clasifican en ramas y enlaces o cuerdas segiin
hagan o no parte del drbol, respectivamente. Sea:

N + 1: niimero total de nodos.

B: nimero total de elementos del gréfico.
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L: niimero total de enlaces.

Nétese que el arbol contiene N ramas, lo cual se puede demostrar por
induccién observando que la primera rama une dos nodos y cada nueva que
se adiciona conecta un nuevo vértice y sélo uno.

.L=B-N

De las propiedades del drbol se concluye que éste y cada enlace forman
un conjunto fundamental de trayectorias cerradas (anillos) linealmente
independientes puesto que cada una de ellas contiene un enlace diferente y
s6lo uno, como se observa en la figura A.3 (ramas: {1, 2, 3}, enlaces:{4,5,6}).

Figura A.3: Grafico orientado

Corte de un gréfico conectado: es una coleccién minima de elementos
que cuando se suprimen en el grafico, éste queda dividido en dos subgréficos
separados (uno de estos podria estar constituido por un nodo).

En el grafico orientado de la figura A.4 se pueden identificar, entre otros, los
siguientes cortes:

{3,5,6,7}

{2,5,7,8,9}

{1,4,6,7,9}

{1,3,5,6,8}

Es importante notar que el nimero de elemntos del corte debe ser minimo.
Asi, por ejemplo, el conjunto {1,3,5,6,8,9} no lo es, puesto que el
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Figura A.4: Gréfico conectado

restablecimiento de cada uno de los elementos del corte debe reunir los dos
subgraficos separados en uno solo y, en este caso, el nimero 9 no satisface
esta condicién.

La primera ley de Kirchhoff (de corriente) se puede generalizar asi: ”La
suma algebraica de las corrientes a través de los elementos de un corte, en
cualquier instante, es nula”. Se acostumbra asignar una orientacién a cada
corte escogiendo arbitrariamente una direccién para la corriente neta desde
un subgréfico a otro y denotarla mediante una flecha en la linea de trazos
que representa el corte

Puesto que el arbol de un gréfico conectado une todos los nodos, todo corte
debe contener, al menos, una rama. Para un drbol dado se puede formar un
conjunto tnico de cortes si cada uno de ellos incluye tinicamente una rama.
De todo lo anterior se puede concluir:

1. Si se conocen los voltajes en todas las ramas se pueden obtener los
voltajes en todos los enlaces aplicando la segunda ley de Kirchhoff
(de voltajes) al conjunto de los L anillos fundamentales o linealmente
independientes. Como se conoce la relacién entre voltaje y corriente
para cada elemento de circuito, el circuito quedarifa completamente
resuelto.

2. Si se conocen las corrientes en todos los enlaces se pueden obtener las
corrientes en todas las ramas aplicando la primera ley de Kirchhoff al
conjunto de los NV cortes fundamentales o linealmente independientes.
Como se conoce la relacién entre voltaje y corriente para cada elemento
de circuito, el circuito quedaria completamente resuelto.
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Por lo tanto un circuito se puede describir en funcién de:

A. Voltajes de rama, aplicando la primera ley de Kirchhoff en los N
cortes fundamentales y expresando las corrientes en funcién de voltajes.
Si éstos son de enlace se expresan en funcién de los de rama aplicando
la segunda ley de Kirchhoff a los anillos fundamentales.

B. Corrientes de enlace, aplicando la segunda ley de Kirchhoff a los
L anillos fundamentales y expresando los voltajes en funcién de las
corrientes. Si éstas son de rama se expresan en funcién de las de enlace
aplicando la primera ley de Kirchhoff a los cortes fundamentales.
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Apéndice B

Computaciéon analégica

La siguiente tabla muestra algunos elementos bésicos de calculo usados en
la computacién analégica:

Crruito Simbolo Operacion hasica

a
aRk ej €o
gp = a €3

: m
|
IS
m

e eq
€g = —
=
eil__ 21
€j2 :4ap €0 €0 =
P "
€i3 an -3 a, e
k=1 2
ap = ﬁj_l

Se consideran como elementos especiales el multiplicador y el generador de
funcién. Otro elemento especial , no incluido en la tabla es el derivador que
debe ser de tipo filtrado para evitar la amplificacién de ruido. Generalmente
se utilizan configuraciones o realizaciones que no incluyan derivadores al hacer
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Ciruito Simbolo Operacién hasica
C
. R
Ell 1 R e £y
€0 ei 0 eo (1) =
t P
—a fo e; (T)dr
-—€p ::0\:'
a=1/RC
i1 e
F_‘—,D Multipli— -0 ejq
=12 cador e D
o
€g = (€;1€52
ej Generador| €

. de — e
uncisn 1 .
F(ej) eo = F (&)

€1 ’ ei1_ 1
€4
€iz L -0
Eil’] 1 :I ’ 013 : €p = — Z
a k=1

n ak fot e (T)dT
@ = 1/R.C

la simulacién de un sistema para evitar la amplificacién de ruido.

B.1. Sintesis de funciones de transferencia

Se muestran a continuacién diferentes ejemplos para la solucién de ecuaciones
diferenciales a través de computacion analdgica.

Ejemplo B.1 Considere la funcion de transferencia de la forma

Y (s) 2
HE) =5 = 511

se tiene

2U(s) = (s+1)Y (s)
2u(t) = y(t)+y(t)
—y(t) = —2u(t)+y()
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Esta ecuacién puede ser implementada en el computador andlogo de acuerdo
al diagrama de bloques de la figura B.1

u

{0
| \2/

Figura B.1: Diagrama de bloques funcién de transferencia 5%1

Ejemplo B.2 Dada la funcién de transferencia

_Y(s)  25+1
H(s) = U(s) s2+3s+4

se tiene

(s +3s+4)Y (s) = Uls)
gt) = u(t)—3y(t) —4y(t)

Esta ecuacién puede ser implementada en el computador andlogo de acuerdo
al diagrama de bloques de la figura B.2

Ejemplo B.3 Considere un modelo de espacio de estados en forma canénica
observer de la forma

—aq 1 0 b1
A = —ag 0 1 7B: bg

—das 0 0 b3
C = 1[10 0

El correspondiente diagrama de cdlculo analdgico se muestra en la figura B.3
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_y'
10 I Y
10

-0.3y e
0.4y . ‘1

Figura B.2: Diagrama de bloques funcién de transferencia —2t

52+4+3s+4

Por ejemplo, si b3 = 7.5 y ag = 0.53 el diagrama circuital para el integrador
INT1 se muestra en la figura B.4
Nétese que 3 se puede expresar como

0.75 0.53
0 0 B.1
= {1001{ x 1MF/ w(t)dt+ 9 1uF /xldt} (B.1)

iy = —0.53x; + 7.5u (t) = —asxy + 7.5u (1) (B.2)

que corresponde a la tercera ecuacién de estado.El circuito para realizar el
inversor INV1 se muestra en la figura B.5

B.2. Generacion de algunas funciones del
tiempo

1. Generacién de y(t) = t, tp < t < t;. Nétese que y(t) = 1 y con
y (0) = 0 el diagrama correspondiente se muestra en la siguiente figura
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)(l —Xl

Figura B.3: Diagrama de cdlculo analégico de la realizacién observer

—u POT1 \/ tut
100K I\
| — |
LT
0.75 (-)
X3

Figura B.4: Diagrama circuital de INT'1

%

Generacion de la funcién y (¢

2. Generacion de y (t) = 2, tg <t < t;. Notese que g (t) = 2t, j(t) =2y
con y(0) =0, ¥(0) = 0 el diagrama correspondiente se muestra en la
siguiente figura
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Generacion de la funcién y (t) = 2

3. Generacion de y (t) = Ae . Nétese que g (t) = —ade ™ = —ay (t),
y con y (0) = A, la funcién se puede obtener mediante el diagrama
mostrado en la siguiente figuraNétese que

IC

y' (1) JL y(t)

4@.7
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entonces
y(t) =—ay(t)

que es la ecuacién original.

B.3. Escalamiento

La tension de salida de cualquier amplificador no debe exceder del voltaje
de polarizaciéon para evitar la saturacién de los amplificadores lo cual puede
causar errores en la solucién de una ecuacién diferencial o en la generacién de
una funcién de transferencia. Por otro lado, la tensién méxima en cualquier
amplificador no debe ser demasiado pequena.

Al establecer el diagrama de computadora es deseable que la médxima
variacién de tensién de salida sea la misma para cualquier amplificador.

De aqui que sea de gran importancia elegir las magnitudes apropiadas de
los factores de escala que son los que relacionan las tensiones de salida de
los amplificadores con las correspondientes magnitudes fisicas (velocidad,
angulo, distancia, fuerza, etc.).

La escala en tiempo relaciona la variable independiente del problema fisico,
con la variable independiente de la computadora analdgica. Para fenémenos
que tienen lugar muy rapidamente, es necesario frenar la velocidad a la
cual se simulan esos problemas en la computadora con el fin de poderlos
observar bien sea en un osciloscopio digital o en un graficador. Por otro lado,
sistemas como hornos y tanques, que tienen respuestas lentas, en el rango de
horas, se pueden acelerar al hacer la simulacién con el fin de seleccionar més
rapidamente los pardmetros, por ejemplo, los de un controlador.

B.3.1. Escalamiento en amplitud

Se ilustra la seleccién de los factores de escala en amplitud utilizando como
ejemplo la funcién
x = 10sin (3t)

Note que
= 30cos (3t)

= —90sin (3t)
= —9x 10sin (3t) = —9x
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Asi la ecuacion diferencial correspondiente es
T4+9x =0

Si se seleccionan como variables de estado

X1
Ty =
entonces
i‘l = = i)
Tog = & =-—-92=-9x;

lo que define las ecuaciones de estado

i’lszg

j,’g == —9x1
Las condiciones inciales son

2, (0) = @(0) =30

Computacion analdgica

Para hacer la realizacién utilizando amplificadores operacionales, las variables
de estado x; y w2 serdn representadas por los voltajes v,, y v,, mediante las

relaciones

Ty = klvwl

To = kzvm

donde k; y ko son factores de escala de amplitud, de forma tal que las

ecuaciones de estado quedan como

. ko
Vg = 7 Ug,y
k1
. k1
’UIQ = —9 k—le
2

que son las ecuaciones de estado escaladas.
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Como x1 = x = 105sin (3t), entonces
k1v,, = 10sin (3t)

Si se escoge k1 =1
vz, = 10sin (3t)

cuya méxima amplitud es 10 voltios lo que no satura un amplificador
operacional alimentado con voltajes de +12 voltios o més.
Como x5 = & = 30 cos (3t), entonces

kov,, = 30 cos (3t)

Si se escoge ko = 3
Uz, = 10 cos (3t)

cuya amplitud méaxima es 10 voltios. Las nuevas ecuaciones escaladas de
estado son

Vg, = U,

Vgy = —3Ugy
y la ecuacién diferencial correspondiente

Ugy + 905, =0
que es la misma ecuacién original.

Asi, con v,, (0) = 0y v,, (0) = 10 se obtiene la realizacién con amplificadores
operacionales mostrada en la siguiente figura

=Vx1

|
1
|

Generacién de la funcién v,, = 10sin 3¢
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B.3.2. Escalamiento en el tiempo

En este caso el tiempo real ¢ se relaciona con el tiempo de simulacién ¢. por
medio de la ecuacion
t - kttc

Obsérvese que

t. < tsik; > 1 simulacién rédpida

t. > tsik; <1 simulacién lenta

Sea por ejemplo la ecuacién

Esto equivale en general a multiplicar las ganancias de todos los integradores
por k;. Algunos computadores andlogos disponen de un condesandor adicional
que es 10 o 100 veces menor que el utilizado normalmente. Con esto se puede
obtener la solucién en forma repetitiva para observarla en un osciloscopio y
hacer ajustes de pardmetros, por ejemplo los de un controlador, rdpidamente.
En el caso del ejemplo se tendria un condensador 100 veces menor:

by, = 300u,,
Bpy = —3000,,

lo que darfa como solucién v,, = 10sin (300¢), que es la misma solucién con
una frecuencia 100 veces mayor.
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Transformada de Laplace

f(t) F (s)
impulso unitario § () 1
escalén unitario p (t) %
rampa unitaria t SLQ
tn—l — 1
m,n—l,Q,B,... o
" n=123,... e
e—at T
s+a
—at T
T - te (s+la)2'
met 7n:172737--- W
t@ ,n:1,273,... W
sin (wt) =
cos (wt) =2
sinh (wt) s
cosh (wt) e
. % (]- — eiat)b S(‘%—a)
—at —bt
b=a (=) [EDIEDn)
*bt —at S
b (lbe - ae”") Gra)GTh
t —at
w1t g (e —ae )] | e
5 (1—e " — ate™) s(s—il-a)2
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70 Fs)
a% (at -1+ eiat) 52(51+a)
—at .- W
e~ sin (wt) (5ta) 17
e cos (wt) _(S+Z;r21w2
Wn —Cwnt & 2 w%
ﬁe ¢ sin (wn 1 —C t> 524+2Cwns+w2
tw . _ 1-¢2 s
—\/%?e Cwnt gin (wn 11—t — ¢) ,¢ =tan™! ( 5 < ) s242Cwnstw?
1 — cos (wt) —82(séiw2)
wt — sin (wt) —52(;;:1&)
sin (wt) — wt cos (wt) —(82?:2)2
%t sin (wt) (52-:1.12)2
52_w2
t cos (wt) —(SQJF;}Q)Q
L (sin (wt) + wt cos (wt)) i)




Apéndice D

Simulacion de sistemas
dinamicos en Matlab

Ejemplo D.1 Para el modelo de espacio de estados del ejemplo 2.2
encontrar la funcion de transferencia usando Matlab. Considere como valores
para las variables: K =1, B=2, M = 0.5.

Se definen los valores de las variables en la ventana de comandos del programa
Matlab, asi:

K=1;

B=2;

M=0.5;

a=[0 1; -K/M -B/M];
b=[0;1/M];

c=[1 0];

d=0;

Utilizando la funcién ss2tf es posible obtener los coeficientes del numerador
y del denominador de la funcién de transferencia, asf:

[num,den]=ss2tf(a,b,c,d);
y al utilizar la funcién tf obtenemos la funcién de transferencia, asi:
h=tf (num,den)

lo cual da como resultado en la ventana de comandos la funcién de
transferencia deseada

185
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Transfer function:

sT2+4 s + 2

Ejemplo D.2 Para el modelo de espacio de estados del ejemplo 2.3
encontrar las funciones de transferencia Hy (s) y Hs (s) usando Matlab.

Se definen los valores de las variables en la ventana de comandos del programa
Matlab, asi:

00O01;

K2/M2 0 -K2/M2 -B2/M2];
B=[0;K1/M1;0;0];
C=[1000;0010];
D=[0;0];
[num,den]=ss2tf(A,B,C,D);

y al utilizar la funcién tf en la ventana de comandos de Matlab obtenemos
las funciones de transferencia Hy (s) y Ha (s), ast:

>> Hi=tf (num(1,:),den)

Transfer function:
282+ 0.5s+1

s™4 + 2,26 s"3+5s2+2s+1

y

>> H2=tf (num(2,:),den)
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Transfer function:

s74 + 2.26 83 +5s82+2s+1

Ejemplo D.3 Para la funcion de transferencia del ejemplo 2.5 encontrar un
modelo de espacio de estados usando Matlab. Considere como valores para
las variables: K =1, B=2, J =0.5.

Se definen los valores de las variables en la ventana de comandos del programa
Matlab, ast:

1
2;

0.5;
num=[1/7J];
den=[1 B/J K/J];

K
B
J

Utilizando la funcién tf2ss es posible obtener las matrices correspondientes
al modelo de espacio de estados, asf:

[a,b,c,d]=tf2ss(num,den)

Obteniendo el siguiente modelo de espacio de estados
Zt‘l o —4 =2 T 1
-] e

y con ecuacion de salida dada por

0(t)=1[0 2] m + 0] T (1)

T2

Ejemplo D.4 Encuentre los polos y los ceros del sistema dindmico descrito
por la funcion de transferencia

s+ 10
83 + 1152 + 43s + 65

H(s) =

Se define la funcién de transferencia en la ventana de comandos de Matlab
asi
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h=tf([1 10],[1 11 43 65]);

Se utiliza la funcién pzmap para calcular los polos y los ceros del sistema de
la forma

[P,Z]=pzmap (h)

obteniedo en la ventana de comandos los valores de P (polos del sistema) y
Z (ceros del sistema), ast:

P =
-5.0000
-3.0000 + 2.00001
-3.0000 - 2.00001
7 =

-10

La funcién pzmap permite obtener también el gréfico de los polos (x) y los
ceros (0) representados en el plano complejo al escribir simplemente en la
ventana de comandos

pzmap (h)

Lo cual genera la grafica que se muestra en la figura D.1

Ejemplo D.5 Encuentre las respuestas al escalon unitario y al tmpulso
unitario del sistema dindmico descrito por la funcion de transferencia

1

H(S>:s2+s+1

Se define la funcién de transferencia en la ventana de comandos de Matlab
asi
h=tf([1],[1 1 11);

Se utiliza la funcién step para encontrar la respuesta del sistema al escalén
unitario asi

step(h)

Obteniedo la grifica que se muestra en la figura D.2
Ahora se utiliza la funcién impulse para encontrar la respuesta del sistema
al impulso unitario asf
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Pole-Zero Map

-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

Real Axis

Figura D.1: Grafica de los polos y los ceros de un sistema dindmico con

Matlab

Amplitude

14

12

0.8

0.6

0.4

0.2

Step Response

0 2 4 6 8 10 12

Time (sec)

Figura D.2: Respuesta al escal6n unitario
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Impulse Response
0.6

Amplitude

Time (sec)

Figura D.3: Respuesta al impulso unitario

impulse(h)

Obteniedo la gréafica que se muestra en la figura D.3

Ejemplo D.6 Considere la funcion de transferencia de un sistema dindmico

de sequndo orden de la forma
wy

$2 4 2Cwns + w?

H(s) =

conw, =1y(¢=15 =1, =05y = 0. Encuentre la respuesta
al escalon unitario para las 4 funciones de transferencia resultantes usando
Matlab.

Se definen los valores de las variables w,, y ¢ y las funciones de transferencia
respectivas en la ventana de comandos del programa Matlab, asf:

wn=1;
zeta=1.5;
hi=tf([wn~2],[1 2*zeta*wn wn~2]);
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Step Response

z>1
— — -z
—-—--0<z<1
L5t z=0

Amplitude

10 15 20
Time (sec)

Figura D.4: Respuestas del sistema dindmico para diferentes valores de (

zeta=1;

h2=tf([wn~2],[1 2*zeta*wn wn~2]);
zeta=0.5;

h3=tf([wn"2], [1 2*zeta*wn wn"2]);
zeta=0;

h4=tf([wn"2], [1 2*zeta*wn wn"2]);

y se calcula la respuesta al escalén unitario para las 4 funciones como

t=linspace(0,20,1e4);
Step(hl,’b’,h2,’r——’,h3,’g—.’,h4,’y:’,t);
legend(’\zeta>1’,’\zeta=1’,’0<\zeta<l’,’\zeta=0");

y se obtiene la grifica mostrada en la figura D.4

Ejemplo D.7 Graficar el diagrama de Bode para la funcion de transferencia

5

H) = g a 29 +39)

usando Matlab.
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Bode Diagram

20

404

Magnitude (dB)

-60 |

90} 4

Phase (deg)

-180 |

270k L L =

-2 -1 0 1

10 10 10 10
Frequency (rad/sec)

Figura D.5: Diagrama de bode para el sistema dindmico del ejemplo D.7

Se define la funcién de transferencia en la ventana de comandos de Matlab

asi

s=tf([1 0],1);
h=5/((1+s)*(1+2%s) *(1+3%s)) ;
bode (h)

obteniendo la grafica mostrada en la figura D.5
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