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Kacik zadan olimpijskich. Kto bogatemu zabroni?

Wyobraz sobie, ze jestes bardzo bogaty i stac cie na zakup bardzo duzej liczby
opornikow (rezystorow), nawet nieskonczenie wielu. Kupite$ wiec oporniki o opo-

rach: IQ,%Q,%Q%Q itd., kazdy kolejny opornik ma opdr dwa razy mniejszy od
poprzedniego. Nastepnie potaczytes wszystkie oporniki szeregowo - tak, jak na
ponizszym schemacie.
(TO T To R 10) o itd.
A—_ +—{ +—-_ 1}

Be

Zadanie polega na tym, aby obliczy¢ opor zastepczy tego uktadu pomiedzy
punktami A i B.

Na pierwszy rzut oka wydawac by sie mogto, ze opér zastepczy jest nieskon-
czenie duzy. Wiemy bowiem, ze w potaczeniu szeregowym opornikéw ,opory
sie dodajq”, a opornikow jest nieskonczenie wiele. Jesli jednak bedziemy suk-
cesywnie oblicza¢ opdr zastepczy uktadu dwdch, potem trzech, nastepnie czte-
rech itd. opornikéw zaczynajac od lewej strony, to dostaniemy kolejno: 1,5 Q;
1,75 Q; 1,875 Q itd. Wida¢, ze co prawda wartosci te rosng, ale dla dowolnej
skonczonej liczby opornikéw nie przekroczg 2 Q, cho¢ do tej wartosci dgza. Tak
wiec dochodzimy do wniosku, ze by¢ moze opdr zastepczy catego uktadu jest
skonczony. Aby to formalnie udowodni¢, zapiszmy (pomijajac jednostke Q)
wzdr na opdr zastepczy naszego uktadu nieskonczenie wielu opornikéw:

1 1 1 1 1
R =1+—+—4—4+—+—+
2 4 8 16 32
Kropki oznaczajg, ze sumujemy po nieskonczonej liczbie opornikéw. Sprytna
metoda obliczenia tej sumy nieskonczenie wielu sktadnikéw polega na pomno-
zeniu obu stron tego wyrazenia przez 2, w wyniku czego otrzymujemy
2R, =2+1+l+—+—+L+
2 4 8 16
Zauwazmy, ze wyrazenie po prawej stronie zawiera liczbe 2 oraz identyczng sume, jaka
wystepuje w poprzednim wzorze. Mozna wigc zastgpic jg niewiadomag R
2R =2+R,.

Otrzymalismy bardzo proste réwnanie, ktérego rozwigzaniem jest liczba 2,
tak wiec szukany opér zastepczy wynosi 2 Q. Zadanie rozwigzane!
Zadanie nr 1 dla Czytelnika:

Oblicz opér zastepczy uktadu nieskonczenie wielu opornikéw o oporach 1 Q,
2Q,4Q, 8 Qitd. (kazdy kolejny opornik ma dwa razy wiekszy opér) potaczo-
nych réwnolegle, jak na schemacie:

Ao

1Q 2Q 40 8 Q| | itd.

Beo
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A teraz co$ trudniejszego. Dysponujemy nieograniczonym budzetem i (nie
wiedzie¢ po co) zakupiliSmy nieskonczenie wiele jednakowych opornikédw (re-
zystoréw) kazdy o oporze réwnym 1 Q, ktdére potaczyliSmy tak, jak na poniz-
szym schemacie:

A— 1 1 [ 1 1

itd.

Be

Na rysunku przedstawiono tylko kilka opornikéw, reszta jest potgqczona ana-

logicznie tworzac nieskoriczong drabinke. Trzeba obliczy¢ opdr zastepczy tego
uktadu pomiedzy punktami A i B.

Jest to dos¢ skomplikowane, mieszane (szeregowe i rownolegte) potacze-

nie opornikow. Jak sie za to zabra¢? Otdz zacznijmy od najprostszej wersji tej

»drabinki” - wezmy tylko jeden ,szczebel”, czyli dwa pierwsze oporniki po lewej

stronie:
A

B
Opor zastepczy tego prostego potaczenia szeregowego wynosiR =1+1=2Q.
Teraz rozwazymy dwa ,szczeble” tej drabinki:
A

Be
Najpierw, korzystajac z odpowiedniego wzoru dla potaczenia réwnolegtego ob-
liczymy opdr zastepczy uktadu trzech opornikdéw po prawej stronie. Zauwazmy,
ze dwa oporniki potgczone szeregowo to nic innego, jak rozwazany wczesniej R .

I 1 1
—_— =
R, 1 2
RzZ':Ll'
1+—

2

Uwzgledniajac dotaqczony szeregowo opornik po lewej stronie (lezacy najblizej
punktu A) otrzymamy
1
R,=1+——.
1
I+—
2
Celowo nie doprowadzamy wyniku do najprostszej, liczbowej wartosci, aby

tatwiej byto zauwazy¢ ,urode” otrzymanego wyniku.

Teraz trzy szczeble:
Ao— H H ]
Be
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Cztery oporniki, liczac od prawej strony, to rozwazany juz wczesniej uktad,
ktérego opdr zastepczy to R ,. A zatem mozemy uprosci¢ uktad do postaci

1Q
A

10 R,

Beo

Postepujac analogicznie jak poprzednio obliczamy opdr zastepczy potaczonych
rownolegle dwdch oporéow:

1 1 1
_ = —
Rz}' 1 R22

1
RZ3' = 1 2
I+—
R

72

a nastepnie opor zastepczy uwzgledniajac dotaqczony do nich szeregowo opor-

nik po lewej stronie
1

1+L

72
Jezeli uwzglednimy uprzedni wynik dla R ,, to otrzymamy
R,=1+ I
1+
1
1+—1
1+—
2
Bardzo tadny utamek! Wida¢ powtarzajacy sie schemat ,jeden plus jeden
nad”. Kontynuujac podobne rozumowanie, mozna wykaza¢, ze szukany opor
zastepczy uktadu zawierajgcego nieskonczenie wiele opornikdw mozna zapisac
w postaci utamka |

R, =1+ ,
1
1+
1
1+
1
1+
1
1+ I
1+—

R,=1+

w ktoérym trzy kropki oznaczaja, ze utamek ,ciagnie sie w nieskonczonosc¢”.
I zasadnicze pytanie: czemu on jest rowny? Ot6z, aby uzyskac prostszy wy-
nik, zastosujemy podobny trik, jak dla pierwszego uktadu omawianego w tym
artykule. Skoro utamek ciggnie sie w nieskonczonos$¢, to mianownik gtéwnego
utamka réwniez jest rowny R, a to pozwala nam zapisa¢ réwnanie:

RZ=1+L.
R

z
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Jesli pomnozymy obie strony tego réwnania przez R i przeniesiemy wszyst-
kie wyrazy na lewg strone, to otrzymamy kolejne rownanie

R?—R,—1=0.

Jest to tzw. rdwnanie kwadratowe, bo wystepuje w nim niewiadoma podniesio-
na do kwadratu. Sposobu rozwigzywania tego typu réwnan czytelnik nauczy sie
dopiero w szkole ponadpodstawowej, teraz skorzystamy z pomocy komputera,
a wiasciwie strony internetowej www.wolframalpha.com, ktéra wykonuje obli-
czenia, przedstawia dane statystyczne, rozwigzuje rownania itp. Jezeli w pole
otoczone ramkag wpiszemy réwnanie x~2-x-1=0 (x to nasza niewiadoma R,
symbol ~ oznacza potege) i wcisniemy ,Enter” albo klikniemy znak réownosci
po prawej stronie pola, to po chwili pojawi sie wykres, kilka informacji odnosnie
funkcji kwadratowej oraz to, co nas najbardziej interesuje, czyli Solutions (roz-
wigzania réwnanie). Pewnie zdziwi nas fakt, ze otrzymujemy dwa rézne wyniki:

15 15
x=——— lub x=—+—.
2 2 2 2
Pierwsza z tych liczb jest ujemna, a wiec sprzeczna z zatozeniem, ze opér
elektryczny jest dodatni. Odrzucamy wiec ten wynik. Rozwigzaniem naszego
zadania jest zatem
15

R =—+—~1,618Q
2 2

Otrzymany wynik wydaje sie ,brzydki”, bo jest liczbg niewymierng. Jednak
dla matematykow jest to tak zwana ,ztota liczba”. Posiada ona pewne ,walory
estetyczne” - wykorzystuje sie jq w estetycznych kompozycjach architekto-
nicznych, malarskich i fotograficznych.

W zasadzie, znajac juz matematyczny sposdb rozwigzania postawionego
problemu, mozna doj$¢ do wniosku, ze zadanie dato sie rozwigzac krocej. Otdz,
skoro drabinka opornikéw ,ciggnie sie w nieskonczonos¢”, to mozna byto od
razu jej czes¢ od drugiego ,,szczebla” az do nieskonczonosci w prawo, zastgpic
jednym opornikiem o szukanym oporze R . Podobnie, jak mianownik duzego
utamka zastgpiliSmy niewiadoma.

1Q
A

1Q R,

Bo
Obliczajac, podobnie jak to zrobiono wczesniej, opér zastepczy uktadu po-
miedzy punktami A i B, otrzymujemy wyrazenie
1
=
1+—

z

ktére musi by¢ réwne oporowi R . Mamy wigc réwnanie

RZ:1+—1,
1+—
R

Y4
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ktére jak sie okazuje mozna przeksztatci¢ do postaci wczesniej otrzymanego
rownania kwadratowego lub od razu wprowadzi¢ do WolframAlpha. Rozwigza-
nie jest takie samo, jak uzyskane poprzednio.

Zadanie nr 2 dla Czytelnika:

Oblicz opor zastepczy pomiedzy punktami A i B uktadu nieskonczenie wielu
jednakowych opornikéw, kazdy o oporze 1 Q, potaczonych tak, jak na poniz-
szym schemacie.

A—_ 1} L} [ 1 L |

Bo—__} L § {§ [ 1

Zadanie nr 3 dla Czytelnika:

Oblicz opor zastepczy pomiedzy punktami A i B uktadu nieskonczenie wielu
jednakowych opornikéw, kazdy o oporze 1 Q, potaczonych tak, jak na poniz-
szym schemacie.

A—_] L]

itd.

Beo

Odpowiedzi do zadan szukaj w tym numerze.
wz



