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Kacik zadan olimpijskich. Sie¢ opornikéow

Kontynuujemy cykl artykutéw, w ktorych przedstawiamy wybrane zadania
z Olimpiady Fizycznej i innych konkurséw. Na pierwszy rzut oka niektore z tych
zadan wydajg sie by¢ nierozwigzywalne, jednak prawie zawsze mozna znalez¢
na nie jakg$ metode. Tym razem znowu zmierzymy sie z sieciami opornikdow.
Na poczatek stare zadanie z Olimpiady Fizycznej w 1976 r.

Uwaga. Cho¢ wiemy iz prad to uporzadkowany ruch elektronow, to ze
wzgledow historycznych rozwaza sie, ze prady ptynie od dodatniego do ujem-
nego bieguna baterii, czyli tak, jakby byt uporzadkowanym ruchem tadunkéw
dodatnich.

Zadanie 1

Dana jest nieskonczona, ptaska sie¢ druciana o oczkach kwadrato-
wych (rys. 1). Opér kazdego prostoliniowego odcinka drutu tacza-
cego dwa najblizsze wezty wynosi R. Oblicz opdr zastepczy sieci
w przypadku, gdybysmy jg wtaczyli do obwodu w punktach A i B.

Rys. 1

Mamy tutaj do czynienia z nieskonczenie dtugimi, prostoliniowymi przewo-
dami. Przewody pionowe i poziome stykajg sie ze sobg w punktach przeciecia.
Oczywiscie powyzszy rysunek przedstawia tylko fragment nieskoriczonej, kwa-
dratowej siatki. W zadaniach szkolnych zazwyczaj przyjmuje sie, ze przewo-
dy nie posiadajg oporu elektrycznego. Tutaj jednak rozwazane sa przewody
rzeczywiste, posiadajace opér. Przyjmujemy natomiast, ze przewody dopro-
wadzajace zasilanie do punktéw A i B (przewody z zaciskami na koncach) sq
bezoporowe. Widocznej na powyzszym rysunku czesci rozwazanego uktadu
odpowiada ponizszy schemat. Wszystkie oporniki maja jednakowy opér R.
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Ale jak obliczy¢ opér zastepczy uktadu pomiedzy punktami A i B (rys. 2)?
Mamy tutaj do czynienia ze skomplikowanym uktadem, a nie prostymi pota-
czeniami szeregowymi czy rownolegtymi. Przyjmijmy, ze dodatni biegun baterii
podtaczono do zacisku potaczonego z punktem A, a ujemny do B. Gdyby prad
ptynat ,najkrétsza drogq”, to przeptynatby tylko przez opornik znajdujacy sie
bezposrednio pomiedzy punktami A i B. Wtedy opor zastepczy pomiedzy tymi
punktami bytby réwny po prostu R. Ale prad wptywajacy z baterii do wezta
A obwodu rozdziela sie. Czes$¢ tego pradu ptynie przez wspomniany opornik
bezposrednio do punktu B, cze$¢ pradu ptynie przez opornik znajdujacy sie
na schemacie nad punktem A, cze$¢ przez ten pod punktem A, a jeszcze inna
czes$c¢ ptynie przez opornik na lewo, po czym znowu rozdziela sie w goére, w dét
i na lewo i przez inne oporniki doptywa do punktu B, a dalej do baterii.

Mozna sprébowac rozwigzac to zadanie rozwazajgc skonczong sie¢ oporni-
kéw, zwiekszajgc stopniowo ich liczbe. Czyli najpierw rozwazy¢ uktad zawiera-
jacy jeden opornik (ten bezposrednio pomiedzy A i B), nastepnie np. 7 opor-
nikdw (tworzacych siatke o ksztatcie cyfry 8) potozonych najblizej podanych
punktow itd. Po obliczeniu oporu zastepczego kazdego takiego uktadu trzeba
bedzie przeanalizowad otrzymane wyniki i sprawdzi¢, do jakiej liczby one zmie-
rzaja. Matematycy nazywajq to granica. Wymaga to jednak wykonania wielu
zmudnych obliczen, a i wynik koncowy moze by¢ niedoktadny.

Okazuje sie, ze jest inna metoda. Otéz, wyobrazmy sobie, ze dodatni bie-
gun baterii podtaczamy do punktu A, a biegun ujemny podtaczamy do rozwaza-
nej sieci, bardzo daleko od punktu A (w nieskonczonosci), na catym obwodzie
nieskonczonej siatki. Oczywiscie, moze trudno sobie to wyobrazi¢ tak od razu,
wiec mozna rozwazacé bardzo duza, ale skonczong sie¢, i stopniowo jg powiek-
szac¢, az do nieskonczonosci. Zastandwmy sie najpierw, jak rozptywa sie prad
wptywajacy do wezta A. Uktad ma symetrie obrotowg o 90°, co oznacza, ze
jesli obrécimy uktad wokét punktu A o taki kat, to otrzymamy ten sam ukiad.
Wynika z tego, ze przez kazdy opornik potgczony do punktu A ptynie prad o ta-
kim samy natezeniu, czyli I/4, gdzie I oznacza natezenie pradu wptywajacego
do wezta A z baterii (rys. 3.).

Rys. 3

Rozwazmy teraz inng sytuacje: ujemny biegun baterii podtagczamy do punk-
tu B, a biegun dodatni do rozwazanej sieci, bardzo daleko od punktu B (w nie-
skonczonoséci), na catym jej obwodzie. Powotujac sie na wspomniang juz sy-
metrie uktadu, mozna stwierdzi¢, ze przez kazdy opornik potaczony do punktu
B ptynie prad o takim samym natezeniu, czyli I/4, gdzie I oznacza natezenie
pradu wyptywajacego z wezta B w strone baterii (rys. 4.).
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Rys. 4

Teraz najwazniejsze: wyobrazmy sobie ztozenie tych dwdch sytuacji, czyli
podtgqczamy dodatni biegun baterii do punktu A, a ujemny do punktu B. Do wezta
A doptywa z baterii prad o natezeniu I, i taki sam prad ,,wraca” z punktu B do ba-
terii. Z teorii obwodow elektrycznych zawierajacych tak zwane elementy liniowe,
czyli np. oporniki, wynika, ze w takim ztozeniu sytuacji, natezenia pradéw sie
dodajq. W takim razie przez opornik znajdujacy sie pomiedzy punktami A i B pty-
nie prad o natezeniu I/4 + I/4 = I/2. Z prawa Ohma dla tego opornika wynika,
Ze napiecie pomiedzy A i B wynosi U = R-I/2 = V2 RI. Z kolei opor zastepczy to

1
—RI
poY_2 1

cT 1 2

Czyli opér zastepczy obwodu mierzony pomiedzy punktami A i B stanowi
potowe oporu pojedynczego odcinka przewodu. Mamy wynik!

Wyjasnienia wymaga jeszcze zatozenie, ze zwarcie wszystkich weztéw na ob-
wodzie nieskonczonej siatki nie ma wptywu na poprawnos¢ rozwigzania zadania.
Po pierwsze, weztow na obwodzie siatki jest nieskoriczenie wiele i dlatego przez
kazdy z nich prad juz wtasciwie nie ptynie (zaréwno prad z wezta A w pierwszej
sytuacji, jak i prad z wezta B w drugiej sytuacji, rozdzielaja sie na nieskonczenie
wiele weztéw/opornikéw). Po drugie, w obu sytuacjach przez sasiednie oporniki
znajdujace sie na obwodzie (i wezty rowniez) bardzo odlegte od weztéw A i B
ptyng prady o tych samych (znikomo matych) natezeniach, a wiec w ztozeniu
obu rozwazanych sytuacji prady sie znoszg. Tak wiec natezenie pradu ptynacego
przez kazdy opornik bardzo odlegty od punktéw A i B szybko spada do zera, gdy
odlegtos¢ od punktow A i B rosnie do nieskonczonosci.

Zastosujmy poznang metode do rozwigzania prostszego problemu - jedno-
wymiarowej wersji powyzszego zadania.

Zadanie 2

Dany jest uktad nieskonczenie wielu potaczonych szeregowo jed-
nakowych opornikdw o oporze R kazdy. Oblicz opdr zastepczy
uktadu pomiedzy punktami A i B.

A B
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Zadanie jest bardzo proste, a odpowiedz oczywista: R = R. O ile w wersji dwuwymia-
rowej prad ptynacy z wezta A w lewo mogt ,skreci¢” i doptyng¢ do wezta B dookota przez
kilka opornikdéw, to w tej sytuacji prad z wezta A (zatdzmy, ze plus baterii podtgczamy do A,
a minus do B) ptynie tylko w prawo przez jeden opornik do punktu B, a w lewo nie ptynie.

Chcemy jednak zastosowa¢ metode z poprzedniego zadania. Rozwazmy wiec
najpierw oddzielnie dwie sytuacje: 1) biegun dodatni baterii podtaczamy do
punktu A, a biegun ujemny po obu stronach uktadu, nieskonczenie daleko od
punktu A; 2) biegun ujemny baterii podtaczamy do punktu B, a biegun dodatki
po obu stronach ukfadu, nieskoriczenie daleko od punktu B. Z uwagi na symetrie
ukfadu lewo-prawo, prad doptywajacy z baterii do wezta A w pierwszej sytuacji
rozptywa sie po potowie, analogicznie prad w wezle B w drugiej sytuacji.

A B
12 / 12
A B
12 / 12

Nastepnie rozwazmy ztozenie tych dwoch sytuacji, czyli normalne podta-
czenie baterii do weztéw A i B. Wtedy przez opornik pomiedzy punktami A i B
ptynie prad o natezeniu

Ij2 +1/2 = 1.

Z prawa Ohma dla tego opornika wynika, ze napiecie pomiedzy A i B wynosi

U = R-1. Z kolei opor zastepczy to

RZZQZEZR
I 1

Czyli opor zastepczy obwodu mierzony pomiedzy punktami A i B jest rowny,
jak oczekiwaliémy, oporowi pojedynczego opornika. Warto rowniez zauwazy¢,
ze przez pozostate oporniki prad nie ptynie, bo w obu rozwazanych sytuacjach
ptynace przez te oporniki prady majg te samq wartosé, ale przeciwny zwrot.

Zadanie nr 1 dla Czytelnika
Dana jest nieskonczona, przestrzenna (trojwymiarowa) sie¢ dru-
ciana o oczkach kwadratowych. W kazdym wezle przecinajg sie
trzy wzajemnie prostopadte nieskonczone, prostoliniowe przewo-
dy. Opér kazdego prostoliniowego odcinka drutu taczacego dwa
najblizsze wezty wynosi R. Oblicz opor zastepczy sieci w przypad-
ku, gdybysmy jg wiaczyli do obwodu w dwoch sagsiednich punktach
sieci.

| |

Odpowiedz w tym numerze.
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Nietrywialnym problemem jest obliczenie oporu zastepczego pomiedzy we-
ztami znajdujacymi sie od siebie w wiekszej odlegtosci. Zainteresowanych tym
tematem odsytamy do literatury, np. [1, 2].

Zadanie nr 2 dla Czytelnika (35. Olimpiada Fizyczna)
Oblicz opér nieskonczonej sieci oporéw tworzacych oczka w ksztalcie
szesciokata, raz gdybysmy jg wigczyli do obwodu w punktach Ai B, a raz
w punktach A i C (rys. 5). Opdr kazdego wyizolowanego z sieci odcinka
przewoddw miedzy sgsiednimi weztami wynosi R. Na rysunku przedstawio-
no tylko fragment sieci.

Rys. 5

Literatura:

[1] http://fizycznesciezki.pl/wp-content/uploads/2015/03/Przestrzenne-uktady-
opornikow.pdf

[2] https://www.mathpages.com/home/kmath668/kmath668.htm

Witold Zawadzki



