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Kacik zadan olimpijskich. Sie¢ opornikéw - cz. 3

Zadanie 1

Na ptytce montazowej znajduje sie 2019 punktéw potaczenio-
wych. Punkty - kazdy z kazdym - tqczymy przewodem o oporze
R. Oblicz opor zastepczy uktadu pomiedzy dwoma punktami.

Rozwigzanie

Punktow jest tak duzo, ze nawet trudno sobie wyobrazi¢ taki uktad opor-
nikow, a co dopiero narysowac. Dlatego naszkicujmy uktad z jakas$ bardziej
rozsadng liczbg punktdw, np. szescioma:

Rysunek zostat uproszczony, gdyz zgodnie z trescig zadania, wszystkie
przewody taczace punkty powinny mie¢ takg sama dtugos$¢. Rysunek dobrze
obrazuje ogdlny wyglad siatki potgczen oraz liczbe odcinkdw.

Zadajmy sobie jedno (matematyczne) pytanie: ile odcinkéw przewodu za-
wiera rozwazany uktad z 2019 punktami? Gdybysmy dysponowali rysunkiem
uktadu, to wystarczytoby policzy¢ odcinki, cho¢ nie byloby to tatwe zadanie
z uwagi na mozliwo$¢ pomyiki i ominiecie ktérego$ przewodu. Jednak rysu-
nek nie jest niezbedny i zadanie mozna rozwigza¢ algebraicznie. Z kazdego
z 2019 punktow ,odchodzi” po 2018 odcinkéw, wiec wydaje sie, ze powinno
by¢ 2019%x2018 przewoddéw. Takim sposobem kazdy odcinek liczymy jednak
dwukrotnie - raz jako idacy od punktu A do punktu B i drugi raz jako idacy od
punktu B do punktu A. W rzeczywistosci odcinkow jest wiec dwa razy mniej,
czyli 2019%x2018:2 =2 037 171.

Przy tak duzej liczbie punktow trudno jest rozwigzaé postawiony problem
i obliczy¢ opor zastepczy uktadu. Musimy rozwazy¢ prostsze przypadki, z mniej-
szq liczbg punktow. Zacznijmy od najprostszego, czyli dla n = 2 punktow:

e R o )

Zamiast odcinka przewodu na rysunku przedstawiono opornik. Oczywistym
jest, ze opor zastepczy obwodu pomiedzy dwoma punktami (A i B) jest réwny
oporowi pojedynczego odcinka przewodu, czyli R.

Teraz przypadek z n = 3 punktami:

A B

e

Do kazdego punktu podtaczonych jest tyle samo przewodow (opornikdw)
i wszystkie one majg taki sam opdr, wiec opor zastepczy pomiedzy kazda parg
punktow jest taki sam. Mozemy dowolnie wybra¢ dwa punkty, pomiedzy ktory-
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mi obliczamy opér zastepczy. Wybieramy wiec punkty oznaczone A i B, i uktad
przerysowujemy nastepujgco:

S

C

Mamy do czynienia z potaczeniem mieszanym: jeden opornik znajduje sie
bezposrednio pomiedzy rozwazanymi punktami, a réwnolegle do niego podta-
czone sg dwa oporniki potgczone ze sobg szeregowo. Opoér zastepczy potacze-
nia szeregowego jest rowny 2R, a opdr zastepczy uktadu R obliczymy, korzy-
stajac z odpowiedniego réwnania dla potaczenia réwnolegtego:

1 1 1
—=—+4 —,
R, R 2R
Skad otrzymujemy
2
R, =ZR.
3
Zwiekszmy liczbe punktow do n = 4:

A ,B
D &

Przewody lezace na przekatnych kwadratu krzyzujq sie, ale nie stykajq
ze soba. tatwo zauwazyé, ze - podobnie jak w poprzednim przypadku - je-
den opornik jest potaczony bezposrednio pomiedzy punktami A i B. Pozostate
oporniki sg potaczone w dos$¢ skomplikowany sposdb, nie bedacy ani czystym
potaczeniem szeregowym, ani réwnolegtym. Wydawac by sie mogto, ze prad
ptynie przez wszystkie oporniki. Aby sie przekona¢, ze tak nie jest, uktad ten
narysujmy troche inaczej:

Aoy — B

D
Zrobmy prosty eksperyment myslowy: wyobrazmy sobie uktad elektryczny
taki jak rozwazany, ale bez opornika podtgqczonego pomiedzy punktami Ci D:

Ao r—oB

&




Neutrino 45 9

Kazda z dwéch par potaczonych szeregowo opornikéow stanowi tak zwany
dzielnik napiecia. Jesli do punktow A i B podtagczymy zrédto napiecia, to napie-
cie pomiedzy tymi punktami podzieli sie na potgqczonych szeregowo opornikach
w stosunku réwnym stosunkowi oporéw. Skoro wszystkie oporniki majq taki
sam opdr, to napiecie na kazdym z potaczonych szeregowo opornikéw bedzie
rowne potowie napiecia pomiedzy punktami A i B. Z tego z kolei wynika, ze
napiecie pomiedzy punktami C i D jest réwne zeru (fizycy mowig, ze punkty te
majq taki sam potencjat elektryczny). Zastanéwmy sie teraz, co by sie stato,
gdyby$my usuniety opornik z powrotem podfaczyli pomiedzy punkty C i D.
Otéz nic by sie nie stato - skoro napiecie pomiedzy A i C jest rowne zero, to
przez opornik nie poptynie prad. Czyli jego wpiecie nie zmieni natezen pradow
ptynacych przez oporniki, a zatem opo6r zastepczy uktadu z tym opornikiem jest
taki sam jak opdr zastepczy uktadu bez niego. Opér zastepczy pomiedzy punk-
tami A i B obliczamy ze znanego juz réwnania dla potaczenia rownolegtego:

1 1, 1 1

e
R, R 2R 2R
skad otrzymujemy wynik

R=1R.
2

A jak wyglada sytuacja dla n = 5?
A B

D

Przewody - przekatne figury, nie stykaja sie ze soba. Tak, jak poprzednio,
jeden opornik jest podtaczony bezposrednio pomiedzy punktami A i B. Pozo-
state 9 opornikow tworzy skomplikowany uktad. Podobnie, jak w poprzednim
przypadku, okazuje sie, ze nie przez wszystkie oporniki ptynie prad elektrycz-
ny. Poprzednio prad nie ptynat przez ten opornik, ktéry nie byt bezposrednio
potaczony ani z punktem A, ani z punktem B. W uktadzie czterech punktow byt
tylko jeden taki opornik, tutaj sq trzy — zaznaczono je linig przerywana.
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Pozostate oporniki (oprocz jeszcze tego bezposrednio wigczonego pomiedzy
punkty A i B), tworzg trzy gatezie potaczone réwnolegle, kazda z dwoma opor-
nikami potgczonymi szeregowo. Uktad mozna narysowac tak:

Aoy r— B

Opér zastepczy pomiedzy punktami A i B obliczamy analogicznie jak poprzed-

nio.
1 1 1 1 1
—_— =t —+—+—,
R, R 2R 2R 2R
skad otrzymujemy wynik
2
R, =ZR.
5
Chyba juz wida¢, jak zabrac¢ sie za zadanie z n = 2019 punktami. Jeden
sposréd ponad 2 000 000 przewodow (opornikow) jest potaczony bezposrednio
do obu punktéw A i B. Druga grupe stanowia te oporniki, ktére sg bezposrednio
potaczone do punktu A albo punktu B i tworzg szeregowe potgczenie dwdch
opornikéow pomiedzy tymi punktami. Ile jest takich opornikow? Rozwazamy
przypadek z 2019 punktami, wiec oprocz punktéw A i B jest jeszcze 2017
punktow — i tyle tez jest par opornikow. Trzecig grupe opornikow stanowig te,
ktére bezposrednio nie sg potaczone ani z punktem A, ani z punktem B. I te
oporniki mozna usuna¢ z uktadu, co nie zmieni ani natezen pradéw ptynacych
przez oporniki, ani oporu zastepczego uktadu. A zatem opédr zastepczy uktadu
pomiedzy punktami A i B spetnia réwnanie

L1017 L
R, R 2R

Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy wynik:

pA

* 2019

Zadanie nr 1 dla Czytelnika
Rozwigz powyzsze zadanie dla ptytki, na ktérej znajduje sie 2020
punktow potgczeniowych.

Zadanie nr 2 dla Czytelnika
Wyprowadz ogdlny wzér na opdr zastepczy rozwazanego wyzej
uktadu posiadajacego n punktdw potaczeniowych.

Odpowiedzi w tym numerze.
Witold Zawadzki



