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螺杆转子成形磨削用砂轮廓形的
包络－像素设计方法
姚斌，卢杰，蔡志钦，蔡思捷，蓝启鑫
（厦门大学航空航天学院，３６１００５，福建厦门）

摘要：针对双螺杆压缩机核心部件螺杆转子的高效高精制造问题，提出一种基于包络－像素法的螺
杆转子成形磨削用砂轮廓形的设计方法，能够在图形空间高效完成螺杆转子成形磨削用砂轮廓形
的设计。该方法结合计算机图形学与啮合原理相关理论，建立了螺杆转子与砂轮之间包络运动形
成的扫掠面模型，基于Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法用指定的颜色点亮最佳逼近像素点，通过边界跟踪方法依
次分段提取边界像素点，得到精准的成形砂轮廓形数据。通过与传统解析包络法的对比以及实际
磨削试验，结果表明，包络－像素法与解析包络法生成的成形砂轮廓形偏差在±０．００３ｍｍ，加工转
子误差在±０．０１ｍｍ，可以满足实际工业应用。另外，包络－像素法可避免传统啮合运动共轭曲面
的接触线计算中存在求解非线性方程复杂、异常解和人工干预等不足，为计算机图形学技术在螺旋
面刀具廓形设计应用提供新思路，亦适用于齿轮、蜗杆、铣刀等类似共轭产品的设计。
关键词：螺杆转子；成形砂轮；包络－像素；啮合原理；Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法；边界跟踪
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　　双螺杆压缩机具有运转可靠性和效率高、动平
衡特性好、振动和噪声低、结构紧凑、能效高、操作简
单等优点，不仅在传统机械制造、石油化工、制冷设
备等行业得到广泛应用，在战略型新兴产业、航空航
天、国防军工科技等高技术领域也崭露头角。螺杆
转子作为双螺杆压缩机的关键核心部件，其转子型
线的设计及高精度加工直接决定双螺杆压缩机的性

能［１－２］。转子型线设计一直是研究的重点和热点，经
过多年积累，计算方法的提高，结合加工能力和条件
的改善，涌现出许多具有代表性的螺杆转子型线。
许多学者在共轭曲面的设计计算上做了深入的

研究［３－５］，Ｗｅｉ等根据齿轮啮合理论建立了一个用于
加工转子的立方氮化硼（ＣＢＮ）砂轮轴向剖面的数
学模型［６－７］。Ｗｕ等采用蜗杆状刀具对转子进行加
工的效率会高于成形刀具［８］，建立了一个模拟蜗杆
状刀具加工转子的双参数包络模型。Ｔａｎｇ等提出
了一种基于离散点的形位几何法（ＦＰＧＭ）设计螺杆
成形刀具［９］，以螺杆泵螺杆的制造为例，根据啮合原
理［１０－１１］和三次样条插值法，通过离散点组成的螺杆
任意端齿廓得到螺杆成形刀具的廓形。然而，根据
共轭理论所建立的模型在求解过程中存在求解复杂

及容易出现奇异点的问题。Ｗｕ等提出径向射线法
（ＲＲＳ），通过模拟齿轮、螺杆转子的成形磨削过程替
代共轭原理的计算方式，将包络曲线簇分割并用近
似圆弧中心位置进行径向射线法扫描提取各个齿廓

边缘点［１２］。Ｌｙａｓｈｋｏｖ等提出一种基于计算机图形
学计算螺杆转子加工用盘形刀具的方法［１３］。以上
两种方法对于精度要求日益增高的高精密产品仍有

提升的空间；Ｙａｎｇ等以离散点工件截面为例，研究
了加工螺旋面的盘形成形砂轮［１４］。利用 ＭＡＴＬＡＢ
和ＵＧ运动仿真功能，建立了螺杆转子的三维模型
和设计螺旋面成形磨削用砂轮，并基于图形法和α
形状算法的边缘检测法得到砂轮边缘廓形。
针对上述问题，本论文提出一种基于包络 －像素

法的螺杆转子成形磨削用砂轮廓形的设计方法，进
行螺杆转子的磨削加工。该方法可避免传统啮合运
动共轭曲面接触线计算中存在建模复杂、求解非线

性方程复杂、会出现异常解和人工干预等问题。本
文方法利用边界跟踪法扫描，亦可避免如文献［１５］
在利用计算机图形学时，因为扫描方向单一造成曲
率较大的区域丢失部分数据点。试验证明，本文方
法能够快速、高精度映射螺杆转子与成形砂轮相互
包络的实际过程，高效完成螺杆转子成形磨削用砂
轮廓形的精细化设计，为螺杆转子等共轭产品的设
计制造提供新思路。

１　包络原理

螺杆转子的加工坐标系如图１所示。Ｓｒ 为螺
杆转子的固定坐标系，ｚｒ 轴与转子轴线重合，Ｓｇ 为
成形砂轮的固定坐标系，ｚｇ 轴与成形砂轮轴线重
合，转子轴线与成形砂轮轴线之间最短距离为ａ，夹
角为Σ。

图１　转子与成形砂轮的坐标系统

设转子的型线方程为ｒ０（ｔ）＝［ｘ０（ｔ），ｙ０（ｔ）］，其
中ｔ为弧长参数，则转子的螺旋面方程为

ｒｒ（ｔ，θ）＝ ［ｘｒ，ｙｒ，ｚｒ］＝ ［ｘ０（ｔ）ｃｏｓθ－
ｋｙ０（ｔ）ｓｉｎθ，ｋｘ０（ｔ）ｓｉｎθ＋ｙ０（ｔ）ｃｏｓθ，ｐθ］ （１）

式中：当ｋ＝１时表示右旋，ｋ＝－１时表示左旋；θ和

ｐ为螺旋参数。
螺杆转子与成形砂轮的接触条件：在接触点处

转子与成形砂轮的相对运动速度ｖ与公法线ｎｒ 垂
直，即ｖ·ｎｒ＝０，则有

ｆ１（ｔ，θ）＝０ （２）

　　将接触线条件式（２）代入式（１），获得转子与成

７１
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形砂轮的接触线，接触线方程在坐标系Ｓｇ中可以表
达成

ｒＴｃｇ＝ ［ｘｃｇ，ｙｃｇ，ｚｃｇ］Ｔ ＝Ｍ１ｒＴｃｒ （３）
则成形砂轮的廓形方程为

ｒｇ０ ＝ ［Ｒｇ，Ｚｇ］＝ ［ｘ２ｃｇ＋ｙ２ｃ槡 ｇ，ｚｃｇ］ （４）

２　Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法原理

直线、圆和椭圆是图形设计的最基本图元，根据
图形显示器的显示原理和真实感图形生成技术的需

要出发，需要使用像素点函数来绘制这些图元。现
有的图形显示器不能从像素点阵的一个可编址像素

点直接画一条直线到达另一个可编址的像素点，只
是用靠近这条直线的像素点集来近似地表示这条直

线。图形的扫描转换就是在屏幕像素点阵中用指定
颜色点亮最佳逼近于理想图形像素点集的过程。
如图２所示，以直线图元为例，对于黑色的直

线，不能直接在图形显示器上绘出，只能用点亮了的
深色像素点集近似地逼近，深色像素点都是离直线
距离最近的像素点。计算机图形学在绘制直线时绘
制速度要求要快，故采用Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法［１６］来实现
直线的扫描转换，直线的中点Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法的原
理为每次在主位移方向上走一步，另一方向上走不
走步取决于中点偏差判别式的值。

图２　直线扫描转换

２．１　构造中点偏差判别式
给定理想直线的起点坐标为Ｐ０（ｘ０，ｙ０），终点

坐标为Ｐｎ（ｘｎ，ｙｎ），则直线的隐函数方程为

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｙ－ｋｘ－ｂ＝０ （５）
式中：ｋ为直线的斜率；ｂ为直线在ｙ方向上的截距。
如图３所示，假定直线上一点的当前位置是Ｐｉ（ｘｉ，

ｙｉ），沿主位移ｘ方向走一步，下一点只能在Ｐａ（ｘｉ
＋１，ｙｉ＋１）和Ｐｂ（ｘｉ＋１，ｙｉ）两点中选取。Ｐａ 和Ｐｂ
的中点为Ｍ（ｘｉ＋１，ｙｉ＋０．５），若中点 Ｍ 在理想直
线的下方，则Ｐａ 点距离直线近，点亮Ｐａ；否则点亮

图３　直线中点Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法

Ｐｂ。从Ｐｉ（ｘｉ，ｙｉ）点走第一步后，为进行下一像素
点的选取，将中点Ｍ 代入隐函数方程，构造中点偏
差判别式

ｄｉ＝ｆ（ｘｉ＋１，ｙｉ＋０．５）＝
ｙｉ＋０．５－ｋ（ｘｉ＋１）－ｂ （６）

　　当ｄｉ＜０时，Ｍ 在直线的下方，下一像素点应点
亮Ｐａ，即向ｙ方向上走一步；当ｄｉ＞０时，Ｍ 在直线
的上方，下一像素点应点亮Ｐｂ，即ｙ方向上不走步；
当ｄｉ＝０时，Ｍ 在直线上，点亮Ｐａ 或Ｐｂ 均可，因此

ｙｉ＋１ ＝
ｙｉ＋１， ｄｉ＜０

ｙｉ， ｄｉ≥
烅
烄

烆 ０
（７）

２．２　中点偏差判别式的递推公式
得到中点偏差判别式ｄｉ后，为了能够继续判断

直线上的每一个点，需要给出中点偏差判别式的递
推公式。在主位移ｘ方向上已走一步的情况下，考
虑沿主位移方向再走一步，应该选择哪个中点代入
中点偏差判别式以决定下一步该点亮的像素，如图

４所示，分两种情况讨论。

　
（ａ）ｄｉ＜０ （ｂ）ｄｉ≥０
图４　中点偏差判别式的递推公式

　　当ｄｉ＜０时，下一步进行判断的中点坐标为

Ｍ′（ｘｉ＋２，ｙｉ＋１．５），所以下一步中点偏差判别式为

ｄｉ＋１ ＝ｆ（ｘｉ＋２，ｙｉ＋１．５）＝
ｙｉ＋１．５－ｋ（ｘｉ＋２）－ｂ＝

　ｙｉ＋０．５－ｋ（ｘｉ＋１）－ｂ＋１－ｋ＝ｄｉ＋１－ｋ （８）

当ｄｉ≥０时，下一步进行判断的中点坐标为

Ｍ′（ｘｉ＋２，ｙｉ＋０．５），所以下一步中点偏判别式为

８１
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ｄｉ＋１ ＝ｆ（ｘｉ＋２，ｙｉ＋０．５）＝
ｙｉ＋０．５－ｋ（ｘｉ＋２）－ｂ＝

ｙｉ＋０．５－ｋ（ｘｉ＋１）－ｂ－ｋ＝ｄｉ－ｋ （９）

３　包络－像素法

结合计算机图形学与啮合原理相关理论，根据
螺杆转子端面齿廓数据和实际加工参数，利用包络
原理建立螺杆转子与成形砂轮之间共轭运动形成的

扫掠面模型，基于Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法用指定的颜色点
亮最佳逼近像素点，对扫描区域和边界条件进行设
定，并利用已确定的型线的斜率来控制图像的放大、
分段。通过边界跟踪［１７］方法依次提取图像边缘像
素点及其对应坐标值，针对斜率变化较大的像素点，
利用最小二乘法［１８］拟合该点及周边边界像素点，并
提取拟合直线与像素点相交的亚像素边缘点，得到
更加精准的廓形数据，具体步骤如图５所示。

图５　包络 －像素法的设计流程图

（１）利用螺杆转子的端面齿廓和加工参数等实
际数据，通过转子螺旋面包络成形砂轮仿真得到扫
掠面，建立图像坐标系ＯｕＸｕＹｕ，如图６所示。

（２）根据Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法，用蓝色点亮屏幕像
素点阵中最佳逼近的像素点，其中屏幕底色为黄色，
如图７所示（网络版彩图）。对扫掠面图像像素点阵
进行初扫描，确定初始点Ｐ０ 和终点Ｐｅ 坐标值，以
起始点Ｐ０ 作为原点建立坐标系ＯＸＹ。对图像进行
放大（放大倍数Ｋ１）并分段，令Ｐｉ，０＝Ｐ０，其中ｉ＝０，

ｉ可取０，１，２，…，ｍ，ｍ为扫掠面图像的分段区间数。

图６　螺杆转子包络成形砂轮

图７　扫掠面图像分段捕捉及坐标变换

（３）边界跟踪原理［１９］：①从左上方搜索图像直
至找到新区域的像素点Ｐ０，该点是该域所有像素中
具有最小行和列的像素，记为起始像素点，变量ｄｉｒ
代表搜寻的移动方向，在８－邻接（图８ａ）检测边界置
时置ｄｉｒ＝７；②根据下列方法逆时针搜索当前点的３
×３邻域，当ｄｉｒ为偶数（图８ｂ），Ｒｅｓ＝（ｄｉｒ＋７）ｍｏｄ８；
当ｄｉｒ为奇数（图８ｂ），Ｒｅｓ＝（ｄｉｒ＋６）ｍｏｄ８。捕获新
的边界像素点Ｐｎ，更新ｄｉｒ值；③若Ｐｎ＝Ｐ１，且Ｐｎ－１
＝Ｐ０，则停止，否则，重复第２步。

　　（ａ）８－邻接　　　　　　（ｂ）在８－邻接中的搜索

图８　边界跟踪原理示意图

　　根据Ｐｉ，０及其附近点的坐标计算Ｐｉ，０处的斜率

τ。如图９所示，若τ＞０，将Ｐｉ，０置于屏幕左下角，从

７位开始逆时针方向扫描Ｐｉ，０位置的８－邻接，在４
方向找到下一个边界点Ｐｉ，１，则ｄｉｒ＝４，根据公式
（Ｒｅｓ＝（ｄｉｒ＋７）ｍｏｄ８，当ｄｉｒ为偶数时）计算，得到下

９１
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一步寻找方向为３，继续扫描得到Ｐｉ，２边界点，最终
扫描到由像素点Ｐｉ，０，…，Ｐｉ，ｎｉ构成的边界。若τ＜
０，则将Ｐｉ，０置于屏幕左上角，同理扫描边界像素点。

（ａ）τ＞０

（ｂ）τ＜０
图９　８－邻接中的边界跟踪

（４）如图７所示的扫掠面的整体坐标系，ｘｓ×ｙｓ
为屏幕的分辨率，Ｐｉｘｉｙｉ 为扫掠面的分段坐标系。
若Ｘｉ，ｎｉ＜ＸＰｅ，令ｉ＝ｉ＋１，Ｐｉ，０＝Ｐｉ－１，ｎｉ－１，重复步骤
３；若Ｘｉ，ｎｉ＝ＸＰｅ，则扫描结束。得到所有扫掠面边
缘像素点中心的横坐标Ｘｉ，ｔｉ或者纵坐标Ｙｉ，ｔｉ，扫描
的分段点集在同一个坐标系下的表示为

Ｘｉ，ｔｉ ＝∑
ｉ－１

ｊ＝０
ｘｊ，ｎｊ ＋ｘｉ，ｔｉ

Ｙｉ，ｔｉ ＝∑
ｉ－１

ｊ＝０
ｙｊ，ｎｊ ＋ｙｉ，ｔ

烍

烌

烎ｉ

（１０）

　　（５）Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法和边界跟踪皆是在像素级
边缘检测获取的廓形图像像素点，与实际曲线有一
定的误差，尤其是在斜率变化较大的像素点处。本
文利用直线拟合像素点中心提取亚像素［２０］边缘点

的方法减小误差。图１０为斜率（τ＞０）变化最大的

４种情况，图１０ｃ中所示虚线框的３个被点亮的像
素点，因其前后两个像素边缘点限制，实际曲线应在
两条虚线之间，利用边界跟踪法得到的是像素点中
心坐标，会有较大误差。通过直线拟合该邻域５个
点，提取拟合直线与像素点相交的亚像素边缘点，得
到更加精准的扫掠面数据点。对于图１０的４种情
况，通过计算可得精度分别提高了０．３３、０．３８、

０．２７、０．５７像素。

（ａ）双边不同行、列　　　　　（ｂ）单边不同行、列

（ｃ）双边同行、列　　　　　　（ｄ）单点突变

图１０　４种情况的亚像素边缘点提取

　　（６）如图１１ａ所示，通过上述方法提取的成形砂
轮廓形数据点不是光滑的曲线，应对其进行光顺处

（ａ）捕获的数据点

（ｂ）光顺后的廓形

图１１　扫掠面廓形数据点光顺处理

０２
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理［２１］。最后得到由一系列光顺数据点形成的成形
砂轮廓形，如图１１ｂ所示

４　试验分析

以某专利螺杆转子型线为例，进行螺杆转子成
形磨削用砂轮廓形的设计试验。阴、阳转子的结构
参数如表１所示，齿廓形状如图１２所示。

表１　阴阳转子的结构参数

类型 旋向 齿数
外径／

ｍｍ

根径／

ｍｍ

导程／

ｍｍ

螺旋角／

（°）

０３阳 左 ４　 ５９．６８　 ３６．２８１　 １１６

０３阴 右 ５　 ４７．６２　 ２４．２１１　 １４５
４５．３１６

（ａ）阳转子

（ｂ）阴转子

图１２　螺杆转子齿廓

分别用解析包络法和像素求解法来对阴、阳转
子成形磨削用砂轮进行计算。在采用像素求解法
时，图像显示分辨率为１　６００×９００像素，利用包络
原理得到的砂轮扫掠面廓形，放大倍数皆为３２倍。

按照上述步骤采集到阴、阳转子的扫掠面数据点数

分别为１９　７１６和１７　５３５，与传统解析包络法计算得
到的砂轮廓形对比（误差放大５０倍），结果如图１３
所示。
分别选取３个误差较大处进行对比显示，二者

所生成的砂轮廓形的廓形误差在（－０．００３ｍｍ，

０．００３ｍｍ）范围内，误差较小，验证了本文提出的求
解方法的可行性。为了进一步验证该方法下获得的
砂轮廓形在实际加工过程中的可行性与正确性，将
采用包络－像素法得到的成形砂轮对螺杆转子进行
磨削加工，图１４ａ所示的是阴、阳转子的磨削过程，

（ａ）阳转子廓形

（ｂ）阳转子上３点的误差

（ｃ）阴转子廓形
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（ｄ）阴转子上３点的误差

图１３　成形砂轮廓形及误差对比

磨削后的阴、阳转子的产品如图１４ｂ所示。

　 （ａ）螺杆转子的磨削过程　　　（ｂ）磨削后的转子

图１４　螺杆转子的磨削加工

　　磨削后螺杆转子端面齿廓的测量误差结果（误
差放大１００倍）见图１５，从图中可看出，转子齿廓磨
削误差基本控制在（－０．０１ｍｍ，０．０１ｍｍ）以内，能
够满足当前工业需求。

（ａ）阳转子

结合图１３的结论可知，包络－像素法获得的成
形砂轮廓形误差可达到±３μｍ，相比于磨削加工后
螺杆转子±１０μｍ的加工精度，砂轮廓形误差影响
较小，且加工后的螺杆转子精度满足工业要求，由此
可验证本文所提方法的正确性与可行性。若要得到
更高精度的螺杆转子，则可在建模过程中：①考虑磨
削过程中的机床各轴控制误差，安装误差等因素的
影响；②采用包络－像素法时，进一步提高图像显示
分辨率，从而使计算出来的成形砂轮廓形更加接近

（ｂ）阴转子

图１５　螺杆转子测量结果

传统解析法获得的廓形，降低廓形误差。

５　结　论

本文提出一种基于包络－像素算法的螺杆转子
成形磨削用砂轮的设计方法，结合计算机图形学与
啮合原理相关理论，根据螺杆转子端面齿廓数据和
实际加工参数，求解螺杆转子与成形砂轮共轭运动
形成的砂轮廓形，避免传统啮合运动共轭曲面的接
触线计算中存在建模复杂且求解非线性方程复杂等

问题，高效完成螺杆转子成形磨削用砂轮廓形的精
细化设计。通过边界跟踪捕获扫掠面在屏幕像素点
阵中的像素点，并提取拟合直线与斜率变化较大像
素点的亚像素边缘点，消除误差较大的像素点，该方
法还能避免因扫描方向单一造成曲率较大区域丢失

部分扫掠面廓形数据点，减小Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法造成
的误差，得到更加精准的廓形数据。
试验结果显示，包络－像素法和解析包络法生成

的成形砂轮廓形偏差在±０．００３ｍｍ内，包络－像素
法获得的成形砂轮加工转子误差在±０．０１ｍｍ内，
可以满足实际工业应用。该方法亦可用于齿轮、蜗
杆等类似共轭产品的设计。
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