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摘要 本文研究非齐次不可压缩向列型液晶系统在三维全空间上的 Cauchy 问题. 对任意的 β ∈
(1/2, 1], 当初值的范数 ∥u0∥Ḣβ + ∥∇d0∥Ḣβ 充分小时, 本文证明整体强解的存在性及大时间衰减估

计, 其中初始密度可含真空或具有紧支集.
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1 引言

本文研究三维非齐次不可压缩向列型液晶系统:

ρt + div(ρu) = 0,

(ρu)t + div(ρu⊗ u)− µ∆u+∇P = −λdiv(∇d⊙∇d),

dt + (u · ∇)d = γ(∆d+ |∇d|2d),

divu = 0,

(1.1)

其中 (x, t) ∈ R3 × [0,+∞), ρ : R3 × [0,+∞) → R 是流体的密度, u : R3 × [0,+∞) → R3 是速度场,

d : R3 × [0,+∞) → S2 (S2 为 R3 中的单位球面) 表示晶体分子方向场, P : R3 × [0,+∞) → R 表示压
力. 正常数 µ、λ 和 γ 分别表示黏性系数、动能与势能间动势比率和分子向量场的微观弹性松弛系数.
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吕博强等: 不可压缩向列型液晶系统 Cauchy 问题整体强解的存在性和大时间性质

不失一般性, 设 µ = λ = γ = 1. 符号 ⊗ 表示 Kronecker 张量积, 即 u⊗ u = (uiuj)16i,j63. ∇d⊙∇d 为
矩阵, 其第 i 行第 j 列 (1 6 i, j 6 3) 元素为 ∂id · ∂jd. 考虑 (1.1) 的 Cauchy 问题, 满足如下初值:

ρ(x, 0) = ρ0(x), ρu(x, 0) = m0(x), d(x, 0) = d0(x), x ∈ R3. (1.2)

自 Ericksen [1] 和 Leslie [2] 提出液晶连续介质理论之后, 其理论和应用研究取得很多重要进展. 从

数学结构来看, 系统 (1.1) 是一个强非线性的双曲 - 抛物耦合方程组. 当 d 为常数时, 系统 (1.1) 即为

不可压缩 Navier-Stokes 方程, 参见文献 [3–8] 及其参考文献; 当 ρ 为常数且 u = 0 时, 系统 (1.1) 变成

了调和映照热流方程, 参见文献 [9, 10] 及其参考文献.

下面简要介绍与本文相关的一些结果. 当密度 ρ 为常数时, 齐次不可压缩液晶流体方程组已有很

多结果.其中, Lin等 [11] 和 Hong [12] 研究了二维初边值问题的 Leray-Hopf弱解的全局存在性并且证明

了存在至多可数个奇异点; Lin和Wang [13]进一步证明了二维问题弱解的唯一性. Lin和Wang [14]得到

了三维问题弱解的整体存在性. 特别地,如果初值满足某些小性条件, Li和Wang [15]及 Xu和 Zhang [16]

分别证明了三维初边值问题强解和二维 Cauchy 问题光滑解的整体存在性. 更多齐次不可压缩液晶流

体方程组的研究, 参见文献 [17–19] 及其参考文献. 当密度非常数时, 系统 (1.1) 称为非齐次不可压缩

液晶流体方程组. 特别地,当初始密度不含真空且 d0 = (d01, d02, d03)满足如下几何结构条件, Li [20] 证

明了二维 Cauchy 问题弱解和强解的整体存在性:

d03 > δ0, δ0 > 0. (1.3)

但正如文献 [3] 指出的, 初始密度含真空对非齐次方程的数学理论研究有非常大影响. 假设初值满足

如下相容性条件:

∆u0 −∇P0 − div(∇d0 ⊙∇d0) =
√
ρ0g, x ∈ Ω, (1.4)

其中 (P0, g) ∈ H1(Ω) × L2(Ω), Wen 和 Ding [21] 证明了有界区域上初边值问题局部强解的存在唯一

性; Gao 等 [22] 研究了黏性依赖密度的三维强解的局部适定性. Fan 等 [23]、Li [24]、Yu 和 Zhang [25] 及

Liu [26] 证明了二维、三维问题小初值强解的整体存在性. 对于初始密度含真空的高维 Cauchy 问题,

Liu 等 [27] 在几何条件 (1.3) 下, 研究了二维大初值强解的整体存在性和大时间行为; Li 等 [28] 去掉了

文献 [27] 中条件 (1.3) 的限制, 证明了小初值二维强解的整体适定性. 假设初值满足相容性条件 (1.4),

Gong 等 [29] 证明了三维强解的局部适定性; 如果初值满足相容性条件 (1.4) 和如下小性条件, Ding

等 [30] 证明了三维强解的整体存在性:

∥√ρ0u0∥L2(Ω) + ∥∇u0∥H1(Ω) + ∥∇d0∥H2(Ω) + ∥g∥L2(Ω) ≪ 1, Ω = R3. (1.5)

本文主要考虑三维 Cauchy 问题, 在更一般的相容性条件和初值条件下, 研究强解的整体存在性

和大时间性质. 为了更清楚地阐述本文的主要结果, 首先引进如下记号:∫
fdx ,

∫
R3

fdx.

对 1 6 r 6 ∞, k > 1 和 β > 0, 定义

Lr = Lr(R3), W k,r =W k,r(R3), Hk =W k,2, ∥ · ∥B1∩B2 = ∥ · ∥B1 + ∥ · ∥B2 ,

Dk,r = Dk,r(R3) = {v ∈ L1
loc(R3) | ∇kv ∈ Lr(R3)}, D1 = {v ∈ L6(R3) | ∇v ∈ L2(R3)},

C∞
0,σ = {f ∈ C∞

0 | divf = 0}, D1
0,σ = {D1 在 C∞

0,σ 中的闭包},

Ḣβ =

{
f : R3 → R1

∣∣∣∣ ∥f∥2Ḣβ =

∫
|ξ|2β |f̂(ξ)|2dξ <∞

}
,
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其中 f̂ 表示 f 的 Fourier 变换.

本文的主要结果如下.

定理 1.1 给定常数 ρ̄ > 0, β ∈ ( 12 , 1], 假设初值 (ρ0,m0, d0) 满足如下条件:0 6 ρ0 6 ρ̄, ρ0 ∈ L
3
2 ∩H1, m0 = ρ0u0,

u0 ∈ Ḣβ ∩D1
0,σ, ∇d0 ∈ Ḣβ ∩H1, |d0| = 1.

(1.6)

令 A = ∥u0∥Ḣβ + ∥∇d0∥Ḣβ , 则存在仅依赖于 β、ρ̄、∥ρ0∥L3/2、∥∇d0∥L2 和 A 的正常数 ε0, 使得当

A = ∥u0∥Ḣβ + ∥∇d0∥Ḣβ 6 ε0, (1.7)

Cauchy 问题 (1.1) 和 (1.2) 存在唯一整体强解 (ρ, u, d, P ), 使得对任意 0 < τ < T <∞ 和 q ∈ [2, 6), 有

0 6 ρ ∈ C([0, T ];L
3
2 ∩H1),

∇u ∈ L∞(0, T ;L2) ∩ L∞(τ, T ;W 1,6) ∩ C((τ, T );H1 ∩W 1,q),

P ∈ L∞(τ, T ;W 1,6) ∩ C((τ, T );H1 ∩W 1,q),

∇d ∈ L∞(0, T ;H1) ∩ L2(0, T ;H2) ∩ C((τ, T );H2),

dt ∈ L∞(τ, T ;H2) ∩ L2(τ, T ;H3),

√
ρut ∈ L2(0, T ;L2) ∩ L∞(τ, T ;L2), Pt ∈ L2(τ, T ;D1),

∇ut ∈ L∞(τ, T ;L2) ∩ L2(τ, T ;D1), (
√
ρut)t ∈ L2(τ, T ;L2),

(1.8)

且密度梯度的 L2 范数关于时间一致有界:

sup
06t<∞

∥∇ρ∥L2 6 C∥∇ρ0∥L2 . (1.9)

另外, 以下大时间衰减估计成立:

t3/2∥∇u(t)∥2L2 + t5/2(∥∇2u(t)∥2L2 + ∥∇P∥2L2) + t7/2∥∇ut(t)∥2L2 6 C, (1.10)

t1/2(∥∇2d(t)∥L2 + ∥dt(t)∥L2) + t(∥∇3d(t)∥L2 + ∥∇dt(t)∥L2) + t3/2∥∇2dt(t)∥L2 6 C, (1.11)

其中 C 表示仅依赖于 ρ̄、β、∥ρ0∥L3/2、∥∇ρ0∥L2、∥∇d0∥H1 和 ∥∇u0∥L2 的正常数.

注 1.1 定理 1.1改进了文献 [30]中的结果.一方面,初值不需要满足强相容性条件 (1.4);另一方

面, 改进了文献 [30] 中关于初值的小性条件 (1.5), 仅需 ∥u0∥Ḣβ 和 ∥∇d0∥Ḣβ 适当小即可 (参见 (1.7)).

注 1.2 本文所得到的估计不依赖于时间, 详见第 2 节. 不仅 ∥∇ρ∥L2 关于时间一致有界 (参

见 (1.9)), 而且我们得到大时间衰减估计 (参见 (1.10) 和 (1.11)). 这些衰减估计在现有结果中是最

优的.

2 先验估计

局部强解存在性的证明类似于文献 [4, 29, 31]. 为证明整体存在性, 我们需要若干整体先验估计.

为此, 假设 (ρ, u, d, P ) 是问题 (1.1) 和 (1.2) 在 R3 × [0, T ] 上的一个光滑解. 为方便起见, 文中的 C 表

示与时间无关的正常数. 特别地, 我们有时用 C(s) 表示 C 依赖于 s.
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2.1 时间加权低阶估计

本小节主要证明如下先验估计.

命题 2.1 设 (ρ, u, d, P ) 是初值问题 (1.1) 和 (1.2) 在 R3 × [0, T ] 上的一个光滑解, 满足∫ T

0

∥∇u∥4L2dt 6 2A,

∫ T

0

∥∇2d∥4L2dt 6 2A, (2.1)

则存在仅依赖于 ρ̄、β、∥ρ0∥L3/2、∥∇d0∥L2 和 A 的正常数 ε0, 使得当 A 6 ε0 时, 有∫ T

0

∥∇u∥4L2dt 6 A,

∫ T

0

∥∇2d∥4L2dt 6 A. (2.2)

命题 2.1 的证明由以下系列引理构成, 将在本小节末尾完成. 首先, 由于流场与液晶分子方向场

的强耦合, 为证明命题 2.1, 我们需要 ∇d 的低阶估计.

引理 2.1 设 (ρ, u, d, P ) 是初值问题 (1.1) 和 (1.2) 在 R3 × [0, T ] 上的一个光滑解, 满足 (2.1), 则

存在常数 C = C(ρ̄, β, ∥ρ0∥L3/2 , ∥∇d0∥L2 , A), 使得

sup
t∈[0,T ]

∥∇d∥2L2 +

∫ T

0

∥∇2d∥2L2dt 6 C∥∇d0∥2L2 , (2.3)

且

sup
t∈[0,T ]

∥∇d∥3L3 +

∫ T

0

∥|∇d|1/2|∇2d|∥2L2dt 6 C∥∇d0∥
3(2β−1)

2β

L2 ∥∇d0∥
3
2β

Ḣβ
. (2.4)

证明 方程 (1.1)3 两边同时作用算子 ∇, 得

∇dt −∇∆d = −∇(u · ∇d) +∇(d|∇d|2). (2.5)

方程 (2.5) 两边同乘 |∇d|κ∇d (κ > 0), 并在 R3 上分部积分, 注意到 |d| = 1, 有

1

κ+ 2
(∥∇d∥κ+2

Lκ+2)t + ∥|∇d|κ2 |∇2d|∥2L2 + κ∥|∇d|κ2 |∇|∇d||∥2L2

6
∫

|u||∇d||∇(|∇d|κ∇d)|dx+

∫
|d||∇d|2|∇(|∇d|κ∇d)|dx

6 C(∥u∥L6 + ∥∇d∥L6)∥|∇d|κ2 +1∥L3∥|∇d|κ2 |∇2d|∥L2

6 C(∥∇u∥L2 + ∥∇2d∥L2)∥|∇d|κ2 +1∥1/2L2 ∥∇|∇d|κ2 +1∥1/2L2 ∥|∇d|κ2 |∇2d|∥L2

6 1

2
∥|∇d|κ2 |∇2d|∥2L2 + C(∥∇u∥4L2 + ∥∇2d∥4L2)∥|∇d|

κ
2 +1∥2L2 . (2.6)

利用 Gronwall 不等式和 (2.1), 由 (2.6) 得

sup
t∈[0,T ]

∥∇d∥κ+2
Lκ+2 +

∫ T

0

(∥|∇d|κ2 |∇2d|∥2L2 + ∥|∇d|κ2 |∇|∇d||∥2L2)dt 6 C∥∇d0∥κ+2
Lκ+2 . (2.7)

由于 β ∈ ( 12 , 1], 由 Sobolev 嵌入不等式可知, Ḣβ ↪→ L
6

3−2β , 其中 3 < 6
3−2β 6 6. 于是, 在 (2.7) 中

分别令 κ = 0, 1, 即可得 (2.3) 和 (2.4).

引理 2.2 设 (ρ, u, d, P ) 是初值问题 (1.1) 和 (1.2) 在 R3 × [0, T ] 上的一个光滑解, 满足 (2.1), 则

存在常数 C = C(ρ̄, β, ∥ρ0∥L3/2 , ∥∇d0∥L2 , A), 使得

sup
t∈[0,T ]

t1−β∥∇2d∥2L2 +

∫ T

0

t1−β(∥∇dt∥2L2 + ∥∇3d∥2L2)dt 6 C∥∇d0∥2Ḣβ . (2.8)
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证明 设 (ρ, u, d, P ) 为问题 (1.1) 和 (1.2) 的一个光滑解. 考虑如下线性方程:

vt −∆v = −u · ∇v + d∇d : ∇v, v(x, 0) = v0(x). (2.9)

首先, 类似 (2.3) 的证明, 有

sup
t∈[0,T ]

∥∇v∥2L2 +

∫ T

0

∥∇2v∥2L2dt 6 C∥∇v0∥2L2 . (2.10)

其次, 方程 (2.9) 两边作用算子 ∇, 得

∇vt −∇∆v = −∇(u · ∇v) +∇(d∇d : ∇v). (2.11)

利用分部积分、Hölder 不等式、Sobolev 不等式和 |d| = 1, 由 (2.11) 得

d

dt
∥∇2v∥2L2 + ∥∇vt∥2L2 + ∥∇3v∥2L2

6 C∥∇(u · ∇v)∥2L2 + C∥∇(d∇d : ∇v)∥2L2

6 C(∥∇u∥2L2 + ∥∇2d∥2L2)∥∇v∥2L∞ + C∥∇d∥4L6∥∇v∥2L6 + C(∥u∥2L6 + ∥∇d∥2L6)∥∇2v∥2L3

6 C(∥∇u∥2L2 + ∥∇2d∥2L2)∥∇2v∥L2∥∇3v∥L2 + C∥∇2d∥4L2∥∇2v∥2L2

6 1

2
∥∇3v∥2L2 + C(∥∇u∥4L2 + ∥∇2d∥4L2)∥∇2v∥2L2 . (2.12)

于是, 利用 Gronwall 不等式和 (2.1), 由 (2.12) 得

sup
t∈[0,T ]

∥∇2v∥2L2 +

∫ T

0

(∥∇vt∥2L2 + ∥∇3v∥2L2)dt 6 C∥∇2v0∥2L2 . (2.13)

另外, 将 (2.12) 两边同乘 t 并在 [0, T ] 上积分, 由 (2.1) 和 (2.10) 得

sup
t∈[0,T ]

(t∥∇2v∥2L2) +

∫ T

0

t(∥∇vt∥2L2 + ∥∇3v∥2L2)dt 6 C

∫ T

0

∥∇2v∥2L2dt 6 C∥∇v0∥2L2 . (2.14)

利用线性方程的 Riesz-Thorin 插值理论 [32], 由 (2.13) 和 (2.14) 可知, 对任意 θ ∈ [0, 1], 有

sup
t∈[0,T ]

(t1−θ∥∇2v∥2L2) +

∫ T

0

t1−θ(∥∇vt∥2L2 + ∥∇3v∥2L2)dt 6 C∥∇v0∥2Ḣθ . (2.15)

在 (2.9) 中令 v0 = d0, 则由解的唯一性理论可知, v = d. 特别地, 取 θ = β ∈ (1/2, 1], 由 (2.15) 即

可得 (2.8). 引理 2.2 证毕.

注 2.1 由引理 2.2 或 (2.15) 的证明可知, 估计 (2.8) 对 β = 0 仍然成立, 即

sup
t∈[0,T ]

(t∥∇2d∥2L2) +

∫ T

0

t(∥∇dt∥2L2 + ∥∇3d∥2L2)dt 6 C∥∇d0∥2L2 . (2.16)

接下来作速度场梯度的 L2 估计.

引理 2.3 设 (ρ, u, d, P ) 是初值问题 (1.1) 和 (1.2) 在 R3 × [0, T ] 上的一个光滑解, 满足 (2.1), 则

存在常数 C = C(ρ̄, β, ∥ρ0∥L3/2 , ∥∇d0∥L2 , A), 使得

sup
t∈[0,T ]

(t1−β∥∇u∥2L2) +

∫ T

0

t1−β∥√ρut∥2L2dt 6 C(∥u0∥2Ḣβ + ∥∇d0∥2Ḣβ ). (2.17)
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证明 首先, 由方程 (1.1)1 (参见文献 [3]) 易知,

0 6 inf ρ(x, t) 6 sup ρ(x, t) 6 ρ̄, ∥ρ(t)∥
L

3
2
= ∥ρ0∥

L
3
2
, ∀ t ∈ [0, T ]. (2.18)

设 (ρ, u, d, P ) 为问题 (1.1) 和 (1.2) 的一个光滑解, 定义线性算子 L:

(Lw)j , ρwjt + ρu · ∇wj −∆wj , j = 1, 2, 3. (2.19)

设 v 是线性方程 (2.9) 的解. 考虑如下两个线性 Stokes 问题:

Lw1 +∇P̃1 = 0, divw1 = 0, w1(x, 0) = w10(x), (2.20)

以及

Lw2 +∇P̃2 = −div(∇d⊙∇v), divw2 = 0, w2(x, 0) = 0. (2.21)

利用 Riesz-Thorin 插值理论, 类似 (2.15) 的证明 (参见文献 [33, 引理 3.5] 和 [5, 引理 3.2]), 由 (2.20)

易得

sup
t∈[0,T ]

t1−β∥∇w1∥2L2 +

∫ T

0

t1−β∥√ρw1t∥2L2dt 6 C∥w10∥2Ḣβ , β ∈
(
1

2
, 1

]
. (2.22)

接下来估计 w2. 首先, 方程 (2.21) 两边同乘 w2, 并在 R3 上分部积分, 得

1

2

d

dt
∥√ρw2∥2L2 + ∥∇w2∥2L2 6 1

2
∥∇w2∥2L2 + C∥∇d∥2L3∥∇2v∥2L2 . (2.23)

利用 (2.4) 和 (2.10), 由 (2.23) 得

sup
t∈[0,T ]

∥√ρw2∥2L2 +

∫ T

0

∥∇w2∥2L2dt 6 C
(

sup
t∈[0,T ]

∥∇d∥2L3

)∫ T

0

∥∇2v∥2L2dt 6 C∥∇v0∥2L2 . (2.24)

为估计 ∥∇w2∥2L2 , 方程 (2.21) 两边同乘 w2t, 并在 R3 上分部积分, 得

1

2

d

dt
∥∇w2∥2L2 + ∥√ρw2t∥2L2 =

d

dt

∫
(∇d⊙∇v) : ∇w2dx−

∫
(∇d⊙∇vt) : ∇w2dx

−
∫
(∇dt ⊙∇v) : ∇w2dx−

∫
ρu · ∇w2 · w2tdx

, d

dt

∫
(∇d⊙∇v) : ∇w2dx+

3∑
i=1

Ii. (2.25)

利用 (2.4)、Hölder 不等式、Sobolev 不等式和 Young 不等式, 可估计 Ii (i = 1, 2, 3) 如下:

I1 6 ∥∇vt∥L2∥∇d∥L3∥∇w2∥L6 6 C∥∇vt∥2L2 + δ∥∇2w2∥2L2 ,

I2 6 C

∫
|dt||∇2v||∇w2|dx+ C

∫
|dt||∇v||∇2w2|dx

6 ∥dt∥L2(∥∇2v∥L3∥∇w2∥L6 + ∥∇v∥L∞∥∇2w2∥L2)

6 C∥dt∥L2∥∇2v∥1/2L2 ∥∇3v∥1/2L2 ∥∇2w2∥L2

6 C∥dt∥4L2∥∇2v∥2L2 + C∥∇3v∥2L2 + δ∥∇2w2∥2L2 ,

I3 6 ∥√ρw2t∥L2∥u∥L6∥∇w2∥L3

6 δ(∥√ρw2t∥2L2 + ∥∇2w2∥2L2) + C∥∇u∥4L2∥∇w2∥2L2 .
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利用 Stokes 估计、Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 不等式、Hölder 不等式和 (2.18), 由 (2.21) 可知,

∥∇2w2∥L2 + ∥∇P̃2∥L2

6 C(∥ρw2t∥L2 + ∥ρu · ∇w2∥L2 + ∥div(∇d⊙∇v)∥L2)

6 C(∥√ρw2t∥L2 + ∥u · ∇w2∥L2 + ∥∇2d∥L2∥∇v∥L∞ + ∥∇d∥L6∥∇2v∥L3)

6 C(∥√ρw2t∥L2 + ∥u∥L6∥∇w∥L3 + ∥∇2d∥L2∥∇2v∥1/2L2 ∥∇3v∥1/2L2 )

6 1

2
∥∇2w2∥L2 + C(∥√ρw2t∥L2 + ∥∇u∥2L2∥∇w2∥L2 + ∥∇2d∥2L2∥∇2v∥L2 + ∥∇3v∥L2). (2.26)

将 I1、I2 和 I3 的估计代入 (2.25), 并选取 δ 充分小, 利用 (2.26), 有

F ′(t) + ∥√ρw2t∥2L2 + ∥∇2w2∥2L2

6 C∥∇u∥4L2∥∇w2∥2L2 + C(∥∇vt∥2L2 + ∥∇3v∥2L2) + C(∥dt∥4L2 + ∥∇2d∥4L2)∥∇2v∥2L2 , (2.27)

其中 F (t) , ∥∇w2∥2L2 −
∫
(∇d⊙∇v) : ∇w2dx 满足

1

2
∥∇w2∥2L2 − C∥∇d∥2L3∥∇2v∥2L2 6 F (t) 6 C∥∇w2∥2L2 + C∥∇d∥2L3∥∇2v∥2L2 . (2.28)

注意到, 利用 (2.1)、(2.4)、Sobolev 不等式和 Hölder 不等式, 由 (1.1)3 有∫ T

0

∥dt∥4L2dt 6
∫ T

0

(∥∇u∥L2∥∇d∥L3 + ∥∇2d∥L2 + ∥∇2d∥L2∥∇d∥L3)4dt

6 C

∫ T

0

(∥∇u∥4L2 + ∥∇2d∥4L2)dt 6 C. (2.29)

于是, 利用 (2.1)、(2.4)、(2.13)、(2.28) 和 (2.29), 由 (2.27) 和 Gronwall 不等式, 得

sup
t∈[0,T ]

∥∇w2∥2L2 +

∫ T

0

∥√ρw2t∥2L2dt 6 C∥∇d0∥2L3∥∇2v0∥2L2 + C

∫ T

0

(∥∇vt∥2L2 + ∥∇3v∥2L2)dt

+ C sup
t∈[0,T ]

(∥∇2v∥2L2)

∫ T

0

(∥dt∥4L2 + ∥∇2d∥4L2)dt

6 C∥∇2v0∥2L2 . (2.30)

类似地, (2.27) 两边同乘 t 并在 [0, T ] 上积分, 由 (2.24) 和 (2.14) 得

sup
t∈[0,T ]

(t∥∇w2∥2L2) +

∫ T

0

t∥√ρw2t∥2L2dt 6 C∥∇v0∥2L2 . (2.31)

因此, 由 (2.30) 和 (2.31), 利用 Riesz-Thorin 插值理论 [32] 可知, 对任意 β ∈ (1/2, 1], 有

sup
t∈[0,T ]

(t1−β∥∇w2∥2L2) +

∫ T

0

t1−β∥√ρw2t∥2L2dt 6 C∥∇v0∥2Ḣβ . (2.32)

在 (2.20) 和 (2.21) 中取 w10 = u0 和 v0 = d0, 则由解的唯一性可知, w1 + w2 = u 和 v = d. 于是,

联合 (2.22) 和 (2.32) 即得 (2.17). 引理 2.3 证毕.
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引理 2.4 设 (ρ, u, d, P ) 是初值问题 (1.1) 和 (1.2) 在 R3 × [0, T ] 上的一个光滑解, 满足 (2.1), 则

存在常数 C = C(ρ̄, β, ∥ρ0∥L3/2 , ∥∇d0∥L2 , A), 使得

sup
t∈[0,T ]

(t
1−β
2 ∥√ρu∥2L2) +

∫ T

0

t
1−β
2 ∥∇u∥2L2dt 6 C(∥u0∥2Ḣβ + ∥∇d0∥Ḣβ ), (2.33)

sup
t∈[0,T ]

(t
3−β
2 ∥∇u∥2L2) +

∫ T

0

t
3−β
2 ∥√ρut∥2L2dt 6 C(∥u0∥2Ḣβ + ∥∇d0∥Ḣβ ). (2.34)

证明 方程 (1.1)2 的两端乘以 u, 然后在 R3 上分部积分, 得

d

dt
∥√ρu∥2L2 + ∥∇u∥2L2 6 C∥∇d∥2L3∥∇d∥2L6 . (2.35)

利用 (2.3)、(2.4) 和 (2.18), 由上式可得

sup
t∈[0,T ]

∥√ρu∥2L2 +

∫ T

0

∥∇u∥2L2dt 6 ∥√ρ0u0∥2L2 + C

∫ T

0

∥∇d∥2L3∥∇2d∥2L2dt

6 ∥ρ0∥
L

3
2β
∥u0∥2

L
6

3−2β
+ C

(
sup
t∈[0,T ]

∥∇d∥2L3

)∫ T

0

∥∇2d∥2L2dt

6 C∥u0∥2Ḣβ + C∥∇d0∥1/βḢβ

6 C∥u0∥2Ḣβ + C∥∇d0∥Ḣβ . (2.36)

对 β ∈ (1/2, 1), (2.35) 两边同乘 t
1−β
2 并在 [0, T ] 上积分, 利用 (2.8)、(2.18) 和 (2.36), 得

sup
t∈[0,T ]

(t
1−β
2 ∥√ρu∥2L2) +

∫ T

0

t
1−β
2 ∥∇u∥2L2dt

6 C

∫ T

0

t
1−β
2 ∥∇d∥L2∥∇2d∥3L2dt+ C

∫ T

0

t−
1+β
2 ∥√ρu∥2L2dt

6 C sup
t∈[0,T ]

(t
1−β
2 ∥∇d∥L2∥∇2d∥L2)

∫ T

0

∥∇2d∥2L2dt

+ C sup
t∈[0,1]

∥√ρu∥2L2

∫ 1

0

t−
1+β
2 dt+ C

∫ T

1

∥ρ∥
L

3
2
∥∇u∥2L2dt

6 C∥u0∥2Ḣβ + C∥∇d0∥Ḣβ . (2.37)

于是, 联合 (2.36) 和 (2.37) 即得 (2.33).

下证 (2.34). 类似 (2.25)–(2.28) 的推导, 方程 (1.1)2 的两端乘以 ut, 在 R3 上分部积分, 有

G′(t) + ∥√ρut∥2L2 + ∥∇2u∥2L2 6 C∥∇u∥4L2∥∇u∥2L2 + C∥∇2d∥3L2∥∇3d∥L2 + C∥∇d∥2L3∥∇dt∥2L2 , (2.38)

其中 G(t) , ∥∇u∥2L2 −
∫
(∇d⊙∇d) : ∇udx 满足

1

2
∥∇u∥2L2 − C∥∇d∥L2∥∇2d∥3L2 6 G(t) 6 C∥∇u∥2L2 + C∥∇d∥L2∥∇2d∥3L2 . (2.39)

在 (2.38) 两边乘以 t
3−α
2 (α ∈ [0, 1]), 由 (2.39) 得

(t
3−α
2 G(t))′ + t

3−α
2 (∥√ρut∥2L2 + ∥∇2u∥2L2)
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6 C∥∇u∥4L2(t
3−α
2 ∥∇u∥2L2) + Ct

1−α
2 (∥∇u∥2L2 + ∥∇d∥L2∥∇2d∥3L2)

+ Ct
3−α
2 (∥∇2d∥3L2∥∇3d∥L2 + ∥∇d∥L2∥∇2d∥L2∥∇dt∥2L2). (2.40)

在 (2.40) 中取 α = β ∈ (1/2, 1], 由 (2.1)、(2.3)、(2.8)、(2.16)、(2.36)、(2.37) 和 Gronwall 不等

式, 得

sup
t∈[0,T ]

(t
3−β
2 ∥∇u∥2L2) +

∫ T

0

t
3−β
2 (∥√ρut∥2L2 + ∥∇2u∥2L2)dt

6 C(∥u0∥2Ḣβ + ∥∇d0∥Ḣβ ) + C sup
t∈[0,T ]

[(t
1−β
2 ∥∇2d∥L2)(t∥∇2d∥2L2)∥∇d∥L2 ]

+ C sup
t∈[0,T ]

[(t
1−β
2 ∥∇2d∥L2)∥∇d∥L2 ]

∫ T

0

(∥∇2d∥2L2 + t∥∇dt∥2L2)dt

+ C sup
t∈[0,T ]

[(t
1−β
2 ∥∇2d∥L2)(t

1
2 ∥∇2d∥L2)]

∫ T

0

∥∇2d∥L2(t
1
2 ∥∇2d∥L2)dt

6 C(∥u0∥2Ḣβ + ∥∇d0∥Ḣβ ). (2.41)

于是, 引理 2.4 证毕.

利用引理 2.1–2.4 即可证明命题 2.1.

命题 2.1 的证明 由估计 (2.8)、(2.16)、(2.17) 和 (2.34) 可知, 对任意的 β ∈ (1/2, 1], 有∫ T

0

∥∇u∥4L2dt+

∫ T

0

∥∇2d∥4L2dt 6 sup
t∈[0,1]

[t1−β(∥∇u∥2L2 + ∥∇2d∥2L2)]2
∫ 1

0

t2β−2dt

+ sup
t∈[1,T ]

(t
3−β
2 ∥∇u∥2L2)2

∫ T

1

t−3+βdt

+ sup
t∈[1,T ]

(t1−β∥∇2d∥2L2)
2
3 (t∥∇2d∥2L2)

4
3

∫ T

1

t−2+ 2
3βdt

6 C∥u0∥4Ḣβ + C∥∇d0∥4/3Ḣβ
6 C1A

4/3. (2.42)

于是, 若 ε0 , min{1, C−3
1 }, 则当 A 6 ε0 时, 由 (2.42) 即得 (2.2). 命题 2.1 证毕.

2.2 高阶导数估计

为证明强解的整体存在性和衰减估计, 我们还需要高阶导数估计. 为方便起见, 以下如无特别说

明, 常数 C 还依赖于 ρ̄、β、∥ρ0∥L3/2、∥∇ρ0∥L2、∥∇u0∥L2 和 ∥∇d0∥H1 .

引理 2.5 设命题 2.1 的条件成立, 则对 σ ∈ {0, 1}, 有

sup
t∈[0,T ]

t
σ
2 [∥√ρu∥2L2 + tσ∥∇u∥2L2 + tσ+1(∥√ρut∥2L2 + ∥∇2u∥2L2 + ∥∇P∥2L2)]

+ sup
t∈[0,T ]

tσ[∥∇2d∥2L2 + t(∥∇dt∥2L2 + ∥∇3d∥2L2) + t
1
2 ∥∇d∥2L∞ ]

+

∫ T

0

t
σ
2 [∥∇u∥2L2 + tσ(∥√ρut∥2L2 + ∥∇2u∥2L2 + ∥∇P∥2L2)]dt

+

∫ T

0

t
3σ
2 +1(∥∇ut∥2L2 + ∥∇2u∥2L6 + ∥∇P∥2L6)dt
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+

∫ T

0

tσ(∥∇dt∥2L2 + ∥∇3d∥2L2 + t∥∇2dt∥2L2)dt

6 C. (2.43)

证明 首先, 注意到引理 2.2 和 2.3 对任意的 β ∈ [0, 1] 都成立. 于是, 对 σ ∈ {0, 1}, 有

sup
t∈[0,T ]

(tσ∥∇2d∥2L2 + tσ∥∇u∥2L2) +

∫ T

0

tσ(∥∇dt∥2L2 + ∥∇3d∥2L2 + ∥√ρut∥2L2)dt 6 C. (2.44)

方程 (1.1)2 关于 t 求导, 得

ρutt + ρu · ∇ut −∆ut = −ρt(ut + u · ∇u)− ρut · ∇u−∇Pt − div(∇d⊙∇d)t. (2.45)

上式两端乘以 ut 并在 R3 上积分, 利用分部积分和方程 (1.1)1, 有

1

2

d

dt
∥√ρut∥2L2 + ∥∇ut∥2L2 = −2

∫
ρu · ∇ut · utdx−

∫
ρu · ∇(u · ∇u · ut)dx

−
∫
ρut · ∇u · utdx+

∫
(∇d⊙∇d)t : ∇utdx

, I, (2.46)

其中, 利用 Hölder 不等式、Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 不等式和 Cauchy-Schwarz 不等式, 易得

I 6 1

8
∥∇ut∥2L2 + C(∥√ρut∥2L2 + ∥∇2u∥2L2)∥∇u∥4L2 + C∥∇d∥2L∞∥∇dt∥2L2 . (2.47)

利用 Stokes 方程正则性理论和 Sobolev 不等式, 由 (1.1)2 可得, 对于任意 p ∈ [2, 6], 有

∥∇2u∥Lp + ∥∇P∥Lp 6 C∥ρut + ρu · ∇u∥Lp + C∥div(∇d⊙∇d)∥Lp

6 C∥√ρut∥
6−p
2p

L2 ∥∇ut∥
3p−6
2p

L2 + C∥u∥L6∥∇u∥
L

6p
6−p

+ C∥∇d∥L∞∥∇2d∥Lp

6 C∥√ρut∥
6−p
2p

L2 ∥∇ut∥
3p−6
2p

L2 + C∥∇u∥L2∥∇u∥
p

5p−6

L2 ∥∇2u∥
4p−6
5p−6

Lp

+ C∥∇d∥L∞∥∇2d∥
6−p
2p

L2 ∥∇3d∥
3p−6
2p

L2

6 1

2
∥∇2u∥Lp+C(∥√ρut∥

6−p
2p

L2 ∥∇ut∥
3p−6
2p

L2 +∥∇u∥
6p−6

p

L2 +C∥∇2d∥
3
p

L2∥∇3d∥
2p−3

p

L2 ). (2.48)

特别地, 在 (2.48) 中分别取 p = 2, 6, 得

∥∇2u∥L2 + ∥∇P∥L2 6 C(∥√ρut∥L2 + ∥∇u∥3L2 + ∥∇2d∥
3
2

L2∥∇3d∥
1
2

L2), (2.49)

∥∇2u∥L6 + ∥∇P∥L6 6 C(∥∇ut∥L2 + ∥∇u∥5L2 + ∥∇2d∥
1
2

L2∥∇3d∥
3
2

L2). (2.50)

于是, 将 (2.47) 代入 (2.46), 由 (2.49) 得

d

dt
∥√ρut∥2L2 + ∥∇ut∥2L2 6 C(∥√ρut∥2L2 + ∥∇u∥6L2 + ∥∇2d∥3L2∥∇3d∥L2)∥∇u∥4L2

+ C(∥∇2d∥2L2 + ∥∇3d∥2L2)∥∇dt∥2L2 . (2.51)

另外, 方程 (2.5) 关于 t 求导, 得

∇dtt −∇∆dt = −∇ut · ∇d−∇u · ∇dt − ut · ∇2d− u · ∇2dt +∇(|∇d|2d)t. (2.52)
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上式两端乘以 ∇dt 并在 R3 上分部积分, 由 Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 不等式, 得

1

2

d

dt
∥∇dt∥2L2 + ∥∇2dt∥2L2 6 C∥∇ut∥L2∥∇2d∥L2∥∇dt∥L3 + C∥∇u∥L2∥∇dt∥L3∥∇2dt∥L2

+ C∥dt∥L6∥∇d∥2L6∥∇2dt∥L2 + C∥∇d∥L6∥∇dt∥L3∥∇2dt∥L2

6 1

4
(∥∇ut∥2L2 + ∥∇2dt∥2L2) + C(∥∇2d∥4L2 + ∥∇u∥4L2)∥∇dt∥2L2 . (2.53)

联合 (2.51) 和 (2.53), 得

d

dt
(∥√ρut∥2L2 + ∥∇dt∥2L2) + ∥∇ut∥2L2 + ∥∇2dt∥2L2

6 C(∥∇u∥4L2 + ∥∇2d∥4L2 + ∥∇2d∥2L2 + ∥∇3d∥2L2)(∥
√
ρut∥2L2 + ∥∇dt∥2L2)

+ C∥∇u∥10L2 + C∥∇u∥4L2∥∇2d∥3L2∥∇3d∥L2 . (2.54)

于是, (2.54) 乘以 tσ+1 并在 [0, T ] 上积分, 利用 (2.2)、(2.3) 和 (2.44), 由 Gronwall 不等式得

sup
t∈[0,T ]

tσ+1(∥√ρut∥2L2 + ∥∇dt∥2L2) +

∫ T

0

tσ+1(∥∇ut∥2L2 + ∥∇2dt∥2L2)dt

6 C + C

∫ T

0

tσ+1(∥∇u∥10L2 + ∥∇u∥4L2∥∇2d∥3L2∥∇3d∥L2)dt

6 C + C sup
t∈[0,1]

(∥∇u∥10L2 + ∥∇u∥4L2∥∇2d∥3L2)

∫ 1

0

(1 + ∥∇3d∥2L2)dt

+ C

∫ T

1

tσ+1(t−5 + t−6 + t−1∥∇3d∥2L2)dt

6 C. (2.55)

为估计 ∥∇3d∥L2 , 利用 Hölder 不等式、Sobolev 不等式和 |d| = 1, 由 (2.5) 得

∥∇3d∥L2 6 C∥∇dt∥L2 + C∥∇u∥L2(∥∇d∥L∞ + ∥∇2d∥L3) + C∥∇2d∥L2∥∇d∥L∞ + C∥∇d∥3L6

6 1

2
∥∇3d∥L2 + C(∥∇dt∥L2 + ∥∇u∥2L2∥∇2d∥L2 + ∥∇2d∥3L2). (2.56)

于是, 利用 (2.3)、(2.44) 和 (2.55), 由 (2.56) 有

sup
t∈[0,T ]

(tσ+1∥∇3d∥2L2 + t1/2+σ∥∇d∥2L∞) +

∫ T

0

t1/2∥∇d∥2L∞dt 6 C. (2.57)

另外, 利用估计 (2.3)、(2.44)、(2.55) 和 (2.57), 由 (2.49) 和 (2.50) 易得

sup
t∈[0,T ]

tσ+1(∥∇2u∥2L2 + ∥∇P∥2L2) +

∫ T

0

tσ(∥∇2u∥2L2 + ∥∇P∥2L2)

+

∫ T

0

tσ+1(∥∇2u∥2L6 + ∥∇P∥2L6)dt 6 C. (2.58)

类似 (2.37) 的推导, 由 (2.3)、(2.36) 和 (2.44), 得

sup
t∈[0,T ]

(t
1
2 ∥√ρu∥2L2) +

∫ T

0

t
1
2 ∥∇u∥2L2dt 6 C + sup

t∈[0,T ]

∥√ρu∥2L2

∫ 1

0

t−
1
2 dt+ C

∫ T

1

∥∇u∥2L2dt 6 C. (2.59)
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同理, 类似 (2.40) 的证明, 由 Gronwall 不等式、(2.3)、(2.8)、(2.44)、(2.55) 和 (2.59), 得

sup
t∈[0,T ]

(t
3
2 ∥∇u∥2L2) +

∫ T

0

t
3
2 ∥√ρut∥2L2dt 6 C. (2.60)

在 (2.51) 两端乘以 t5/2 并在 [0, T ] 上积分, 由 (2.2)、(2.44)、(2.55)、(2.57) 和 (2.60), 得

sup
t∈[0,T ]

(t
5
2 ∥√ρut∥2L2) +

∫ T

0

t
5
2 ∥∇ut∥2L2dt

6 C

∫ T

0

t
3
2 ∥√ρut∥2L2dt+ C

∫ T

0

t
5
2 ∥∇u∥10L2dt

+ C

∫ T

0

t
5
2 (∥∇u∥4L2∥∇2d∥3L2∥∇3d∥L2 + ∥∇2d∥L2∥∇3d∥L2∥∇dt∥2L2)dt

6 C + C

∫ T

0

(∥∇u∥5L2 + ∥∇u∥4L2 + t∥∇dt∥2L2)dt

6 C. (2.61)

最后, 类似 (2.58) 的推导, 利用 (2.44)、(2.60) 和 (2.61), 由 (2.49) 和 (2.50) 得

sup
t∈[0,T ]

t
5
2 (∥∇2u∥2L2 + ∥∇P∥2L2) +

∫ T

0

t
3
2 (∥∇2u∥2L2 + ∥∇P∥2L2)dt

+

∫ T

0

t
5
2 (∥∇2u∥2L6 + ∥∇P∥2L6)dt

6 C. (2.62)

于是, 联合 (2.36)、(2.44)、(2.55) 和 (2.57)–(2.62) 即得 (2.43). 引理 2.5 证毕.

接下来证明 ∥∇ρ∥L2 关于时间的一致有界性.

引理 2.6 设命题 2.1 的条件成立, 则有

sup
t∈[0,T ]

∥∇ρ∥L2 +

∫ T

0

∥∇u∥L∞dt 6 C. (2.63)

证明 当 t ∈ (0, 1] 时, 由 Sobolev 不等式、(2.43) 和 (2.48) 可知, 对于 r ∈ (3, 6), 有

∥∇u∥L∞ 6 C∥∇u∥L2 + C∥∇2u∥Lr

6 C∥∇u∥L2 + C∥√ρut∥
6−r
2r

L2 ∥∇ut∥
3r−6
2r

L2 + C∥∇u∥
6r−6

r

L2 + ∥∇2d∥
3
r

L2∥∇3d∥
2r−3

r

L2

6 C + C
(

sup
t∈[0,1]

t
1
2 ∥√ρut∥L2

) 6−r
2r

(t∥∇ut∥2L2)
3r−6
4r t−

1
2 + C∥∇3d∥2L2 .

从而, ∫ 1

0

∥∇u∥L∞dt 6 C + C

(∫ 1

0

t−
2r

r+6 dt

) r+6
4r

(∫ 1

0

t∥∇ut∥2L2dt

) 3r−6
4r

6 C. (2.64)

当 t ∈ [1, T ] 时, 由 (2.43) 和 (2.48) 可知, 对于 r ∈ (3, 6), 有∫ T

1

t
1
2 ∥∇2u∥Lrdt 6 C

∫ T

1

t
1
2 (∥√ρut∥

6−r
2r

L2 ∥∇ut∥
3r−6
2r

L2 + ∥∇2d∥
3
r

L2∥∇3d∥
2r−3

r

L2 + ∥∇u∥
6r−6

r

L2 )dt
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6 C sup
t∈[1,T ]

(t
5
2 ∥√ρut∥2L2)

6−r
4r

(∫ T

1

t
5
2 ∥∇ut∥2L2dt

) 3r−6
4r

(∫ T

1

t−
3r

6+r dt

) r+6
4r

+ C sup
t∈[1,T ]

[(t∥∇2d∥2L2)
3
2r (t2∥∇3d∥2L2)

r−3
2r ]

(∫ T

1

t∥∇3d∥2L2dt

) 1
2
(∫ T

1

t−
2r−3

r dt

) 1
2

+ C sup
t∈[1,T ]

(t
3
2 ∥∇u∥2L2)

6r−6
2r

∫ T

1

t−
8r−9
2r dt

6 C.

于是, 利用 Sobolev 不等式和 (2.60), 由上式得∫ T

1

∥∇u∥L∞dt 6 C

∫ T

1

∥∇u∥
2r−6
5r−6

L2 ∥∇2u∥
3r

5r−6

Lr dt

6 C sup
t∈[1,T ]

(t
3
4 ∥∇u∥L2)

2r−6
5r−6

(∫ T

1

t
1
2 ∥∇2u∥Lrdt

) 3r
5r−6

(∫ T

1

t−
6r−9
4r−12 dt

) 2r−6
5r−6

6 C. (2.65)

联合 (2.64) 和 (2.65), 得 ∫ T

0

∥∇u∥L∞dt 6 C. (2.66)

由方程 (1.1)1 可知,
d

dt
∥∇ρ∥L2 6 C∥∇u∥L∞∥∇ρ∥L2 . (2.67)

因此, 利用 (2.66) 和 Gronwall 不等式, 由 (2.67) 即得引理 2.6.

我们还可进一步得到更高阶的导数估计.

引理 2.7 设命题 2.1 的条件成立, 则有

sup
t∈[0,T ]

[t
7
2 (∥∇ut∥2L2 + ∥∇2u∥2L6 + ∥∇P∥2L6) + t3∥∇2dt∥2L2 ]

+

∫ T

0

[t3(∥∇dtt∥2L2 + ∥∇3dt∥2L2) + t
7
2 (∥(ρut)t∥2L2 + ∥∇2ut∥2L2 + ∥∇Pt∥2L2)]dt

6 C. (2.68)

证明 首先, 利用 Sobolev 不等式和 Hölder 不等式, 经分部积分后, 由 (2.52) 得

d

dt
∥∇2dt∥2L2 + ∥∇dtt∥2L2 + ∥∇3dt∥2L2

6 C(∥∇u∥2H1 + ∥∇2d∥2H1 + ∥∇2d∥4L2)(∥∇2dt∥2L2 + ∥∇ut∥2L2)

+ C∥∇2d∥2L2∥∇3d∥2L2∥∇dt∥2L2 . (2.69)

于是, (2.69) 两端同乘 t3 并在 [0, T ] 上积分, 利用 (2.1)、引理 2.1 和 2.5, 由 Gronwall 不等式得

sup
t∈[0,T ]

(t3∥∇2dt∥2L2) +

∫ T

0

t3(∥∇dtt∥2L2dt+ ∥∇3dt∥2L2) 6 C. (2.70)

方程 (2.45) 乘以 utt 并在 R3 上分部积分, 得

1

2

d

dt
∥∇ut∥2L2 + ∥√ρutt∥2L2 = −

∫
ρ(u · ∇ut + ut · ∇u) · uttdx−

∫
ρt(ut + u · ∇u) · uttdx
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+

∫
(∇d⊙∇d)t : ∇uttdx

,
3∑
i=1

Ii, (2.71)

其中, 右端各项可估计如下. 首先,

I1 6 ε∥√ρutt∥2L2 + C∥∇u∥2H1∥∇ut∥2L2 . (2.72)

其次, 由引理 2.6, 有

∥ρt∥L2∩L3/2 = ∥u · ∇ρ∥L2∩L3/2 6 C∥∇ρ∥L2∥∇u∥H1 6 C∥∇u∥H1 . (2.73)

于是, 利用 (2.18)、(2.73) 和 Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 不等式, 得

I2 =− d

dt

∫
ρt

(
1

2
|ut|2 + u · ∇u · ut

)
dx+

∫
(ρu)t(ut · ∇ut +∇(u · ∇u · ut))dx

+

∫
ρt(ut · ∇u · ut + u · ∇ut · ut)dx

6− d

dt

∫
ρt

(
1

2
|ut|2 + u · ∇u · ut

)
dx+ C∥√ρut∥3/2L2 ∥∇ut∥1/2L2 ∥∇2ut∥L2

+ C∥ρt∥L2∥∇u∥3H1∥∇ut∥L2 + C∥ρt∥L2∥∇u∥2H1∥∇2u∥L6∥∇ut∥L2

+ C∥ρt∥L2∥∇u∥3H1∥∇2ut∥L2 + C∥∇u∥2H1∥∇ut∥2L2 + C∥ρt∥L2∥∇u∥3H1∥∇ut∥L2

+ C∥ρt∥L2∥∇u∥H1∥∇ut∥2L2 + C∥ρt∥L2∥∇u∥H1∥∇ut∥L2∥∇2ut∥L2

6− d

dt

∫
(ρu · ∇ut · ut + ρtu · ∇u · ut)dx+ ε∥∇2ut∥2L2 + C∥∇u∥6H1 + C∥∇u∥8H1

+ C∥∇u∥4H1∥∇2u∥2L6 + C(∥∇u∥2H1 + ∥∇u∥4H1)∥∇ut∥2L2 + C∥√ρut∥3L2∥∇ut∥L2 . (2.74)

类似地,

I3 6 d

dt

∫
(∇d⊙∇d)t : ∇utdx+ C(∥∇dtt∥L2∥∇d∥L∞ + ∥∇dt∥L3∥∇dt∥L6)∥∇ut∥L2

6 d

dt

∫
(∇d⊙∇d)t : ∇utdx+ C(∥∇3d∥L2 + ∥∇dt∥L2)∥∇ut∥2L2

+ C∥∇2d∥L2∥∇dtt∥2L2 + C∥∇2dt∥3L2 . (2.75)

利用 Stokes 方程正则性理论、Sobolev 不等式、Hölder 不等式、(2.73) 和 (2.18), 由 (2.45) 得

∥∇2ut∥L2 + ∥∇Pt∥L2 6 C∥ρutt∥L2 + C∥ρu · ∇ut∥L2 + C∥ρt(ut + u · ∇u)∥L2

+ C∥ρut · ∇u∥L2 + C∥div(∇d⊙∇d)t∥L2

6 C∥√ρutt∥L2 + C∥u∥L∞∥∇ut∥L2 + C∥ρt∥L2(∥ut∥L∞ + ∥u∥L∞∥∇u∥L∞)

+ C∥ut∥L6∥∇u∥L3 + C∥∇d∥L∞∥∇2dt∥L2 + C∥∇2d∥L3∥∇dt∥L6

6 C∥√ρutt∥L2 + C∥∇u∥H1∥∇ut∥L2 + C∥∇u∥H1∥∇ut∥1/2L2 ∥∇2ut∥1/2L2

+ C∥∇u∥5/2H1 ∥∇2u∥1/2L6 + C∥∇2d∥1/2L2 ∥∇3d∥1/2L2 ∥∇2dt∥L2
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6 1

2
∥∇2ut∥L2 + C∥√ρutt∥L2 + C∥∇u∥H1∥∇ut∥L2 + C∥∇u∥2H1∥∇ut∥L2

+ C∥∇u∥3H1 + C∥∇u∥2H1∥∇2u∥L6 + C∥∇2d∥1/2L2 ∥∇3d∥1/2L2 ∥∇2dt∥L2 . (2.76)

将 (2.72)、(2.74) 和 (2.75) 代入 (2.71), 选取 ε > 0 充分小, 利用 (2.76), 有

d

dt
(∥∇ut∥2L2 + 2Ψ(t)) + ∥√ρutt∥2L2 + ∥∇2ut∥2L2 6 H(t), (2.77)

其中

Ψ(t) ,
∫
ρu · ∇ut · utdx+

∫
ρtu · ∇u · utdx−

∫
(∇d⊙∇d)t : ∇utdx,

H(t) , C∥∇u∥6H1 + C∥∇u∥8H1 + C∥∇u∥4H1∥∇2u∥2L6 + C∥√ρut∥3L2∥∇ut∥L2

+ C(∥∇u∥2H1 + ∥∇u∥4H1 + ∥∇3d∥L2 + ∥∇dt∥L2)∥∇ut∥2L2

+ C∥∇2d∥L2∥∇dtt∥2L2 + C∥∇2dt∥3L2 + C∥∇2d∥L2∥∇3d∥L2∥∇2dt∥2L2 .

由 (2.73), 有

|Ψ(t)| 6 C(∥√ρut∥L2∥∇ut∥L2∥∇u∥H1 + ∥ρt∥L2∥∇u∥2H1∥∇ut∥L2 + ∥∇2dt∥L2∥∇d∥L3∥∇ut∥L2)

6 1

4
∥∇ut∥2L2 + C(∥√ρut∥2L2∥∇u∥2H1 + ∥∇u∥6H1 + ∥∇2d∥L2∥∇2dt∥2L2).

于是, 由引理 2.5、(2.70) 和 (2.58), 有

t
7
2 |Ψ(t)| 6 t

7
2

4
∥∇ut∥2L2 + C(t

5
2 ∥√ρut∥2L2)(t∥∇u∥2H1)

+ C(t∥∇u∥2H1)2(t
3
2 ∥∇u∥2H1) + C(t

1
2 ∥∇2d∥L2)(t3∥∇2dt∥2L2)

6 t
7
2

4
∥∇ut∥2L2 + C, (2.78)

且 ∫ T

0

t
5
2 |Ψ(t)|dt 6 C

∫ T

0

t
5
2 ∥∇ut∥2L2dt+ C sup

t∈[0,T ]

(t
5
2 ∥√ρut∥2L2)

∫ T

0

∥∇u∥2H1dt

+ C sup
t∈[0,T ]

(t∥∇u∥2H1)2
∫ T

0

t
1
2 ∥∇u∥2H1dt

+ C sup
t∈[0,T ]

(t
1
2 ∥∇2d∥L2)

∫ T

0

t2∥∇2dt∥2L2dt

6 C. (2.79)

类似地,∫ T

0

t
7
2H(t)dt 6 C sup

t∈[0,T ]

[(t
3
2 ∥∇u∥2H1)2 + (t∥∇u∥2H1)3]

∫ T

0

t
1
2 ∥∇u∥2H1dt

+ C sup
t∈[0,T ]

(t∥∇u∥2H1)2
∫ T

0

t
3
2 (∥∇2u∥2L6 + ∥∇ut∥2L2)dt

+ C sup
t∈[0,T ]

t(∥∇u∥2H1 + ∥∇3d∥L2 + ∥∇dt∥L2)

∫ T

0

t
5
2 ∥∇ut∥2L2dt
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+ C sup
t∈[0,T ]

(t
3
2 ∥√ρut∥2L2)

∫ T

0

(t
3
4 ∥√ρut∥L2)(t

5
4 ∥∇ut∥L2)dt

+ C sup
t∈[0,T ]

t
3
2 (∥∇2dt∥L2 + ∥∇2d∥L2∥∇3d∥L2)

∫ T

0

t2∥∇2dt∥2L2dt

+ C sup
t∈[0,T ]

(t
1
2 ∥∇2d∥L2)

∫ t

0

t3∥∇dtt∥2L2dt

6 C. (2.80)

利用 (2.78)–(2.80), 由 (2.77) 即得

sup
t∈[0,T ]

(t
7
2 ∥∇ut∥2L2) +

∫ T

0

t
7
2 (∥√ρutt∥2L2 + ∥∇2ut∥2L2)dt 6 C. (2.81)

最后, 注意到 ∥(ρut)t∥2L2 6 C∥ρt∥2L2∥∇ut∥L2∥∇2ut∥L2 +C∥√ρutt∥2L2 , 利用 (2.50)、(2.76)、(2.43)、

(2.70) 和 (2.81), 类似上面的证明, 有

sup
t∈[0,T ]

t
7
2 (∥∇2u∥2L6 + ∥∇P∥2L6) +

∫ T

0

t
7
2 (∥(ρut)t∥2L2 + ∥∇2ut∥2L2 + ∥∇Pt∥2L2)dt 6 C. (2.82)

因此, 联合 (2.70)、(2.81) 和 (2.82) 即得 (2.68). 引理 2.7 证毕.

3 定理 1.1 的证明

定理 1.1 的证明 首先, 类似文献 [4, 31] 的证明可知, 存在 T0 > 0, 使得 (1.1) 和 (1.2) 在 R3 ×
(0, T0] 上存在强解 (ρ, u, d, P ). 令

T ∗ , sup{T | (ρ, u, d, P ) 是 (1.1) 和 (1.2) 在 R3 × (0, T ] 上的强解且满足 (2.1)}. (3.1)

由 (2.1)、(2.18)、引理 2.6 和文献 [3, 引理 2.3] 可知, 对 0 < τ < T 6 T ∗, 有

ρ ∈ C([0, T ];L
3
2 ∩H1). (3.2)

根据嵌入定理, 有

L∞([τ, T ];H1 ∩W 1,6) ∩H1([τ, T ], L2) ↪→ C([τ, T ];L2) ∩ C(R3 × [τ, T ]).

于是, 由 (2.43) 和 (2.68), 有

∇u, P ∈ C([τ, T ];L2) ∩ C(R3 × [τ, T ]). (3.3)

类似地, 利用 (2.43) 和 (2.68), 得

∇d ∈ C(0, T ;L2) ∩ C(τ, T ;H2). (3.4)

下证 T ∗ = ∞. 事实上, 若不然, 则有 0 < T ∗ <∞. 由命题 2.1 可知, (2.2) 在 T = T ∗ 时成立. 令

(ρ∗, u∗, d∗) , (ρ, u, d)(x, T ∗) = lim
t→T∗

(ρ, u, d)(x, t),
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则由 (3.2) 和 (3.4), 得

ρ∗ ∈ L
3
2 ∩H1, u∗ ∈ D1

0,σ, ∇d∗ ∈ H1. (3.5)

于是, 由 (2.2)、(3.5)和局部存在性结果可知, 存在 T ∗∗ > T ∗ 使得 (2.1)在 [0, T ∗∗]上成立. 这与 T ∗ 的

定义 (3.1) 矛盾, 从而, T ∗ = ∞.

接下来证明

∇u, P ∈ C([τ, T ];D1 ∩D1,q), ∀ q ∈ [2, 6). (3.6)

事实上, 由 (2.43) 和 (2.68), 有

ρut ∈ H1(τ, T ;L2) ↪→ C([τ, T ];L2). (3.7)

因此, 若记 V , −ρut − ρu · ∇u− div(∇d⊙∇d), 则 (u, P ) 满足如下 Stokes 方程:

−∆u+∇P = V, divu = 0.

由 (3.7) 和 (3.2)–(3.4) 可得 V ∈ C([τ, T ];L2). 于是, 由 Stokes 方程正则性理论即得 (3.6).

最后, (1.10) 和 (1.11) 中的衰减估计可由引理 2.5 和 2.7 直接得到. 定理 1.1 证毕.
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Global existence and large-time behavior of strong solutions to
the Cauchy problem of the incompressible nematic liquid
crystal flow

Boqiang Lyu, Sisi Song & Jianwen Zhang

Abstract This paper concerns the Cauchy problem of the 3D nonhomogeneous incompressible nematic liquid
crystal flow. The global existence of strong solutions with large oscillations and vacuum is proved, provided the
initial norm ∥u0∥Ḣβ + ∥∇d0∥Ḣβ with 1/2 < β 6 1 is suitably small. Moreover, the large-time behavior is also
studied and the decay rates are obtained.
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