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未知激励下的无迹卡尔曼滤波新方法 
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摘  要：无迹卡尔曼滤波(UKF)是一种识别非线性系统的有效方法，然而传统的 UKF 方法需要观测外部激励，

这限制了 UKF 的应用范围。迄今为止，国内外对未知激励情况下的 UKF 方法的研究还非常少。该文在传统 UKF

的基础上，推导出在未知激励情况下的无迹卡尔曼滤波(UKF-UI)方法的递推公式，通过对观测误差的最小化，利

用非线性方程求解，识别未知外部激励，进而识别非线性结构系统状态与结构未知参数。进一步采用融合部分观

测的加速度响应及位移响应，消除识别结果的漂移问题。分别通过白噪声和未知地震作用下识别非线性迟滞模型

的两个数值算例，考虑观测噪声对非线性系统进行识别，从而验证提出新方法的有效性。结果表明，该文所提出

的 UKF-UI 方法，能够在部分观测结构系统响应的情况下，有效地识别非线性结构参数和未知激励。 

关键词：无迹卡尔曼滤波(UKF)；未知激励；系统识别；非线性系统；部分观测 
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A NOVEL UNSCENTED KALMAN FILTER WITH UNKNOWN INPUT 
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Abstract:  The unscented Kalman filter (UKF) has been applied as an effective method for the identification 

of nonlinear systems. However, the conventional UKF method requires the information of external excitation 

(input), which causes a limitation to the applications of UKF. So far, there have been very few studies on UKF 

with unknown excitations. In this paper, a novel UKF with unknown input (UKF-UI) is proposed. The 

analytical recursive solutions are proposed based on the procedures of conventional UKF. The unknown input is 

identified by minimizing the error of predicted measurement errors with the solution of a nonlinear equation. 

Moreover, the data fusion of partially measured acceleration and displacement responses is applied to eliminate 

the drift problem in identification results. The numerical examples for the identification of nonlinear hysteric 

systems and excitation are used to verify the proposed UKF-UI approach. The computational results show that 

proposed UKF-UI method can effectively identify the nonlinear system and unknown input using partial 

measurements of system responses.
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工程结构在不利荷载，如地震作用下，表现出

强非线性性质。基于结构非线性响应识别结构特

征，不仅运用于结构损伤诊断，更能反映结构构件

的工作状态，对于验证或者校准结构的数值模型有

着重要的意义。然而结构由于复杂的非线性特征，

对非线性系统的有效识别是结构健康监测领域亟

待解决的问题。 

近年来，不少学者提出了基于观测非线性结构

响应的识别方法[1―2]。在工程应用中，观测到全部

结构响应是非常困难的，因此，对部分观测下系统

识别的研究具有重要意义[3―5]。Hoshiya 和 Saito[6]

提出扩展卡尔曼滤波方法(EKF)，利用一阶泰勒展

开简化非线性系统，但此方法依赖于线性近似的有

效性，适用于弱非线性系统。Julier 等[7―8]提出了结

合无迹变换与卡尔曼滤波的无迹卡尔曼滤波(UKF)

方法，避免了 EKF 线性简化及求解雅克比矩阵等问

题，被广泛运用于非线性系统识别。 

传统的 EKF 和 UKF 方法，都要求已知系统外

部激励。在实际工程应用中，会存在较难获得准确

外部激励的情况，大多数研究都是在激励已知的情

况下识别非线性系统[9―10]。因此，已有许多学者提

出了未知激励下识别非线性系统的各种方法[11―13]。

Yang 等[14]、雷鹰和江永强[15]、Liu 等[16]等分别基于

EKF 研究未知激励下系统识别方法(EKF-UI)。但是，

迄今为止国内外对未知激励情况下的UKF方法的研

究还非常少，Al-Hussein 和 Haldar[17―19]基于 UKF，

利用最小二乘法，求出未知激励，但此方法需要对

子结构响应的全部观测；Ding 等[20]采用正交多项式

对未知激励的分解，将多项式系数作为未知参数进

行识别。然而，由于多项式分解是一种近似分解，

会导致识别困难。 

该文基于传统 UKF 方法的递推公式与步骤，

推导出未知激励下 UKF 方法(UKF-UI)的递推识别

公式，在部分观测响应条件下，同时识别非线性系

统和作用的未知外部激励，并且采用部分观测的结

构加速度响应和位移响应的数据融合，避免识别结

果的漂移现象。通过未知地震作用下识别非线性迟

滞模型为例，说明提出的方法适用于识别强非线性

系统，在部分观测条件下，能有效地识别非线性结

构系统参数及外部激励，扩展了传统 UKF 算法的

适用范围。 

1  UKF-UI 方法推导 

一个 n 自由度的非线性系统在包含未知激励作

用下的运动方程可写成如下形式： 

   u u,    Mx F x x θ f f   (1) 

式中：M 为结构质量矩阵； , ,x x x 分别为结构位移、

速度、加速度响应向量；θ 为未知结构参数向量；

( , , )F x x θ 为结构非线性恢复力向量；f 和 f u 分别

为已知外激励向量和未知外激励向量；η和 ηu分别

为相应的影响矩阵。 

结构扩展状态向量 X 为： 

 T T T T{ , }= ,X x  x     (2) 

则式(1)可以写为： 

1 u u
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观测方程也可以表达为： 

 u
1 1 1= ( , , )k k k  y h X f fk +1  (4) 

假定结构质量已知且观测量为加速度响应，状

态方程和观测方向都与未知激励呈线性关系，则式

(3)和式(4)可以写为： 
u u( , ) X g X f φ f               (5) 

 u u
1 1 1 1( , )k k k k    y h X f f  (6) 

式中：g 和 h 分别为由式(3)和式(4)推导的非线性方

程； uφ 为状态方程中未知激励的影响矩阵； u 为

测量方程中未知激励的影响矩阵。传统的 UKF 方

法是在已知外部激励基础上递推识别结构参数，本

文提出的 UKF-UI 方法采用类似的递推识别结构参

数和未知激励。 

1.1  计算 Sigma 点 

类似传统 UKF 法，计算 2N+1 个 Sigma 点： 

|

| , |,

| , |

ˆ                                 , =0

ˆ ˆ( ( ) ) ,  =1, ,

ˆ ˆ( ( ) ) , = 1, ,2

k k

k k k k ii k k

k k k k i

i

N i N

N i N N







  

   





X

X

X

X P

X P

 (7) 

式中：N 为状态向量 X 的维数； |
ˆ { }k k k= EX X ；
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T
,

ˆ ˆ ˆ{( )( ) }k kk k k k k kE  XP X X X X ；( )i 代表该矩

阵第 i 列向量； 2( )N N     ，其中 和为

调谐参数[21]。 

1.2  时间预测 

Sigma 点 ,i k k 在 t=(k+1)时刻的预测为： 

 

( 1)

1

( 1) u u

( )d

( )d

k t

t,ki,k+ k i,k k k t

k t

t kk t

t

t

 



 



  


g X f

f

 

 (8) 

当时间步长很小时，可假设未知激励为 t=k t
时刻的值，则式(8)可写为： 

( 1) u u( )d
k t

t,ki,k+1 k i,k k k kk t
t t

 


    g X f f   (9) 

同时，预测状态向量 k+1kX 及误差协方差

,k+1kXP 在 t=(k+1) t 时刻为： 

2

,
0

N
m
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X   (10) 

2
c
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T
11 ( ) ki,k+1 k k+ k  X Q          (11) 

式中：Q 为状态噪声的协方差矩阵； m
iW 和 c

iW 分

别为均值和方差的权重： 

m c 2, (1 ) , 0i iW W i
N N

   
 

    
 

; 

m c 1
, 1, ,2

2( )i iW W i N
N

  


        (12) 

式中：β为非权重系数，用来并入 X 的概率分布的

先验信息，如果是高斯分布，β=2 为最优值。 

预测的观测向量 1 1ˆ k k y 和误差协方差矩阵

, 1
ˆ

kyP 为： 

u u
1, 1 1 , 1 1 1, )ki k k i k k k k     y h( f f       (13) 
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式中，R 为观测噪声的协方差矩阵，则交叉项的协

方差矩阵 , 1
ˆ

y k+XP 为： 

, 1

2
T

, 1 1 , 1 1 1 1
0

ˆ

ˆ{ }{ }

y k+

N
c

i i k+ k k+ k i k k k k
i

W    




 

XP

X y y (16) 

由于
2

m

0

1
N

i
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 ，估计的测量值可为： 
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因此，估计测量误差的表达式为： 

1 1 , 1 1

2
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由此可见，式(18)中不含有未知激励
u

1 1k+ kf ，

可以直接求得 , 1
ˆ

kyP 。 

1.3  估计未知激励及测量更新 
根据观测 1ky ，扩展状态的更新为： 

 1 11 1 1 1 1
ˆ ˆ( )k kk k k+ k k k      X X K y y  (19) 

T
1 , 1 1, 1 1 , 1

ˆ ˆ
k+ k+ k+k k k k    yX XP P K P K      (20) 

式中， 1k+K 为增益矩阵，其表达式为： 

 1
1 , 1 , 1

ˆ ˆ( )k+ k+ k+
 Xy yK P P  (21) 

由于
u

1 1k+ kf 未知，则估计测量误差未知，将更

新的状态向量代入测量方程，则可得： 

 u u
11 1 1 1 1 1

ˆ( , )kk+ k k k k+ k    y h X f f  (22) 

因此，观测值和估计值之间的误差可表示为： 

 u u
1 1 11 1 1 1

ˆ( , )k+ k+ k+k k k k      y h X f f  (23) 

此种情况下，当测量点数大于未知力的个数时，
u

1 1k k f 可以通过最小二乘的方法对式(23)误差最小

化求得。再将估计的
u

1 1k k f 代入式(19)~式(20)，则

得到更新的状态向量和误差协方差。k~k+1 部算法

流程图如图 1 所示。通过上述 UKF-UI 非线性识别 

u
1 1k+ kf

1 1k+ kX

1ky

1k+y

 
图 1  UKF-UI 算法流程图 

Fig.1  Flow chart of the proposed UKF-UI algorithm 
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方法，在未知激励情况下，通过观测的部分响应，

可识别强非线性系统参数及未知外部激励。 

2  数值算例 

为验证所提方法对于未知激励情况下识别强

非线性系统的有效性，采用数值算例对识别结果进

行验证。 

2.1  白噪声激励 

考虑 6 层剪切框架模型，受到位于顶层的白噪

声激励，框架均考虑为层间恢复力为 Bouc-Wen 滞

回模型的非线性结构，其运动方程为： 

 u u( ) ( ) ( )t t t  Mx Cx Kz f    (24) 

式中， ( ) ( 1,2, ,6)i t i z  为迟滞位移向量，表达为： 

 

1
1 1

1( )

i

i

n
i i i i i i i i

n
i i i i

x x x x

x x

z z z

z






 



    



   

 

 

  (25) 

式中：ni、βi和 γi 为迟滞参数，在本文算例中，参
 

数取值为： 2 2 2 2800 s / m ;  400 s / m ;  2;i i n   
52.4 10  N/mik   ，结构参数分别为：单元质量

=600 kg
i

m ，阻尼 0.2 kN s/mic   ， 1,2, ,6i =    。 

部分观测为观测框架第 1、3、5、6 层的加速

度响应，同时为了消除位移漂移现象，还观测第 2

层位移，提高识别结果的准确性。所有的加速度及

位移的观测均考虑了观测噪声。观测噪声为均方根

是相应的信号均方根值的 5%，均值为 0 的高斯宽

带白。结构参数识别结果以及识别误差如表 1 所

示。通过识别结果的误差分析可以看出，对结构参

数以及非线性迟滞参数的识别都具有良好的准确

性，结构刚度识别误差不超过 2%，非线性迟滞参

数识别误差不超 10%，从而验证了所提的 UKF-UI

方法对识别结构参数以及非线性迟滞参数的有  

效性。 

图 2~图 5 分别为第 3 层和第 4 层的位移、速度 

表 1  未知激励下 6 层迟滞剪切框架识别结果(白噪声激励下) 

Table 1  Identification of a 6-story hysteretic frame under unknown excitation (white noise) 

层数 

真实值 识别值 

k/(kN/m) c/(N·s/m) β/(s2/m2) γ/(s2/m2) 
k/(kN/m) c/(N·s/m) β/(s2/m2) γ/(s2/m2) 

(误差) (误差) (误差) (误差) 

1 240 200 800 400 
243.22 187.87 877.87 411.12 

(1.34%) (6.06%) (9.73%) (2.78%) 

2 240 200 800 400 
238.65 212.43 836.92 427.60 

(0.56%) (6.22%) (4.62%) (6.9%) 

3 240 200 800 400 
237.16 213.11 860.95 420.06 

(1.18%) (6.55%) (7.62%) (5.02%) 

4 240 200 800 400 
238.69 192.59 836.12 394.65 

(0.54%) (3.71%) (4.52%) (1.33%) 

5 240 200 800 400 
240.60 209.45 787.05 396.78 

(0.25%) (4.73%) (1.62%) (0.81%) 

6 240 200 800 400 
240.42 186.55 834.63 377.40 

(0.17%) (6.73%) (4.33%) (5.65%) 
 
识别值与真实值对比图，图 6 为外激励识别值与真

实值对比图。对比可知，所提 UKF-UI 方法能有效

识别其他观测的结构位移、速度，以及未知的外部

激励。图 7~图 8 为第 4 层层间迟滞曲线的识别值与

真实值对比。通过非线性力与对应的线性力的数值

比较，可发现所提 UKF-UI 方法适用于对强非线性

系统的识别。 

2.2  地震激励 

为更多地验证所提方法的有效性，采用

EL-Centro 波(PGA=0.2 g)地震激励作用下 6 层剪切

框架进行算例验证，6 层框架均考虑为 Bouc-Wen

滞回模型的非线性结构，其运动方程为： 

 

图 2  第 3 层位移对比图 

Fig.2  Comparison of the identified 3rd floor displacement 



 工    程    力    学 33 

 

 

图 3  第 3 层速度对比图 

Fig.3  Comparison of the identified3rd floor velocity 

 

图 4  第 4 层位移对比图 

Fig.4  Comparison of the identified 4th floor displacement 

 

图 5  第 4 层速度对比图 

Fig.5  Comparison of the identified 4th floor velocity 

 g( ) ( ) ( ) { } ( )t t t x t   Mx Cx Kz M I    (26) 

式中：{ }I 为单位向量； g ( )x t 为地震加速度； ( )tz

为层间滞回位移向量。式(25)中， i 、 i 、 in 为

Bouc-Wen 滞回参数，此算例中， 2 2400 s /mi  ；

2 2200 s /mi  ； 2in  ，其他结构参数分别为：单

元质 600 kgim  ，单元线性刚度 240 kN/mik  ，阻 

 

图 6  外激励识别对比图 

Fig.6  Comparison of identified external excitation 

 

图 7  非线性迟滞力对比图 

Fig.7  Comparison of story nonlinear restoring force 
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图 8  线性力对比图 

Fig.8  Comparison of story linear restoring force 

尼比 0.2 kN s/mic   ， 1,2, ,6i    。 

部分观测为观测框架第 1、2、3、6 层加速度，

以及第 4 层位移。算例中观测值均考虑了均方根是

相应的信号均方根值的 5%的观测噪声影响。结构

参数计算结果及误差如表 2 所示。由表 2 可知，提

出的 UKF-UI 方法能有效识别结构参数及非线性迟

滞参数。结构参数的识别误差在接受范围之内，其

中刚度识别误差在 5%以内，阻尼比以及非线性迟

滞参数识别误差不超过 10%。 
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表 2  未知激励下 6 层迟滞剪切框架识别结果(地震激励) 

Table 2  Identification of a 6-story hysteretic frame under unknown earthquake ground motion 

层数 

真实值 识别值 

k/(kN/m) c/(N·s/m) β/(s2/m2) γ/(s2/m2) 
k/(kN/m) c/(N·s/m) β/(s2/m2) γ/(s2/m2) 

(误差) (误差) (误差) (误差) 

1 2.4 200 400 200 
2.42 189.92 422.96 208.93 

(0.83%) (5.04%) (5.74%) (4.46%) 

2 2.4 200 400 200 
2.46 216.28 415.04 206.01 

(2.5%) (8.14%) (3.76%) (3.01%) 

3 2.4 200 400 200 
2.30 188.50 390.98 204.68 

(4.17%) (5.75%) (2.25%) (2.34%) 

4 2.4 200 400 200 
2.45 191.83 420.68 189.21 

(2.08%) (4.09%) (5.17%) (5.4%) 

5 2.4 200 400 200 
2.45 210.05 399.56 199.25 

(2.08%) (5.03%) (0.11%) (0.37%) 

6 2.4 200 400 200 
2.43 203.07 415.48 206.41 

(1.25%) (1.25%) (3.87%) (3.21%) 

 

图 9 和图 10 分别为第 2 层位移、速度识别结

果比较图，图 11 为未知激励识别结果比较图。由

图可知，提出的方法能有效地识别为观测的结构位

移、速度以及未知的外部激励。 

 

图 9  第 2 层位移对比图 

Fig.9  Comparison of the identified 2nd floor displacements 

 

图 10  第 2 层速度对比图 

Fig.10  Comparison of the identified 2nd floor velocities 

 

图 11  外激励识别对比图 

Fig.11  Comparison of identified external excitation 

图 12 给出了第 5 层的非线性迟滞力识别结果

比较图，线弹性力识别结果如图 13 所示。通过非

线性力与对应的线性力的数值比较，亦可看出此方

法在地震荷载作用下能较好识别迟滞力，解决强非

线性系统识别的问题。 

由参数识别结果以及对比图可知，本文所提出的

UKF-UI 方法对于未知激励下的强非线性系统有很好 

 

图 12  非线性迟滞力对比图 

Fig.12  Comparison of story nonlinear restoring force 
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图 13  线性力对比图 

Fig.13  Comparison of story linear restoring force 

的识别效果，能在部分观测并且考虑观测噪声情况

下，同时识别未知激励及强非线性系统结构参数。 

3  结论 

传统的 UKF 方法需要已知外激励，从而限制

了使用范围。目前关于未知激励下 UKF 的方法研

究尚且不足。本文提出未知激励作用下强非线性系

统的识别方法(UKF-UI)，在传统无迹卡尔曼滤波方

法的基础上推导了 UKF-UI 的算法方程，通过非线

性方程求解方法，求得未知外部激励。融合部分加

速度观测和位移观测数据，以消除识别位移结果漂

移的现象。目前已有的文献中，鲜有类似的方法。

因此提出的方法具有创新性。 

本文通过非线性力滞回模型算例验证了此方

法在识别强非线性系统以及外部激励的有效性。更

进一步，本文所提出的 UKF-UI 方法将来可进一步

应用于复杂结构的识别，通过将子结构之间的作用

视为未知激励，对子结构系统进行识别。 

本文中，采用数值算例对提出的 UKF-UI 方法

进行验证。今后还需进一步开展试验验证工作，更

好验证提出的方法的正确性。 
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附图 1  圆形屈服模式变形图 

Attached fig.1  Deformation of circular yield pattern 

已知从图中扇形区域 EOF 的中心角为 ψ，顶点为 O 点。

O 点向上移动 Δ距离，得到新的类扇形区域，记为 O1EF。

板块 1、板块 2 变形前为 OAB 与 OBC，O 点向上移动 Δ后，

变为 O1AB 与 O1BC。其中 O1B 为塑性铰线。由于 θ很小，

AB 与 BC 近似为直线。 

通过几何关系可得，扇形 O1AB 与 O1BC 的法向量分别

为 s1、s2： 

1 2( cos , sin , ) , ( , 0, )s R s R       (A2) 

由此可知 O1AB 与 O1BC 的夹角为 φ： 
2
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式中， = / n  ，并令 / R t  ，板面塑性功 E1,c 计算       
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