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ZHANG Chengling, LI Jinjin, LIN Yidong. Matrix-type attribute reduction for inconsistent formal 

decision contexts. Journal of Frontiers of Computer Science and Technology 

Abstract: Attribute reduction is a powful tool about knowledge representation and data analysis in formal concept 

analysis. There have been many approaches of attribute reduction for inconsistent formal decision contexts. In this paper, 

the generalized matrix consistent set based on Boolean matrix operations are firstly defined, and we propose the 

measurement of similarity between attributes.Subsequently, conditional attributes are divided into core attributes and 

non-core attributes depending on the importance of attributes in the process of attribute reduction. The equivalent 

judgment of whether an attribute is a core attribute is proposed, and a method to attribute reduction is provided. Finally, 

we develop a heuristic attribute-reduction algorithm in terms of the above framework and an example is conducted to 

illustrate that the algorithm is reasonable and feasible. Through attribute reduction, the computation of concept lattice in 

this form is more simple. The above results in this paper provide a research basis for the further study in application and 

theoretical basis for the study of matrix approach in formal conceptual analysis. 

Key words: attribute reduction; heuristic algorithm; inconsistent formal decision contexts; similarity 

摘  要：形式概念分析的属性约简是知识表达和数据处理的一种有力的工具。对于不协调决策形式背景，已有多

种属性约简的方法。文中从布尔矩阵运算的角度研究不协调决策形式背景的属性约简问题，提出属性约简的新的

刻画。首先，借助矩阵的运算给出广义矩阵协调集的定义，并研究属性之间相似性的度量。接着，针对在属性约 
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简过程中起不同作用的属性，将条件属性区分为核心属性和非核心属性，提出一个属性是否是核心属性的充要判

断条件，以及得出属性约简的判别方法。最后，在此框架上设计出不协调决策形式背景属性约简的一种启发式算

法，通过例题说明此算法的可行性和合理性。通过属性约简，该形式背景下的概念格计算更为简便。上述结果有

助于进一步的应用及为研究形式概念分析的矩阵方法提供了理论基础。 

关键词：属性约简；启发式算法；不协调决策形式背景；相似度 
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1  引言 

形式概念分析（FCA）是由德国数学家 Wille[1-2]

提出的一种分析数据的有效工具。它的核心是形式背景

和概念格。形式背景是由对象集，属性集以及对象和属

性之间的二元关系构成的。而概念格是将形式背景里的

对象子集和属性子集以一种概念层次体现出来。近年

来，形式概念分析已被广泛应用于概念认知[3]、知识提

取[4]等领域。 

决策形式背景是形式背景的一个延伸。其中，属性

约简是决策形式背景的一个研究热点。目前，研究工作

者已获得了多种属性约简方法[4-16]。它旨在寻找极小

的属性子集使得决策形式背景的决策分析更加简洁。而

决策形式背景分为两类，一类是决策形式背景是协调

的；另一类是决策形式背景是不协调的。针对第一类，

魏玲等[8]给出了强协调和弱协调决策形式背景的定义，

以及相应的协调集的判定定理。针对强协调决策形式背

景研究了保持概念外延不变的属性约简的问题。而弱协

调决策形式背景借助蕴含映射刻画了属性约简。陈秀[9]

从等价关系的角度给出了协调决策形式背景的定义。并

且通过构造等价关系的辨识矩阵，提出了属性约简的方

法。裴铎等在文献[10]中针对协调决策形式背景，从并

不可约元角度给出了 irr-型协调集的概念。李仲玲等[11]

借助集合交集讨论了协调决策形式背景下的交约简方

法，并说明了概念格协调集与交协调集是等价的。然而，

由于辨识矩阵和辨识函数的约简方法的时间复杂度较

大，在实际中不容易实现。李金海等[4,12-14]针对决策

形式背景提出了必要属性和不必要属性的等价刻画，并

设计出了保持决策规则的属性约简的启发式算法。 

然而，属性约简同样是不协调决策形式背景里的重

要研究课题，其的是删除冗余、不必要属性。文献[7,15-21]

已对属性约简作了目深入的研究，并取得了重要的结

果。郭松涛等[15]基于文献[4]的属性约简的框架下，考

虑一般决策形式背景的属性约简问题。给出了一个属性

是否是必要的等价刻画，进而设计出了适用一般决策形

式背景的属性约简的启发式算法。王亚丽等[16-17]针对

下近似函数提出了保持条件属性子集在每个决策类不

变的近似约简的问题，并给出了约简方法。基于对象幂

集的同余关系，文献[18,21]给出了不协调决策形式背景

下的属性约简方法。Wang 等[18]从同余关系的角度讨论

了上、下近似的属性约简问题。在此基础上，通过构造

辨识矩阵可以得到所有的约简集。Li 等[21]基于文献[18]

约简的框架下，提出了分布属性约简和极大分布属性约

简的概念。接着，讨论了两者之间的关系，并给出了计

算约简集的方法。Huang 等[7]在吴伟志等[5]研究的基础

上，考虑了决策形式背景是不协调时，从信息粒角度，

利用条件信息熵刻画了属性重要度，进而设计了计算一

个极小近似约简的启发式算法。但此约简方法依赖信息 

粒之间的关系，并且在约简过程中计算量大。本文在文

献[7]的基础上，借助布尔矩阵的运算，刻画不协调决策

形式背景的属性重要度，并设计出更较为简便的属性约

简的启发式算法。 

本文首先给出不协调决策形式背景下广义矩阵协

调集的定义。然后通过矩阵刻画出属性之间的相似度，

接着给出一个属性是否是核心属性的充要条件。最后，



 

 

提出一种比 Huang 等[7]的约简算法时间复杂度更低的

约简方法。 

2  预备知识 

在这节中，主要介绍形式概念分析的基本定义和矩

阵的运算等。为下文讨论方便，假设论域U 是一个非空

有限集合。   

定 义 1[1] 设 ),,( IAUF = 是 形 式 背 景 , 其 中 为 对

},,,{ 21 nxxxU = 象集， },,,{ 21 maaaA = 为属性集，

I 是U 和 A之间的二元关系，且 AUI  。若 Iax ),( ，

表示对象 x 具有属性 a；若 Iax ),( ，表示对象 x 不具有

属性 a。 

对于 ABUX  , ，Wille 给出形式背景 F 下的一

对算子： 
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对于论域 },,,{ 21 nxxxU = ， UX  ，那么 X 的特

征向量为 )).(,),(),(()( 1 nXXX xxxX  2=  

其中，
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例如： },,,,{ 54321 xxxxxU = ， },,{ 531 xxxX = ，则 X 的

特征向量为 }1,0,1,0,1{)( =X 。 

通常，形式背景是以 0-1 数值表呈现。1 是指对象

具有 x属性 a，即 Iax ),( ；0 是指对象 x 不具有属性 a，

即 Iax ),( 。为表述方便，因此，形式背景可看成布尔

矩阵 mnijI cM = )( ，称 IM 是 F 的一个关系矩阵。 

其中，
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AaUx ji  , ，矩阵 IM 的每一行是 
ix 的特征向量 

)( 
ix ； IM 的每一列是 

ja 的特征向量 )( 
ja 。 

注: 本文中， :),(iM I 指矩阵 IM 的第 i 行； )(:, jM I

指 IM 矩阵的第 j 列； ),( jiM I 指矩阵 IM 的第 i 行第 j

列。 

定 义 2[5] 设 ),,( IAUF = 是 形 式 背 景 ， AQ ，

)( QUIIQ =  ，则 ),,( QQ IQUF = 称为 F 的一个子背

景。 

与形式背景 F 类似，我们也可给出在子背景

),,( QQ IQUF 中的一对算子： UY  , QC  , 

}.),(,:{

},),(,:{

Q
Q

Q
Q

IboCbUoC

IboYoQbY

=
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引理 1 pmijmnijmnij cCbBaA  === )(,)(,)( 是布尔矩阵，

有以下运算性质： 

(1) BA  mjniba ijij ,,2,1;,,2,1,  == . 

(2) mnijij baBA = )( ； 

(3) mnijij baBA = )( ； 

(4) pnijdCA = )( ，其中 )(
1

kjik
mk

ij cad =


； 

(5) mnijij baBA −=− ))1(( ； 

(6) mnijaA −= )1(~ . 

接着，通过上面的矩阵的运算给出对象的粒矩阵描述。 

定义 3[6]设 ),,( IAUF = 是形式背景， IM 是 I 的关系矩

阵，令 ))(~(~· T
II MMM = ，矩阵M 的第 i 行为对象 ix 内

涵的外延的特征向量 )( 
ix ，称M 为对象粒矩阵。 

从定义 3 可以得出，对象粒矩阵 M 的第 i 行

)(:),( = ixiM  ， Uxi  。 

定义 4[8]设 ),,( IAU 和 ),,( JDU 是两个形式背景，并且

=DA 。 A 和 D 分别是条件属性集和决策属性集，

称 ),,,,( JDIAUS = 是决策形式景。                         



   

吴伟志等在文献[5]中提出了决策形式背景是粒协

调的定义。然而，现实中不协调的决策形式背景要比协

调决策形式背景出现的可能性要大。那应当如何定义协

调性的程度？Huang 等在文献[7]中给出如下说明。 

设 ),,,,( JDIAUS = 是一个决策形式背景， AB ，

定义 }:{)( DDBB
B xxUxDPOS  = ，正域是由子背

景 ),,( IBU 的对象粒含在 ),,( JDU 的对象粒构成的。而

子 背 景 ),,,,( JDIBU B 的 协 调 性 的 程 度 是

U

DPOS
D

B

B

)(
)( = 。 

定义 5[7]设 ),,,,( JDIAUS = 是一个不协调决策形式背

景， AB ，若 )()( DD AB  = ，则 B 称为 S 的一个广

义粒协调集。如果 B 是 S 的一个广义粒协调集，且 B 的

任意真子集都不再是 S 的广义粒协调集，则 B 称为是 S

的一个粒约简。 

3  基于布尔矩阵的不协调决策形式背景的属性

约简 

在文献[5]中，吴伟志等给出决策形式背景协调性的

定义。基于此，本文利用矩阵的表达形式给出决策形式

背景的相关概念。在决策形式背景 ),,,,( JDIAUS = 中，

与定义 3 类似， IM 是 I 的条件关系矩阵， JM 是 J 的决

策关系矩阵，则 ))(~(~· T
IIA MMM = 是 S 的条件对象

粒矩阵， ))(~(~ T
JJD MMM = 是 S 的决策对象粒矩阵。

若 AB ，令 BR 是任意一行均为 )(B 的 AU  的矩

阵 。 那 么 ， 在 子 背 景 ),,,,( JDIBUS BB = 中 有

)))((~)((~ T
BIBIB RMRMM = 。根据条件对象粒

矩阵 AM 和决策对象粒矩阵 DM ，可给出 S 协调的定义。 

定义 6 设 ),,,,( JDIAUS = 是决策形式背景， AM 和 DM

分别是 S 的条件对象粒矩阵和决策对象粒矩阵，若

DA MM  ，则称 S 是协调的；否则 S 是不协调的。 

例 1 表 1 为一决策形式背景，其中对象集、条件属性集、

决 策 属 性 集 分 别 为 },,,,{ 54321 xxxxxU = ，

},,,,,{ 654321 aaaaaaA= 和 },,,{ 4321 ddddD = 。 

Table1  decision formal context ),,,,( JDIAUS =  

表 1  决策形式背景 ),,,,( JDIAUS =  

U  1a

 

2a  3a  4a  5a
 6a

 1d
 2d

 3d
 4d

 1x  0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 

2x  1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 

3x  1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 

4x  0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 

5x  0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 

 

从表 1 中可知，决策形式背景 S 的条件关系矩阵和

决策关系矩阵分别为 

，
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那么， S 的条件对象粒矩阵和决策粒矩阵分别为 
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=DM  

可以看出 DA MM  不成立。由定义 6 可知， S 是不协

调的。 

设 ),,,,( JDIAUS = 是一个不协调决策形式背景，

AB ，定义当 niiMiM DB  1:),,(:),( 时，那么有


=

=
n

i

DBB iMiMDV
1

:)),((~:)),((~)( 。 

从上述等式可以看出，在 BM 的每行在小于等于 DM 对

应行的情况下， )(DVB 是由 BM 和 DM 共有的 0 的基数

构成的。因此，我们可以给出在决策形式背景 S 下的协

调性程度的定义。 



 

 

定义 7 设 ),,,,( JDIAUS = 是一个不协调决策形式背景，

AB  。定义子背景 ),,,,( JDIBUS BB = 的协调性程度为

2

)(
)(

U

DV
D B

B = 。 

定义 8 设 ),,,,( JDIAUS = 是一个不协调决策形式背景，

AB ，若 )()( DD AB = ， B 称为 S 的一个广义矩阵

协调集。若 B 是 S 的一个广义矩阵协调集且 BC  ,C

都不再是 S 的广义矩阵协调集，那么 B 称为 S 的一个约

简 集 。 记 )( rtBt  是 S 所 有 的 约 简 集 ， 且 有

t
rt

BSCore


= )( 是 S 的核心。 

定理 1 设 ),,,,( JDIAUS = 是一个不协调决策形式背景，

ABC  ，则 )()( DD BC  。 

证 明 由 ABC  ， 则 CBA MMM  。 要 说 明

)()( DD BC  ，只需证明 )()( DVDV BC  。由于当

:),,(:),( iMiM DC  .,,2,1 ni = 时 ， 一 定 会 有

:),(:),( iMiM DB  。那么  :)),((~:)),((~ iMiM DC  

:)),((~:)),((~ iMiM DB  ，故有 )()( DVDV BC  ，所以

)()( DD BC  。 

 从定理 1 可以看出， S 中的条件属性集越小，它所对

应的协调性的程度越低。为了获得不协调决策形式背景

下的一个约简集，下面给出条件属性子集的相似度的概

念。 

定义 9 设 ),,,,( JDIAUS = 是一个不协调决策形式背景，

AB  ，称
)(

)(
),|(

DV

DV
DABE

A

B= 为属性 B 关于 A 的 D 的相

似度。 

定理 2 设 ),,,,( JDIAUS = 是一个不协调决策形式背

景， AB ， B 是广义矩阵协调集的充要条件是

1),|( =DABE 。 

证 明  )( 由于 B 是 S 的广义矩阵协调集，则

)()( DD AB = 。从定义 7 可得， )()( DVDV AB = 。所以

1),|( =DABE 。 

)( 由 1),( =DABE | 可知， )()( DVDV AB = 。根据定义

7 和 8 知， B 是 S 的一个广义矩阵协调集。 

例 2 （ 续 例 1) 不 妨 设 },,{ 5311 aaaB = ，

},,,{ 65212 aaaaB = 。有下面结果： 

.

10001

01100

00100

00110

10001

1























=BM

 

根 据 定 义 9 和 定 理 2 可 知 ，

1
7

3

)(

)(
),/( 1

1 ==
DV

DV
DABE

A

B
。故 1B 不是广义矩阵协调

集。同样地，也能得到： 























=

10001

01000

00110

00110

00001

2BM . 

而 1
)(

)(
),/( 2

2 ==
DV

DV
DABE

A

B
。那么 2B 是广义距阵协

调集。 

定义 10 设 ),,,,( JDIAUS = 是一个不协调决策形式背

景， AB ， Ba ，则 a关于 B 的内重要度为 

),|}{(),|()|( DAaBEDABEaBSig −−= . 

从定义 10 可以看出， Ba 的重要度是通过

),|( DABE 和 ),|}{( DAaBE − 之间的差异得到的。换句

话说，当 a从 B 中删去时，a在 B 中的重要度是通过 BM

和 }{aBM − 对 DM 之间的相似度变化大小来衡量的。 

利用定义 10 可得如下核心判定定理，为下面设计

启发式算法提供了简单的方法。 



   

定理 3 设 ),,,,( JDIAUS = 是一个不协调决策形式背

景， Aa 是核心属性的充要条件是 0)|( aASig ；或者

Aa 不是核心属性的充要条件是 0)|( =aASig 。 

证明 )( 因为 Aa 是核心属性，则 }{aA − 不是广义矩

阵协调集，即 )()(}{ DD AaA  − 。根据 AaA − }{ ，由

定理 1 知， )()(}{ DD AaA  − ，故 )()(}{ DD AaA  − 。

由定义 10 得： ),|}{(),|()|( DAaAEDAAEaASig −−=  

.0
)(

)(
-1

}{
=

−

DV

DV

A

aA

 

)( 由 0)|( aASig 知， 1),|}{( − DAaAE 。假设 a不

是核心属性，则至少存在一个约简集Q ，使得 Qa 且

}{aAQ − 。由定理 1 知， )()( }{ DD aAQ − ，即

)()( }{ DVDV aAQ − 。则 − ),|}{(),|( DAaAEDAQE 1，

与Q是一个约简集矛盾。所以 a是核心属性。 

推论 1 设 ),,,,( JDIAUS = 是一个不协调决策形式背景，

则 }0)|(:{)( = aASigAaSCore 。 

证明由定理 3 可直接得到。 

定理 4 设 ),,,,( JDIAUS = 是一个不协调决策形式背景，

AB ，若 1),|( =DABE 并且 Bb ， 0)|( bBSig ，

则 B 是 S 的一个约简集。 

证明由 1),|( =DABE 及定理 2 可知，B 是 S 的一个广义

矩阵协调集。 BE  ， EBb \0  ，使得 }{\ 0bBE  。

由定理 1 可以得到， )()()( }\{ 0
DDD AbBE  。同样地

有 ， )()()( }\{ 0
DVDVDV AbBE  。 由 假 设 Bb ，

0
)(

)()(
)|(

}{


−
=

−

DV

DVDV
bBSig

A

bBB
。由上述知 Bb 0 ，故

)()( }{ 0
DVDV bBB − ， 从 而 就 可 以 得 到

)()()()( }\{ 0
DVDVDVDV ABbBE  。 故 能 得 到

)()( DVDV AE  ，那么 1),|( DAEE 。所以 E 不是 S 的

广义矩阵协调集。综上所述， B 是 S 的一个约简集。 

定义 11 设 ),,,,( JDIAUS = 是一个不协调决策形式背

景， AB ， BAa − ，则 a关于 B 的外重要度为 

),|(),|}{()|( DABEDAaBEBaSig −=  . 

根据上述的讨论，我们可以设计一个启发式算法寻

找不协调决策形式背景下的一个极小约简。 

算法 1 不协调决策形式背景 ),,,,( JDIAUS = 的一个

约简集的启发式算法. 

输入： S 的关系矩阵 IM 和 JM ，其中 nU = ，

mA = ， tD = . 

输出： S 的一个约简集 P . 

1.计算条件对象粒矩阵 AM 和决策对象粒矩阵 DM ，以

及令 =P ， =)(SCore . 

2. 将 i 从 1 到 m ， 若 满 足 0)|( iaASig ， 则

}{)()( iaSCoreSCore  . 

3.如果 1),|)(( =DASCoreE ，令 )(SCoreP = ，然后进行

第 6 步. 

4.计算 )|( PaSig ， PAa \ . 

5. 选 择 一 个 属 性 )}|({max)|(
\

PaSigPcSig
PAa

= ， 将

}{cPP  ，然后返回第 3 步. 

6. 若 0)|( rPSig ， Pr ，然后进行第 8 步. 

7. 如果 0)|( =dPSig ， Pd ，将 }{dPP − ，然后 

返回第 6 步. 

8.输出约简集 P . 

此算法第 1 步的时间复杂度为 )(
2

AUO ；第 2 步用

于找出所有的核心属性，此时间复杂度为 )(
22

AUO ；

在第 4-5 步的过程中，时间复杂度不超过 )(
22

AUO ，

故算法 1 的时间复杂度为 )(
22

AUO 。相较于文献[7]

的时间复杂度 ))((
32

DAUO + 更低。 



 

 

例 3（续例 1） 

从例 1 中可知， S 是不协调决策形式背景以及 S 的

协调性程度为
25

14
)( = DA . 

根据算法 1 计算 Aa 的重要度： ，
7

3
)|( 1 =aASig

，
7

2
)|( 2 =aASig 0)|( i =aASig ， )6,5,4,3( =i 。根据推论

1 知 },{)( 21 aaSCore = 。则 1
7

5
),|)(( =DASCoreE 。 

根据定义 11 },,,{ 6543 aaaa 关于 )(SCore 的外重要

度 分 别 为 0))(|( =SCoreaSig i )5,4,3( =i ， 以 及

7

2
))(|( 6 =SCoreaSig ,从而有 },,{ 621 aaaP = 。由定理 4

可以得到， 1),|( =DAPE 且 0)|( aPSig ， Pa 。故

而有 },,{ 621 aaaP = 是 S 的一个约简集。可以看出把

543 ,, aaa 从不协调决策形式背景 S 的条件属性集 A 中

删去，子背景 ),,,,( JDIPU P 的协调性程度仍为

25

14
)( = DP 。 

4  结束语 

属性约简是决策形式背景的重要研究热点之一。本

文针对不协调决策形式背景的属性约简给出了相应的

启发式算法。首先通过布尔矩阵的运算刻画属性之间的

相似度。接着讨论了判断广义矩阵协调集和核心属性的

等价条件。基于此基础上，提出了启发式的约简算法，

并通过实例说明该算法的有效性。值得注意的的是，此

方法的提出，为借助矩阵研究形式概念分析拓宽了新视

角。本文下一步要考虑的是，在模糊概念格，基于矩阵

运算，研究属性约简的方法。 
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