
第５８卷　第２期 厦门大学学报（自然科学版） Ｖｏｌ．５８　Ｎｏ．２

　２０１９年３月 Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｘｉａｍｅｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ） Ｍａｒ．２０１９　

ｈｔｔｐ：∥ｊｘｍｕ．ｘｍｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

ｄｏｉ：１０．６０４３／ｊ．ｉｓｓｎ．０４３８－０４７９．２０１８０７０１４

度量凸函数和渐近非扩张算子半群的公共不动点

林国琛１＊，张　文２
（１．厦门理工学院应用数学学院，福建 厦门 ３６１０２４；２．厦门大学数学科学学院，福建 厦门 ３６１００５）

摘要：证明了度量凸函数的一个类似凸分析中Ｂｒｏｎｄｓｔｅｄ－Ｒｏｃｋａｆｅｌｌａｒ定理的结论，并刻画了下半连续度量凸函数的结
构；证明了完备一致凸双曲度量空间上渐近非扩张算子半群公共不动点的存在性和该半群的弱星紧性．

关键词：度量凸函数；不动点；渐近非扩张算子半群
中图分类号：Ｏ　１７７．２　　　　文献标志码：Ａ　　　　　文章编号：０４３８－０４７９（２０１９）０２－０２９２－０５

收稿日期：２０１８－０７－０７　　录用日期：２０１８－１１－０６
　基金项目：国家自然科学基金（１１４７１２７０）；中央高校基本业务费专项（２０７２０１６００１０）；福建省教育厅中青年教师教育科研项目（ＪＡＴ１６０３７１）
＊通信作者：ｌｉｎｇｕｏｃｈｅｎ＠ｘｍｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ
引文格式：林国琛，张文．度量凸函数和渐近非扩张算子半群的公共不动点［Ｊ］．厦门大学学报（自然科学版），２０１９，５８（２）：

２９２－２９６．
　Ｃｉｔａｔｉｏｎ：ＬＩＮ　Ｇ　Ｃ，ＺＨＡＮＧ　Ｗ．Ｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ　ｃｏｎｖｅｘ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ａｎｄ　ｃｏｍｍｏｎ　ｆｉｘｅｄ　ｐｏｉｎｔｓ　ｏｆ　ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ　ｎｏｎｅｘｐｅｎｓｉｖｅ　ｓｅｍｉｇｒｏｕｐｓ

［Ｊ］．Ｊ　Ｘｉａｍｅｎ　Ｕｎｉｖ　Ｎａｔ　Ｓｃｉ，２０１９，５８（２）：２９２－２９６．（ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

　　众所周知，凸性在Ｂａｎａｃｈ空间上的凸分析和不
动点理论中扮演重要角色．把这些经典结果推广到度
量空间，是自然的问题．
一方面，Ｓｏｌｔａｎ等［１－７］在２０世纪８０年代的图论

领域引入度量凸函数概念．Ｋｒｙｎｓｋｉ［８］在１９９３年给

出赋范空间上度量凸函数的代数结构．但是较少人
关注度量凸函数的拓扑性质．这类函数在非离散型
空间上的连续性和可微性是本文中研究内容的一

部分．
定义１［９］　度量空间（Ｄ，ｄ）是度量凸的，当且仅

当对ｘ，ｙ∈Ｄ，０＜β＜１，存在ｚ∈Ｄ使得

ｄ（ｘ，ｚ）＝βｄ（ｘ，ｙ），ｄ（ｚ，ｙ）＝ （１－β）ｄ（ｘ，ｙ）．
当ｚ唯一时（记为（１－β）ｘβｙ），Ｄ称为凸度量空间．
定义２［１０］　（Ｄ，ｄ）是双曲度量空间，当且仅当

（Ｄ，ｄ）度量凸且

ｄ １
２ｐ

１
２ｘ
，１
２ｐ

１
２（ ）ｙ ≤ １２ｄ

（ｘ，ｙ），ｐ，ｘ，

　ｙ∈Ｄ．
显然赋范空间是双曲度量空间．另外存在一些非

线性的例子，如 Ｈａｄａｍａｒｄ流形［１１］、赋予双曲度量的

Ｈｉｌｂｅｒｔ开单位球［１２］以及ＣＡＴ（０）空间［１３－１５］．
双曲度量空间 Ｄ 的子集Ｃ 是凸的，当且仅当

ｘ，ｙ∈Ｃ，０＜β＜１，有（１－β）ｘβｙ∈Ｃ．
定义３［１６－１９］　设Ｄ 是双曲度量空间．Ｄ 一致凸，

当且仅当 任意ａ∈Ｄ，ｒ＞０，＞０，有δ（ｒ，）＝ ｛ｉｎｆ　１－

１
ｒｄ
（１
２ｘ

１
２ｙ
，ａ）；ｄ（ｘ，ａ）≤ｒ，ｄ（ｙ，ａ）≤ｒ，ｄ（ｘ，ｙ）≥

ｒ｝ ＞０．

定义４　Ｆ是度量空间（Ｄ，ｄ）上的度量凸函数，
当且仅当

Ｆ（ｚ）≤ｄ
（ｚ，ｙ）
ｄ（ｘ，ｙ）

Ｆ（ｘ）＋ｄ
（ｘ，ｚ）
ｄ（ｘ，ｙ）

Ｆ（ｙ），ｘ，ｙ，ｚ∈

　Ｄ，ｄ（ｘ，ｚ）＋ｄ（ｚ，ｙ）＝ｄ（ｘ，ｙ）．
当Ｄ 是完备双曲一致凸度量空间，给定ｙ∈Ｄ

时，映射ｄ（·，ｙ）：Ｄ→Ｒ是度量凸函数［１９］．
另一方面，凸性也应用于不动点问题．２０世纪６０

年代初，压缩映射族和非扩张映射族公共不动点的存
在性成为研究热点［２０－２５］．人们也利用渐近方法寻求公
共不动点［２６－３１］．本文中证明出：完备一致凸双曲度量
空间上渐近非扩张算子半群公共不动点的存在性，并
证明该半群是弱星紧集．
定义５　设Ｃ是度量空间Ｄ 的有界闭凸子集，则

一族从Ｃ到Ｃ的算子 ＝｛Ｔ（ｔ）：ｔ≥０｝是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ半
群，当且仅当 满足如下条件：

（ｉ）任意ｘ∈Ｃ，Ｔ（０）ｘ＝ｘ；
（ｉｉ）任意ｘ∈Ｃ，任意ｔ，ｓ≥０，Ｔ（ｔ＋ｓ）ｘ＝Ｔ（ｔ）

Ｔ（Ｓ）ｘ；
（ｉｉｉ）任意ｘ∈Ｃ，Ｔ（ｔ）ｘ在ｔ∈［０，∞）上连续；
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ｈｔｔｐ：∥ｊｘｍｕ．ｘｍｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

（ｉｖ）任意ｔ≥０，存在ｋｔ＞０，使得ｄ（Ｔ（ｔ）ｘ，Ｔ（ｔ）ｙ）≤
ｋｔｄ（ｘ，ｙ），ｘ，ｙ∈Ｃ．

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ算子半群 是非扩张的，当且仅当任意
ｔ≥０，ｋｔ＝１． 是渐近非扩张的，当且仅当ｌｉｍｔ→∞ｋｔ＝１．

１　度量凸函数

度量凸函数是凸函数概念的推广．二者是否具有
类似的拓扑性质，是一个自然的问题．答案是肯定
的．定理１和定理２是本节的主要结果．
首先，正如次微分在凸分析中扮演重要角色，在

本文中为度量凸函数引入一种新的次微分．
定义６　设Ｆ是度量凸空间Ｄ 上的度量凸函数，

ｘ∈Ｄ．若存在λ＞０使得
Ｆ（ｙ）－Ｆ（ｘ）≥－λｄ（ｙ，ｘ），ｙ∈Ｄ，
本文中定义－λｄ（·，ｘ）为Ｆ在ｘ的ｄ－次微分．
下面的引理１和引理２有助于我们证明定理１．
引理１［３２］　度量空间等距同构于某个Ｂａｎａｃｈ空

间的子集．
引理１说明：在等距嵌入意义下，每个度量空间

可视为某个Ｂａｎａｃｈ空间的子集，且度量凸性是不变
的．这为非线性问题提供一种新方法．
引理２［３３］　设Ｆ 是定义在Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ 上的

真，下半连续，有下界函数．任意＞０，Ｆ（ｘ０）＜
ｉｎｆ｛Ｆ（ｘ）：ｘ∈Ｘ｝＋，则任意λ且０＜λ＜１，存在有效
定义域ｄｏｍＦ上的ｚ，使得

（ｉ）λ‖ｚ－ｘ０‖≤Ｆ（ｘ０）－Ｆ（ｚ），
（ｉｉ）‖ｚ－ｘ０‖＜／λ，
（ｉｉｉ）λ‖ｘ－ｚ‖＋Ｆ（ｘ）＞Ｆ（ｚ），ｘ≠ｚ．
引理２在非线性分析中有广泛应用，也被应用于

定理１的证明．
定理１　设Ｄ是完备度量凸空间，Ｆ是Ｄ 上的下

半连续度量凸函数，则ｄ－次微分存在的点在有效定义
域ｄｏｍＦ中稠密．
证明　根据引理１，在等距映射下，存在Ｂａｎａｃｈ

空间Ｘ使得（Ｄ，ｄ）（Ｘ，‖·‖），其中的度量ｄ由范

数‖·‖诱导．定义
槇
Ｆ：Ｘ→Ｒ∪｛＋∞｝，

槇
Ｆ（ｘ）＝

Ｆ（ｘ）， ｘ∈Ｄ，

＋∞， ｘ∈Ｄ
烅
烄

烆 ．

显然
槇
Ｆ下半连续．对于任意＞０和ｘ０ ∈ｄｏｍ　Ｆ，令

Ｈ：Ｘ→Ｒ∪ ｛＋∞｝，

Ｈ（ｘ）＝

槇
Ｆ（ｘ），

槇
Ｆ（ｘ）＞Ｆ（ｘ０）－２

，

槇
Ｆ（ｘ０）－２

， 槇
Ｆ（ｘ）≤Ｆ（ｘ０）－２

烅

烄

烆
．

易知Ｈ 下半连续，有下界且

Ｈ（ｘ０）＝Ｆ（ｘ０）＜（Ｆ（ｘ０）－２
）＋≤ｉｎｆ　Ｈ＋．

因Ｆ下半连续，所以存在０＜δ＜，
｛ｘ∈Ｄ，ｄ（ｘ，ｘ０）＜δ｝ ｛ｘ∈Ｄ，Ｆ（ｘ）＞

　Ｆ（ｘ０）－２
｝．

根据引理２，对于λ＝ δ
，存在ｚ∈ｄｏｍ　Ｈ ＝

ｄｏｍＦＤ满足

１）‖ｚ－ｘ０‖ ＜λ ＝δ＜；

２）λ‖ｘ－ｚ‖＋Ｈ（ｘ）＞Ｈ（ｚ），ｘ≠ｚ．
因为存在ｒ＞０使得｛ｘ∈Ｄ：ｄ（ｘ，ｚ）＜ｒ｝｛ｘ∈

Ｄ：ｄ（ｘ，ｘ０）＜δ｝，则

Ｆ（ｘ）＞Ｆ（ｘ０）－２
，ｘ∈ ｛ｘ∈Ｄ：ｄ（ｘ，ｚ）＜

　ｒ｝，

所以Ｆ（ｘ）＝
槇
Ｆ（ｘ）＝Ｈ（ｘ）．则

λ‖ｘ－ｚ‖＋Ｆ（ｘ）＞Ｆ（ｚ），ｘ∈ ｛ｘ∈
　Ｄ：ｄ（ｘ，ｚ）＜ｒ｝＼｛ｚ｝．

对于ｙ∈Ｄ，ｙ≠ｚ且ｘ∈ ｛ｘ∈Ｄ：ｄ（ｘ，ｚ）＜ｒ，ｘ≠
ｚ，ｄ（ｚ，ｘ）＋ｄ（ｘ，ｙ）＝ｄ（ｚ，ｙ）｝，有

Ｆ（ｙ）＋λｄ（ｙ，ｚ）≥｛ｄ（ｚ，ｙ）［Ｆ（ｘ）＋λｄ（ｘ，ｚ）］－
ｄ（ｘ，ｙ）Ｆ（ｚ）｝／ｄ（ｘ，ｚ）＞｛ｄ（ｚ，ｙ）Ｆ（ｚ）－ｄ（ｘ，

ｙ）Ｆ（ｚ）｝／ｄ（ｘ，ｚ）＝Ｆ（ｚ），
即Ｆ（ｙ）－Ｆ（ｚ）＞－λｄ（ｙ，ｚ）．则Ｆ在ｚ有ｄ－次微分．
证毕．
定理１类似Ｂａｎａｃｈ空间凸分析［３３］的Ｂｒｏｎｄｓｔｅｄ－

Ｒｏｃｋａｆｅｌｌａｒ定理．现在我们在定理１的基础上，刻画
该函数的结构，这是本文第２个主要结论．
定理２　Ｄ是完备度量凸空间，Ｆ是Ｄ 上下半连

续度量凸函数，则
（ｉ）Ｆ（ｘ）＝ｓｕｐ｛Ｆ（ｚ）－λｄ（ｘ，ｚ）：λ＞０，ｚ ∈

ｄｏｍＦ，ｙ∈Ｄ，Ｆ（ｙ）－Ｆ（ｚ）≥－λｄ（ｙ，ｚ）｝，
（ｉｉ）上确界能够达到，当且仅当Ｆ在ｘ存在ｄ－次

微分．
证明　（ｉ）设ｚ∈ｄｏｍＦ，λ＞０满足

Ｆ（ｚ）－λｄ（ｙ，ｚ）＜Ｆ（ｙ），ｙ∈Ｄ．
根据定理１，这样的ｚ在ｄｏｍＦ中稠密．则对于

任意ｘ０ ∈ｄｏｍＦ，有

Ｆ（ｘ０）≥ ｓｕｐ｛Ｆ（ｚ）－λｄ（ｘ０，ｚ）：λ ＞ ０，ｚ ∈
ｄｏｍＦ，ｙ∈Ｄ，Ｆ（ｙ）－Ｆ（ｚ）≥－λｄ（ｙ，ｚ）｝．
根据定理１的证明，对于任意＞０，存在δ且

０＜δ＜，有

·３９２·
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ｈｔｔｐ：∥ｊｘｍｕ．ｘｍｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

Ｆ（ｚ）＞Ｆ（ｘ０）－２
，ｚ∈Ｄ，ｄ（ｚ，ｘ０）＜δ．

对于λ＝δ
，存在ｚ∈ｄｏｍＦ且ｄ（ｚ，ｘ０）＜λ ＝δ＜

，使得

Ｆ（ｚ）－λｄ（ｙ，ｚ）≤Ｆ（ｙ），ｙ∈Ｄ，

因此Ｆ（ｚ）－λｄ（ｘ０，ｚ）＞Ｆ（ｘ０）－２－
，则Ｆ（ｘ０）＜

Ｆ（ｚ）－λｄ（ｘ０，ｚ）＋３２．
于是

Ｆ（ｘ０）＜ ｓｕｐ｛Ｆ（ｚ）－λｄ（ｘ０，ｚ）：λ ＞ ０，ｚ ∈
ｄｏｍＦ，ｙ∈Ｄ，Ｆ（ｙ）－Ｆ（ｚ）≥－λｄ（ｙ，ｚ）｝＋
３
２．

令→０，则

Ｆ（ｘ０）≤ ｓｕｐ｛Ｆ（ｚ）－λｄ（ｘ０，ｚ）：λ ＞ ０，ｚ ∈
ｄｏｍＦ，ｙ∈Ｄ，Ｆ（ｙ）－Ｆ（ｚ）≥－λｄ（ｙ，ｚ）｝．

综上所述，

Ｆ（ｘ０）＝ ｓｕｐ｛Ｆ（ｚ）－λｄ（ｘ０，ｚ）：λ ＞ ０，ｚ ∈
ｄｏｍＦ，ｙ∈Ｄ，Ｆ（ｙ）－Ｆ（ｚ）≥－λｄ（ｙ，ｚ）｝．
（ｉｉ）因为存在λ＞０，ｚ∈ｄｏｍＦ，

Ｆ（ｙ）－Ｆ（ｚ）＞－λｄ（ｙ，ｚ），

Ｆ（ｘ）＝Ｆ（ｚ）－λｄ（ｘ，ｚ），ｙ∈Ｄ，ｙ≠ｚ，
则ｘ＝ｚ．则对于任意ｙ∈Ｄ且ｙ≠ｘ，有Ｆ（ｙ）－Ｆ（ｘ）＞
－λｄ（ｙ，ｘ）．则Ｆ在ｘ存在ｄ－次微分．
又因为存在λ＞０使得

Ｆ（ｙ）－Ｆ（ｘ）＞－λｄ（ｙ，ｘ），ｙ∈Ｄ，ｙ≠ｘ，
且

Ｆ（ｘ）＝Ｆ（ｘ）－λｄ（ｘ，ｘ），
所以上确界能够达到．

２　渐近非扩张算子半群的公共不动点

Ｔａｎ等［２６］应用凸性证明出Ｂａｎａｃｈ空间渐近非扩
张算子半群的遍历定理．本文中借助度量凸函数，利
用类似方法研究渐近非扩张算子半群的公共不动点．
引理３［３４］　设Ｄ是完备、一致凸、双曲度量空间，

则任意单调不增、非空、凸、有界、闭子集族有非空的
交集．
下面给出本文第３个主要结论，其类似于一致凸

Ｂａｎａｃｈ空间的相关定理［３５］．
定理３　设Ｄ 是完备、一致凸、双曲度量空间，Ｃ

是Ｄ 的有界闭凸子集， ＝｛Ｔ（ｔ）：ｔ≥０｝是Ｃ上渐近
非扩张算子半群，则 存在公共不动点，且公共不动
点集是闭凸集．

证明　首先证明Ｆ（ ）非空．取Ｃ中一点ｘ，令

ｒ（ｙ）＝ｌｉｍｔ→∞ｄ（Ｔ（ｔ）ｘ，ｙ），ｙ∈Ｃ．
因ｄ（Ｔ（ｔ）ｘ，·）的连续性和凸性［１９］，则ｒ是Ｃ

上连续度量凸函数．对于任意ｔ，｛ｙ∈Ｃ：ｒ（ｙ）≤ｔ｝是
闭凸集，根据引理３，存在Ｃ中的点ｚ，使得
ｒ（ｚ）＝ｉｎｆ｛ｒ（ｙ）：ｙ∈Ｃ｝＝∶ｒ．
现在证明ｚ是 的公共不动点．即：任意ｔ≥０有

Ｔ（ｔ）ｚ＝ｚ．这需要如下说明：

Ｔ（ｔ）ｚ→ｚ，ｔ→ ∞．
若不然，则存在子列 ｛Ｔ（ｔｎ）ｚ｝，且存在０ ＞０，使得
ｄ（Ｔ（ｔｎ）ｚ，ｚ）≥０，ｎ＝１，２，…．
可以设ｒ＞０，选取＞０，使得

（ｒ＋）（１－δ（ｒ＋，０ｒ＋
））＜ｒ，

其中δ是Ｄ 的凸性模．令η＞０充分小，使得η＜且
（１＋η）（ｒ＋η）＜ｒ＋．本文中选取充分大的ｔ０，使得当
ｔ≥ｔ０时，ｋｔ＜１＋η且ｄ（Ｔ（ｔ）ｘ，ｚ）＜ｒ＋η．最后选取Ｎ
使得ｓ∶＝ｔＮ ＞ｔ０．现在得到：对于所有的ｔ≥ｔ０，

ｄ（Ｔ（ｔ＋ｓ）ｘ，Ｔ（ｓ）ｚ）≤ｋｓｄ（Ｔ（ｔ）ｘ，ｚ）≤ （１＋
　η）（ｒ＋η）＜ｒ＋

且

ｄ（Ｔ（ｔ＋ｓ）ｘ，ｚ）≤ｒ＋η＜ｒ＋，
则

ｒ≤ｌｉｍｔ→∞ｄ（Ｔ（ｔ＋ｓ）ｘ，１２Ｔ
（ｓ）ｚ １２ｚ

）≤（ｒ＋

　）（１－δ（ｒ＋，０ｒ＋
））＜ｒ．

矛盾！说明成立．
现在证明：对于每个ｔ，Ｔ（ｔ）ｚ＝ｚ．若不然，则存

在ｔ０ 使得Ｔ（ｔ０）ｚ≠ｚ．由Ｔ（ｔ０）的连续性推出
Ｔ（ｔ＋ｔ０）ｚ＝Ｔ（ｔ０）［Ｔ（ｔ）ｚ］→Ｔ（ｔ０）ｚ，ｔ→ ∞．
另一方面，

Ｔ（ｔ＋ｔ０）ｚ→ｚ，ｔ→ ∞．
这又是一个矛盾．
每个Ｆ（Ｔ（ｔ））是闭凸集，则Ｆ（ ）＝∩ｔ≥０Ｆ（Ｔ（ｔ））

也是闭凸集．证毕．

３　渐近非扩张算子半群的弱星紧性

彭济根等［３６］引入Ｂａｎａｃｈ空间的一种新的对偶空
间，即Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ对偶空间．Ｂａｎａｃｈ空间的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ
对偶空间是某个包含Ｅ的Ｂａｎａｃｈ空间的线性对偶空
间．任何非线性 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ算子的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ对偶算子
是有界线性算子．所获结果为推广线性算子理论到非
线性情形开辟一条新途径．本文中利用这些理论，得

·４９２·
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ｈｔｔｐ：∥ｊｘｍｕ．ｘｍｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

到渐近非扩张算子半群是弱星紧集（定理４）．
定义７［３６］　设Ｅ，Ｘ为Ｂａｎａｃｈ空间，Ｅ＊是Ｅ的对

偶空间．Ｃ，Ｂ分别为Ｅ，Ｘ的闭子集（不一定有界）．Ｔ：

Ｃ→Ｂ是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ算子，当且仅当存在Ｌ＞０，使得

‖Ｔｘ－Ｔｙ‖ ≤Ｌ‖ｘ－ｙ‖，ｘ，ｙ∈Ｃ．
对于每个Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ算子Ｔ，定义其最小Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常
数为

Ｌ（Ｔ）＝ｓｕｐ
ｘ≠ｙ

‖Ｔｘ－Ｔｙ‖
‖ｘ－ｙ‖

．

若记Ｌｉｐ｛Ｃ，Ｂ｝＝ ｛Ｔ：Ｃ→Ｂ｜Ｔ为Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ算子｝，
则易验证Ｌ（·）为Ｌｉｐ｛Ｃ，Ｂ｝上的半范数．明显地，若
Ｔ为Ｅ 到Ｘ 的有界线性算子，则Ｔ 在Ｃ 上的限制
ＴＣ ∈Ｌｉｐ｛Ｃ，Ｂ｝，且Ｌ（ＴＣ）≤ ‖Ｔ‖ （特别地，当Ｃ
包含Ｅ 的单位球时，Ｌ（ＴＣ）＝ ‖Ｔ‖）．
证明定理４需要一些引理［３５］．
引理４［３６］　设０∈Ｃ，Ｌｉｐ０｛Ｃ，Ｂ｝＝｛Ｔ∈Ｌｉｐ｛Ｃ，

Ｂ｝｜Ｔ（０）＝０｝，则Ｌ（·）是Ｌｉｐ０｛Ｃ，Ｂ｝上的范数，且
｛Ｌｉｐ０｛Ｃ，Ｂ｝，Ｌ（·）｝为Ｂａｎａｃｈ空间．
注１　设Ｃ是完备一致凸双曲度量空间Ｄ 的有

界闭凸子集，可视为 Ｂａｎａｃｈ空间ｌ∞（Ｄ）的子集，

＝｛Ｔ（ｔ）：ｔ≥０｝是Ｃ上渐近非扩张算子半群．则根
据定理３， 存在一个公共不动点ｘ．不失一般性，令不
动点ｘ＝０．因此 Ｌｉｐ０｛Ｃ，Ｃ｝．即： 是Ｂａｎａｃｈ空
间 ｛Ｌｉｐ０｛Ｃ，Ｃ｝，Ｌ（·）｝的子集．
引理５［３６］　设Ｊ＝｛ｊ（ｘ，ｙ）∈（Ｌｉｐ０｛Ｃ，Ｘ＊｝）＊｜

ｘ∈Ｃ，ｙ ∈ Ｘ｝，其中ｊ（ｘ，ｙ）：Ｌｉｐ０｛Ｃ，Ｘ＊｝→Ｒ，

Ｔ→（Ｔｘ，ｙ）．Ｇ＝ｓｐａｎ　Ｊ，则Ｌｉｐ０｛Ｃ，Ｘ＊｝等距同构
于Ｇ的线性对偶空间Ｇ＊．
注２　因为度量空间Ｄ 等距嵌入ｌ∞（Ｄ），同时

ｌ∞（Ｄ）＝（ｌ１（Ｄ））＊，令Ｘ＝ｌ１（Ｄ），Ｘ＊ ＝（ｌ１（Ｄ））＊ ＝
ｌ∞（Ｄ），则 Ｌｉｐ０｛Ｃ，Ｃ｝等距嵌入Ｇ＊．
引理６［３６］　设｛Ｔσ｝Ｌｉｐ０｛Ｃ，Ｘ＊｝有界网，Ｔ∈

Ｌｉｐ０｛Ｃ，Ｘ＊｝，则 ｛Ｔσ｝弱星收敛于 Ｔ，当且仅当
ｘ∈Ｃ，｛Ｔσｘ｝弱星收敛于Ｔｘ．
下面给出本文中第４个主要结论．
定理４　设Ｄ 是完备、一致凸、双曲度量空间，Ｃ

是Ｄ 的有界闭凸子集，Ｃ上渐近非扩张算子半群 ＝
｛Ｔ（ｔ）：ｔ≥０｝（Ｌｉｐ０｛Ｃ，［ｌ１（Ｄ）］＊｝）是对偶空间的
有界子集，从而 是弱星紧集．
证明　因为当ｔ→ ∞．时，Ｌ（Ｔ（ｔ））→１，所以

＝｛Ｔ（ｔ）：ｔ≥０｝（Ｌｉｐ０｛Ｃ，［ｌ１（Ｄ）］＊｝）是对偶空
间的有界子集，从而 是弱星紧集．证毕．
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