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摘　要：尝试采用基于无网格方法的移动最小二乘求解带有时间多项分数阶导数的波动－反应方程．首先

利用差分思想离散多项时间分数阶导数，并用移动最小二乘法离散空间变量，得到微分 方 程 的 数 值 逼 近 格 式．

然后在数值算例中，分别对矩形区域和圆形区域采用规则点划分，均得到近似程度较好的计算结果，较好地验

证了所提出数值方法的有效性．
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近年来，基于分形动力学，分数阶微积分在描述复杂的粘弹性流体方面取得很大的成功．粘弹性流体

的分数阶导数模型是从受力平衡方程衍伸出来的，通过用时间非整数阶导数形式代替经典方程中的时

间整数阶导数，来描述剪切应力与速度梯度的非线性关系，进而更准确的描述流体的运动特性［１－５］．
本文讨论如下分数阶Ｏｌｄｒｏｙｄ－Ｂ模型［２－５］：
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其中：γ∈ （１，２］，α∈ （０，１］，β∈ （０，１］，
Ｃ
０Ｄγｔ，Ｃ０Ｄαｔ，Ｃ０Ｄβｔ 为Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数算子，定义为：
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其中：ｎ－１＜θ≤ｎ，Γ（·）为伽马函数．
针对时间变量采用有限差分近似，得到半离散差分格式．然后对半离散格式采用基于无网格方法的

移动最小二乘法进行求解，得到全离散格式．最后，数值例子采用等间距节点划分问题区域验证所提出方

法的有效性．

１　离散格式

１．１　半离散格式

首先，进行时间 离 散，将 区 间 ［０，Ｔ］ｎ 等 分，记τ＝Ｔ／ｎ 为 时 间 步 长，ｔｋ ＝ｋτ 为 网 格 节 点，并 记

δｔｖ（ｔｊ－１／２）＝ ｖ（ｔｊ）－ｖ（ｔｊ－１）（ ）／τ．于是，有以下几个引理：

引理１［６］　假设ｖ（ｔ）∈Ｃ２［０，Ｔ］，若０＜α≤１，则

Ｃ
０Ｄαｔｖ（ｔｋ＋１／２）＝

τ－α

Γ（２－α）∑
ｋ

ｊ＝０
ｃ（１－α）ｊ ［ｖ（ｔｋ－ｊ＋１）－ｖ（ｔｋ－ｊ）］＋Ｒｋ ，ｋ＝０，１，…，ｎ－１． （５）
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其中：ｃ（１－α）０ ＝
１
２１－α

，ｃ（１－α）ｊ ＝ｊ＋
１
２（ ）１－α－ ｊ－１２（ ）１－α，ｊ＝１，２，…，ｎ，Ｒｋ ≤Ｃτ２－α ，Ｃ为与τ和ｋ无关

的正常数．
引理２［７］　假设ｖ（ｔ）∈Ｃ３［０，Ｔ］，若１＜γ＜２，则

１
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其中：ｂ（２－γ）ｊ ＝（ｊ＋１）２－γ－ｊ２－γ，ｊ＝１，２，…，Ｒｋ ≤Ｃτ３－γ ，Ｃ为与τ和ｋ无关的正常数．

对于方程（１），在ｔ＝ｔｋ＋１／２ 处，对时间一阶导数
ｕ（ｘ，ｔ）
ｔ

采用中心差商近似，分数阶导数分别采用上

述引理离散，可得

τ－γ

Γ（３－γ）
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∑
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［ｕ（ｘ，ｔｋ＋１）＋ｕ（ｘ，ｔｋ）］＝

１
２
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τ－β
２Γ（２－β）

｛ｃ（１－β）０ ［Δｕ（ｘ，ｔｋ＋１）－Δｕ（ｘ，ｔｋ）］＋

∑
ｋ
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∑
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其中：Ｒｋ ＜Ｃτｍｉｎ　３－γ，２－α，２－β｛ ｝．

整理式（７），并记μ＝
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τ
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（ｘ，ｔｋ）＋
υ
２
｛－Δｕ（ｘ，ｔｋ－１）＋∑

ｋ－１

ｓ＝１
ｃ（１－β）ｓ ［Δｕ（ｘ，ｔｋ－ｓ＋１）－Δｕ（ｘ，ｔｋ－ｓ－１）］＋

ｃ（１－β）ｋ ［Δｕ（ｘ，ｔ１）－Δｕ（ｘ，ｔ０）］｝＋τ
ｆ（ｘ，ｔｋ＋１）＋ｆ（ｘ，ｔｋ）

２ ． （８）

１．２　移动最小二乘法

设考虑的问题域为Ω，并在Ω内插入若干节点．为了得到函数ｖ（ｘ）在区域Ω内点ｘ附近的数值近

似，首先对场节点ｘ寻找最近的若干个节点形成支持域，不妨设支持域内节点坐标为ｘ１，ｘ２，…，ｘｌ，并设

其 ＭＬＳ逼近形式为：

ｖｈ（ｘ）＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｐｊ（ｘ）ａｊ＝ｐ　Ｔ（ｘ）ａ． （９）

其中：ｐ１（ｘ），ｐ２（ｘ），…，ｐｍ（ｘ）为 基 函 数，ｍ 是 基 函 数 的 个 数，ｐ（ｘ）＝ ［ｐ１（ｘ），ｐ２（ｘ），…，
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ｐｍ（ｘ）］Ｔ ，ａ为系数向量．二维问题中，ｘＴ＝［ｘ，ｙ］．一般来说，支持域节点数远大于未知系数的数目，因

此系数向量ａ是通过对Ｌ２ 带权Ｗ
︿（ｘ－ｘｉ）≠０范数Ｊ＝∑

ｌ

ｉ＝１
Ｗ
︿（ｘ－ｘｉ）［ｐＴ（ｘｉ）ａ－ｖｉ］２，求极小而得

到，其中ｖｉ 为ｖ在ｘ＝ｘｉ 点处的节点参数［８］．

令
Ｊ
ａｉ
＝０，ｉ＝１，２，…，ｍ，有

Ａ（ｘ）ａ＝Ｂ（ｘ）Ｖｓ． （１０）

其中：Ｖｓ 为支持域内所有节点的场函数节点参数的集合向量．Ａ（ｘ）称作权矩量矩阵，定义为：

Ａ（ｘ）＝∑
ｌ

ｉ＝１
Ｗ
︿
ｉ（ｘ）ｐ（ｘｉ）ｐＴ（ｘｉ）．

方程（１０）中的矩阵Ｂ定义为：

Ｂ（ｘ）＝ Ｗ
︿
１（ｘ）ｐ（ｘ１），Ｗ

︿
２（ｘ）ｐ（ｘ２），…，Ｗ

︿
ｌ（ｘ）ｐ（ｘｌ）［ ］．

求解方程（１０）以求得ａ，则有ａ＝Ａ－１（ｘ）Ｂ（ｘ）Ｖｓ．

将上述方程回代到方程（９），有ｖｈ（ｘ）＝∑
ｌ

ｉ＝１
ｉ（ｘ）ｖｉ＝Φ

Ｔ（ｘ）Ｖｓ ．其中：Φ（ｘ）为节点ｘ支持域相

应ｎ个节点的 ＭＬＳ形函数向量，可写为：

ΦＴ（ｘ）＝［１（ｘ），２（ｘ），…，ｌ（ｘ）］＝ｐ
Ｔ（ｘ）Ａ－１（ｘ）Ｂ（ｘ）． （１１）

为了计算形 函 数 的 各 阶 导 数，将 方 程（１１）改 写 为：ΦＴ（ｘ）＝γＴ（ｘ）Ｂ（ｘ）．其 中：γＴ＝ｐＴＡ－１，则

Ａγ＝ｐ．
两边求偏导数，则有Ａγ，ｉ＝ｐ，ｉ－Ａ，ｉγ，Ａγ，ｊ＝ｐ，ｊ－Ａ，ｊγ．其中：ｉ，ｊ表示坐标ｘ，ｙ，由此可得形函数

的偏导数：

ΦＴ
，ｉ＝γＴ，ｉＢ＋γＴＢ，ｉ，ΦＴ

，ｉ＝γＴ，ｊＢ＋γＴＢ，ｊ． （１２）

由方程（１１）可知，在 ＭＬＳ逼近中，权函数起着重要作用．本文采用如下二次样条权函数：

Ｗ
︿
ｉ（ｘ）＝

１－６　ｒ
－
２
ｉ ＋８　ｒ

－
３
ｉ －３　ｒ

－
４
ｉ，　ｒ

－

ｉ ≤１；

０，　　　　　　　　　ｒ
－

ｉ ＞１．
烅
烄

烆
（１３）

其中：ｒ
－

ｉ＝ ｘ－ｘｉ ．
１．３　全离散格式

将方程（８）改写为：

１＋μ＋
ν＋τ
２（ ）ｕｋ＋１－τ＋υ２ Δｕｋ＋１＝

１＋μ＋
ν－τ
２（ ）ｕｋ＋ ∑

ｋ

ｓ＝１

［ｂ（２－γ）ｓ－１ －ｂ（２－γ）ｓ ］［ｕｋ－ｓ＋１－ｕｋ－ｓ］＋τｂ（２－γ）ｋ ｕ０ｔ｛ ｝＋

∑
ｋ－１

ｓ＝１
ｃ（１－α）ｓ ［ｕｋ－ｓ＋１－ｕｋ－ｓ－１］＋ｃ（１－α）ｋ ［ｕ１－ｕ０］｝＋τ２Δｕ

ｋ＋

υ
２ －Δｕｋ－１＋∑

ｋ－１

ｓ＝１
ｃ（１－β）ｓ ［Δｕｋ－ｓ＋１－Δｕｋ－ｓ－１］＋ｃ（１－β）ｋ ［Δｕ１－Δｕ０］｛ ｝＋τ２ ｆ

ｋ＋１＋ｆｋ（ ）． （１４）

定义算子Ｈ ＝ １＋μ＋
ν＋τ
２（ ）Ｉ－τ＋υ２ Δ，其中Ｉ为恒等算子．

用场节点划分问题 域，假 设 有 Ｎｄ 个 内 部 节 点，Ｎｂ 个 边 界 节 点．用 方 程（１１）得 到 的 形 函 数 逼 近

ｕ（ｘ，ｔ）．
对于节点ｘｉ，假设选择节点｛ｘｌ，ｌ＝ｊ１，ｊ２，…，ｊｎｉ｝为支持 域，记Ｄｉ＝｛ｊ１，ｊ２，…，ｊｎｉ｝．构 造 形 函 数

ｉ，ｊ１（ｘ），ｉ，ｊ２（ｘ），…，ｉ，ｊｉ（ｘ），方程（１４）中令ｘ＝ｘｉ 并将ｕｋｉ＝ ∑
ｊ∈Ｄｉ
λｋｊｉ，ｊ（ｘｉ），Δｕ

ｋ
ｉ＝ ∑

ｊ∈Ｄｉ
λｋｊΔｉ，ｊ（ｘｉ）代

入式（１４）和边界条件（２），可以得到如下离散方程：
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∑
ｊ∈Ｄｉ
λｋ＋１ｊ Ｈｉ，ｊ（ｘｉ）＝∑

ｊ∈Ｄｉ

［（１＋μ＋
ν－τ
２
）λｋｉ ＋∑

ｋ

ｓ＝１

（ｂ（２－γ）ｓ－１ －ｂ（２－γ）ｓ ）（λｋ－ｓ＋１ｊ －λｋ－ｓｊ ）］ｉ，ｊ（ｘｉ）＋

τｂ（２－γ）ｋ ω２（ｘｉ）＋∑
ｊ∈Ｄｉ

［∑
ｋ－１

ｓ＝１
ｃ（１－α）ｓ （λｋ－ｓ＋１ｊ －λｋ－ｓ－１ｊ ）＋ｃ（１－α）ｋ （λ１ｉ －λ０ｉ）］ｉ，ｊ（ｘｉ）＋∑

ｊ∈Ｄｉ

｛τ
２λ

ｋ
ｊ ＋
υ
２
［－λｋ－１ｊ ＋

∑
ｋ－１

ｓ＝１
ｃ（１－β）ｓ （λｋ－ｓ＋１ｊ －λｋ－ｓ－１ｊ ）＋ｃ（１－β）ｋ （λ１ｉ －λ０ｉ）］｝Δｉ，ｊ（ｘｉ）

τ
２
［ｆ（ｘｉ，ｔｋ＋１）＋ｆ（ｘｉ，ｔｋ）］，１≤ｉ≤Ｎｄ ．

边界条件为：∑
ｊ∈Ｄｉ
λｋ＋１ｊ ｉ，ｊ（ｘｉ）＝（ｘｉ，ｔｋ＋１），Ｎｄ＋１≤ｉ≤Ｎｄ＋Ｎｂ ．

２　数值结果

在数值计算中，ＭＬＳ的基函数ｐｊ（ｘ）为多项式，并采用误差范数：

ε" ＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤Ｎｄ

ｕｅｘａｃｔｉ －ｕｎｕｍｉ ，ε０＝ ∑
Ｎｄ

ｉ＝１

（ｕｅｘａｃｔｉ －ｕｎｕｍｉ ）２／∑
Ｎｄ

ｉ＝１

（ｕｅｘａｃｔｉ ）槡
２ ，

εｘ ＝ ∑
Ｎｄ

ｉ＝１

（ｕｅｘａｃｔｘ，ｉ －ｕｎｕｍｘ，ｉ）２／∑
Ｎｄ

ｉ＝１

（ｕｅｘａｃｔｘ，ｉ ）槡
２ ，εｙ ＝ ∑

Ｎｄ

ｉ＝１

（ｕｅｘａｃｔｙ，ｉ －ｕｎｕｍｙ，ｉ）２／∑
Ｎｄ

ｉ＝１

（ｕｅｘａｃｔｙ，ｉ ）槡
２ ．

其中：ｕｅｘａｃｔｉ 和ｕｎｕｍｉ 分别为ｘｉ 点处的精确解和数值解的值，ｕｅｘａｃｔｘ，ｉ 和ｕｎｕｍｘ，ｉ 为ｘｉ 点处对ｘ的偏导数的精确解

和数值解，ｕｅｘａｃｔｙ，ｉ 和ｕｎｕｍｙ，ｉ 为ｘｉ 点处对ｙ的偏导数的精确解和数值解．Ｒ 定义为两个取不同步长计算得到

数值解的误差收敛阶为Ｒε＝ｌｏｇ１０
ε（τ１）
ε（τ２）

ｌｏｇ１０
τ１
τ２
．

例１　考虑下列分数阶微分方程：

Ｃ
０Ｄ１．６

ｔｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＋
ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）

ｔ ＋Ｃ０Ｄ０．６
ｔｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝Δｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＋

Ｃ
０Ｄ１．８

ｔΔｕ（ｘ，ｙ，ｔ）－ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＋ｆ（ｘ，ｙ，ｔ），（ｘ，ｙ）∈Ω＝［０，１］×［０，１］，　　ｔ＞０，

ｕ（０，ｙ，ｔ）＝ｔ　２ｅｙ ，ｕ（１，ｙ，ｔ）＝ｔ　２ｅ１＋ｙ ，ｕ（ｘ，０，ｔ）＝ｔ　２ｅｘ ，ｕ（ｘ，１，ｔ）＝ｔ　２ｅ１＋ｘ ，　ｔ＞０，

ｕ（ｘ，ｙ，０）＝０，ｕｔ（ｘ，ｙ，０）＝０，（ｘ，ｙ）∈Ω．

其中：ｆ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｅｘ＋ｙ［
２ｔ　０．４

Γ（１．４）
＋２ｔ＋

２ｔ　１．４

Γ（１．２）
－ｔ　２－

４ｔ　０．２

Γ（１．２）
］，精确解ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｔ　２ｅｘ＋ｙ ．

先测试时间方向上的误差阶（表１），取空间步长为ｈ＝０．０２，将Ω＝［０，１］×［０，１］进行规则点划分，
节点为 （ｘｉ，ｙｊ），其中：ｘｉ＝ｉｈ，ｉ＝０，１，２，…，５０，ｙｊ＝ｊｈ，ｊ＝０，１，２，…，５０．

表１　不同时间步长的数值误差（ｈ＝０．０２）

Ｔａｂ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｒｅｓｕｌｔ　ｆｏｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｔｉｍｅ　ｓｔｅｐ（ｈ＝０．０２）

τ ε０ Ｒε０ εｍａｘ Ｒεｍａｘ τ ε０ Ｒε０ εｍａｘ Ｒεｍａｘ
１／５　 ２．５７７×１０－４ － １．４４９×１０－３ － １／１５　 ７．２７３×１０－５　 １．２１３　 ４．０８４×１０－４　 １．２１６

１／１０　 １．１８９×１０－４　 １．１１５　 ６．６８６×１０－４　 １．１１６　１／２０　 ５．０２６×１０－５　 １．２８５　 ２．８１９×１０－４　 １．２８９

　　由表１可以看出，本文提出的方法在时间方向的误差精度为Ｏ（τｍｉｎ（３－γ，２－α，２－β）．
再测试空间方向上的误差情况（表２），取时间步长τ＝０．０１．

表２　不同空间步长的数值误差（τ＝０．０１）

Ｔａｂ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｒｅｓｕｌｔ　ｆｏｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｓｐａｃｅ　ｓｔｅｐ（τ＝０．０１）

ｈ ε０ Ｒε０ εｍａｘ Ｒεｍａｘ ｈ ε０ Ｒε０ εｍａｘ Ｒεｍａｘ
１／８　 ４．７９４×１０－４ － ２．０７８×１０－３ － １／１６　 ８．７２１×１０－５　 ２．４２４　 ４．３７５×１０－４　 ２．１７８

１／１２　 １．７５１×１０－４　 ２．４８４　 ８．１８６×１０－４　 ２．２９７　１／２０　 ５．０２６×１０－５　 ２．４６４　 ２．６１９×１０－４　 ２．３００

　　由表２可以看出，本文提出的方法在空间方向上也得到了较好的误差结果．
例２　考虑例１中分数阶微分方程在圆形域Ω＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ２＋ｙ２ ≤１｝中的情形，边 界 条 件 为

ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）Ω＝ｔ　２ｅｘ＋ｙ Ω ．
将问题域Ω＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ２＋ｙ２≤１｝利用１　４５３个规则点划分（图１），图２为利用本文方法取τ＝
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０．０１时求得的数值解误差，由此显示出采用本文方法对于非矩形问题域仍得到很好的结果．

　　图１　规则节点划分圆形域　　　　　　　　　　　图２　圆形域上的数值解与精确解的误差
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