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摘要：设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是一个连通图．边集ＳＥ，如果Ｇ－Ｓ不连通且Ｇ－Ｓ的每个连通分支至少有２个点，则称Ｓ是一

个限制性边割．限制性边连通度λ′（Ｇ）就是Ｇ 的最小限制性边割的基数．如果限制性边割存在，则称Ｇ 是λ′－连通的．如果

λ′（Ｇ）＝ξ（Ｇ），则Ｇ 是λ′－最优或者极大限制性边连通的，其中ξ（Ｇ）＝ｍｉｎ｛｜［Ｘ，Ｙ］｜：Ｘ Ｖ，｜Ｘ｜＝２，Ｇ［Ｘ］连通｝．

图Ｇ 的逆度是指Ｒ（Ｇ）＝∑ｖ∈Ｖ

１
ｄ（ｖ）．

在此基础上，主要得到了：如果Ｇ 是λ′－连通围长大于等于５的ｎ阶图，且δ（Ｇ）

≥２，如果Ｒ（Ｇ）小于某个关于最小度和顶点数的值，则Ｇ 是λ′－最优的．对于不含钻石的图也得到了类似的结果．
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１　预备知识

在本文中，只 研 究 无 向 简 单 连 通 图，对 文 中 未 出

现的术语和 定 义 参 考 文 献［１］．设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是 连 通

图，ｄＧ（ｖ）表示Ｇ 中点ｖ的度（简写为ｄ（ｖ）），δ（Ｇ）是

Ｇ 的最小度．进 而，设ＳＶ，Ｇ［Ｓ］是 由Ｓ 导 出 的 子

图，Ｇ－Ｓ是点集Ｖ－Ｓ 导 出 的Ｇ 的 子 图 并 且 令 图Ｇ
的围长ｇ（Ｇ）是Ｇ 中最 短 圈 的 长 度．令Ｘ，ＹＶ，［Ｘ，

Ｙ］表示Ｇ 的一条边的端点在Ｘ 中、另一个端点 在Ｙ
中的边的集合．

一个处理器网络或通信网络可以用图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）
表示，其中Ｖ 中 的 每 个 点 表 示 处 理 器 或 交 换 机，Ｅ 中

的每条边表示连接处理器或交换机的线 路．网 络 设 计

的一个基本要求是网络的可靠性．连通图Ｇ 的边割Ｓ
是一些边 的 集 合，Ｇ 去 掉Ｓ 后 不 连 通．Ｇ 的 边 连 通 度

λ（Ｇ）就是Ｇ 的最小边割的基数．边连通度λ（Ｇ）是衡

量网络可 靠 性 和 容 错 性 的 一 个 重 要 参 数．我 们 知 道

λ（Ｇ）≤δ（Ｇ），一般地，λ（Ｇ）越大网络越稳定，但是，在

λ（Ｇ）的定义 中 没 有 对Ｇ－Ｓ 的 分 支 进 行 限 制．因 此，

有研 究 者 给 出 了 限 制 性 边 连 通 度 的 定 义［２］，具 体

如下：

边集ＳＥ，如果Ｇ－Ｓ不连通且Ｇ－Ｓ 的每个连

通分支至少两个点，则Ｓ 是Ｇ 的限制性边割．Ｇ 的 最

小限制性边 割 的 基 数 就 是Ｇ 的 限 制 性 边 连 通 度，用

λ′（Ｇ）表示．如果Ｓ是一个限制性边割且｜Ｓ｜＝λ′（Ｇ），

则称 Ｓ 是 一 个λ′－割．Ｅｓｆａｈａｎｉａｎ等［２］证 明 了 如 下

结果：

定理１［２］　对任意的至少有４个点的连 通 图Ｇ，

且不同构于星图Ｋ１，ｎ－１，则λ′（Ｇ）存在且 有λ′（Ｇ）≤

ξ（Ｇ），其中ξ（Ｇ）＝ｍｉｎ｛ξ（ｅ）＝ｄ（ｕ）＋ｄ（ｖ）－２：ｅ＝
ｕｖ∈Ｅ｝是Ｇ 的最小边度．

如果λ′（Ｇ）＝ξ（Ｇ），则称Ｇ 是λ′－最优的．如果Ｇ
有λ′－割，则称Ｇ 是λ′－连通的．因此限制性边连通度是

经典边连通度的推广，可以更加精确地衡量大规模并

行处 理 系 统 的 可 靠 性 和 容 错 性，从 而，受 到 了 很 多 学

者的关注．
设图 Ｇ 没 有 孤 立 点，定 义 Ｇ 的 逆 度Ｒ（Ｇ）＝

∑
ｖ∈Ｖ

１
ｄ（ｖ）．

逆度最早 是 由 计 算 机 的Ｇｒａｆｆｉｔｉ猜 想 引 起

人们注意的［３］，此后其他学者也研究了逆度的其他性
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质［４－７］．本文中给出了关于Ｒ（Ｇ），δ（Ｇ），ξ（Ｇ）和ｎ的

函数的图是λ′－最优的充分条件．

２　主要结果

首先，研究图的λ′－最优性并有如下结果．
定理２　设Ｇ 是λ′－连 通 围 长 大 于 等 于５的 图，

δ（Ｇ）≥２．若ｎ≤２δ＋１，则Ｇ 是λ′－最优的．
证明　反 证 法．设λ′＜ξ，则 存 在 一 个λ′－割Ｓ＝

［Ｘ，Ｙ］，有｜Ｘ｜，｜Ｙ｜≥２．令Ｘ１Ｘ，且Ｘ１ 中的 每 个

点至少关联［Ｘ，Ｙ］中的一条边，Ｘ０＝Ｘ－Ｘ１．注意到

围长大于等于５，分两种情况讨论．
情形１　Ｘ０＝．
根据假设Ｘ 中的每个点至少关联［Ｘ，Ｙ］中的一

条边，取边ｅ＝ｘｙ∈Ｅ（Ｇ［Ｘ］），有

ξ（Ｇ）≤ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ）－２＝｜Ｎ（ｘ）｜＋｜Ｎ（ｙ）｜－
２＝｜（Ｎ（ｘ）∩Ｘ）＼｛ｙ｝｜＋｜Ｎ（ｘ）∩Ｙ｜＋
｜（Ｎ（ｙ）∩Ｘ）＼｛ｘ｝｜＋｜Ｎ（ｙ）∩Ｙ｜≤
｜［｛ｘ，ｙ｝，Ｙ］｜＋｜［Ｘ＼｛ｘ，ｙ｝，Ｙ］｜＝
｜［Ｘ，Ｙ］｜＝λ′（Ｇ），

矛盾．
情形２　Ｘ０ ≠ ．
情形２．１　Ｇ［Ｘ０］是独立集．令ｘ∈Ｘ０，ｙ∈Ｘ１ 且

ｘｙ∈Ｅ（Ｇ［Ｘ］），则Ｎ（ｘ）Ｘ１．类似于情形１，一样可

以得到矛盾．
情形２．２　设边ｅ＝ｘｙ∈Ｅ（Ｇ［Ｘ０］）．由于Ｎ（ｘ）

Ｘ，Ｎ（ｙ）Ｘ，有

｜Ｘ｜＝｜Ｘ１｜＋｜Ｘ０｜≥｜Ｎ（ｘ）∪Ｎ（ｙ）－ｘ－ｙ｜＋
　２≥ｍｉｎ｛ｄ（ｘ）－１，ｄ（ｙ）－１｝＋２≥δ＋１．

同样地，有｜Ｙ｜≥δ＋１，则ｎ≥２δ＋２，矛盾．
下面介绍一个有用的引理．
引理１　设Ｇ 是λ′－连通围长大于等于５的图，且

δ（Ｇ）≥２，则存在一个λ′－割［Ｘ，Ｙ］，其中两 个 不 交 点

集Ｘ，ＹＶ（Ｇ），Ｘ∪Ｙ＝Ｖ（Ｇ）且｜［Ｘ，Ｙ］｜＝λ′．如果

λ′＜ξ，则｜Ｘ｜，｜Ｙ｜≥ξ＋２．
证明　反 证 法　根 据 假 设 有｜Ｘ｜，｜Ｙ｜≥２．令

Ｘ１Ｘ，且Ｘ１ 中的每个点至少关联［Ｘ，Ｙ］中的一条

边，Ｘ０＝Ｘ－Ｘ１．注意到围长大于等于５，分两种情况

讨论．
情形１　Ｘ０＝．
则Ｘ 中的每个点至少关联［Ｘ，Ｙ］中的一条边．取

边ｅ＝ｘｙ∈Ｅ（Ｇ［Ｘ］），可以得到

ξ（Ｇ）≤ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ）－２＝｜Ｎ（ｘ）｜＋｜Ｎ（ｙ）｜－
２＝｜（Ｎ（ｘ）∩Ｘ）＼｛ｙ｝｜＋｜Ｎ（ｘ）∩Ｙ｜＋

｜（Ｎ（ｙ）∩Ｘ）＼｛ｘ｝｜＋｜Ｎ（ｙ）∩Ｙ｜≤｜［｛ｘ，

ｙ｝，Ｙ］ ｜＋｜ ［Ｘ＼｛ｘ，ｙ｝，Ｙ］ ｜＝｜ ［Ｘ，Ｙ］

｜＝λ′（Ｇ）．
矛盾．

情形２　Ｘ０ ≠ ．
情形２．１　Ｇ［Ｘ０］是独立集．设ｘ∈Ｘ０，ｙ∈Ｘ１ 且

ｘｙ∈Ｅ（Ｇ［Ｘ］），则Ｎ（ｘ）Ｘ１．注意到围长大于等于

５，有

ξ（Ｇ）≤ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ）－２＝｜Ｎ（ｘ）｜＋｜Ｎ（ｙ）｜－
２＝｜（Ｎ（ｘ）∩Ｘ）＼｛ｙ｝｜＋｜（Ｎ（ｙ）∩Ｘ）＼｛ｘ｝｜＋
｜Ｎ（ｙ）∩Ｙ｜＝｜（Ｎ（ｘ）∩Ｘ）＼｛ｙ｝｜＋
｜（Ｎ（ｙ）∩Ｘ０）＼｛ｘ｝｜＋｜Ｎ（ｙ）∩Ｘ１｜＋｜Ｎ（ｙ）∩
Ｙ｜≤｜（Ｎ（ｘ）∩Ｘ）＼｛ｙ｝｜＋

∑
ｕ∈（Ｎ（ｙ）∩Ｘ０）＼｛ｘ｝

｜Ｎ（ｕ）∩Ｘ１｜＋｜Ｎ（ｙ）∩Ｘ１｜＋

｜Ｎ（ｙ）∩Ｙ｜≤ ｜［｛ｘ，ｙ｝，Ｙ］｜＋
｜［Ｘ＼｛ｘ，ｙ｝，Ｙ］｜＝｜［Ｘ，Ｙ］｜＝λ′（Ｇ）．

矛盾．
情形２．２　取一条边ｅ＝ｘｙ∈Ｅ（Ｇ［Ｘ０］）．因为围

长大于等于５以及Ｎ（ｘ）∩Ｎ（ｙ）＝，Ｎ（ｘ）Ｘ，

Ｎ（ｙ）Ｘ．因此，

｜Ｘ｜＝｜Ｘ１｜＋｜Ｘ０｜≥ｄ（ｘ）－１＋ｄ（ｙ）－１＋
２≥ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ）≥ξ（ｅ）＋２≥ξ（Ｇ）＋２．

同样地，有｜Ｙ｜≥ξ（Ｇ）＋２．
推论１　设Ｇ 是λ′－连通围长大于等于５的ｎ阶

图，且δ（Ｇ）≥２．若ｎ≤２ξ（Ｇ）＋３，则Ｇ 是λ′－最优的．
引理２［５］

（ｉ）设ａ１，ａ２，…，ａｐ，Ａ是正实数且∑
ｐ

ｉ＝１
ａｉ≤Ａ，则

∑
ｐ

ｉ＝１

（１／ａｉ）≥ｐ２／Ａ．

（ｉｉ）如 果ａ１，ａ２，…，ａｐ，Ａ 是 正 整 数 且 ∑
ｐ

ｉ＝１
ａｉ ≤

Ａ，ａ，ｂ是整数有Ａ＝ａｐ＋ｂ且０≤ｂ≤ｐ，则

∑
ｐ

ｉ＝１

（１／ａｉ）≥ （ｐ－ｂ）／ａ＋ｂ／（ａ＋１）．

其中等号成立的充要条件是ｐ－ｂ个ａｉ 等于ａ，其余

的ａｉ 等于ａ＋１．
（ｉｉｉ）设ｆ（ｘ）是区间［Ｌ，Ｒ］上的 连 续 凸 函 数，若

ｌ，ｒ∈［Ｌ，Ｒ］，且ｌ＋ｒ＝Ｌ＋Ｒ，则ｆ（Ｌ）＋ｆ（Ｒ）≥ｆ
（ｌ）＋ｆ（ｒ）．

定理３　设Ｇ 是λ′－连通围长大于等于５的ｎ阶

图，且δ（Ｇ）≥２，如果

Ｒ（Ｇ）＜ ２＋
ｎ－２δ－ξ＋１

（ｎ－２δ＋１）（ｎ－２δ）＋
１
δ －

·１８·
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ξ－１
２δ（２δ－１）

，

则Ｇ 是λ′－最优的．
证明　设Ｇ 不 是λ′－最 优 的，即λ′＜ξ．根 据 引 理

１，则存在一个λ′－割［Ｘ，Ｙ］，其 中 两 个 不 交 点 集Ｘ，Ｙ
Ｖ（Ｇ），Ｘ∪Ｙ＝Ｖ（Ｇ）且｜［Ｘ，Ｙ］｜＝λ′，使得

｜Ｘ｜，｜Ｙ｜≥ξ（Ｇ）＋２≥２δ，
有２δ≤｜Ｘ｜，｜Ｙ｜≤ｎ－２δ．

进一步地，∑
ｘ∈Ｘ
ｄ（ｘ）≤｜Ｘ｜（｜Ｘ｜－１）＋λ′．由引

理２的（ｉｉ），有

∑
ｘ∈Ｘ

１
ｄ（ｘ）≥

｜Ｘ｜－λ′
｜Ｘ｜－１＋

λ′
Ｘ ＝１＋

１
｜Ｘ｜－１－

λ′
｜Ｘ｜（｜Ｘ｜－１）

．

图Ｇ有一个度为δ的点ｖ．不失一般性地，假设ｖ∈

Ｙ，则 ∑
ｙ∈Ｙ，ｖ
ｄ（ｙ）≤ （｜Ｙ｜－１）２＋λ′．由引理２的（ｉｉ），有

∑
ｙ∈Ｙ

１
ｄ（ｙ）≥

１
δ＋

｜Ｙ｜－１－λ′
｜Ｙ｜－１ ＋ λ

′
Ｙ ＝１＋

１
δ－

　 λ′
｜Ｙ｜（｜Ｙ｜－１）

．

由１／（｜Ｘ｜－１）≥１／（ｎ－２δ－１），可以得到

Ｒ（Ｇ）≥２＋
１
δ＋

１
ｎ－２δ－１－

λ′
｜Ｙ｜（｜Ｙ｜－１）－

λ′
｜Ｘ｜（｜Ｘ｜－１）

．

考虑函数ｆ（ｔ）＝
１

ｔ（ｔ－１）
，容易验证ｔ＞０时，ｆ″（ｔ）＞

０，因此ｆ是凸的．又由于｜Ｘ｜，｜Ｙ｜≥２δ，｜Ｘ｜＋｜Ｙ｜＝
ｎ．将引理２的（ｉｉｉ）应用到函数ｆ（ｔ），则有

１
｜Ｘ｜（｜Ｘ｜－１）＋

１
｜Ｙ｜（｜Ｙ｜－１）≤

　
１

２δ（２δ－１）＋
１

（ｎ－２δ）（ｎ－２δ－１）
．

又因为λ′≤ξ－１，有

Ｒ （Ｇ）≥２＋
１
δ ＋

１
ｎ－２δ－１－

ξ－１
２δ（２δ－１）－

ξ－１
（ｎ－２δ）（ｎ－２δ－１）＝

２＋

ｎ－２δ－ξ＋１
（ｎ－２δ＋１）（ｎ－２δ）＋

１
δ －

ξ－１
２δ（２δ－１）

．

矛盾．
钻石图就是完 全 图Ｋ４ 去 掉 任 意 一 条 边．类 似 于

引理１有如下结论：
引理３　设Ｇ 是λ′－连通最小度大于等于２且不

含钻石的图，Ｓ＝［Ｘ，Ｙ］是 一 个λ′－割．不 妨 设｜Ｘ｜≤

｜Ｙ｜，存在 一 个 点ｖ∈Ｘ，且ｖ 在 一 个 三 角 形 上，有

｜Ｎ（ｖ）∩Ｙ｜≥２．如果λ′＜ξ，则｜Ｘ｜，｜Ｙ｜≥ξ＋１．
证明类似于引理１．
推论２　设Ｇ 是λ′－连通最小度大于等于２且不

含钻石的图，Ｓ＝［Ｘ，Ｙ］是一个λ′－割．不妨设，｜Ｘ｜≤
｜Ｙ｜，存在 一 个 点ｖ∈Ｘ，且ｖ 在 一 个 三 角 形 上，有

｜Ｎ（ｖ）∩Ｙ｜≥２．如 果ｎ≤２ξ（Ｇ）＋１，则Ｇ 是λ′－最
优的．

定理４　设Ｇ 是λ′－连通最小度大于等于２且不

含钻石的图，Ｓ＝［Ｘ，Ｙ］是 一 个λ′－割．不 妨 设｜Ｘ｜≤
｜Ｙ｜，存在 一 个 点ｖ∈Ｘ，且ｖ 在 一 个 三 角 形 上，有

｜Ｎ（ｖ）∩Ｙ｜≥２．如果

Ｒ （Ｇ）＜２＋
ｎ－２δ－ξ＋２

（ｎ－２δ＋１）（ｎ－２δ）＋
１
δ －

ξ－１
（２δ－２）（２δ－１）

，

则Ｇ 是λ′－最优的．
证明　设Ｇ 不是λ′－最优的，根据引 理３，有｜Ｘ

｜，｜Ｙ｜≥ξ＋１≥２δ－１．进而有

∑
ｙ∈Ｙ
ｄ（ｙ）≤｜Ｙ｜（｜Ｙ｜－１）＋λ′．

由引理２的（ｉｉ），有

∑
ｙ∈Ｙ

１
ｄ（ｙ）≥

｜Ｙ｜－λ′
｜Ｙ｜－１＋

λ′
Ｙ ＝１＋

１
｜Ｙ｜－１－

　 λ′
｜Ｙ｜（｜Ｙ｜－１）

．

图Ｇ 有一个度为δ的点ｖ．不妨设ｖ∈Ｘ．那么有

∑
ｘ∈Ｘ，ｖ
ｄ（ｘ）≤ （｜Ｘ｜－１）２＋λ′，

由引理２的（ｉｉ），得

∑
ｘ∈Ｘ

１
ｄ（ｘ）≥

１
δ ＋

｜Ｘ｜－１－λ′
｜Ｘ｜－１ ＋ λ′

Ｘ ＝

　１＋
１
δ －

λ′
｜Ｘ｜（｜Ｘ｜－１）

．

又因为１／（｜Ｙ｜－１）≥１／（ｎ－２δ），则有

Ｒ （Ｇ）≥２＋
１
δ ＋

１
ｎ－２δ－

λ′
｜Ｙ｜（｜Ｙ｜－１）－

λ′
｜Ｘ｜（｜Ｘ｜－１）

．

考虑函数ｇ（ｔ）＝
１

ｔ（ｔ－１）
，容 易 验 证ｔ＞０时，

ｇ″（ｔ）＞０，所以ｇ是凸函数．因为｜Ｘ｜，｜Ｙ｜≥２δ－
１，｜Ｘ｜＋｜Ｙ｜＝ｎ，应用引理２的（ｉｉｉ），有

１
｜Ｘ｜（｜Ｘ｜－１）＋

１
｜Ｙ｜（｜Ｙ｜－１）≤

　
１

（２δ－２）（２δ－１）＋
１

（ｎ－２δ＋１）（ｎ－２δ）
．
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ｈｔｔｐ：∥ｊｘｍｕ．ｘｍｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

注意到λ′≤ξ－１，则

Ｒ （Ｇ）≥２＋
１
δ＋

１
ｎ－２δ－

ξ－１
（２δ－２）（２δ－１）－

ξ－１
（ｎ－２δ＋１）（ｎ－２δ）＝

２＋

ｎ－２δ－ξ＋２
（ｎ－２δ＋１）（ｎ－２δ）＋

１
δ －

ξ－１
（２δ－２）（２δ－１）

．

矛盾．
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