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摘要：研究了在线性连续奇异摄动系统中奇异摄动小参数的选取方法．提出了一 种 求 该 系 统 稳 定 性 界 的 新 方 法，由 实

例可知这种方法比起原有的方法简便可行．
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１　预备知识

研究电驱动刚性机械臂的控制问题时，经常要用

到奇 异 摄 动 方 法．在 奇 异 摄 动 理 论 中，奇 异 摄 动 小 参

数的选取方法越来越引起广大专家与学者的重视，成

为目前研究的热点．众所周知，在一定条件下，奇异摄

动系统可以 用 相 应 的 降 阶 子 系 统 和 边 界 层 子 系 统 来

逼近，且奇 异 摄 动 小 参 数 能 够 在 某 一 特 定 范 围 内 变

动，则原奇异摄动系统也是稳定的．由此可知，奇异摄

动小参数的选取关系到整个系统的稳定性问题．
奇异摄动小参数的求法主要有时域法和频域法，

这两种方法基于的思想是共同的，即把系统

ｘ·１（ｔ）＝Ａ１１ｘ１（ｔ）＋Ａ１２ｘ２（ｔ），

μｘ
·
２（ｔ）＝Ａ２１ｘ１（ｔ）＋Ａ２２ｘ２（ｔ｛ ）

（１）

分为慢子系统

ｘ·０（ｔ）＝Ａ０ｘ０（ｔ），（Ａ０ ＝Ａ１１－Ａ１２Ａ－１２２Ａ２１）， （２）

和快子系统

ｘ·ｆ（ｔ）＝Ａ２２ｘｆ（ｔ）． （３）

在Ａ２２和Ａ０ 可 逆 的 假 设 下，若 两 个 子 系 统 都 为 稳 定

的，则 原 奇 异 摄 动 系 统 也 是 稳 定 的．因 此 奇 异 摄 动 小

参数的选取是 有 前 提 的，Ｌｉｕ等［１］提 出 了 一 种 新 的 方

法，可以忽略假设条件而求出小参数的 上 界，该 方 法

比以 前 的 几 种 方 法 简 单 易 懂，但 缺 点 是 计 算 量 过 大．
因此，在文献［１］的基础上，本文中进一步提出了一种

新的方法，这种方法不需要假设Ａ２２和Ａ０可逆，进而用

几个例子来说明这种方法可使计算量明显减小．
考虑奇异摄动线性系统，式中

ｘ·１（ｔ）＝Ａ１１ｘ１（ｔ）＋Ａ１２ｘ２（ｔ），

μｘ
·
２（ｔ）＝Ａ２１ｘ１（ｔ）＋Ａ２２ｘ２（ｔ｛ ），

０＜μ１为一实参数，ｘ１ ∈Ｒｎ，ｘ２ ∈Ｒｍ，Ａ１１ ∈Ｒｎ×ｎ，

Ａ１２ ∈Ｒｎ×ｍ，Ａ２１ ∈Ｒｍ×ｎ，Ａ２２ ∈Ｒｍ×ｍ，

奇异摄动系统（１）（下文简称系统（１））在Ａ２２非奇

异的前提下，可 分 解 为 慢 子 系 统（２）和 快 子 系 统（３），
具体分解过程如下：

假定所有的变量包含快和慢两部分，分别以下标

ｆ，ｓ来表示，则

ｘ１（ｔ）＝ｘ１ｓ（ｔ）＋ｘ１ｆ（ｔ），

ｘ２（ｔ）＝ｘ２ｓ（ｔ）＋ｘ２ｆ（ｔ）．
为得到慢子系统，令μ＝０，且把各个 变 量 用 其 慢 部 分

来代替，则得到：

ｘ·１ｓ（ｔ）＝Ａ１１ｘ１ｓ（ｔ）＋Ａ１２ｘ２ｓ（ｔ），

０＝Ａ２１ｘ１ｓ（ｔ）＋Ａ２２ｘ２ｓ（ｔ）．
若Ａ２２是可逆的，则由上式可得：

ｘ２ｓ（ｔ）＝－Ａ－１２２Ａ２１ｘ１ｓ（ｔ）．
把此结果代入上式，可得

ｘ·１ｓ（ｔ）＝Ａ１１ｘ１ｓ（ｔ）－Ａ１２Ａ－１２２Ａ２１ｘ１ｓ（ｔ）＝
　（Ａ１１－Ａ１２Ａ－１２２Ａ２１）ｘ１ｓ（ｔ）＝Ａ０ｘ１ｓ（ｔ）．

此式可以看作奇异摄动系统的慢子系统表达式．这个

慢子系统的得到是建立在Ａ２２可逆的基础上的．
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下面求奇异摄动系统的快子系统．令Ｔ＝ｔｕ
，假定

变量的慢部分在时间尺度Ｔ变化下的变化非常微小，
可以忽略，则由式（１）第１个式子可得

ｘ·１（ｔ）＝ ｄｄｔｘ１
（ｔ）＝ １

μ
ｄ
ｄＴｘ１

（ｔ）＝

　Ａ１１ｘ１（ｔ）＋Ａ１２ｘ２（ｔ），

ｄ
ｄＴｘ１

（ｔ）＝ ｄｄＴ
（ｘ１ｓ（ｔ）＋ｘ１ｆ（ｔ））＝ ｄｄＴ

（ｘ１ｆ（ｔ））＝

　μ（Ａ１１ｘ１（ｔ）－Ａ１２ｘ２（ｔ））≈０．

假定ｄ
ｄＴｘ１ｓ

（ｔ）＝０，再由上式知ｘ１（ｔ）的快部分ｘ１ｆ（ｔ）

近似等于０．由式（１）第二个式子知

μ
ｄ
ｄｔｘ２

（ｔ）＝ ｄ
ｄＴ
（ｘ２ｓ（ｔ）＋ｘ２ｆ（ｔ））＝

　Ａ２１ｘ１ｓ（ｔ）＋Ａ２２（ｘ２ｓ（ｔ）＋ｘ２ｆ（ｔ））．

再由前面的０＝Ａ２１ｘ１ｓ（ｔ）＋Ａ２２ｘ２ｓ（ｔ）以及ｄ
ｄＴｘ２ｓ＝０

知

μ
ｄ
ｄｔｘ２ｆ

（ｔ）＝Ａ２２ｘ２ｆ（ｔ）．

这是系统（１）的快子系统表达式．
定理１［２］　若快慢子 系 统（２）和（３）都 稳 定，则 存

在μ＊＞０使得对任意的μ∈（０，μ＊）整个系统（１）是稳

定的．
定理２［３］　（ｉ）若σ（Ａ０）Ｃ０—，且σ（Ａ２２）Ｃ０—，

则 存在μｓ＞０使得系统（１）对所有的μ∈（０，μｓ）是指

数稳定的，且系统对某些μ≥μｓ 是不稳定的；
（ｉｉ）若降阶子系统和边界层子系统都是完全可控

的，则存在μｃ＞０使得系统（１）对所有μ∈ （０，μｃ）是

完全可控的，并且对μ≥μｃ 系统（１）是不可控的；
（ｉｉｉ）若降 阶 子 系 统 和 边 界 层 子 系 统 都 是 完 全 可

观的，则存在μ０＞０使得系统（１）对所有μ∈（０，μ０）都

是完全可观的，并且对μ≥μｃ系统（１）是不可观的．
若再进一步假 定Ａ０和Ａ２２是 稳 定 的，则 由 定 理１

和定理２可知稳定性界μ＊ 的选取是非常关键的．μ＊

的选取主要 有 时 域 和 频 域 两 类 方 法［４－８］，一 般 都 是 基

于以上思想研究的，主要结论如下：
定理３　考虑系统（１），若σ（Ａ０）Ｃ０－，且σ（Ａ２２）

Ｃ０－，Ｐｓ，Ｐｆ 分别是以下Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

ＡＴｓＰｓ＋ＰｓＡｓ＝－Ｑ８，

ＡＴ２２Ｐｆ＋ＰｆＡ２２ ＝－Ｑｆ
的唯一正定根，其中Ｑｓ，Ｑｆ 是正定矩阵．令

Ｐｆｆ∶＝Ｐｆ（Ａ－１２２Ａ２１Ａ１２）＋（Ａ－１２２Ａ２１Ａ１２）ＴＰｆ＝
　ＰＴｆｆ∈Ｒｍ×ｍ，

Ｐｓｆ∶＝ＰｓＡ１２＋（Ａ－１２２Ａ２１Ａｓ）ＴＰｆ∈Ｒｍ×ｎ．
如果λｍａｘ（Ｐｆｆ＋ＰＴｓｆＱｓＰｓｆ）＞０，且μ∈（０，μ＊），其中

μ＊∶＝
λｍｉｎ（Ｑｆ）

λｍａｘ（Ｐｆｆ＋ＰＴｓｆＱｓＰｓｆ）
，

那么系统（１）是 指 数 稳 定 的．若λｍａｘ（Ｐｆｆ＋ＰＴｆｆＱｓＰｓｆ）≤
０，则系统（１）对所有μ＞０是指数稳定的．

可以 看 出 以 上 思 想 都 是 基 于Ａ２２可 逆 的 前 提 下，
因此这两类方法的共同局限之处在于Ａ２２必须是可逆

的．文献［１］的 方 法 克 服 了Ａ２２可 逆 的 限 制 条 件，不 需

要把原系统分解为两个子系统，直接分析了其稳定性

问题．在文献［１］中，系统（１）写作

ｘ·（ｔ）＝Ａ（μ）ｘ（ｔ）， （４）
其中

Ａ（μ）＝
Ａ１１ Ａ１２

Ａ２１
μ

Ａ２２

熿

燀

燄

燅μ

，

则研究系统（１）的稳定性等价于研究系统（４）的稳定性．
若Ｄ（μ）＝Ａ（μ）Ｉ＋ＩＡ（μ），则Ｄ（μ）＝Ｅｄ＋

１
μ
Ｆｄ，其中

Ｅｄ＝Ａ１ Ｉ＋ＩＡ１，　Ａ１ ＝
Ａ１１ Ａ１２
０［ ］０ ，

Ｆｄ＝Ａ２ Ｉ＋ＩＡ２，　Ａ２ ＝
０ ０
Ａ２１ Ａ［ ］

２２
．

（５）
若λ∈（０，＋∞），ｄｅｔ（λＥｄ＋Ｆｄ）≠０，定义λｍｄ＝

＋∞，否则

λｍｄ＝ｍｉｎ｛λ｜ｄｅｔ（λＥｄ＋Ｆｄ）＝０，λ∈（０，＋∞）｝．
文献［１］的主要结论是：

定理４　令矩阵对（Ｅｄ－Ｆｄ）的最小正实数特征根

为λｍｄ，则有：
（ｉ）若λｍｄ＝＋∞，即对λ∈（０，＋∞），ｄｅｔ（λＥｄ＋

Ｆｄ）≠０，这时μ０∈（０，＋∞），系统（１）不稳定．
（ｉｉ）若０＜λｍｄ＜＋∞，此 时 对μ０∈（０，λｍｄ），若

Ａ（μ０）稳定，则μ＊＝λｍｄ；若Ａ（μ０）不 稳 定，则 对μ∈
（０，λｍｄ），系统（１）不稳定．

本文中介绍的方法不需要把奇异摄动系统分解为

快、慢两个子系统，与文献［１］相比计算量也有明显减小．

２　稳定性界

本节中要用 到 矩 阵ｂｉａｌｎｅｔ乘 积，现 对ｂｉａｌｎｅｔ乘

积介绍如下：
设Ａ，Ｂ∈Ｒｎ×ｎ．令Ｖｎ＝ ｛（ｐ，ｑ）｜ｐ＝２，３，…，ｎ；

ｑ＝１，２，…，ｐ－１｝，显 然Ｖｎ有ｎ
２
（ｎ－１）．记Ｖｎｉ 为Ｖｎ

的第ｉ项．

·８３７·
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Ａ，Ｂ的ｂｉａｌｎｅｔ乘积记为Ａ⊙Ｂ，（Ａ⊙Ｂ）ｉｊ＝ｆ（Ｖｎｉ，

Ｖｎｊ），其中

ｆ（（ｐ，ｑ）；（ｒ，ｓ））＝

　 １２ ｄｅｔ
ａｐｒ ａｐｓ
ｂｑｒ ｂｑ
［ ］

ｓ
＋ｄｅｔ

ｂｐｒ ｂｐｓ
ａｑｒ ａｑ
［ ］烄

烆

烌

烎ｓ
．

记Ａ与其自身的ｂｉａｌｎｅｔ加和为

２Ａ⊙Ｉ＝２ｆ（Ｖｎｉ，Ｖｎｊ）＝２ｆ（（ｐ，ｑ），（ｒ，ｓ））＝

　ｄｅｔ
ａｐｒ ａｐｓ
ｉｑｒ ｉｑ
［ ］

ｓ
＋ｄｅｔ

ｉｐｒ ｉｐｓ
ａｑｒ ａｑ
［ ］

ｓ
＝

　

ａｐｓ／ａｑｒ， ｒ＝ｑ／ｓ＝ｐ，

ａｐｒ／ｑｑｓ， ｒ≠ｐ，ｓ＝ｑ／ｒ＝ｐ，ｓ≠ｑ，

ａｐｐ ＋ａｑｑ，ｒ＝ｐ，ｓ＝ｑ，

０， ｒ≠ｐ≠ｓ≠ｑ

烅

烄

烆 ．
关于ｂｉａｌｎｅｔ加和有如下性质：
引理１　若ｎ阶矩阵Ａ 的特征根为λ１，λ２，…，λｎ，

则Ｇ＝２Ａ⊙Ｉｎ的特征根为１
２ｎ
（ｎ—１）个 值：λｉ＋λｊ（ｉ＝

２，３，…，ｎ；ｊ＝１，２，…，ｉ－１）．
注１　若λｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）为 矩 阵Ａ 的 特 征 值，

则有

（ｉ）ｄｅｔ（Ａ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
λｉ，

（ｉｉ）ｄｅｔ（Ｇ）＝ ∏
ｎ

ｊ＜ｉ＝２

（λｉ＋λｊ），

其中Ｇ＝２Ａ⊙Ｉｎ．对照式（４）中Ａ（μ）＝Ａ１＋
１
μ
Ａ２，其中

Ａ１、Ａ２ 分 别 为 式（５）中 所 示 的Ａ１、Ａ２．再 若Ｇ（μ）＝

Ａ（μ）⊙Ｉ＋Ｉ⊙Ａ（μ），则有Ｇ（μ）＝Ｅｇ＋
１
μ
Ｆｇ，其中

Ｅｇ＝Ａ１⊙Ｉ＋Ｉ⊙Ａ１，

Ｆｇ＝Ａ２⊙Ｉ＋Ｉ⊙Ａ２．
注２　由注１得到：ｄｅｔ（μＡ１＋Ａ２）＝０Ａ（μ）至少

有一个特征值等于０．ｄｅｔ（μＥｇ＋Ｆｇ）＝０Ａ（μ）至少有

一个特征根具有零或正实部．
这表明在这两种情形下系统对μ∈（０，＋∞）总

是不稳定的．
定义１　若 存 在λ∈（０，＋∞），使 得ｄｅｔ（λＥｇ＋

Ｆｇ）＝０，则定义λ１＝ｍｉｎ｛λ｜ｄｅｔ（λＥｇ＋Ｆｇ）＝０，λ∈（０，

＋∞）｝；若不存在λ∈（０，＋∞）使得ｄｅｔ（λＥｇ＋Ｆｇ）＝
０，则 定 义λ１ ＝ ＋ ∞；若 存 在λ∈ （０，＋ ∞）使 得

ｄｅｔ（λＡ１＋Ａ２）＝０，则定义λ２＝ｍｉｎ｛λ｜ｄｅｔ（λＡ１＋Ａ２）＝
０，λ∈ （０，＋ ∞）｝；若 不 存 在λ∈ （０，＋ ∞）使 得

ｄｅｔ（λＡ１＋Ａ２）＝０，则定义λ２＝＋∞．令λｍｇ＝ｍｉｎ｛λ１，

λ２｝．则有以下定理：
定理５　（ｉ）当λｍｇ＝＋∞时，μ０∈（０，＋∞）．

若Ａ（μ０）为稳定的，则μ的上界μ＊＝＋∞，即系

统（１）对μ∈（０，＋∞）是渐近稳定的；
若Ａ（μ０）为 不 稳 定 的，整 个 系 统（１）对μ∈（０，

＋∞）是不稳定的．
（ｉｉ）当０＜λｍｇ＜＋∞时，μ０∈（０，λｍｇ）．
若Ａ（μ０）为稳定的，则μ的上界μ＊＝λｍｇ，即系统

（１）对μ∈（０，λｍｇ）是渐近稳定的；
若Ａ（μ０）为不稳定的，整个系统（１）对μ∈（０，λｍｇ）

是不稳定的．

证明　（ｉ）由 于ｄｅｔ（Ａ（μ））＝ｄｅｔ（Ａ１＋
１
μ
Ａ２）＝

１（ ）μ
ｍ＋ｎ

ｄｅｔ（μＡ１ ＋Ａ２），ｄｅｔ　Ｇ＝ｄｅｔ　Ｅｇ＋
１
μ
Ｆ（ ）ｇ ＝

１（ ）μ
１
２（ｍ＋ｎ）（ｍ＋ｎ＋１）

ｄｅｔ（μＥｇ＋Ｆｇ），所以λｍｇ＝＋∞时，必

有对μ∈（０，＋∞），ｄｅｔ　Ａ≠０，且ｄｅｔ　Ｇ≠０．再 由 注１
可得

λｉ（μ）≠０且λｉ（μ）＋λｊ（μ）≠０，μ∈（０，＋∞），

　ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ，
其中λｉ（μ）（ｉ＝１，２，…，ｎ）是 系 统 矩 阵Ａ（μ）的 特 征

值．由此可知，对μ∈（０，＋∞），Ａ（μ）在 虚 轴 上 无 特

征根．若存在μ０∈（０，＋∞）使得Ａ（μ０）是稳定的，则系

统（１）对μ∈（０，＋∞）是 渐 近 稳 定 的；若 不 然，即 存

在μ１ 使得Ａ（μ１）不是稳定的，则Ａ（μ１）必有存在于复

平面右半平面或存在于虚轴上的特征值．再由前面的

讨论可知，Ａ（μ）有 存 在 于 复 平 面 左 半 平 面 的 特 征 值．
又由于Ａ（μ）的特征值λｉ（μ）是μ的连续函数，所以必

定存在μ２ 在μ０ 与μ１ 之间，使得Ａ（μ２）存在位于虚轴

上的特征根．这与前面的讨论相矛盾．因此系统（１）对

所有的μ∈（０，＋∞）是渐近稳定的．
同理，若μ０∈（０，＋∞），Ａ（μ０）为 不 稳 定 的，则

对μ∈（０，＋∞），系统（１）也不稳定．
（ｉｉ）同理可证．

３　应　用

机械手动力学方程如下：

Ｔ＝Ｍ（θ）ω＋Ｗ（θ，θ）＋Ｇ（θ）， （６）
其中，Ｍ 为ｎ×ｎ正定对称惯性矩阵，Ｗ 为ｎ×１包含

向心力矩和哥氏力矩的向量，Ｇ为ｎ×１的重力力矩向

量，θ∈Ｒｎ×１为关节角位移向量，ω为关节角加速度．
状态方程可写为：

Ｔ＝ＫＴＩ， （７）

ＬｄＩｄｔ＝－ＲＴ－Ｋｂω＋Ｖ
（θ，ω），

·９３７·
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其中，Ｋｂ 为反电势常数矩阵，ＫＴ为转矩常数矩阵，Ｌ为

电枢电感，Ｖ为控制输入电势，Ｉ为电枢电流．
综合式（６）和（７），系统的状态方程可写为

ω
·
＝－Ｍ－１［Ｗ＋Ｇ］＋Ｍ－１（ＫＴＩ）， （８）

在单连杆机械臂（图１）动力学方程中，

Ｔ＝ｍｌ２ω
·
＋ｍｌｇｃｏｓθ， （９）

其中，ｍ 为 连 杆 质 量，ｌ为 其 长 度，θ为 连 杆 与 地 面 夹

角．此时系统的状态方程可记为

θ
·
＝ω，

ω
·
＝－ｇｌｃｏｓθ＋

ＫＴ
ｍｌ２Ｉ

， （１０）

ＬｄＩｄｔ＝－ＲＩ－Ｋｂω＋Ｖ
（θ，ω）．

再令θ１ 为 连 杆 与 竖 直 方 向 的 夹 角，则 有θ＝π２－θ１
，

ｃｏｓθ＝ｓｉｎθ１．假定Ｖ＝０，且θ１＜π６
，则式（１０）可记为

θ
·

１ ＝－ω，

ω
·
＝－ｇｌθ１＋

ＫＴ
ｍｌ２Ｉ

， （１１）

ＬｄＩｄｔ＝－ＲＩ－Ｋｂω＋Ｖ
（θ，ω），

即

θ
·

１

ω
·

ＬＩ

烄

烆

烌

烎
·
＝

０ －１　 ０

－ｇｌ ０ ＫＴ
ｍｌ２

０ －Ｋｂ －

烄

烆

烌

烎Ｒ

θ１
ω
烄

烆

烌

烎Ｉ

，

其中电驱电感Ｌ可看作奇异摄动小参数，研究Ｌ的范

围，使得Ｌ在该 范 围 内 变 动 时 系 统 为 稳 定 的．依 据 定

理５便可得到适当的范围．

图１　单连杆机械臂示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｓｉｎｇｌｅ　ｌｉｎｋ　ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

下面用本 章 提 出 的 方 法 解 文 献［１］中 的 例 题．考

虑系统矩阵为以下２个矩阵的奇异摄动系统．
例１
ｘ·１（ｔ）

εｘ
·
２（ｔ

烄

烆

烌

烎）
＝
１ －２
３ －（ ）４ ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ
烄

烆

烌

烎）
．

解：设

Ａ（ε）＝
　１ －２

－３ε －４
烄

烆

烌

烎ε
，Ａ１ ＝

１ －２
０ 　（ ）０ ，

Ａ２ ＝
０ 　０
３　－（ ）４ ，

则ｅｉｇ（Ａ２，Ａ１）＝０，－∞，因 此λ１＝＋∞．且ｅｉｇ（Ｆｇ，
Ｅｇ）＝４，因 此λ２＝４．这 样ε＊ ＝ ｍｉｎ｛λ１，λ２｝＝４．取

ε０＝１∈ （０，ε＊），则Ａ（ε）＝
１　－２
３　－（ ）４ ．因此ｅｉｇ（Ａ（ε０））＝

－１，－２，当ε０＝１时系统（１）为渐近稳定的．由于系统

（１）对所有ε∈（０，４）都是渐近稳定的，所以ε＊＝４．

例２　

ｘ·１（ｔ）

ｘ·２（ｔ）

εｘ
·
３（ｔ）

εｘ
·
４（ｔ

烄

烆

烌

烎）

＝

－３　４ －３　 ４
０ ２ －１ －２
１　２ －２　 ３
０ ２　 ０ －３

　

ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ）

ｘ３（ｔ）

ｘ４（ｔ

烄

烆

烌

烎）

．

解：

Ａ（ε）＝

－３　４ －３　 ４
０ ２ －１ －２
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

，

Ａ１ ＝

－３　４ －３　 ４
０ ２ －１ －２
１　２ －２　 ３
０ ２　 ０ －３

，

Ａ２ ＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
１　２ －２　 ３
０ ２　 ０ －３

，

则ｅｉｇ（Ａ２，－Ａ１）＝０，０，＋∞，－∞，因此λ１＝＋∞．

Ｅｇ ＝

－１ －１　３ －２ －４　 ０
０ －３　４　 ０ ０ －４
０ ０ ２　 ０ ０ ２
０ ０ ０ －３　 ４ －３
０ ０ ０ ０ ２ －１
０ ０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０

，

Ｆｇ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０
２ －２　 ０ ３　 ０ ０
－１　 ０ －２　 ０ ３　 ０
２　 ０ ０ －３　 ０ ０
０ ０ ０ ０ －３　 ０
０ ０ －２　 １　 ２　－

烄

烆

烌

烎５

，

·０４７·



第５期 王翠玲等：奇异摄动小参数上界的求法

ｈｔｔｐ：∥ｊｘｍｕ．ｘｍｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

ｅｉｇ（Ｅｇ，Ｆｇ）＝４．９４８　０，－２．０５５　５，－１．２５３　８，－０．００００，

０．９８０　３，＋∞，因 此λ２＝０．９８０　３．这 样ε＊＝ｍｉｎ｛λ１，

λ２｝＝０．９８０　３．取ε０＝０．５∈（０，０．９８０　３），则Ａ（ε０）＝
－３　

＝
４ －３　

＝
４

０ ２ －１ －２
２　

＝

４ －４　

＝

６
０ ４　

＝

０ －６

，因此ｅｉｇ（Ａ（ε０））＝－１．０７９　６＋

２．６２６　９ｉ，－１．０７９　６，－２．６２６　９ｉ，－３．５８６　６，－５．２５４　２，

－２，当ε０＝０．５时系统（１）为渐近稳定的．系统（１）对

所有ε∈（０，０．９８０　３）都是渐近稳定的．
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