
旋光效应对 Bi12SiO20晶体中光动量及角动量的影响
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摘 要 从 Maxwell 方程组出发，将与旋光效应相关的二阶非线性电极化作为线性电极化的微扰项，并结

合角谱表示理论，以傍轴高斯光束作为入射光场，研究了光束在具有自然旋光性的 Bi12SiO20晶体中的传播

问题，并分别采用 Minkowski 和 Abraham 两种形式的光动量，得出 Bi12SiO20晶体中的光动量及角动量表达

式。结果表明，旋光性的存在使得晶体中的 Minkowski 动量和 Abraham 动量的比值不再是晶体折射率的平

方。采用 Minkowski 角动量密度形式，可以发现光场与晶体之间的角动量会发生耦合，虽然光场自身的角

动量不守恒，但光场和晶体的总角动量守恒。
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Influence of optical activity on the momentum and angular momentum of

light in Bi12SiO20 crystals
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Abstract Starting from Maxwell’s equations and considering the second order polarization as the perturbation of

linear polarization, we employ the angular spectrum representation method to investigate the propagating behavior

of a fundamental Gaussian light in optical active medium Bi12SiO20 , and utilize Minkowski and Abraham

momentum density to study the effect of optical activity on optical momentum and angular momentum. It is found

that the ratio of Minkowski momentum to Abraham momentum is unequal to the square of refractive index of the

crystal. In the Minkowski picture, due to the angular momentum coupling between light and crystal, the angular

momentum of light field is not conserved while the total angular momentum of light and crystal remains still

conserved.
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1 引 言

介质中光动量的正确形式持续争议了一个多世纪，争议起源于 Minkowski
[1]
和

Abraham
[2]
。多数理论研究表明 Abraham 动量为介质中光子自身的动量，对应于物质的动力

学动量，而 Minkowski 动量对应于物质的正则动量
[3-5]

。对于各向同性透明介质，Minkowski

动量与介质折射率成正比，而 Abraham 动量与介质折射率成反比。近年来，光动量问题被拓

展到新的领域，人们开始研究电磁场在各向异性介质、介电响应更复杂的介质中的能量、动

量、角动量，辐射压力等问题。Antonoyiannakis 和 Pendry
[6]
通过麦克斯韦应力张量的面积

分来确定 GaP 小球组成的三维光子晶体中的光力，发现光对相邻 GaP 小球产生的是吸引力还

是排斥力取决于光的频率。从经典麦克斯韦方程组出发，Mansuripur 采用新形式的洛伦兹

力研究介质中的光动量，提出光动量为 Abraham 和 Minkowski 动量之和的平均
[7]
，并将其推

广应用于分析色散介质
[8]
、磁性介质

[9]
，具有亚波长结构介质中的光动量问题

[10]
。在考虑色

散和吸收的条件下，Kemp[11]等人研究了电磁场在相对介电常数 r 和相对磁导率 r 同时为负值

的左手介质中的能量、动量，辐射压力，发现电磁场的动量密度和能流密度在无吸收的左手

介质中方向相反，而在有吸收的左手介质中二者方向可能相同也可能相反，取决于电磁场的

频率。Feigel
[12]

利用Blount和Nelson的经典场理论方法来研究量子真空对磁电介质的作用，

预言了类似于 Casimir 力的现象。李东华等人
[13]

分析了透明介质平板在高斯光束照射下的受

力情况，由动量守恒定理推导得出透明介质平板的受力表达式。此外，Ciattoni
[14,15]

采用角

谱表示方法研究了光在单轴晶体中传播时的角动量特性，将晶体中光的角动量分为自旋角动

量和轨道角动量
[16]

两部分，发现晶体中光场的自旋-轨道角动量会发生耦合，沿光轴方向上

晶体与光场的角动量各自守恒。之后，卢仙聪等人将角谱表示方法推广应用于分析光在双轴

晶体中的角动量特性
[17]

，发现在双轴晶体中光的自旋-轨道角动量同样发生耦合，但不同于

单轴晶体，双轴晶体和光场之间角动量发生传递，因此晶体中光场自身的角动量不守恒。

硅酸铋晶体 Bi12SiO20（BSO）是一种各向同性的自然旋光晶体，线偏振光在其间传播时

偏振面会发生旋转，该现象被称为旋光效应
[18]

，与电极化率的空间色散相关
[19]

。已有文献采

用不同理论分析了光在旋光晶体中的传播
[20,21]

，但目前为止还没有相关文献研究旋光效应对



光动量、角动量的具体影响。本文从 Maxwell 方程组出发，结合平面波角谱表示方法[14,16,22]，

采用三阶赝张量  2
jkl 描述晶体的旋光效应

[21,23]
，分析了傍轴高斯光束在 BSO 晶体中的传播行

为，并就旋光性对晶体中的光动量及角动量特性的影响进行了定量分析。

2 理论

2.1 傍轴高斯光束在 BSO 晶体中的光电场和光动量

从 Maxwell 方程组出发，可以推导得出光在介质中的传播方程[13,17,24]：

 22 2 2
0 0( ) [ ( )] ( ) ( )k        E r E r ε E r P r , (1)

其中 ε为相对介电张量， 0 为真空中磁导率， 为光的圆频率， 0 2k   为真空中光波数，

( )E r 为光电场矢量，  2 ( )P r 为二阶非线性电极化强度。本文只考虑与旋光性相关的非线性

电极化强度
[19]    2 2

02j jkl l kP E   ，其中与旋光性相关的三阶赝张量
[19,23]

为  2

0 02
jkm ml

jkl

g
n k


   ， jkm

和 mlg 分别为 Levi-Civita 张量和旋光张量。BSO 晶体的  2
jkl 可以如下表示：
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, (2)

考虑一束光沿着 z轴传播，入射到 BSO 晶体中的情形。利用平面波角谱表示方法可以将光电

场表示为傅里叶积分形式
[17,22]

：

2( , ) exp( ) ( , )z d i z     E r k k r E k 。 (3)

将式（3）代入到传播方程式（1）当中，忽略反向传播的光波影响可以推导出：
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c c
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忽略与三阶赝张量元  2
xyz 有关的高阶小量，结合傍轴近似可得  2

1,2 i k     ,其中

2 2
0 0k n  ，  22

0 xyzk  。式（4）中的 1 6c c 可以如下表示：
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上述的 1P 和 2P 矩阵为:
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以左旋圆偏振傍轴高斯光束为入射光，初始光电场为   2 2
0( ,0) exp / 2E r s   


+E r e ，其中

s为光束的束腰半径， (1 2)( )x yi  
  e e e 表示光束的偏振态为左旋圆偏振。对初始光电场

作傅里叶变换可得初始条件       2 2 2
00 2 exp 2E s k s  


+E e 。在坐标表象中，横向坐标矢

量为 (cos sin )x yr    
 r e e ；在动量表象中，横向波矢为 (cos sin )x yk    

 k e e [26]
。进一步

可推导得傍轴高斯光束在 BSO 晶体中的光电场为：
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其中  2 2s z s iz   ，  2 2
0xyz k z  。若晶体的  2 0xyz  ，即 0  ，则 ( , , ) 0E r z  ，左旋圆

偏振高斯光束在晶体中传播时仍然只有左旋圆偏振分量；若晶体的  2 0xyz  ，则 ( , , ) 0E r z  ，



图1 BSO晶体中光电场的振幅和相位分布。 (a1-a3)在z=0μm平面上 E , E 和 zE 的振幅分布；(b1-b3)在

z=3000μm平面上 E , E 和 zE 的振幅分布；(c1-c3)在z=3000μm平面上 E , E 和 zE 的相位分布

Fig. 1 Plot of amplitude and phase of electric field in BSO crystals for (a1-a3) amplitudes of E , E and zE on

the plane of z=0μm; (b1-b3) amplitudes of E , E and zE on the plane of z=3000μm. (c1-c3) phase of

E , E and zE on the plane of z=3000μm.

此时晶体中出现了 E 右旋圆偏振分量，且从（9）式可以看出 E 分量携带 2 的轨道角动量，

说明晶体中光场的自旋-轨道角动量发生了耦合。从式（8-10）可以看出左旋圆偏振傍轴高

斯光束在 BSO 晶体中的传播特性和在 BGO 晶体中的传播特性非常类似
[24]
。

本文以波长 0.633 m  的光为入射光，光束束腰设为 s=1μm，BSO 晶体
[27]

的折射率为

0 2.54n  ，晶体的三阶赝张量元  2 123.897 10xyz m V   。图 1 为 BSO 晶体中光电场的振幅和

相位分布。从图 1c(2)、c(3)相位图中可以看出 E 、 zE 分量分别携带 2 、的轨道角动量。

在推导出 BSO 晶体中光电场的基础上，可以研究晶体的旋光性对于晶体中光动量的影



图 2 动量密度 A
jg 、 M

jg 及 jg 在 z=3000μm 面上的分布。(a1-a3)Abraham 动量密度 A
jg ；(b1-b3)Minkowski

动量密度 M
jg ；(c1-c3) jg

Fig. 2 Plot of momentum density A
jg , M

jg and jg on the plane of z=3000μm for (a1-a3)Abraham momentum

density A
jg ; (b1-b3) Minkowski momentum density M

jg ; (c1-c3) jg

响。我们分别采用Minkowski光动量密度 M  g D B和 Abraham光动量密度 2

1
A c
 g E H 两

种形式。BSO 晶体中电位移矢量为  2D E P     ，磁感应强度为 j jkl k l
iB E


   ,磁场强

度为
0

j jkl k l
iH E

 
   。结合前面推导出的 BSO 晶体中的光电场式（8-10），可得

 0 Im *
2

A
j jkl k lmn m ng E E


 


     , (11)

2
0

M A
j j jg n g g   , (12)



     20 Im *j xyz jkl kmn m n lpq p qg E E

   


     。 (13)

上式中 A
jg 、 M

jg 为代表 Abraham 和 Minkowski 动量密度的各个分量。

对于不具有旋光性的晶体，即  2 0xyz  ，由式（11-13）可知晶体中两种形式的动量密度

之间满足 2
0M Ang g ，即 Minkowski 动量密度与 Abraham 动量密度的比值为晶体折射率 0n 的

平方；而对于具有旋光性的晶体，即  2 0xyz  ，Minkowski 动量密度中增加了一项与旋光性相

关的动量密度 g，该项的出现使 2
0M Ang g 。由于 BSO 晶体的旋光性(  2 0xyz  )会影响到晶体

中的光电场，因此旋光性对于 Abraham 动量密度和 Minkowski 动量密度均有影响。图 2 画出

了Abraham动量密度和Minkowski动量密度及 jg 在z=3000μm面上的分布。值得注意的是，

Abraham 动量密度和 Minkowski 动量密度的横向分量，即 A
xg 、 A

yg 、 M
xg 、 M

yg 的积分值为零，

纵向分量 A
zg 和 M

zg 的体积分即为 BSO 晶体中的总光动量，Abraham 动量 A A
z zV
P g dV  ，

Minkowski 动量 M M
z zV
P g dV  ，总动量沿传播方向 z 轴正方向。 jg 的横向分量 xg 和 yg 的

积分结果也均为零，纵向分量 zg 的积分记为 z zV
P g dV   。旋光效应的存在导致

Minkowski 动量 M
zP 和 Abraham 动量 A

zP 的比值不再是晶体折射率 0n 的平方，而是满足

2
0

M A
z z zP n P P   。

2.2 傍轴高斯光束在 BSO 晶体中的角动量

我们已经推导出 BSO 晶体中的光动量，在此基础上可以研究光在 BSO 晶体中的角动量特

性。将位置矢量 r 叉乘上动量密度矢量可以得到相应的角动量密度矢量
[28]

：

( )M   j r D B ， (14)

2

1 ( )A c
  j r E H 。 (15)

Mj 为Minkowski角动量密度， Aj 为 Abraham 角动量密度。将 Minkowski 和 Abraham 动量密

度代入式（14）和式（15），即可得高斯光束在 BSO 晶体中的角动量密度。



图 3 角动量密度 j 及 g的各个分量在 z=3000μm平面上的分布。 (a1-a3)Abraham角动量密度 Aj 的各个分

量； （b1-b3）Minkowski 角动量密度 Mj 的各个分量；（c1-c3） g的各个分量

Fig. 3 Plot of angular momentum density j and g on the plane of z=3000μm: (a1-a3)Abraham angular

momentum density Aj ; (b1-b3) Minkowski angular momentum density Mj ; (c1-c3) g

从Maxwell方程组出发可以推导得出[15]：

     
V V V

d dV dV dV
dt

             r D B r E D D E r H B B H ， (16)

        E D D E H B B H T ， (17)

其中T 为介质中电磁场动量流密度张量，本文采用麦克斯韦和亥维赛提出的不对称形式

   1 1
2 2

M
ij i j ij i j ijT E D H B      E D H B 。将式（16）改写为[15,17]：

f

V

d
dS dV

dt 
  

L
Fn g , (18)



其中 V 为晶体体积，S 为包围体积 V 的表面， x x y y z zn n n  
  n e e e 是垂直表面 S 向外指出的

单位矢量， ( )f V
dV  L r D B 为体积 V 内 Minkowsk 形式的电磁场总角动量， F 为角动量

流密度张量，当对 g的体积分为零时式（18）为角动量流的连续性方程。可以推导得 BSO

晶体中 g：

   2
0 Re *j xyz jkl k lmn m ng E E        。 (19)

图 3画出了两种形式的角动量密度 Aj 和 Mj 及 g在 z=3000μm面上的分布。两种角动量密

度的横向分量 A
xj 、 A

yj 、 M
xj ， M

yj 的积分结果均为 0，因此总角动量也是沿传播方向 z轴正方

向。同样地， g的横向分量 xg 、 yg 的积分也均为零。

将 BSO晶体的厚度记为 Z，晶体的出射端面可以分为 z Z  和 z Z  内外两面，式（18）

对时间求平均可以改写为[17]：

   0fz
zV

dL
Z g dV

dt
      ， (20)

  ( , , )zzS
z F z t dS   r 表示对时间求平均后流过任意 z 平面的角动量流，角动量流在晶体

出射端的内外表面上是连续的，即      Z Z Z      。对时间求平均得 0fzdL
dt

 ，即

光场和晶体的总角动量守恒。对 zg 的积分 0zV
g dV  ，说明傍轴高斯光场与 BSO 晶体之间

的角动量发生耦合，  c zV
J z g dV  为光场传递给 BSO 晶体的角动量，因此光场自身的角

动量并不守恒。

3 结 论

基于 Bi12SiO20晶体研究了高斯光束在旋光晶体中的旋光现象。采用角谱理论推导得出左

旋圆偏振傍轴高斯光束在晶体中的光电场表达式；在此基础上，采用 Minkowski 和 Abraham



两种动量形式研究了旋光效应的存在对 BSO 晶体中光动量和角动量的影响。考虑旋光性后的

Minkowski 动量中包含一项与三阶赝张量  2
jkl 相联系的动量 zP ，该项的存在使得 Minkowski

动量 M
zP 和Abraham动量 A

zP 的比值不再是晶体折射率 0n 的平方，而是满足 2
0

M A
z z zP n P P   这

一关系式。采用麦克斯韦和亥维赛提出的电磁场动量流密度张量和 Minkowski 形式的动量，

分析了 BSO 晶体中的角动量流，发现光场和 BSO 晶体的总角动量守恒，但光场与 BSO 晶体之

间角动量发生耦合，  c zV
J z g dV  为光场传递给晶体的角动量。
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