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On　the　Gravitational　Perturbation
　　　　　　　for　the　Dirac　E｝ectron

By　Hideo　Yamamoto

CI〈eceived　April　25，　1939）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　’XV’e　studied，　by　me，rtns　of　the　generalizecl　wt’tve　eqtiations　in　the　tensor　ferms，

a　quantum　gravitational　problern　which　mifght　be　reducecl　to　a　perturbation　problein

1’or　the　stationary　state　of　the　Dirac　elcctron．

Introduction

　　　　In　a　previous　paper，i　we　obtained　the　g’enerallzecl　xvave　equations

for　the　Dirac　electron’ 浮唐奄獅〟@the　tensor　ca／cultis　which　was　fckmiliar　to

us　ip　the　relativity　theory　o／f　gravitic　ti．on．　Since　there　can　be　no

introdRced　spin　ma“’ix　operators　in　the　tensor　forniulations　cfts　in　the

splnor　ones，　it　seemed　clifilcult　to　descrlbe　the　spinning　electron　by

the　tensor　’formula．　XVe　showed，L’　however，　that　the　spin　momentum

could　be　intt’ocluced　in　the　tensor　formulations　as・　operators　o£　infinitesi－

inal　rotations　of　vectors　of　the　wave　fie！d，　ancl　concltided　therefore・，　that

the　spinor　formulati，ons　are　not　necessarily　rec］uired　for　clescrlption　o£

the　spinning　electron．

　　　　One　of　the　advantages　of　our　tensor　formulation　was　that　the

forn）ulation　enabled　us　to　make　geometrical　consicleration　for　the　wave

fields　of　the　electron　without　use　of　auxiliary　spaces　；　in　the　previous

paper，　we　developed　a　scheme　of　world　geoinetry　which　dcscribed　tlte

physicd’1　worlcl　consisting　of　spcxce，　time　and　electron．

　　　　By　the　generalized　wtwe．　equations　one　may　．study　somo　behavi－

ours　o£　the　electroR　in　the　g’ifavitational　fiel．d，　for，　accordi，Bg　to　the

i‘elativlty　theory　of　gravltation，　one　can　identify　the　Riemannian　mq－

trical　tensors　with　the　gravitational　poteritials．　Some　authors，3　using

the　generalized　wavc　equations　iR　the　spinor　forms，　have　al．ready　in一
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vestigc’tte．cl　these　q・uantum　g’raVltational’　problems　from　the　standpoint

of　the　cosmology．

　　　　In　the　pr6sent　paper，　xxre　have　studied　by　means　of　our　tensor　for－

mulations　．　a　simple　quantum　gi’avitational　problem　which　might　be

reclucecl　to　the　perturbation　problem　for　the　stationary　state　of　the

Dirac　e，lectron．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．　Perturbation　Theory

　　　　Before　proceecling’　to　the　problem　of　the　electron　in　the　gravita－

tional　field，　w・e　shall　briefly　describe　the　perturbation　theory　by　means

o£　the　tensor　formulations．　！
　　　　A．c．corcli．ng　to　our　tensor　formulations，　the　generalizecl　wave　equa－

tions　for　the　Dirac　e1ectron　are　glven　by

　　　　　　　　　　　lノ？そ・伽’毒・・）ψλv＋〃・c・9・・7・一・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．1）

　　　　　　　　　　　1酬・・＋輪・・）ψ第＋〃・ψλv一・・

x・vhere

　　　　　　　　　　ノ。。、、＝1（轟齢．＋ぎ。λ幽一8b漁λ＋E。z、の∴

　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　bcrox：　fundamental　tensor　o£　iT｝etric，

　　　　　　　　　　　Eazxv　＝z：i／＝llt；r　eozxv，i

　　　　　　　　　　　　　・．cr：　determinE　llt　o£・．crox，

　　　　　　　　　　」．一’“oziv：　coeflicient　of　determinant，

　　　　　　　　　　　　a．　：　symbol　・for　covcariant　cli．fferenti．ation，

　　　　　　　　　　　　・90　：　electl’o－mclttnetic　foul’一pote．11tiEL］．

In　the　case　of　the　special　relativi’ty　where　the　tensor　．crox　is　g“i　ven　by

　　　　　　　　　　　　　　　　－I

　　　　　　　　　　tg”ox＝：（　一1－1　」，　be’＝一1，　’　（1．2）

　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　五

we　can　reduce，，　a＄　i．n　the　previous　pap，　er，　’tl｝e　equations　（i，i）　to　the

　　　　　　　　　　一z・i・7env　1（ムr五ゴの五7・σ瓢・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　c　！　（i．r））
　　　　　　　　　　1’im　G‘　＋　一一L（ff，　＋　Ly”＋　eg）　E｝’＃Fi　＝　o．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　c

where

　　　　　　　　　　翻7潮　　．（ゆ



　　　　　　　0／Ithe　6’ravitational　I）8rtu7batibnノ“oγtlze　1）irac　Electron　　　227

　　　　　　　　　　／ソ＝ニヴ＋22：ヨ≦gt　S，，．θ％；ψ♂一2五≦ψぶ㌔　　　　　　　　　．（1・5）

NVe　denote　by　．2（；’i（n），　Gi（n）　the　xvave　functions　xvhich　belong　to　the

el．／　ers，y　statc　fZ（n）．　rl’hen　xve　1｝ax・，c

　　　　　　　　　　P控贋・・）一1（ムー双〃）一切疎。’（・・）＝・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c　・　！（L6．）
　　　　　　　　　　ノ・i’…GS（〃）＋1（ム超（・・）坤）疎汐‘（〃）・・，

　　　　Shnil．arly，　the　conjugate　c｝．quati．ons　for　the　state　，Zi）’（n’）　are　wyitt（．）n

　　　　　　－2π）1”1．17…（ノ〆）一　1（E．」O一／t（ノ〆）一　eSク＞Z菰σ㎎（ク〆）＝o，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c　　．一　　　囁　（1．6。）
　　　　　　一！），t，tGP｝．（1〆）十　1（ノ翁，十／1（ノ〆）十6～o）熟覧、”〃（ノ〆）＝・一・O．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c

　　　　盛fultiP釜ying　the五rst　ecluEtti∫）n　of（1．6a）through　by　δi，，、（ノ〆）aRd　t｝i（き

s．econd　througla，　by　！7；1，（’n’），　｛tnd　the　first　equation　o£　（i．6i，）　throug’h　by

6i｛（7i）　and　then　seconcl　throu．gl．i　］）y　．tZ｝（7i）　and．　tl’ien　addinsr　them　all，

we　get
　　　　　　　　　ア7’てσ，。（〃）ア’（〃）＋！7，、（〃’）ぴ（〃））

　　　　　　　　　　　　　　＋（E（”．）　一　ff（…ノ））（燦。，、、（ノノ）σ（〃）

　　　　　　　　　　　　　　＋班君，、（　　ノ71）7’（〃））＝＝・。　　　　　（｛．7）

　　　　”SLVith　the　help　of　（i．4），　xAvrc　can　brkig　tiie　first　terni　oti　（i．7）　i　nto

tihe　follow．ing　（livcergent　form　：

　　　　　　　　　　、貌∂。溜も凧（，ノ）湘）砥（，ノ）θ・（。））

　　　　　　　　　　　　z　δ儲1

0f　which　volume　integral　for　tl｝e　whole　space　vanishe．s．

　　　　Hence，　we　have

　　　　　　　　　伽）一驚）∫∬幽硫（・・）殉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋班歪；，、．（〃’）Fi（〃））ぬ瓢・．　（L8）

　・　X・iL7・　’e　no　Nv　xvri　te

　　　　　　　　　砲〃）一∬似硫（・・）殉砿（・・）”鵬’（1…s）

then　we　havc

　　　　　　　　　ゑくアノ，〃）＝：・　when”中ノ〆．　　　　　（1．9，，）

In　this　way　we　inay　clefine　the　orthogonality　of　the　fielci　’functions．

　　　　It．has　been　shown　in　the　previous　paper，i　that　the　tensor　clefinecl　by

　　　　　　　　　ノ『μv二¢賑ψXv十　1ノ〆σ竿v♂。ψて，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

satisfies　the　conservatioR　theorein．：　namely

　　　　　　　　　F，ノP’・・o．



曳
．

8つ響2 Ilideo・’　Yamamoto

Using　the　vcctorsノμandゲde君hed’by（L5），　we　have

　　　　　　　　　／1・一診［（¢鵡）（G’Mう艦一脈・）（σ一町

which　正）y　the　relation

　　　　　　　　　初・鑑oF五暫‘o。、．

becomes

　　　　　　　　　　＝：王E｝・・（o。、σ＋瓦詔う．

　　　　　　　　　　　　　4

We　thus　obtain

　　　　　　　　　　　l恥の一∫∬ノ’1・1（・ノ・肋・　　．（…）

Wc　shall　next　consicler　the　’pe．rturbcd　wave　cquモ、tions　wliich　may　be

given　by　th6’　expression

　　　　　　　　　　君・・引一1（β，一　E一　・g）瑠・6‘算γぶ・1（解），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　c　　　　　　　　　　　　　　（・．・・）

　　　　　　　　　　Plη・σ＋1（Eo十bAt十cg）E｝’tf・’t＝r7”・（解，），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　6

whcrc　5▼t’t（F，のand　Tnt（ノ弓G）fnean宅he　Syste沁s　of　functlQns　of　u「ci，

ぴandγis　a　perturbation　parameter　which　we　ca黛assume　as　a　sma琵

q縦antlty．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　め　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぞ
　　　　A．s　thc　usual　pertturbation　theory，　we　denote　by　1要，刃♂and　6t

Uiipcrturbed　solut圭ons　and　put　　　、．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E訟Eω＋γε，

　　　　　　　　　　ノ71x2孝■1（71）十γZbl，

　　　　　　　　　　6ソ＝＝《ゴ♂（71）一ト7’”vi，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．12）

i．nt．o　the　equa，tions　o£（i．il）．　　Neglecting　the　tcrmsγ2　and　using　tho

rolat．ions　o£（L2）for　the　lmp（｝Jr’tvar1）ed　ftmctions，　we　hav（1

　　　　　　　　　　■・・｝・．・〆一1（　　　　　　ゆムーπ＠）一、C9）E’ib　”，ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　c

　　　　　　　　　　　　　　　郭1’・（・・）一ε躍6’（・・），．．t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6

　　　　　　　　　　ア2”》＋’｛（fi。＋A一（〃）＋・の班・ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘，

　　　　　　　　　　　　　　　＝プ’？’て・・）一ε町声（・・），

whcreぷ7’‘（’ll）a1｝dブ’η，（〃）mean］respectivcly・9

ご（ク∂）．

　　　　ム41ult量P至yh19　the　且rsむEtnd

　　　　　　　　　　　ズ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア
through　by　G．、（ク〆）and　．7；；n（7〆），

（［．i3）

　　　　　　　　　　　7）1・（．戸（7ノ），6’（ブz））aれdプ’）’．（”（ノz），

die　second　equat｛ons　（i．i8）　respectively

　anci　then　aclding，　we　fincl
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　　　　　　　　　　　／）1η饗6㌦（ノ〆）～〆十ノ㌦（ア〆）7ve｝

　　　　　　　　　　　　　　　一　U．1｛／）7・・tSm（ノ〆）一　1（Eo十rt＠）十♂のE7角、（ノ〆）｝

　　　　　　　　　　　　　　　一7ノ｛1）｝・’・元、、（ノ〆）十　1（．瑞一オ＠）一’～ク）万7（到，、＠ノ）｝

　　　　　　　　　　　　　瓢∂，、、（　　ノ71）ぷ7’霧＠）十7毎．，．（ア〆）プ”て〃）

　　　　　　　　　　　　　　　一　εE顧δ。、（　　ノ71）6～＠）十死帰（7〆〉戸」（クの）．　　　（1．14）

　　　　Since　tha　first　term　of　tl｝e　le．ft－hac　n．ct　side　¢an　．be　broug’ht　to　一t

clivergent　form，　its　volzime　inte・．ogral　vanishes．　ln　daal．ing．’　xv．ith　the

seconcl　ancl　the　t．hird．　terms　wo　use　tlic　eqzn，　tions　of　〈’i．6b）．　XVe　thut

ai＝ive　・at　the　reiati，on

　　　　　　　　　　　　l∬∫（11”（・・）訪＠・）（・t．・・珊鳳（…）＋日溜～鑑（・・’）卿

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝『ノ＞Fてノ〆，7！）一一Zli〈ゾ〆，ノz），　　　　　　　　　　　　　　　　　（正．15）

in　which　we　denote
　　　　　　　　　　　卿・，・・）一∬∫（ご，，、（ア〆）飾）＋胤（〃・）殉）t・r・’・（・・16）

　　　　XV．hen　7it　＝7z，　th　e　］eft－hancl　side　of　（i．iLs）　vanlshes　ancl　xve　get

　　　　　　・一顧吻一∬∫（Gm（n）幽（・・）孤ω弛（舳　　（1．．17）

　　　　　　ビ　E（ノZ・’”）　∫∬班（鵜（・・）6’（・・）＋鳳（・・）声（・・））・k，’

xvhicln　is　the　first　ordci／　peri　tg：bE　ti．on　ene．・rgy．　．

　　　　We　can　also　cleteirmine．　the　perturbation　fuRctio．n　2t．i　and　Tvi　by　a

pi：oceclurc　si．milar　to　tl’iat　of　the　usuai　perturbation　£lteory；　tkey　are

xvritten
　　　　　　　　　　　・〆二Σ（　　　　　Pt’‘＠’）〃ノ（ア〆，クζ）踊’（7・）一ノ契クノ））双ア〆，フ〆）／d

　　　　　　　　　》一郭（　　　　　　G”（プ〆）レκ（7〆，クz．）　ゆ　　　　　　　　　　セ　　　　リπ＠）一．酌の）飾〆，ク・’）／c　．　い）

　　　　　　　　　　　　　　　7t

　　　　　　　　　　2．．Wave　Equat｛ons　in出e　Gravitational　Field

　　　　Accorciing’　to　the　relativky　thc　ory　of　gravitation，　th　q　line　element

for　a　static　gravitic　ti．onal　field　with　tlie　．spherical　symnietry，　is　given　by

the　expression

　　　　　暁、≒ψ（（dxi）i’　＋・　（tlx”“）：）綱：））÷（1一・γψ）（d・・“）2・（・・）

．i1・wh三・h〈P　i・．・ful・cti・1・・£・r／（め2＋（め2＋（め2・・dγi・・p・・a－

3neter　xviiich　xvc　cftc，n．　arbit．ravily　introduce．
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　　　　NNTe　now　asg．　ume　that　the　gravitational　field　is　so　weal〈　that　the

square　of　r　may　be　neglectect．　ln　such　a　case，　the　metri．oal　tensors

may　li）c　wiritten　iii｛　the　forms

　　　　　　　　　　bO’m＝一bO’t・L，　”g33　i一（1　一1－2r（P），　．e’4，t＝　（1－2r（1）），　’

　　　　　　　　　　．g’i’t＝’．cree＝＝．g’i3＝一　一（i　一一r　27’〈P），　，g’44：；一：一・（i　一i－2rd7），　．？　（2．2）

　　　　　　　　　　　　　　1／一8・二1十2γψ。

which　with　the　help　of　’the　quantity　E，K’　defined　by　（T．4），　may　also　be

expressed　by
　　　　　　　　　　．o’一，，＝：h‘g”一，．．（Ag，一2r（PZIg，），　．o’Y’＝．4f”（／1｝＋・2rca．ZTI），．　，，　（2．3）

x・vhera　，g”・v．ct　and　，s’；”ct　inean　the　inetrical，　tensors　gi　ven　by　（i．．2）．

　　　　In　the　case　wlneR　nietr／ical　tensoirs　are　those　g．i．ven．　in　（2．r）），　x・ye　can

reduc．e，　by　proccd“re　s，　i．niilar　to　tl］at　x・vhi．ch　xvas　used　in　the　pirevious

　　　　　　　　　　　　　　　．P就Per，

’“／rhi．ch，

9イ　＝：90，

o．　tllr　equatiolls　（T．1）

　　　　4為ノ？そλ、（馬＋1［

　　　　　　1

　　　　　　参ノ睾λ・（F証〆

iik　the　case　c　f　・th　e．

CEI．11

　　　　44＿重ノ轡λ1

　　　　　　1　fe．．1

　　　　　　　　　　＋斗ξ∫

　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　2左．9Aノ・訟監

　　　　　　1．　lti・磯

　　　　　　　　　　＋，ζ∫

　　　　　　　　　　　　　　1．

　　　CL‘x　may　be

furthe．r　be　broug．’ht　tc，〉

　　　　　　　　　　　∂・stix＋停＋iiの班ψ勃

　　　　　　　　　　　　　鶉驚。グ＋2ク〃6グ幽、：・．

　　　　　　　　　　given　by　the　e：　pression

！▼x．　＝　一？・（∂σψ・ノ礎÷∂τψ・ノ堵一．∂αψ・ノαぽ℃34墓）

　　　　　andl　n　ettle．　cti　n．o．’　the　h，igher　poxxreirs　of

　　　to　the　fo．　irms

　　　湯ψのψ沁篤＋〃〃ψ』・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2　．！1・）

　　　　thyb．）g6’”　十　7ncsbX’i　＝＝　c　，

　　　加

　　　　statical．　p．　robl　ctm　whc　re　gt　＝　g7L，　＝＝　Se3　＝”　O

死病1＋・（与liの驚ψ・

　　肥λ1（1「溢ψ竿4十r友ψλτ）十〃ビψ多瓢0，

　　　　　　rl；”　．　’x　．　〉（2・S）

atTi　cl

in　which
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　（2．6）

　　　　U．sin9（2．6）　　　　　　　　　　田　　　　　．　　　　　　　　　　7，　we　filncl　the

relati．ons

　　　　　　　　　　．／鰭λ4∫唐てψ㌣離一2γψσノ響唱ψμ

　　　　　　　　　　刀、，嬬ψ・島3／臨が等。、嬬グ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝一　1γψσカ？そ、，、fψ・・itl　　　　　　　　　　　　＝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　ロ

Wher・ノ㌦a1・（！ノ螺、　me・m　th・t　tl・ey・・e・・nStruCtCd　With幽く・．

　　　　U窃ng　£hese　rel　，ations，、ve　can　brin9・the　◎quaも量ons　of　（2．5）　to田th（＞

fOlrlllS
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　　　　　・縞ノ漁ψ・＋・（F÷のE“f・　gt・・

　　　　　　　　　　　一4’準γψσ（2．ノx：？x、．一ノ控λ，）s／bA－1＋クノπψ％篇。，

　　　　　・縞刀・玄姻鯵）礎　（2’7）．

　　　　　　　　　　　’一一4L／／’（I」o　f！－i？4　gt”＋27nt；（i－2r（P）sbX’‘　＝o．

　　　　　　　　　　　　　　　z

　　　　For　the　sake　of　conveni．ence，　we　introduce　the　followi．n．（，，r，　quanti．一’

ti　es　：

　　　　　　　　　繊＝撒，郷ご瀞：｝．．　（…）

Nvhicli，　if　the　hig’heir　poxve．rs　of　？’　are　neglectecl，　satisfy　the　t’ollow・in．cr，．

i；elations　of　orthogonality

，　oX，，o“．Y’＝，g；，．，．　o“，，．o“’1，＝，．o“，，．　．　（2．（）

　　　With　the　he1P・f　t1…eq…n瞳・，　we　c・1・ea・刊．y行ndtl演・・m・1a・

　　　　　　　　　、毫隅イ∂、。ψ・』（1　一27’　（P）δ蹴δ1、ψ・・

　　　　　　　　　　　’1・　，e’ew1．

　　　　　　　　　　　　　　　＋、γ孕δ畝万を1、r、・6・．、ψ・・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

where　we　denote
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　奪
　　　　　　　　　ア名＿、．娩ノ篤、∂，．

　　　　　　　　　　　　　　　　z　5輝1

　　　Similarly

　　　　　　　　　　　ji　’S’1　T，o．X　．）　．rx－r一　A一．thX．；．X　n．1　n“・L’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s

　　　　　2．Σノ．7．．a∂，。ψx＝（1－2γψ）・、・ρん。．。ψx

　　　　　　　z　tV’一1

　　　　　　　　　　　＋，γ4δ　i・ψ，礁δ乳ψ・．

　　　　　　　　　　　　　　　　メ

APP1蜘g　the・・f…囲・・’ 煤E（・．7），　w・・bt・｛・

・（・一・γψ）・蹴ψM＋・（4－t一，，）E柴ψλ4

　　　　叫与ψ。跳ご潔δ1、ψ・’・　一’ト，卿・一。，

　　　　　　　　ノ

（1　一　2？・　rp）δ1・P訊ψ《穿†宛ψ・

　　　　一，ξ。ψ，礁δ蹴ψ・＋’，／（1一，γ伽，ψ・4。＝。。

　　　　　　　　1－

T．et　uS　nOW　NV匪rit（》’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「　　　　　t

（2．；O）

据
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　　　　　　　　　　震鑓睡夢　 ．． D（・・五）

　　　　Afger　si．mple　galculations，　then，　．　we．ca．　n　bring’　the　eqtiations　（2．io）

to　thc　forms

　　　　　　　　　　．Rim’　．f“i　L　一L’一（7Zl，一．．ZZ7一　rg）E｝”’　Crt　＝　r．9M’，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　C　1　（2．12）
　　　　　　　　　　ノ’1”＾α千1（漏＋ノr十rg）瑠・ア』γ7・・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　c

xvhci’e

　　　　・9’』2〃17’”・z”＋〃・c　Bn・（f，t　一の

　　　　　　　　　＋ζψ。［僻、ご、＋かw・＋（ぬ一細・・］．

　　　　　　　　　　ツ　　　　　　　　　．　　．．〈2．1ふ、）
　　　。r：＝・2（Pノ孕ズ＋〃ZC・鰹（f’t　一の

　　　　　　　　4（ψ・峨一ψ、〃瞥か｝ご、ψ，o・）．

　　　　　　　　　　　1

　　　　7㌦2φPl”‘0‘＋〃・6町（F’一の

　　　　　　　　　＋ξψ，［（ll＞　titl：　・，＋・、な’：t⊇ご、）o’＋（靴ご、一臨囲

　　　　　　　　　　　　i　’　’　”〉　（2．i　．3b）
　　　　or　：　＝　2　ca／i’　iM　Gt　＋　mc　ft　”，”（．Fi　一　Gi）

　　　　　　　　　＋鷹（　　　　　　ゆ（P，n61叢一十G・㌧脅一F　E　’t’｝ご1ψ。ノ7～）．

　　　　　　　　　　　1　一

　　’　Thus，　we　can　deal　with　this　g；ravitnc　tiooal　probleni　．in　the　sanne

w・y・・the　pe・tu・b・ti・1・P・・blem　devel・ped　i・・the　p・cvi…ssccゆ・

　　　　　　　　　　　　　　3．　The　Gravitational　Perturbation

　　　　In　tliis　section，　we．shaU　study　the　gravitational　perturabation　’foir

tho　electron　in　the　Central　electrlc　fielcl．

　　　　LStibstitutin．o，．，，’　tlie’valucs　of．　（2．．l　r））　for　．S””“　and　TM　in　tho　forniula

i’ort　the　peirturbatio．　R　energ“y　given　by　（i．i7），　we　obtain

，∬∫・ψ晦慨謡・・妻万7（凝縮砿航伽’

十

　　　　　　　　　　　　　　　　∬∫珊（航＋∂無

1∬∫礁L（面一曙鳳の・臨融）魚油d・，
　　　　　　　　　　　　　　　　　∫∬班（マ　　　　ゆ　　　　　　な　　　　り77磁Fnt十G‘G．1．）漉’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）

We　shall　furst　show　that・　the　second　term　of　tho．　perturbation　energy



　　　　　　0励・伽吻伽・1％’…伽加for　th・D瑠磁・物　・33．

is　ctue　to　the　intcraction　between　the　spin　of・the．　electron　and　tha

g　ravitati．onal　force．

　　　　］lt　xv・as　shoxvn　in．　tho　previous　papcr　that　tho　operators　clefined．　by

　　　　　　　　　　Σ・・（一，…）…Fl・・∂安．一君一δ劣r罪底ゑ∂等級∂券）

　　　　　　　　　　　　　　　　鵬・為押・∂雰

co“ld　1／）c　in．trod．uccd．　a，　s　the　Spi’n　ope．Yators　．in．　the・　tensoir　for．niula，　tions．

’lrhc　conjugate　ope．r，ator　inay　be・　clefinecl　by

　　　　　　　　　Σ・μ）：：・F・・∂妄、一三∂メ．＋lz㌃折・¢∂募礁∂募）

　　　　　　　　　　　　　　　　＝・君置戸∂募・

　　　　Si．nce　these　spin　oper．　ators　are　introduceci　in　tho　case　o£　the　spe－

ciai　rclatlvity，　we　can　app．　ly　these　operators　to　the　unpertuirbed　func－

tions．　Accordingly，　“ritl｝　the　help　o£　these　operators，　we　can　express

the　＄econcl　tcrni　o£　（3．r）　in　the　forms

lガ∫∬2P・［∂，。（デ＋♂）か＋（㍍（デー♂）6・＋鳳（デニゲ）か審淑デ＋♂）ひ］凶・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬∫瑚鳳（艶＋鳳恥廊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（r）．2）

xvhere
　　　　　　　　　a，　va：　’．t，　a一，　＝＝　tt’14，　（s　：＝一：一　i，　2，　：）　），

o．ir　bv　the　vector　notations
　　　　　　　　　　一（ai’，　crL，　a：｝）’k＝d，　一（sl，　oi　a一：1）＝　」・

　　　　　　　　　（？pt，　（mp：・i）＝：一（一gll13－4　・　一gl！3L41　・　一fliL｛L．．　）：r－K・

this　becomas
∬∫多［C，nK（i＋cr）か＋鳳κ（♂＋・）G’n・＋♂κ（」一・）（ン＋鳳κ（8一・）潮脚

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬抄（ぐ　　　　ウ　　　　　　　マ　　　　のび（z汁声駕、）ぬ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．3）

　　　Tmm　this　result、ve　see　th葺t，　cvcn．　w｝｝en　the　contra1．　particle　is

ne鷺tra1，　the　central　gravitationa1　ξield　inteyacts　with　the　spin　of　the

electiron．

　　　　As　the　unperturbed　fullctiolls　for　the　electroll　in　the　central　elcc－

tric　fie玉d，　we　may　use　the　folI．owing　values　wkich　were　obtained　in　thc

　　　ほP「eVlous　pape「：、，

n
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り

F　・z

G＝

一

βZ
ク
ゐ

◆

Z＝

　　　　　ク’

7r’4　＝　i’ww7T

　　　　　　．1’

｛（・・＋zl［「≠］）玖晦）一紫．照・θ・sb）｝

｛（　　　　　・　［raL］ro一一z　　　　　　　　た）玖一々・o，・9）＋参即；猷の｝

玖一た；θ，9），．61＝x・珊；θ，9），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ’

（3・4）’

where
　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

　　　　　　　　　F＝・（声，声，が），．（；L一（ぴ，び，．6・う，

　　　　　　　　　…篇（“Tt　　κ鷺　　．rt；：”　　　　ラ　　　　　　　ラプ．　　ノ・　　　ノ・），Lt（五・・為1，五・・）・

　　　　　　　　　　；｝z（le；　0，　g）　or　ill　short　γ（fv）：sphericaユharn－lonics　of　cleg’reeた．

　　　　　　　　　L：εしnguユar　momel簾tum　operatolf　satis：Fying　the　relatiolls　l

　　　　　　　　　L＝＝一」L，乙2γ（！を．；θ，9）諜双た十Dγ〈／e；θ，～ク）．

　　　　Xi　and　X2　are．　the　funC．しiORs．of　ノ’whi．（三h　satiSデy　the　eqaations：

　　　　　　　　　カ（li；．一・　一7i．iwwl　）xt＝＝一一r｝．’ma（hl｝一E－rg）z・・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．（3。5）

　　　　　　　　　カ（d　　乃　　十（／・1・　’　・2・）z・＝1（為橘煙）Xl・

　　　　It　cεしn　easily　bo　showll　thqt　thc　functioll　J／てk；θ，～ク），　the　sphe亥二ical

hay．mQiiics　Qf　degree　乃，　satisfies　the　foI夏owillg　relati（）ns：

　　　　　　　　　∬即・；e，　9）即；e，・9）ri・　t／O・／ψ

　　　　　　　　　　　　　一、（／e≒1）∬加・卿7（・e・…9）・1h蜘

　　　　　　　　　　　　　「（、≒1）∬剛蜘）［碑・θ…）・M・や

　　　　　　　　　　　　　＝　　ル　，foτ／e，＝／e　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　2，る十1

　　　　　　　　　　　　　＝＝o　　for　’そ’⇒二た．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．6）

　　　　S鷺bst量tuting　thαvalues　of（3．4）for　the．unportzlr正）ed　fmユct｛olls　of

（3。1）　and　evaluat｛ng　the　a難gular　pa，rts　of　the　integra1s　w｛th　the　helP

・fthe　rclat呈・ns・f（3．6），　we・bta｛1・

　　　　　ε＝＝＿．袴∫ψ（z～＋z鋤＿a、∫ψ（z～一z～）〃

　　　　　c　　‘　∫（z～＋z・・‘1’ン〃　　r　∫（xi＋γの〃

　　　　　　　　　　・．、，∫螂＋γ～）〃．，た∫響膏土

　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　．十2　　　　　．　　　　　　　　．
　　　　　　　　　　　　‘　∫（脚・）〃’．．．．4／’2　一一．．エ∫（x，・＋・x・・2）〃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．t．　　（3．．7）
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　　　　Thus，圭f毛he　gravitatio王ユa，1　potential　ill　the　atonユi．c　system　i．s　known，

the　energy　of　the　gravitatioRεしI　per仁urbation　may　bc　determ｛ned．．

　　　　＼Ve　as　g．　um　d．，　as　an　example，　that　tho　Newtぐmian　law　c£　9ravita－

ti．on　llolds　｛玉ユ　the　H：ydrogon　ato1T1，　nalTlel　y

　　　　　　　　　　　ψ一王，γ一・攣，ψ一”，

　　　　　　　　　　　　　　　プ　　　　　　　　ボ　　　　　　　　ア

where　M　is　the　mεしss　of　thc　nuc1．eus　and〆萎s　the　constant　of　gravita－

t｛on．　Thcn，　neglect｛ng　the　lreIativistic　coyreet｛on　in　the　perturbed　terms，

we蒋nd　that　the　tota王energy　may　be　glven　in　a　rough　apProx｛matめn

bv　tho　express1．OR

　　　　　　　　　　．E≒ノ照一2舅■＜ズt＞）◎ri」＿ノk謡〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ビ’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゲ

whe1℃〈ズt＞an・1＜誠＞1・・ean　1℃・pectis・ely　the　me・n　valu．es・fブL
　　　　　霧
・an　（18「≧．

　　　　A．．s　the　Newtoniall　force　is　sinaller　ill　thc　extrel：nen．dous　order　Gf

magn｛tude　thaR　the　CoulQmb　force，　it　may　be　imposs｛ble　to　check　the

con℃ctn．ess　of　t1．1月目aboveτe＄Rk　by　cxperiments　o：箴atomi．c　spectra．

11bweve「，　the　fact　that　the　energy　is　in　Propo舵ion　to　the　m．ea臓val　ue
　ユ．

、轟　seems　to　be　an　inte葉℃sこ｛ng　resu．1．t，　because　i…ユ　the　classica1．　theory　of

the　red　shifts，　t］1｝e　frequen（こy　of　I．ight　is　also　aPPI’oximELteiy　ill．　P．r‘）Por一

　　　　　　　　ユ，
　コ　　　　　　　　　　　　　　　リ

tlOn．　to　tso＝…為．

．Resea1℃h　II．．abo／rEitoirxr
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　　　　　　A．．sahi（．：｝lass　C：Olnpany，「Ltd．
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